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V0RLE8UNÖEN  ÜBER  GEOMETRIE. 

VON 

ALFRED  CLEBSCH. 

BEARBEITET  UND  HERAUSGEGEBEN 

VON 

Du:  FERDINAND  LINDEMANN.* 

MIT  EINEM  VORWORTE  VON  FELIX  KLEIN. 
EHSTER  BAND. 

GEOMETRIE  DER  EBENE. 

MIT    78   HOLZSCnNITTEN. 


LEIPZIG, 

DRUCK  UNI)  VERLAG  VON  B.  ö.  TEUBNER. 
187G. 


-Als  Clebsch  vor  nunmehr  drei  Jahren,  auf  der  Höhe  seiner 
'^irksamkeit,  durch  einen  plötzlichen  Tod  dahingerafft  wurde,  entstand 
^  Kreise  seiner  Freunde  und  Schüler  alsbald  der  Plan,  eine  Heraus- 
^he  wenigstens  seiner  geometrischen  Vorlesungen  zu  veranstalten. 
Waren  sie  doch  das  hauptsächliche  Mittel  gewesen,  durch  welches  er 
einen  immer  wachsenden  Kreis  von  Zuhörern  um  sich  gesammelt  hatte. 

Aber  die  Aufgabe  erwies  sich  grösser  und  umfassender,  als  man 
äu  Anfang  hatte  glauben  können.     Die  Vorlesungen  Clebsch 's  ent- 
halten in   der  Form,   in   welcher  sie  in  verschiedeneu    nachgeschrie- 
benen Heften  vorliegen,   nicht  eigentlich   Abgeschlossenes;   Clebsch 
hatte  wechselnd  bald  diesen,    bald  jenen    Gegenstand    berührt,    ohne 
systematische    Vollständigkeit    anzustreben.     Bei    einem    Werke,    das 
sogleich  ein  Lehrbuch  sein  sollte,  musste  der  Stoff  nach  einheitlichen 
l*rincipien  durchgearbeitet,   es  musste  manche  Lücke  ergänzt  werden; 
^  konnte  endlich  nur  in  Clebsch's    eigenem   Sinne   liegen,    wenn 
dw  Versuch  gemacht  wurde,    die  Darstellung    bis  zu   dem  neuesten, 
^on  der  Wissenschaft  in  den  letzten  Jahren  gewonnenen  Standpunkte 
Jwchzuführen. 

Man  wird  Herrn  Dr.  Lindemann  hohen  Dank  wissen,  dass  er 
"lese  umfangreiche  und  schwierige  Aufgabe  mit  ebensoviel  Hingebung 
als  Verstandniss  in  Angriff  genommen  hat.  Es  ist  das  Werk  dadurch, 
zumal  in  den  späteren  Partieen,  namentlich  auch  sein  eigen  gewor- 
^^D;  verschiedene  Abschnitte  mussten  von  ihm,  auf  Grund  der  Original- 
wbeiten,  überhaupt  erst  entworfen  werden.  Aber  der  Name  Clebsch 
"Wfte  voranstehen  —  nicht  bloss,  weil  Clebsch  die  Veranlassung 
zum  Entstehen  des  Buches  abgegeben ,  und  weil  die  ümgränzung  des 


IV  Vorrede. 

StofiFes  doch  immer  seinen  Vorlesungen  conform  bemessen  wurde  - 
sondern  weil  der  innere  Gehalt  des  Buches  durchaus  auf  ihn  zurück- 
geht: sein  ist  die  Art  der  Darstellung^  die  durchgehends  angestaubt 
wurde,  —  von  ihm  lernten  wir  Anderen  die  Tendenz ^  auch  fremde 
Untersuchungen  umfassend  in  Betracht  zu  ziehen  und  mit  den  eigenen 
zu  verweben,  —  aus  Dankbarkeit  gegen  ihn  entstand  der  Plan  des 
Werkes  und  gelang  die  seitherige  Durchführung. 

München,  Februar  1876. 

Felix  Klein. 


Vorbemerkungen  des  Heransgebers. 


Die  naChstehen(]en  Bemerkungen  sollen  dazu  dienen  ^  die  Ent- 
steliungsweise  des  vorliegenden  Bandes  und  die  bei  Abfassung  desselben 
befolgten  Gesichtspunkte  darzulegen;  insbesondere  muss  ich  dabei  an- 
geben, in  wie  weit  der  Inhalt  desselben  den  Vorlesungen  und  nach- 
gelassenen Manuscripten  meines  hochverehrten  Lehrers  entnommen  ist^ 
in  wie  weit  ich  entsprechend  dem  für  das  Ganze  angenommenen  Plane 
genöthigt  war,  das  vorhandene  Material,  sei  es  durch  Darstellung  frem- 
der, sei  es  durch  Einschaltung  eigener  Untersuchungen  zu  ergänzen. 

Die  folgenden  Vorlesungen  von  C  leb  seh  bilden  die  Grundlage 
<le8  Buches: 

1)  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte.    Sommer  1871. 

2)  Theorie  der  algebraischen  Curven.     Winter  1871/72. 

3)  Theorie  der  algebraischen  Formen.     Sommer  1872. 

Für  die  Bearbeitung  derselben  sind  mir  neben  eigenen  Auf- 
^ichnungen  besonders  die  Hefte  der  Herren  Ahlborn  und  Godt  von 
Nutzen  gewesen.  Ausserdem  standen  mir  für  die  in  früheren  Jahren  von 
Clebsch  gehaltenen  Vorlesungen  Hefte  der  Herren  Baule,  Dieck- 
Diann,  Klein  und  Riecke  zu  Gebote;  letztere  behandeln  ebenfalls 
^ie  genannten  Gegenstande,  jedoch  in  gedrängterer  Fassung,  überdies 
die  Theorie  der  AbeTschen  Integrale.  Ferner  konnte  ich  für  die 
Vorlesungen  1)  und  2)  ein  kurz  gehaltenes  Manuscript  von  Clebsch 
benutzen,  welches  zunächst  für  die  letzterwähnten  früheren  Vorträge 
entworfen  zu  sein  scheint  und  wohl  mit  demjenigen  identisch  ist,  auf 
^  sich  Herr  Fiedler  für  einige  Stellen  seiner  Beailbeitung  von 
Salmon's  Kegelschnitttheorie  bezieht  (vgl.  die  Vorrede  zu  diesem 
Buche).  Endlich  wurde  der  Inhalt  eines  Manuscriptes  über  die  Theorie 
^er  Connexe,  welches  von  Clebsch  unvollendet  hinterlassen  wurde, 
"i'^glichst  verwerthet. 

Um  diesen  reichen,  doch  mannigfach  getheilten  Stoff  zu  einem 
'janzen  zusammenzufügen,  waren  selbstverständlich  manche  Aende- 
^'^ögen  in  Anordnung  desselben,  sowie  gelegentliche  Ergänzungen 
öothwendig.  Ueberdies  aber  erweiterte  sich  mir  während  der  Arbeit 
allmiUig  der  Plan   des  Werkes;   immer   mehr  erschien   es   wünschens- 
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werth,  auch  neuere  Untersuchungen  unter  die  algebraischen  Gesichts- 
fiuiilde  einzuordnen^  von  denen  der  Gedankengang  in  Clebsch'ü 
Vorträgen  beheri'scht  ward,  insbesondere  solche  Theorien  in  ihrer 
neueren  Entwicklung  /ai  verfolgen,  deren  Ausbildung  auch  eine  natur- 
geniflsse  Erweiterung  des  in  jenen  Vorlesungen  gebotenen  Stoffes  xu 
fordern  schien,  und  so  hn  Anschlüsse  an  Clebsch  einen  in  gewisser 
Richtung  vollständigen  Ueberblick  über  die  heutige  geonietriach  - algtj- 
braiache  Forschung  zu  geben.  Eben  diese  allmälige  VerrQckung  des 
gesteckten  Zieles  bezeichnet  zum  grossen  Theile  den  Charakter  de^ 
'vorliegenden  Buches  und  damit  auch  manehe  Mängel  desselben*  Es 
ist  keineswegs  ein  in  sich  vollendetes  Werk,  an  welchem  alle  Uneben- 
heiten mit  sorgfältig  bessernder  Hand  vermieden  waren;  vielleicht  war 
bei  Auswahl  des  Stotles  in  den  zugefügten  Ergänzungen  die  ilichtaüg 
meines  Interesses  und  des  Fortachreitens  meiner  Entwicklung  vaa 
grosserem  EioÜusse,  aln  eine  rein  objective  Beurtheilung  des  Gänsen 
nir  zuliLssig  halten  dürfte.  Immerliin  hoÜ'e  ich  jedoch,  gewisse  An* 
«chauungen  und  Methoden,  die  sonst  nur  in  dem  engeren  Kreise  von 
Clebsch*s  Freunden  und  Schillern  gekannt  und  benutzt  wurden,  all- 
gemeiner zugänglich  gemacht  zu  haben;  und  dies  um  so  mehr,  als 
diejenigen  Gebiete,  in  denen  sie  am  meisten  zum  Ausdrucke  gelangen, 
in  den  seitherigi'u  Lehrbüchern  nicht  behandelt  oder  <loeh  nur  kurz 
berührt  sind. 

Sollte  es  mir  schliesslich  gelungen  sein,  mich  dem  bezeichneten 
Ziele  einigermassen  zu  nähern,  so  habe  ich  dies  zu  nicht  geringem 
Theile  der  freund.schaftliehen  und  stet*5  bereitwilligen  Ünterstöt^ung 
des  Herrn  Klein  zu  verdanken,  mit  welchem  mich  sowohl  während 
meines  Aufenthaltes  in  Erlangen  (Ostern  1873  bis  <lahin  1875),  als 
nachher  in  München  (bis  Ostern  187tV)  ein  reger  wissenschaftlicher 
Verkehr  immer  enger  verband,  und  dessen  wuhlthätiger  Einllu^s  auf 
meine  Arbeiten  daher  wohl  grösser  ist,  als  dass  er  sich  mit  Worten, 
durch  Anfilhrung  von  Einzelheiten,  würde  schildern  lassen.  Ich  be- 
schranke mich  darauf,  dankbar  hervorzuheben,  dass  es  vor  Allem  sein 
Bestreben  war,  mir  bei  Anordnung  und  Sichtung  des  reichen  Stoffes 
und  beim  ZuHnmmenfassen  verschiedenartiger  Untersuchungen  unter 
einheitliche  (j  es  ich  ts|»  unkte  fördernd  zur  Seite  zu  stehen.  In  München 
hat  Herr  Brill  sich  mit  gleicher  Bereitwilligkeit  um  die  Förderung 
nvrini's  Unternehmens  bemüht  (besonders  für  einzelne  Abschnitte  der 
vierten  und  sechsten  Abtheilung);  auch  ihm  spreche  ich  daher  meinen 
lebhaft  gefühlten  Dank  aus.  Im  Winter  1874/75  hatte  ich  überdies 
(JeU»genh<'it,  mit  Herrn  (iordan  in  persönlichen  Verkehr  zu  treten, 
und  so  verdunke  ich  ihm  ebenfalls  manch'  schüizenswerthe  Bemer- 
kung, wifj  auch  an  einzelnen  Stellen  des  Buches  besonders  hervor- 
gehoben ist  — 
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Im  Folgenden  Tnöge  noch  kurz  geschildert  werden,  wie  der 
gegebene  Stuff  geordnet  und  verarbeitet  wurde;  diejenigen  Gegen- 
stände,  welche  nicht  den  Vorlesungen  von  Clcbsch  oder  den 
betreffenden  Origiualautsätzen  desselben  entnommen  wurden,  will  icli 
kurz  als  ^^hirizagefügt^^  bezeichnen. 

Die  ersten  beiden  Abiheilungen  sind  eine  Wiedergabe  der  oben 
unter  1)  genannten  Vorlesung  von  C  leb  seh. 

In  der  drüten  AbtheÜung  lindet  man  im  Grossen  und  Ganzen  den 
Inhalt  der  Vorlesung  3)  wieder,  insoweit'  letztere  die  Theorie  der 
binären  Formen,  der  ternllren  Formen  im  Allgemeinen  und  der  t^r- 
nruren  quadratischen  Formen  behandelte»  Es  muasten  indess  verschie- 
dene Umstellungen,  Abkürzupgen  und  Erweiterungen  vorgenomraen 
werden,  um  den  geometrischen  Inhalt  der  algebraischen  Theorien  mehr 
HerTortreten  zu  lassen ;  und  dies  konnte  um  so  eher  geschehen,  als  die 
Algebra  der  bimlren  Formen  von  C  leb  seh  selbst  in  einem  grösseren 
Werke  behandelt  ist.  Die  Theorie  der  Polaren  binflrer  Formen  und 
der  Involutionen  (p,  2*J3  11*,)  ist  einem  besonderen  Manuscripte  von 
Clebsch  entnommen.  Der  Abschnitt  ober  Collineationen  im  terniiren 
Gebiete  |p.  2U)  —  264)  bildete  ursprünglich  die  Einleitungen  den  oben 
UBter  2)  genannten  Vortrugen.  Die  Theorie  der  algebraischen  Formen 
habe  ich,  abweichend  von  der  zeitliehen  Aufeinanderfolge  obiger  Vor- 
trage, vor  .die  der  algebraischen  Curven  gestellt,  um  mich  in  letzterer 
gelegentlich  der  durch  erstere  gewonnenen  Vorstellungen,  Bezeichnungs- 
weisen  und  Rechnnngsmethoden  bedienen  zu  kf^nnen»  Hinzugefügt, 
sind  (p.  212  f,)  in  etwas  modificirter  Form  die  Untersuchungen  Ober 
die  Darstellung  invarianter  Eigenschaften  durch  Verschwinden  von 
FnncHonalin Varianten  und  (p.  288  tf.)  die  Ableitung  des  vollständigen 
Systems  zweier  ternären  quadratischen  Formen  (nach  einer  Mit- 
theilung des  Herrn  Gordan),  ferner  die  Aufstellung  der  Invarianten- 
rclationen,  durch  welche  die  besonderen  Lagen  zweier  Kegtd.sebnitte 
gegen  einander  charakterisirt  werden.  Die  Berechnung  der  Relationen 
:^wi8chen  ihreii  verschiedenen  quadratischen  Co  Varianten  dagegen  ist 
wieder  den  Vortragen  von  Clebsch  entnommen* 

In  der  vierten  Alilhetluntf  sind  die  ersten  vier  Absclinitte  (p.  305 
—372)  eine  Bearbeitung  der  ersten  Hälfte  der  Vorlesung  2),  an 
einzelnen  Stellen  modificirt  in  Folge  der  voraufgeschickten  Theorie 
J«r  algebraischen  Fonnen,  zum  grosseren  Theüe  aber  wohl  ohue 
Kmiitniss  der  letzteren  verstiindiich.  Es  sind  liinzugefügt  die  Sätze 
^011  Not  her  ilber  die  Gleichung  f=A^)^Dil.*  (p.  338  E),  die 
^ittelgt  symbolischer  Reclmung  gefilhrten  Beweise  für  das  Verhalten 
♦^''J'  Hesse  sehen  Curve  in  den  singulliron  Punkten  der  Grundcurve 
'P' -iJHi,  die  direcfe  Bestimmung  der  Wendetangenten   der   8teiner- 


^isä^a,  .  ir^^  }..  <Ko  nikä  «inf-  Enrehermg  o»  Satss  ober  die  Spitzen 
^^  tfSSOfS'^L.  I»Mf  AtMedmiixe  tter  Sjsseine  vcm  Carven,  fito  das 
<"^^'rjEi<?>  '.-LiTT^Kiiiaexii^kriikcq*  uid  über  die  cdsdeotige  Abbildung 
xm*^.^T  I^i0iSfa.   hxz  «diuLDder  sine   ikrem  üuxseB  Umfiuige  ii«4^K   auf 

Irrviux    ü^  if^TT-tifieDOSL  ^^zigiii&i&fisis»-  uiaceu^eiiiet:  nur  die  alge- 

yaug»^2^  2#taä2iidim]tE  oer  HiementusTss^nDe*  Tum  Kegdachnitten  (p.  SÖ3 
-   ;5är^     JK    -öniäiL  SemiiiBTTCinnicr    Tvo:    Ciftsch   ans    d^n    Winter 

><ii  ^..  ^amiLoimisL:  ^ber  Or  Ort- xLora  «icImsi  TnnsfonDationeii  gab 
'^rr^.h^  *tmt  kvrsi:  rt;i«ersitiit  in  ittbaai  Vv«rjesQii0ai  über  AbeTsche 
^  oitfcitfiiiifa.  "•^:a:Mr  IrT'.  71  xaid  ülier  RuungecHBetrie  (Winter 
;X%^'t2>.  1l  D^a.  gfmanTfTgL  Absieiiiiinien  vird  man  Tidleieht,  wenn 
n#tir  n  b*a.  i^tsBijaisai.  dctcii  in  den  Beipcaaen  ebuges  Nene  find^; 
g^  farrf  iiHT  *ryI»T.TtgL:  dSe  BesdzcixiuBg  des  TexiuJtHis  der  Jacobi- 
#iu4  .-ir^  Ji.  g*mtfrn«gLiit€P  Psiiki£ii  der  drs  GroBdcmr^i  (p.  377), 
ft^'  i0iS9k*ui0t  flir  &  SLtEe  T{«ii  Cbaslf-s  «isd  Creicoiia  über  Kegel- 
'0äuiixai^4n'!!3u^  i>  ^«r^  £^  .  die  aleebraidcbeii  Eiwteraiigeii  über 
Jt^iTi^x  ♦  T!ii*fUQt  OK-  C^urenfxsrejDe  p.  41?  fL-,  die  Berechnong 
vr  '^vni^if^aixtirT'»:  frr  dSe  emfachs^«!  Fi]le  dcf  CcHxespondeni  auf 
fnvfsr  '^ir«»^  t#tiiitnqps  G«5iciLl«clits  }<  446  £  ,  die  Cntersocliiingen 
Vn0!sr   ^.naatpo.   -«ul   C-iirTta;.    weithe   dSesaeube  fesise   Cnrve   berfibren 

}    ^A  £     Ulli    tn:  AiviLir=Ltg  des   Briir^ben  BedfoxicitiUBgesetzes    ^ 
-tif  wu'jii*:  rüiUiFa.  nii  H^^  des  erwritenen  Oonespondenzprincips- 

Dk  /^iiv/t^   AiKur.i'v»^    «ütblh   in    ihren   ers«»   drei  Abschnitten 
die  Faruietziizir   ö*r  Ti-r^jssng  ?  ;  hiniog^fiJg:!  habe  ich  die  Unter— 
sucliungeu    xÄtvr  Ktgtüy^rT^-Xerce   lind  -Gewebe    j,   519  ff.   nacfa- 
Üofeanes;    und    die    Bez>£rir:Lng^ai     über    den    Zusammenhang   de^" 
Grabemann'6eb«i<    Erz^:;z::iig5wei5e   mii    d«-    Chasles'schen.    Di^ 
Tlkeorke   der  leniiir»!  ci^bisiehcn  Formen   i^i  eine  Dai^teUnng  des  be— 
tr»f8e&den   Tieü**    T.>n    Vorlesiing   o\    doch    über   die  Giemen  de:^ 
^fücsjsfSL   iniuttit   icTii^efän    und    duncb   Einschahxmg   geometriscbe:^ 
','*sUKr««^uii^»sL  *x^*fUin.     Der  siechste  Abschnitt  bildete  seinem  ge<^' 
juesmü^s.  ^sLUAjr^  iiaeh  den  Schluss  der  Vorlesung  2  «    Die  Abechnitt^ 
Tv^  fu^  AjL^'Wid^katz  der  elliptischen  Functionen  und  über  die  Parft" 
Ui*^#»:-r:Äirrri^i..;aii-   türtd    -elost^widig    von    mir    ausgearbeitet*      Erster^ 
'ß^\xr^,  "'-.^v*»*   z.ir  turz  öin  Schlüsse  seiner  Vorlesung  über  eUip* 
•-••»0**:  >  v^iiiiUi;*!.*:^    Syrr-rer  1 ST2  :  der  letzteren  ist  die  Einführung  def 
H*:riL.i'^  **.i«e:i   -^-i  ii.'i'donrn  direct  entnommen    p.  627^.     Ich  heb^ 
j:.>t^   ^jKt,  V*rt,v.i   Lerror.   gewisse   algebraische  Eliminationsaufgab^^ 
c.r-x  iJ»«. -^jcviz  -ier  TLeü:aigsgleichungen  für  elliptische  Funetion^^ 
r.  >>**ea    >.  ^o^  f.  . 

J/^  k^^.kxu  A'AheÜH^  ist  eine   vollständig  selbststandige  Bearb^^' 
X>K'j   -v-*   Ji   :ir  gegebenen   Stoffes;    eine   solche    glaubte    ich   um    ^^ 
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lehr  uniernekmen  zu  dürfen,  als  der  Zusammenhang  der  Theorie  der 
bei 'sehen  Functionen  mit  der  Geometrie  eine  der  »chönsten  Ent- 
eck ungen  iat,  welche  wir  Clebsch  verdanken,  und  als  diese  An- 
endungen  in  dem  Werke  von  Clebsch  und  frordan  über  AbeTsche 
unetionen  nur  beiläufig  berücksichtigt  werden.  Die  rein  alge- 
isehen  Untersuchungen  sind  zum  Theile  als  Ergänzungen  der 
letreffenden  Abschnitte  in  der  vierten  Äbtheilung  aufzufassen.  Man 
Hdet  auch  hier  einige  vielleicht  neue  Gesichtspunkte  und  Beweise; 
h  nenne:  die  Darstellung  des  directen  Beweises  für  die  Erhaltung 
?s  Geschlechts  bei  eincfeutiger  Transformation  (p.  662  ff.|,  die  Ab- 
itung  der  Briirschen  Formeln  für  simultane  Correspondenzen  auf 
liner  Curve  (p,  720  ff.),  die  Zerlegung  algebraischer  Differentialaus- 
rücke  in  Summen  von  Nonnaldifferentialen  (p.  778  ff.)^  die  Ableitung 
Ja  CO  bischen  Satzes  und  des  Abel'schen  Theorems  aus  ihn» 
|p.  818  ff.),  die  Erledigung  des  erweiterten  Umkehrproblenis  für  den 
Fall  /^  =  2  auf  Grund  Ki em an  n  scher  Frineipien  (p.  8t »7  ft*.)  und 
lue  Behandlung  der  Uurven  vom  Gesclilechte  Null  (p,  889  ff). 

In  der  sfebenien  AhiheUung  ist  auf  Grund  des  Schlusses  der  Vor- 
Wimg  3)  und  des  oben  erwähnten  Maniiscriptes  von  Clebsch  die 
Tlieorie  der  Connexe  dargestellt f  da  letztere  noch  durchaus  in  ihren 
ÄnfTuigen  steht,  ist  die  ganze  Abtheilung  mehr  als  Anhang  iw  be- 
trachten. Hinzugefügt  habe  ich  einige  Abzahlungen  auf  p,  940  und 
W,  die  Ableitung  der  Eigenschaften  der  durch  ^'=0  und  <t>=  0 
Wieichueten  Curven  (p.  %9)^  die  Beispiele  für  die  Bestimmung  von 
Haaptcoincidcnzcurven  (p.  'J7S  tf.),  eine  ausführlichere  Behandlung  des 
Conaexes  (1,  1)  auf  Grund  der  im  Texte  genannten  Aufsätze,  die 
^'gemeinen  Satze  über  den  Connex  (1,  n)  und  Uodt's  Untersuchuii- 
%^  Über  den  Connex  (1^  2),  Dem  Manuscripte  von  Clebsch  sind 
inibesondere  entnommen:  Die  Berechnung  des  conjugirten  Connexes 
^^m  Connexes  (2,  2),  die  Bemerkungen  über  die  Differentiale  mehr- 
'ncher. algebraischen  Integrale  und  die  Entwicklung  auf  p.  077.  Den 
**%nrifflichen  Entwicklungen  über  die  Integration  einer  Differential- 
l^leichimg,  sowie  der  Behaudlung  der  Lie  scheu  Beriihrungstrans- 
'ömiationen  liegt  ein  schriftlicher  Entwurf  des  Herrn  Klein  zu 
^'fUßde,  welchen  mir  derselbe  gütigst  zur  Benutzung  überliess* 

Endlich  muss  ich  hier  noch  einige  Worte  iSber  die  LUeratur- 
'^^^chweiae  anschliessen.  Clebsch  pHegte  in  seinen  Vorträgen  nur  die 
*llarnrichtig&ten  Originalaufsiitze  zu  erwähnen,  und  demgeraäss  habe 
^^  mich  in  den  betreffenden  Theilen  dieses  Werkes  auf  nur  kwrm 
^i^brische  Notizen  beschränkt,  die  durchaus  nicht  den  Anspruch  auf 
' ollstiindigkeit  machen,  die  aber  hinreichen  werden,  um  den  Lt^ser 
**^  die  Literatur  einzuführen*  In  den  von  mir  selbstständiger  bourbei- 
^ten  Abschnitten  dagegen  hielt  ich  es  für  meine  FHicht,  die  bi-fnitzten 


sehen  Carve  (p.  305)  und  eiue  Erweiterung  des  Satzes  ülier  die  Spitzen 
der  letzteren.  Die  Abschnitte  über  Systeme  von  Curvon,  über  das 
erweiterte  Correspondeuzprineip  und  über  die  eindeutige  Abbildung 
zweier  Ebenen  auf  einander  sind  ihrem  ganzen  Umfange  nach  auf 
Grund  der  betreffenden  Originalautßiitze  ausgearbeitet;  nur  die  alge- 
braische Behandlung  der  Elementarsysteme  von  Kegelschnitten  (p.  393 
—  395)  ist  einem  Seminarvortrage  von  Clebsch  aus  dem  Winter 
lä^70  71  entnommen  j  über  die  Cremon ansehen  Transformationen  gab 
derselbe  eine  kurze  Uebersieht  in  seinen  Vorlesungen  über  Abel'sche 
Functionen  (Winter  1870/71)  und  über  Raumgeometrie  (Winter 
1868  69).  In  den  genannten  Abschnitten  wird  man  vielleicht,  wenn 
nicht  in  den  Resultaten,  doch  in  den  Beweisen  einiges  Neue  finden; 
ich  darf  hier  erwähnen:  die  Bestimmung  des  Verhaltens  der  Ja co bi- 
schen Curve  in  gemeinsamen  Punkten  der  drei  Grundcurven  (p,  377), 
die  Beweise  für  die  Sätze  von  Chasles  und  Cremona  über  Kegel- 
schnittsysteme  (p.  398  ff,),  die  algebraischen  Erörterungen  über 
Zeuthen's  Theorie  der  Curvensysteme  (p,  419  ff'.),  die  Berechnung 
tler  Coincidenzcurve  J'ür  die  einfachsten  Falle  der  Correspondenz  auf 
einer  Curve  beliebigen  Geschlechts  (p,  446  ff.),  die  Untersuchungen 
über  Schaaren  von  Curven,  welche  dieselbe  feste  Curve  berühren 
(p.  454  ff.)  und  die  Ableitung  des  BrilTschen  R^ciprocitiitsgesetzes 
für  solche  Schaaren   mit  Hülfe  des  erweiterten  Correspondenzprincipa. 

Die  fmfie  Abtheiimig  enthält  in  ihren  ersten  drei  Abschnitten 
die  Fortsetzung  der  Vorlesung  2);  hinzugefügt  habe  ich  die  Unter- 
suchungen über  Kegelschnitt -Netze  und  *  Gewebe  (p,  519  ff.  nach 
Kosanes)  und  die  Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  der 
Grass mann/schen  Erzeugungsweise  mit  der  Chasles  sehen.  Die 
Theorie  der  terniiren  cubischen  Formen  ist  eine  Darstellung  des  be- 
treffenden Theile^  von  Vorlesiing  M),  doch  über  die  Grenzen  der 
letzteren  hinaus  fortgeführt  und  durch  Einschaltung  geometrischer 
Ueberlegungen  erweitert.  Der  sechste  Abschnitt  bildete  seinem  geo- 
metrischen Inhatte  nach  den  Schluss  der  Vorlesung  2).  Die  Abschnitte 
über  die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  und  über  die  Para- 
meterdarstellung  sind  selbstständig  von  mir  ausgearbeitet,  Erstere 
berührte  Clebsch  nur  kurz  am  Schlüsse  seiner  Vorlesung  über  ellip- 
tische Functionen  (Sommer  1872);  der  letzteren  ist  die  Einführung  der 
Uermite  sehen  H- Functionen  direct  entnommen  fp.  xVll).  Ich  hebe 
noch  den  Versuch  hervor,  gewisse  algebraische  Eliminationsaufgaben 
durch  Benutzung  der  Theilungsgleichungen  für  elliptische  Functionen 
zu  losen  (j>.  652  ff.). 

Die  sechste  Abtheittauj  ist  eine  voUstiindig  selbstständige  Bearbei- 
tuög  des  in  ihr  gegebenen   Stoffes;    eine  solche    glaubte    ich    um   so 
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mehr  unternehmen  zu  dürfen,  als  der  Zusammenhang  der  Theorie  der 
Abel 'sehen  Functionen  mit  der  Geometrie  eine  der  schönsten  Ent- 
decktingen ist,  welche  wir  Clebsch  verdanken^  und  als  diese  An- 
weniiungen  in  dem  Werke  von  Clebsch  und  Gordan  über  Abel'sche 
Fanctionen  nur  beiläuüg  berücksichtigt  werden.  Die  rein  alge- 
braischen Untersuchungen  sind  zum  Theile  als  Ergünzuugen  der 
betreffenden  Abschnitte  in  der  vierten  Äbtheilung  aufzufasseu.  Mau 
findet  auch  hier  einige  vielleicht  neue  Gesichtspunkte  und  Beweise; 
ich  nenne:  die  Darstellung  des  directen  Beweises  für  die  Erhaltung 
des  Geschlechts  bei  eintfeutiger  Trausformation  (p.  062  ff.),  die  Ab- 
leitung der  Briirschen  Formeln  für  simultane  CorrespondenKen  auf 
einer  Curve  (p,  720  ff.),  die  Zerlegung  algebraischer  Differentialaus- 
drocke  in  Summen  von  Nornialditferentialen  (p.  778  ff.),  die  Ableitung 
dea  Jacob] 'sehen  Satzes  und  des  AbeTschen  Theorems  aus  ihm 
(p;  «SI8  ff/),  die  Erledigung  des  erweiterten  üinkehrproblenis  für  den 
Fall  fß=^2  auf  Grund  Uiemann  scher  Principien  (p.  807  ff.)  und 
die  Behandlung  der  Uurven  vom  tieschlechte  Null  (p.  889  ff.). 

In  der  siebenten  Abtheiiunfj  ist   auf  Grund   des  Schlusses  der  Vor- 
lesung 3)   und  des  oben  erwähnten    Manuscriptes    von   Clebsch   die 
Theorie  der  Couuexe  dargestellt;   da  letztere   noch   durchaus  in  ihren 
Anfangen  steht,   ist  die  ganze    Äbtheilung   mehr  als    Anhang   zu   be 
trachten.    Hinzugefügt  habe  ich  einige  Abzahlungen  auf  p.  940  und 
057 ,    die   Ableitung   der   Eigenschaften  der  durch  f '  ^  0  und  0  =  0 
bezeichneten  Curven   (p.  909),  die  Beispiele   für  die  Bestimmung  von 
Hauptcoincidenzcurveu  (p.  978  ff.)^  eine  ausführlichere  Behandlung  des 
konnexes  (1,  l)    auf  Grund   der  im  Texte  genannten   Aufsätze,    die 
Inllgemeinen  Sätze  über  den  Connex  (1,  n)  und  Godt's  Untersuchun- 
gen ober  den   Connex  (1,  2).     Dem  Manuscripte   von  Clebsch  sind 
insbesondere  entnommen:     Die  Berechnung  des  conjugirten  Connexes 
eines  Connexes  (2,  2),  die  Bemerkungen   über  die  Differentiale  mehr- 
facher algebraischen  Integrale  und  die  Entwicklung  aiit'  p.  977.     Den 
bcgriftiichen   Entwicklungen    über    die    Integration    einer    Differential- 
bleichung»    sowie    der    Behandlung    der    Li e 'sehen    Berührungstrans- 
"formationen    liegt    ein    schriftlicher    Entwurf    des    Herrn    Klein    zu 
Grunde,  welchen  mir  derselbe  gütigst  zur  Benutzung  überliess. 

Endlich   muss    ich    hier   noch    einige   Worte    über  die  LUeralur* 

'Trf(u^i*ise  anschliessen.     Clebsch  pHegte  in  seinen  Vortragen  nur  die 

rwichtigsten    Originalaufsätze   zu  erwiihnen,   und   demgemäss   habe 

ich   mich   in   den   betreffenden  Theilen  dieses   Werkes  auf  uur  kurze 

|.^,*   -.;  ,,},g  Notizen  beschrankt,  die  durchaus    nicht  den  Anspruch  auf 

iligkeit   machen,   die   aber  hinreichen   werden,   um  den   Leser 

in    die   Literatur  einzut'üliren.     In  den  von  mir  selbstständiger  bearbei- 

tüten  Abschnitten  dagegen  hielt  ich  es  für  meine  PHicht,  die  berjutzten 


vni 
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sehen  Cunre  (p.  .%5)  und  eine  Erweiterung  des  Satzes  über  die  Spitzen 
der  letzteren.  Die  Abschnitte  über  Systeme  von  Ciirven,  über  das 
erweiterte  Correspondenzprincip  und  Qber  flie  eindeutige  Abbildung 
Kweier  Ebenen  auf  einander  sind  ihrem  ganzen  Umfange  nach  auf 
Grund  der  betreffenden  Originalaufsätze  ausgearbeitet;  nur  die  alge- 
braische Behandlung  der  Elementarsysteme  von  Kegelschnitten  (p.  393 
— 395)  ist  einem  Seminarvortrage  von  Clebdch  aus  dem  Winter 
1870/71  entnommen;  über  die  Cremona'schen  Transtormatioiien  gab 
derselbe  eine  kurze  Uebersicht  in  seinen  Vorlesungen  über  ÄbeTsche 
Functionen  (Winter  1870,71)  und  über  Raumgeometrie  (Winter 
1868  69).  In  den  genannten  Abschnitten  wird  man  vielleicht^  wenn 
nicht  in  den  Resultaten,  doch  in  den  Beweisen  einiges  Neue  finden; 
ich  darf  hier  erwähnen:  die  Bestimmung  des  Verhaltens  der  Jacabi- 
sehen  Curve  in  gemeinsamen  Punkten  der  drei  Grundeurven  (p.  377), 
die  Beweise  für  die  Sätze  von  Chasles  und  Cremona  über  Kegel- 
schnittsysteme (p.  398  ff.),  die  algebraischen  Erörtenmgen  über 
Zeuthen's  Theorie  der  Curvensyateme  (p*  419  ff,)^  die  Berechnung 
der  Coincidenzcurve  Xür  die  einfachsten  Falle  der  Correspondenz  auf 
einer  Curve  beliebigen  Geschlechts  (p.  446  ff.),  die  Untersuchungen 
über  Schaaren  von  Curven,  welche  dieselbe  feste  Curve  berühren 
(p.  4r>4  ff)  lind  die  Ableitung  des  BrilTschen  Reciprociüitsgesetzes 
für  solche  Schaaren   mit  Hülfe  des  erweiterten  Uorrespondenzprinpips. 

Die  fünfte  ÄbiheUung  enthalt  in  ihren  ersten  drei  Abschnitten 
die  FortsetÄung  der  Vorlesung  2);  hinzugefügt  habe  ich  die  Unter- 
suchungen (Ukt  Kegelschnitt -Netze  und  -Gewebe  <p.  519  ff,  nach 
Kasan  es)  und  die  Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  der 
Qrass  mann 'sehen  Erzeugungsweise  mit  der  Chasles  sehen.  Die 
Theorie  der  ternären  cubischen  Formen  ist  eine  Darstellung  des  be- 
treffenden Theües  von  Vorlesung  3),  doch  über  die  Grenzen  der 
letzteren  hinaus  fortgeführt  und  durch  Einschaltung  geometrischer 
Ueberlegungen  erweitert.  Der  sechste  Abschnitt  bildete  seinem  geo- 
metrischen Inhalte  nach  den  Schluss  der  Vorlesung  2).  Die  Abschnitte 
über  die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  und  über  die  Para- 
meterdarstellung sind  selbststandig  von  mir  ausgearbeitet.  Erstere 
berührte  Clebsch  nur  kurz  am  Schlüsse  seiner  Vorlesung  über  ellip- 
tische  Functionen  (Sommer  1872);  der  letzteren  ist  die  Einführung  der 
Herniite'schen  H- Functionen  direct  entnommen  (p.  627).  Ich  hebe 
noch  den  Versuch  hervor,  gewisse  algebraische  Eiiminationsaufgabexi 
duixh  Benutzung  der  Theilungsgleichungen  für  elÜptische  Functionen 
zu  lösen  (p,  G52  ff-). 

Die  iechinte  Ahiheiiung  ist  eine  vollsUindig  selhstät4indige  Bearbei- 
tung des  in  ihr  gegebenen   St^^ffies;    eine  solche   glaubte    ich    um  so 
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mehr  unternehmen  zu  dürfen,  als  der  Zusammenhang  der  Theorie  der 
ÄbeTschen  Functionen  mit  der  Geometrie  eine  der  schönsten  Ent» 
deckimgen  ist,  welche  wir  Clebsch  verdanken,  und  als  diese  An- 
wendungen in  dem  Werke  von  Clebsch  und  Gordan  über  AbeTsche 
Functionen  nur  beiläutig  berücksichtigt  werden.  Die  rein  alge- 
bmischen  Untersuchungen  sind  zum  Theile  als  ErgiLnzungen  der 
betreuenden  Abschnitte  in  der  vierten  Abtheilung  aufzufassen.  Man 
findet  auch  hier  einige  vielleicht  neue  Gesichtspunkte  und  Beweise; 
ich  nenne:  die  Darstellung  des  directen  Beweises  fiir  die  Erlialtung 
des  Geschlechts  bei  eincfeutiger  Transformation  (p,  662  If.),  die  Ab- 
leitung der  Briirschcn  Formeln  für  simultane  Correspondenzen  auf 
einer  Curve  {p,  72^)  ff,),  die  Zerlegung  algebraischer  Differentialaus- 
drucke in  Huramen  von  Noriualditferentialen  (p.  778  ff.),  die  Ableitung 
des  Jacübi 'sehen  Satzes  und  des  Ab  einsehen  Theorems  aus  ihm 
(p.  818  ff.)j  die  Erledigung  des  erweiterten  Dmkehrproblems  für  den 
Fall  /*  =  2  auf  Grund  Uiemann'scher  Principien  (p.  8ü7  It*.)  und 
die  Behandlung  der  Curven  vom  Geschlechte  Null  (p.  889  ff.). 

In  der  m'baHen  Ahthciiung  ist  auf  Grund   d<^s  Schlusses  der  Vor- 
legung 3)   und  des  oben  erwähnten    Manuscriptes    von   Clebsch   die 
Tljeorie  der  Connexe  dargestellt;   da  letztere   noch    durchaus  in  ihren 
vA     '"      'U  steht,    ist  die  ganze    Abtheihing    mehr   als    Anhang   zu   bo- 
rt: n.     Hinzugefügt  habe  ich   einige  Abzühlungen  auf  p,  'MO  und 
f>57,    die   Ableitung   der   Eigenschaften  der  durch  /'  =  0  und  0^0 
bezeichneten  Curven   (p.  rHJ9),  die  Beispiele   für  die  Bestimmung  von 
Haupteoincidenzcurven  (p.  978  Ö'.),  eine  ausführlichere  Behandlung  des 
Counexea  (1,  l)    auf  Grund   der  im   Texte  genannten   Aufsätze,    die 
allgemeinen  Satze  über  den  Connex  (l,  u)  und  öodt's  Untersuchun- 
gen   über   den   Connex   (1,  2).     Dem  Mauuseripte   von  Clebsch  sind 
insbesondere   entnommen:     Die  Berechnung  des  conjugirten  Connexes 
linnes  Connexes  (2,  2),  die  Bemerkungen   über  die  Differentiale  mehr- 
■faeher  algebraischen  Integrale  und   die  Entwicklung  auf  p.  977*     Den 
begrifflichen   Entwicklungen    über    die   Integration   einer    Differential- 
bleichung,    sowie    der    Behandlung    der    Li e 'sehen    Berührungstnans- 
Vbrmationen    liegt    ein    schriftlicher    Entwurf    des    Herrn    Klein    zu 
<i runde,  welchen  mir  derselbe  gütigst  zur  Benutzung  Qberliess. 

Endlich  muss  ich  hier  noch  einige  Worte  über  die  Liier a( ur- 
naehwehe  anschliessen.  Clebsch  pliegte  in  seinen  Vortrügen  nur  die 
allerwiebtigsten  Originalaufsiltze  zu  erwähnen,  und  demgemäss  habe 
ich  mich  in  den  betreffenden  Theilen  dieses  Werkes  auf  nur  kurze 
hiiiiorische  Notizen  beschränktj  die  durchaus  nicht  den  Anspruch  auf 
VuUstnndigkeit  machen,  die  aber  hinreichen  werden,  um  den  Leser 
in  die  Literatur  einziifüljren.  In  den  von  mir  selbststandiger  bearbei* 
i4?ten  Abschnitten  dagegen  hielt  ich  es  für  meine  PHicht.  die  benttt/ten 
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Quellen  vollständig  anzugeben;  und  so  musste  in  den  Citaten  hin- 
sichtlich ihrer  Vertheilung  auf  die  letztgenannten  und  die  ersteren  Ab- 
schnitte nothwendig  eine  gewisse  üngleichmässigkeit  entstehen.  Einige 
derselben  habe  ich  in  den  „Verbesserungen  und  Zusätzen''  noch  ver- 
vollständigen können.  Diese  Verbesserungen  wurden  leider  in  grösserer 
Zahl  nöthig;  manche  derselben  verdanke  ich  den  gütigen  Mittheilun- 
gen der  Herren  Nöther,  Wedekind  und  Zeuthen. 

Dem  Herrn  Verleger  bin  ich  für  die  Bereitwilligkeit,  mit  welelier 
derselbe  meinen  Wünschen  stets  entgegengekommen  ist,  in  ausser- 
ordentlicher Weise  verpflichtet,  um  so  m^hr,  als  der  seit  October 
1873  begonnene  Druck  in  Folge  der  Entstehungs weise  des  Werkes, 
und  in  letzterer  Zeit  durch  störende  Ortsveränderungen  meinerseits, 
wiederholt  für  längere  Zeit  unterbrochen  werden  musste. 

Seedorf  in  Lauenburg,  10.  Septb.  1876. 

F.  Lindemann. 
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Erste  Abtheilung. 

Einleitende  Betrachtungen.  —  Punktreihen  und  StrahlbUsehel. 

I.   Darstellung  geometrisclier  Oerter  durch  Gleichungen. 
—  Vorbereitende  Aufgaben. 

Die  analytische  Geometrie^  mit  der  wir  uns  vorwiegend  beschäftigen 
werden,  basirt  auf  der  geregelten  Benutzung  gewisser  einfacher 
Hülfsmittel,  durch  welche  es  gelingt,  geometrische  Probleme  in  eine 
algebraische  Form  einzukleiden,  ja  geradezu  alle  krummen  Linien  und 
Flachen  durch  Gleichungen  darzustellen.  Diese  Behandlungsweise  der 
Geometrie  unterscheidet  sich  wesentlich  von  der  Anwendung  der  Rech- 
nung, wie  sie  z.  B.  in  der  Lehre  von  den  Proportionen  üblich  ist. 
Während  letztere  schon  sehr  alt  ist,  datirt  die  eigentliche  analytische 
Geometrie  aus  der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts:  es  ist  Descartes,  welcher 
sich  das  ausserordentliche  Verdienst  erworben  hat,  die  Wissenschaft 
um  die  von  uns  bezeichnete  Disciplin  bereichert  zu  haben,  um  so  für 
alle  Zeiten  die  Schranken  der  alten  Geometrie  zu  brechen.  Durch 
Einführung  der  sogenannten  Coordinaten'*)  schuf  er  ein  Werkzeug, 
durch  welches,  wie  er  sich  ausdrückte,  die  Möglichkeit  gegeben  war, 
eine  jede  geometrische  Aufgabe  zu  lösen,  d.  h.  für  jede  den  Anzatz 
zu  machen,  sie  in  bestimmter  Weise  zu  formuliren.  Und  in  der  That' 
ist  noch  immer  durch  diese  Form  der  Fragestellung  der  Charakter 
analytisch  -  geometrischer  Untersuchungen  bedingt,  hauptsächlich  auch 
gegenüber  den  Methoden  der  neueren  synthetischen  Geometrie,  die  wir 
später  berühren  werden. 

Die  Grundlage  der  analytischen  Geometrie  bildet  demnach  die 
Auffindung  eines  Mittels,  welches  uns  in  den  Stand  setzt,  jeden  Punkt 
4er  Ebene  durch  Zahlen  zu  charakterisiren ;  und  diese  Aufgabe  löst 
sich  einfach  durch  Analogie  mit  der  Trigonometrie.  In  letzterer  be- 
stimmen wir  jeden  Punkt  eines  mit  dem  Halbmesser  Eins  beschriebenen 
Preises  durch  zwei  Strecken,  den  sinus  und  den  cosinus,  welche  stets 
^er  Bedingung  genügen  müssen,  dass  die  Summe  ihrer  Quadrate  gleich 

-        ^      ')  Das  grundlegende  Werk  von  Descartea  erschien  1C37  unter  dem  Titel: 
*      Gt'ometric. 

^Ubsch,  Vorlesungen.  1 
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der  Einheit  ist.  Lassen  wir  dagegen  diese  i^edingiuigsgleichung  b( 
Seite,  so  können  wir  ebenso  jeden  Punkt  der  Ebene  durch  zwi 
Strecken  charakterisiren :  seinen  Abstand  von  einer  festen  Geradei 
der  Ordinate,  und  das  Stück,  welches  auf  dieser  festen  Gerade 
von  einem  festen  l\inkte  derselben  aus  gerechnet,  durch  den  Fusi 
punkt  der  Ordinate  abgeschnitten  wird,  die  Ahscisse.  Lässt  man  dan 
zwischen  diesen  beiden  Grössen  wieder  die  Bedingung  bestehen,  das 
die  Summe  ihrer  Quadrate  gleich  der  Einheit  sei,  so  erhält  mau  all 
Punkte  eines  mit  dem  Radius  1  um  jenen  festen  Punkt  beschriebene 
Kreises.  Der  augenscheinlichen  Gleichberechtigung  zwischen  Ordinal 
und  Abscisse  entsprechend  nahm  man  später  zwei  in  einem  willkühi 
lieh  gewählten  Punkte  der  Ebene,  dem  AnfangspimklCj  sich  senkrecli 
durchschneidende  Gerade  als  Coordinafenaxcft,  und  charakt^risirt 
einen  Punkt  durch  seine  Abstände  von  diesen  Axen :  seine  Coordinatei 
In  Folge  dieser  Festsetzungen  gehört  nun  zwar  zu  jedem  Punkte  ei 
bestimmtes  Paar  von  Coordinatcn;  es  ist  aber  nicht  umgekehrt  durcl 
Angabe  zweier  Coordinatcn  ein  Punkt  eindeutig  bestimmt;  sonder 
es  gibt  je  vier  Punkte,  deren  Coordinatcn  dieselben  Grössen  sind,  enl 
sprechend  den  vier  Quadranten,  in  welche  die  Ebene  durch  die  Coordi 
natenaxen  getheilt  wird.  Es  muss  also  noch  ein  Mittel  hinzutreten 
diese  vier  Punkte  zu  trennen;  und  dies  geschieht  wieder  analog,  wie  ii 
der  Trigonometrie,  durch  Vorsetzen  verschiedener  Vorzeichen.  Mai 
unterscheidet  nämlich  die  beiden  Erstreckungen  jeder  Coordinatcnax« 
zu  beiden  Seiten  des  Anfangspunktes  als  die  positive  und  die  negatirt 
und  bezeichnet  <Mne  Coordinate  als  positiv  oder  negativ,  jenachden 
j..j^  j  das  betreffende   Loth  sich  auf  der 

Y  Seite  der  jiositiven  oder  der  nega- 

tiven   Erstreck unj^    der    parallelen 
'"        ,  Axe    belindet.     Die    beiden   Axen 

'    .  unterscheidet  man  als  A- und /'-Axe; 

I  die    von    dem    zu     bestimmcnueii 

-.r ,     —    —i)'- -    fX.    Punkte  aus  auf  sie  gelallten  Lothe 

.^!  I  _/i  werden  dann  die  I'-  und  A'-Coor 

!  I  dinate  genannt  und   in    der  Rege 

„  ~„  durch  //   und  x  bezeichnet  (vorgl 

Fij^.  1).  Das  somit  aufgestellt» 
(.'oordinateiisystf'Ui,  in  dem  nun- 
mehr jcilcs  ('oordiiiaienpaar  cinschliesslicli  des  Vor/richt*ns  nur  r'iwth 
Punkt  d«'r  Ebene  delinirt,  wird  in  n^'uerer  Zeit  nur  in  den  angewauilteii 
Zwi'ij^ni  der  Mathematik,  besonders  also  in  der  Mechanik,  noch  nua 
schliesslich  Vfrwend<;t:  für  unsere  rein  ge(»metriselien  Speculationei 
dat^egi'U  wenlen  wir  uns  sj^itor  ein^'s  allgemein«'ren  ( '»»ordinatensystem 
bedienen.     Ks    ist    übrrhau2»t    [jiclit    schwer,    eine    unbegrenzte    lieih 
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rschiedener  Systeme  der  Art  aufzustellen;  es  kommt  nur  darauf  an, 
:  die  jedesmal  vorliegenden  Probleme  das  möglichst  passende  zu 
,hlen« 

An  die  hier  gegebene  Goordinatenbestimmung  schliesst  sich  sofort 
le  andere^   in  der  ein  Punkt  nicht  durch  die  beiden  Grössen  x  und 

sondern  durch  seine  Entfernung  r  von  einem  festen  Punkte,  dem 
fangspunklCy  und  den  Winkel  a  dieser  Strecke  gegen  eine  durch 
n  Anfangspunkt  gehende  feste  Gerade  bestimmt  wird.  Dabei  wird 
in  freilich  r  mit  einem  bestimmten  Vorzeichen  und  a  zwischen  0 
d  360®  nehmen  müssen,  wenn  man  will,  dass  zu  jedem' Punkte  nur 
i  Coordinatenpaar  gehört.  Der  üebergang  von  diesem  sogenannten 
!arcoordina(ensys(eme  zu  unserem  rechtwinkligen  ist  einfach  gegeben; 

ist  nämlich  die  Entfernung  eines  Punktes   x,  y  vom  Anfangspunkte: 

)  r  =  j/x^+i/  , 

d  der  Trinket  dieser  Linie  gegen  die  X-Axe  bestimmt  durch 

I  r  cos  a  =  X  y  r  sin  a  =  y ,   tang  a  =  -  ,    ' 

eichungen,  welche  uns  die  Coordinaten  Xy  y  durch  die  Polarcoor- 
laten  r,  a  ausdrücken  lehren,  und  umgekehrt. 

Welches  Coordinatensystem  wir  aber  auch  wählen  mögen,  immer 
id  zwei  Grössen  nöthig,   um  einen  einzelnen  Punkt  zu  bestimmen; 

nur  eine  solche  Grösse,  nur  eine  Bedingung  für  einen  Punkt  ge- 
ben, so  gibt  es  eine  unendliche  Anzahl  von  Punkten,  die  alle 
5ser  Bedingung  genügen  und  in  ihrer  Gesammtheit  einen  geometri- 
hen  Ort,  eine  Curve,  darstellen.  Halten  wir  z.  B.  die  Richtung  a  fest 
id  lassen  die  Entfernung  r  unbestimmt,  so  beschreibt  der  Punkt,  dessen 
oordinaten  der  letzten  Gleichung  (2)  genügen,  eine  Gerade,  die  durch 
en  Anfangspunkt  geht;  halten  wir  dagegen  die  Entfernung  ;-  fest 
nd  lassen  a  unbestimmt,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  einen  Kreis  dar, 
essen  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte  liegt  und  dessen  Radius  gleich 

ist,  es  ist  die  Gleichung  des  Kreises,  wie  (2)  die  Gleichung  einer 
^^rcli  den  Anfangsptinkt  gehenden  geraden  Linie,  Ebenso  stellen  die 
Gleichungen 

x  =  0,    y  =  0, 
^^^  das  eine  Mal  y  das  andere  Mal  x  unbestimmt  bleibt,  die  V-  resp. 
•^•Axe  dar,  ^Wihrend 

X  =  a 

*"e  (rleichuug  einer  in  der  Entfeniung  a  zur  V-Axa  gozogoneii  Paral- 
l^kii  ist. 

Der  Begriff  des  goometrisclicn  Ortes,  für  welchen  wir  soeben  oinigo 
iWspielo  betrachtet(;n,  ist  für  die  iiiialytische  Geometrie  fundamental: 
las  Studium  dieser  Oerter.  d.  h.,  l'ür  die  Ebene,  der  Curven  und  ihrer 

1* 
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EigeiischafteD,  können  wir  geradezu  als  Aufgabe  derselben  bezeichnen. 
Eine  Curve  wird  also  gebildet  von  allen  Punkten,  die  nur  einer  Be- 
dingung genügen,  welche  wir  durch  eine  Beziehung  zwischen  ihren 
Coordinaten  gegeben  denken.  Der  fundamentale  Begriö'  des  geome- 
trischen Ortes  fällt  sonach  zusammen  mit  dem  Begriffe  einer  Glei- 
chung zwischen  den  Coordinaten  x,  y;  d.  h.  eine  Gleichung 

/•(.r,j/)  =  0 

stellt  eine  Linie   in  der  Ebene  dar,    und  die  Eintheilung  der  Curven 
kommt  zurück  auf  die  der  Gleichungen.     Die  heutige   Geometrie  der 
Ebene   beschränkt  sich  jedoch    wesentlich  auf  die   Untersuchung  der 
alfjehraisrhen    Curven y    d.   h.    derjenigen,    in    deren    Gleichungen   nur 
positive  und  ganze  Potenzen   von  x  und  y  vorkommen.    So  interessant 
nämlich   auch  gewisse  andere,  transcendente   Curven  in   ihren  Eigen- 
schaften  sind,   so   wichtig  dieselben  auch   für  gewisse  Anwendungen 
erscheinen,  so  ist  uns  die  wahre  Natur  der  transcendentcn  FunetioneB 
noch   zu   sehr  verschlossen,   als   dass   wir  die  durch  sie  darstellbaren 
Curven  in  ihrem  inneren  Zusammenhange  behandeln  könnten,  während 
besonders  durch  neuere   Untersuchungen  in   der  Keuntniss   der  alge- 
braischen Functionen  wesentliche  Fortschritte   gemacht  sind,  so  das 
hier  der  rein  geometrischen  Speculation  ein  weites,  aber  durch  allge- 
meine Principien  übersichtliches  Gebiet  eröllhet  ist. 

Man    theilt    die    algebraischen    Curven   zunächst   ein   nach   ihrer    1 
Ordnung,  d.  h.   nach*  der    grössten   Anzahl   von  Factoren  x  oder  y- 
welche  in   der  Gleichung    der  (^urve    mit    einander    multiplicirt  vor- 
kommen (/uir/tsfe  vorkommende  Dimension),    Bei  dieser  Abzahlung  richteX» 
wir  zuvor  die   Gleichung   durch   passende  Multiplication   so  ein,  das^ 
eine  ganze,  rationale  Function  von  x  und  y  gleich  Null  gesetzt  wird- 
»So  ist  also  z.  B.  nach  (1)  der  Kreis  eine  Curve  der  zweiten^  nach  (^J 
die  gera<le   Linie   eine   C>urve    von   der  ersten   Ordnung.     Die  Curvr** 
der  ersten  und  zweiten  Ordnung  werden  uns  zunächst  vorwiegend  \m^' 
schäftigen ;   wir  Wijnlen  auf  die  Theorie  derselben  aber  erst  dann  aus^* 
führlicher  eingelien,    nachdem  wir  im  Folgenden  durch  einige  vorb^r^* 
bereitentlL*     Aufgaben    mit    den    wichtigsten    bei    ihnen    auftretende  *' 
Gestulten  ln-kannt  geworden  sind.     Von  ganz  anderem,  allgemeiueroE^* 
<Ie?jicht-jMinkte  werden  wir  tsi)iiter  auf  dieselben  zurückkommen. 

/.     A'.s'  sind  zwei  l'unhtr  (I  und  J)  f/cyeben ,  es  sofl  i/tre  Entfermt»  f^ 
(r)  und  dir  liirldnny  iltrer    Verbinduntjslinie  heslimnd  werden. 

Wir  unterscheiden  die  Coordinaten  der  beiden  l*unkte  durch  be*' 
gi'füj^te  Indices;  sie  seirn  also  ./•, ,  //,  und  .r.,,  //.,.  Die  Lösung  de'' 
Aufgal>e  folgt  dann  unmittelliar  aus  beistehender  Fig.  2;  es  ist 

r  ^  I  er,  -  .r,)- +  [y.,       y,)-; 
un<l   zwar   überzeugt   man   sieii    leicht,   dass   diese   Formel  ungeaudert 
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Jibt,  wenn  auch  die  beiden  Punkte  nicht,  wie  in  der  Zeichnung,  in 
m  positiven  Quadranten  des  Coordinatensystems  liegen. 

Die    Richliüuj   der   Strecke  1-2*)  da-        ,  ^^  *'^^' ** 

^en,  d.h.  ihr  Winkel  gegen  die  -V-Axe        i 
bestimmt  durch: 


.Tj  —  o:,  =  r  cos  q) 
^2  —  y,  =  r  sin  9  , 

tang  (p  =  ^^^^^^  . 
Ist  der  Punkt  2  nicht  selbst  gegeben, 


idem  nur    seine  Entfernung  von  1,  so  •'J    *  *^ 

bell  wir  für  ihn  nur  eine  Bedingung,  er  beschreibt  also  einen  geo- 
trischen  Ort,  den  mit  dem  Halbmesser  r  um  1  beschriebenen  Kreis. 
?  Gleichung  des  letzUren  ist  demnach,  wenn  wir  die  Coordiuaten  des 
weglichen  Punktos  ohne  Index  schreiben: 

G-^-^-J'  +  Cy-y.f  =  '•-.     • 

Es  sei  zweitens  die  Richtung  der  Linie  1  -  2  gegeben ,  aber  nicht 
ie  Entfernung  r;  dann  muss,  wenn  1  fest  angenommen  wird,  der 
*ankt  2  immer  auf  einer  bestimmten  durch  1  gehenden  Geraden 
»leiben,  die  unter  dem  Winkel  9?  gegen  die  T-Axe  geneigt  ist,  und 
»  ist  also 

(y  —  !/i)  cos  (p  —  (.r  —  ,r,)  sin  9  =  0 
lie  Gleichimg  dieser  Geraden. 

2.  Es  seien  zwei  Punkle  (I  vnd  2)  gegebe n^  es  soll  der  geometrische 
^r/  mes  Punktes  bestimmt  werden^  für  welchen  die  Summe  der  Abstände 
wi  den  beiden  gegebenen  Punkten  constanl  ist. 

Bei  Lösung  dieser  Aufgabe  machen  wir  von  dem  besonderen 
"ülfsniittel  Gebrauch,  welches  die  analytische  Geometrie  mit  liück- 
*'eht  auf  die  Wahl  des  Coordinatensystems  bietet,  und  dessen  geschickte 
«^öweiidung  nicht  selten  die  LösuLg  gestellter  Probleme  wesentlich 
«^ereiöfacht.  Hier  nehmen  wir  die  Verbindungslinie  der  gegebenen 
Punkte  zur  ^l'-Axe,  und  die  V-Axa  legen  wir  der  Symmetrie 
**'^g6n  durch  den  Mittelpunkt  dieser  Verbindungslinie.  Die  Entfernung 
■Ines  jeden  der  beiden  Punkte  vom  Anfangspunkte  sei  e,  die  constante 
■klimme  ihrer  Entfernungen  von  dem  beweglichen  Punkte  sei  2  a,  Be- 
'eiehneu  wir  ferner  die  letzteren  Entfernungen  selbst  mit  r^  und  ;\,, 
0  ist  für  den  dritten  Punkt: 


*)   Wir  nntorscheideu   (.He   Strecke  1  -  2  von   der  Strecke  2  -  1 ,   je  nach  der 
chtung,  in  welcher  wir  sie  durchlaut'eii  denken. 


Fig.  3. 


,^ 


fx.yj 
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Erste 

Ab&eilung. 

(1) 

»•i  +  »"i  = 

=  2«, 

wo: 

r,  =  /(x- 

'■'e?+V 

r,  =  \/{x  + 

ef  +  y^- 

Diese  Gleichung 

'•t  +  '•2  — 

2«  =  0 

können  wir  aber  durch  Multiplication  mit  geeigneten  Factoren  von 
den  in  r,  und  r^  enthaltenen  Irrationalitäten  befreien.  Multipliciren 
wir  nämlich  zunächst  mit 

r,  —  rj  —  2flr , 

so  verschwindet  die  Irrationalität  vonrjj  die  von  r,  wird  aufgehoben, 
wenn  wir  weiter  mit 

(r, -r2  +  2rt)(r, +  rj  +  2ff) 
multipliciren. 

Wir  setzen  also  an  Stelle  von  (1)  die  Gleichung: 

(2)  ('•i  +  ^2  -  2  a)  (r,  -  r,  -2a)  (r,  -r^  +  2ä)  {r,  +  r^  +  2 «)  =  0, 
oder  ausgerechnet: 

(3)  0  =  I6a«  -  8a'  (r,'  +  r,^)  +  (r,^  -  r,y  . 

Diese  Gleichung  ist  aber  nicht  mehr  die  ursprüngliche ;  sondern 
sie  ist  noch  mit  Factoren  multiplicirt.    Es  kann  daher  die  Frage  eui- 
stehen,   ob  die  neue   Gleichung  auch  stets  die   Bedingung  der   Auf- 
gabe darstellt;  und  das  ist   in   der  That  nicht  immer  der  Fall.     Der 
durch   die  Gleichung  (2)   dargestellte  geometrische  Ort  sagt  nur  aii^^ 
dass  das  Product  der  vier  Factoren  Null  ist,  dass  also  einer  von  ihnei^ 
verschwindet,  wobei   aber  keineswegs  der  erste  Factor  ausgezeichn^* 
ist;   und  nur  sciti  Verschwinden  wird  ja  in  unserer  Aufgabe  gefordeiH^- 
Der  letzte  Factor  kann  nicht  verschwinden,  da  r^   und  r.^  wesentlid» 
positiv  sind.     Es  ist  also  entweder 

r,  +  r^=2rt, 

oder  es  verschwindet  einer  der  beiden  anderen  Factoren,  d.  h.  es  ist ' 

r,  —  ;•.,  =  2r/     oder     r.,  —  ;*,  =  2^/ , 

was  nicht  wesentlich  verschieden  ist.    Unser  geometrischer  Ort  stellt  ali?^ 
eine  Cnrve  dar,  l)ei  der  entweder  die  Summe  oder  die  Differenz  der  En^' 
l'eniungen  des  beschreibenden  Punktes  von  zwei  festen  Punkten  constant^ 
=  2a,  ist;  und  wir  haben  somit  diese  beiden,  Aufgaben  gleichzeitig  be- 
handelt.   Welcher  dieser  beiden  Fülle  eintritt,  entscheidet  sich  aus  dem 
<i  rossen  Verhältnisse  von  2  a  zu  2r  mit  Hülfe  der  Sätze  über  Summe  und 
Differenz  zweier  Seiten  im  Dreieck.    Ist  nämlich  -a  >  c,  so  ist  in  dem 
•lurch    den    beweglichen    und    die    beiden    festen    Punkt^.^    bestimmten 
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-eieck  2  a  nothwendig  die  Summe  der  Seiten,  da  ihre  Differenz  nicht 
ossär,  als  die  dritte  sein  darf;  ist  aber  a  <  Cy  so  kann  2a  nur  die 
fferenz  der  beiden  Entfernungen  sein,  da  sonst  die  Summe  zweier 
iten  kleiner,  als  die  dritte  wäre.  Die  Gleichung  (3)  slelll  also  eine 
rve  dar,  für  deren  Punkte  die  Summe  oder  Differenz  der  Abstände 
«  zwei  festen  Punkten  constant  ist,  Je  nachdem  a  >  e  oder  a  <  e  ist, 
Drücken  wir  r,,  r^  wieder  durch  x,  y  und  e  aus,  so  wird  diese 
eichung  (3) : 

«*     '     «*  —  r* 

hier  a  >  e,  so  wird  «^  —  e'  positiv,  =  b^j  also: 

>  «2  -r  Ä«  —  A  > 

le  Curve,  die  den  Namen  Ellipse  führt.  Im  zweiten  Falle,  d.  h.  für 
<  Cy  ist  «^  —  e'^  negativ,  =  —  Z/',  und  unsere  Gleichung  wird: 

ae  Curve,  welche  mau  als  Hyperbel  zu  bezeiclinen  pflegt.  Was  die 
estalt  beider  Curven  angeht,  so  erhellt  aus  ihren  Gleichungen,  welche 
ir  die  Quadrate  der  Veränderlichen  enthalten,  sofort,  dass  immer  4 
inmetrisch  gegen  die  Coordinatenaxen  liegende  Punkte  ihnen  ge- 
igen, d.  h.  4  Punkte,  deren  Coordinaten  sich  nur  durch  die  Vor- 
leben unterscheiden.  Jede  der  Curven  besteht  also  aus  vier  con- 
uenten  Theilen,  und  wir  brauchen  dieselben  nur  in  einem  Quadranten 
s  Coordinatensystems  zu  untersuchen. 

Bei  der  Ellipse  sehen  wir  ferner,  dass  x  nie  grösser  als  a,  y  nie 
össer  als  b  werden  kann,  dass  also  die  Curve  ganz  im  Endlichen 
^gt,  begrenzt  von  vier  Geraden,  die  wir  in  den  Abständen  a  und  b 
spective  zur  Y-  und  A^-Axe  parallel  zu  ziehen  haben.  Punkt  für 
unkt  können  wir  die  Ellipse  auch  einfach  construiren,  wenp  wir  die 
Ähnlichkeit  ihrer  Gleichung  mit  der  Identität: 

cos-  (p  +  sin*^  (p  =  1 
^^chteu.     Setzen  wir  nämlich 
(6)  .x  =  acos^ 

fj  =  b  sin  q) , 
^  wird  die  Gleichung'(4)  unabhängig  von  qp  erfüllt,  und  wir  erhalten 
^"e  Punkte  der  Curve,  wenn  wir  (p  von  0  bis  2;r  variiren  lassen. 
Di^e  Darstelluugs weise  eines  Punktes,  bei  welcher  seine  Coordinaten 
von  einer  dritten  Variabein,  ciucm  Pardtnrtcr,  abhängig  gemacht  werden, 
i^^t  der  Darstellung  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  (hirve  durch 
eine  Glcichuriy  völlig  gleichberechtigt;  die  letztere  orgiebt  sich  wieder 
durch  Elimination  des  Parameters.    Diese  neue  Form,  in  der  ein  geomc- 
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1/  ^  I 


Irischer  Ort  hier  auftritt,  wird  uns  später  sogar  ein  wichtiges  Hülfs- 
mittel  zur  Eintheilung  der  Curven  höherer  Ordnung  sein,  indem  wir 
dabei  auf  die  Natur  der  Functionen,  welche  den  Parameter  mit  den 
Coordinaten  verknüpfen,  Gewicht  legen. 

Unsere   Gleichungen   (G)   ergeben  nun  unmittelbar  folgende  Con- 

struction  für  die  Ellipse :  wir  beschreiben  um  den  Anfangspunkt  0  einen 

Kreis  mit  dem  Radius  a,  einen  zweiten  mit  dem  Radius  h  und   ziehen 

Yiq,  4.  von    0    aus    einen     unter    beliebigem 

Ij^  Winkel  9  gegen   die  A'-Axe   geneigten 

^  -  [    ^^  Strahl;  alsdann  ist  (vergl.  Fig.  4): 

OA  =  x=^a  cos  9 
BC  =  y  =^h  sin  q)  j 
und  also  ist  D  ein  Punkt  der  Ellipse, 
"^  und  in  dieser  Weise  ist  die  Curve  nach 
ihrer  ganzen  Erstreckung  zu  zeichnen. 
Die  Constructioii  der  Brennpunkie,  d.  h. 
der  beiden  festen  Punkte,  von  denen  aus 
wir  ursprünglich  zu  der  Ellipse  geführt 
wurden,  ergibt  sich  aus  der  Relation 

sie  werden  also  durch  einen  mit  dem  Radius  a  um  den  Punkt  E  be- 
schriebenen Kreis  auf  der  A-Axe  ausgeschnitten.  Die  Entfemung 
e  eines  Brennpunktes  vom  Anfangspunkte  wird  Exccntricitäl  der  Ellipse 
(jeuautit\  verschwindet  dieselbe,  ist  also  a  ■=Z>,  so  geht  die  Gleichung 

in  die  des  Kreises 

a--'  +  y"'  =  rr^ 

über.  Die  Grössen  a  und  b  werden  bezüglich  als  y rosse  und  kleine 
halbe  Ave  der  Eklipse  bezeichnet. 

Bei  der  Hyperbel  haben  wir  ebenfalls  vier  congruente  Theile;  ^ 
kann  ferner,  wie  der  Anblick  der  Gleichung  zeigt,  x  nie  kleiner  als  ^ 
werden,  während  wir  für  das  Wachsthum  von  y  keine  Grenze  angebe^* 
können.  In  dem  Streifen,  den  wir  erhalten,  wenn  wir  zur  V-A^^ 
im  Abstünde  A-a  von  ihr  Parallele  ziehen,  befindet  sich  folglich  k^^'^ 
1*11  nkt  der  Curve.  Im  Üebrigcn  wird  x  und  //  in  Betreff  der  Grö^*^ 
nicht  beschränkt;  die  Hyperbel  erstreckt  sich  demnach  in's  Unendlich^- 
Um  ihren  N'erlaul'  näh«jr  kennen  zu  lernen,  ziehen  wir  durch  d^^^ 
Anfan<^s])unkt,  unter  irgend  einem  Winkel  9  gegen  die  A'-Axe  g^" 
iiei«:^t,  eine  Linie  und  suchen  die  auf  ihr  befindlichen  Punkte  der  Curve* 
IJrzj'ichnen  wir  die  Entfernung  eines  solchen  Punktes  vom  Anfangs-^ 
punkte  mit  r,  setzen  also 

X  =  ;•  cos  (p 

y  =  r  sin  (jp  , 
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30  ergibt  die  Gleichung  der  Curv^e  (5)  fQr  r  eine  quadratische  Gleichung  : 


r2  = 


COS*  q)  _  sin*  <p  * 

jnd  auf  jedem  -solchen  Strahle  liegen  also  im  Allgemeinen  2  Punkte. 
Lassen  wir  9  von  0  an  wachsen,  so  wird  im  Nenner  das  erste  Glied 
immer  kleiner,  das  zweite  immer  grösser,  d.  h.  r  wächst  von  a  an 
^onstinuirlich  und  erreicht  für 


cos'  qp 


sin*  <p 


3inen  unendlich  grossen  Werth,  während  r  für  noch  grössere  Wertlie 
von  tp  imaginär  wird.  Nennen  wir  diesen  Winkel,  der  die  Richtung 
Jer  unendlich  fernen  Punkte  der  Hyperbel  gibt,  a,  so  ist 

tang  «  =  +      . 

Es  gibt  somit  zwei  symmetrisch   gegen   die  Coordinatenaxen  liegende 
Linien,  denen  sich  die   Curve  unbegrenzt  nähert,  ohne  sie  jemals  zu 
erreichen,    zwei  Linien,    welche    aus   diesem    Grunde  Asytnptoten  der 
Hyperbel   genannt   werden.     Ihr 
geometrischer  Zusammenhang  mit 
den  beiden  Brennpunkten^  wie  wir 
v?ieder  unsere   festen  Ausgangs- 
punkte nennen,  ergibt  sich  aus 
der  Gleichung: 

ö^  +  ^^  =  t'^ 
mit  deren  Hülfe  wir  die  Asym- 
ptoten einfach  construiren  kön- 
nen (vergl.  Fig.  5). 
-  Nehmen  wir  a  =  ^  an,  so  erhalten  wir  eine  Curve,  die  gleich- 
^iitige  Hyperbel,  welche  zu  der  Hyperbel  in  iiliulicher  Beziehung  steht, 
^ie  der  Kreis  zur  Ellipse;  sie  ist  besonders  dadurch  ausgezeichnet, 
^ass  ihre  beiden  Asymptoten  zu  einander  rechtwinklig  sind. 


^.  Es  soll  der  geometrische  Ort  eines  Punktes 
Oimden  werden  ^  für  welchen  der  Quotient  sei- 
^^f  Abstünde  von  einem  gegebenen  festen  Punkte 
md  i-xr^er  gegebenen  festen  Geraden  constanl  ist. 

Wir  legen  zunächst  wieder  das  Coordi- 
Jiatensystem  so,  dass  die  analytischen  Ope- 
rationen eine  möglichst  einfache  Gestalt  gc- 
^ifinen:  Zur  .f-Axe  wählen  wir  die  von 
dem  gegebenen  Punkte  auf  die  gegebene 
Gerade  gefällte  Senkrechte,  deren  Länge  p 
sein  möge;   den   Anfangspunkt  nehmen  wir, 


,,.^_ 


Fig.  G. 
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i                  /       j' 
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um  gleichzeitig  alle  hier  möglichen  Fälle  zu  erhalten,  zunächst  noch 
beliebig,  etwa  im  Abstände  «  von  der  Geraden,  an;  für  den  constan- 
ten  Quotienten  sei  der  Werth  m  gegeben.  Alsdann  wird  die  Glei- 
chung unseres  geometrischen  Ortes  (vergl.  Fig.  6): 

r  =  y\x  —  />  —  ccf  +  ff  =  ;;/  {x  —  «) , 

oder,  wenn  wir  das  Wurzelzeichen  fortschaffen: 

0  =  {m^  —  1)  .r2  —  2  {{m'^  -  1)  a  —  p)  x  +  //«^«^  —  {p  +  «)'  —  y\ 

eine  Gleichung,  welche  in  ihrer  Ordnung  mit  der  obigen  für  Ellipse 
und  Hyperbel  übereinstimmt,  auch,  abgesehen  von  dem  Gliede  mit  x, 
ihnen  ganz  analog  gebaut  ist.  Dies  Glied  aber  liisst  sich,  wenn  nicht 
m  =  1  ist,  welchen  Fall  wir  nachher  behandeln  werden,  durch  passende 
Wahl  von  a  herausschaffen.     In  der  That  brauchen  wir  nur 

zu  setzen,  um  die  Gleichung  des  Ortes  in  der  uns  bekannten  Form 
.    -f.      +  -^      -1=0 

w*  .    -  J)^ 

ZU  erhalten:  es  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  für  w  <  1,  der  Hyperbel 
für  w  >  1.     Es  folgt  also: 

hi  ein  Punkt  und  eine  Gerade  gegeben,  und  ein  zweiter  Punkt  he- 
xvegt  sich  so,  dass  der  Quotient  seiner  Abstünde  von  jenem  Punkte  und 
jener  Geraden  constant  bleibt,  so  beschreibt  der  Punkt  eine  Ellipse,  wenn 
er  immer  dem  getjehenen  Punkte,  eine  Hyperbel,  wenn  er  immer  der  (je- 
gebenen  Geraden  näher  bleibt. 

Wir  sehen  hier  einen  gewissen  Punkt  und  eine  gewisse  Gerade 
in  enger  Beziehung  zu  unseren  beiden  Curven  zweiter  Ordnung,  «ncl 
eine  kleine  Rechnung  wird  zeigen,  dass  der  Puukt  einer  der  uns 
schon  bekannten  Brennpunkte  ist.  Es  sei  zuerst  /;*  <  1  (Ellipse) ; 
dann  sind  die  Quadrate  der  halben  grossen  und  der  halben  kleinen 
Axe  gegeben  durcli 

...2  ...2 


und  es  ist  also: 


oder: 


(1  —  m*)^  '     '  1  —  wr  ' 

r-  ^  a'i  —  b'i  =  , 


(1   -   M«)8 


1  —  7,? 


Ferner    ist  die   Entfernung    des    gegebenen    festen   Punktes    vom 
Anfaugsj)unkte 
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•p  +  a^ 


5 


/ 


yig.  7. 

7' 


»     /i. 


iL 


y  y; 


X 


t. 

\ 


also  gleich  der  Entfernung  des  Brennpunktes  vom  Anfangspunkte; 
beide  Punkte  sind  folglich  identisch.  Ebenso  steht  natürlich  eine 
zweite  Gerade  zu  dem  andern  Brennpunkte  in  derselben  Beziehung, 
wie  es  die  Symmetrie  der  Curve  gegen  die  J^-Axe  erfordert;  beide 
Linien  werden  als  Directn'cen  der  Ellipse  bezeiclinet.  Die  Berechnung 
des  Abstandes  /  einer  solchen  vom  Mitlelpunkte  der  Ellipse  (d.  h.  dem 
Anfangspunkte  bei  unserer  Coordinatenbestimmung)  führt  zu  einer 
einfachen  Construction  der  Directrix.     Es  ist  nämlich 

}y^  z=.  ep^  folglich: 

d.  h.  die  halbe  grosse  Axe  ist  mitllcre  Proportionale  zwischen  der  Excen- 
iricität  und  der  Entfernung  der  Directrix  vom  Miltelpunkte,     Zur  Con- 
struction errichtet  man  also 
(^vergl.    Fig.  7)   in    einem 
Brennpunkte  (1)  ein  Loth 

auf  der  JT-Axe,  schneidet 

dies  in  A  mit  einem  um  0 

nüt  dem  Radius  a  beschrie- 

^nen  Kreise,  und  errichtet 

äiif  o^i  ein  Loth,  welches 

'ö  B  den  Schnittpunkt  der 

directrix    mit  der  .Y-Axe 

"^sti mmt.  Die  zweite  Linie 

^^^     Art    ist    parallel    zu 

^J^ser  in  gleicher  Entfernung   vom   Mittelpunkte;    beide    nehmen  die 

Curve  in  ihre  Mitte  {C0=  OB). 

Ganz  ähnlich  gestalten  sich  diese  Verhältnisse  bei  der  Hyperbel 
^'^  ^  1),  nur  liegen  die  Directricen  hier  in  dem  inneren  Räume  so, 
«ass  sie  die  Curve  ebenfalls  nicht  treffen.  In  der  That,  setzen  wir, 
um  xur  Hyperbel  überzugehen,  in  den  für  die  Ellipse  geltenden  Glei- 
tnutigen  —  b'^  statt  ft^  so  erhalten  wir  für  den  Abstand  der  Directrix 
voia   Anfangspunkte : 

^iif  halbe  grosse  Axe  ist  also  wieder  mittlere  Proportion  nie  zicisrlten  der 
^Wernnng  des  Brennpunktes  und  der  Kntferuwuj  der  f directrix  vom 
MtdpunktCy  und  daraus  ergibt  sich  eine  einfache  Construction  der 
letzteren»  ähnlich  wie  ])ei  der  Ellipse. 

Es   bleibt   uns   noch   übrig,   den   Fall  w  =^--  l  zu   untersuchen,   wo 


\. 


^ti 
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also  der  hcivcgUche  Punkt  von  (fem  festen  Punkte  vnd  der  festen  Geraden 
gleich  tveit  entfernt  bleibt.     Unsere  ursprüngliche  Gleichung  wird  dann: 


setzt  man  also: 


so  geht  sie  über  in: 


V 


Fi;,'.  8. 


y'  =  2px, 

o])enfalls  eine  Curve  zweiter   Ordnung,   die  Parabel ,  deren  Gleichung 
a-  nicht  im  Quadrate  enthlilt.     P'crncr  zeigt  die  Form  der  Gleichung, 

.    dass  X  nie   negativ  werden    kann;   die 
Curve  liegt  also  ganz  auf  einer  Seite  der 
J'-Axe   und    erstreckt   sich    auf  dieser, 
vom  Anfangsi)unkte  als  Scheitel  begin- 
nend, in's  Unendliche.     Die  Eigenschafl 
der  Parabel,  von  welcher  wir  ausgingen, 
ergibt  eine  einfache  Construetion   der- 
^selben:  Man  beschreibt  um   den   festen 
Punkt,  den  Brennpunkt  der  Parabel^  mit 
beliebigem  Radius  {r)  einen  Kreis  und 
schneidet    diesen   mit   einer   Parallelen 
zur  J'-Axe,  welche  von  der  festen  Ge- 
raden,   der  Direcirix   der  Parabel,  um 
die   Länge   jenes  liadius   entfernt  ist: 
die  beiden  Schnittpunkte  sind  dann  Punkte  der  Curve  (vergl.  Fig.  8). 
4,     Es  soll  der  Flächeninhalt  des  durch   drei  gegebene  Punkte  be- 
stimmten Dreiecks  berechnet  werden. 

Nehmen  wir  zunächst  den  Anfangspunkt  der  Coordinat«n  als  in 
einem  der  Punkte  gelegen  an.  Ziehen  wir  durch  jeden  der  beide» 
anderen  (1   und  2)  eine  Parallele  zur  .V-  und  i'-Axe  (vgl.  Fig.  U),  so 


Fig    9. 


I 


/ 


yj 


sieht  man  «olort,  dass  der  Inhalt  des  fraglichea 
Dreiecks  gegeben  ist  durch: 

ErtheiU'n  wir  nunmehr  dem  dritten  Punk  ^  ' 
die  Coordinaten  .r,,,  //„,  so  haben  wir  in  diese ^^ 
Ausdrucke  nur  x^  —  .r„,  x.,  —  .r„,  y,  —  y,„  tj.,  —  ^-^ 
statt  x^,  X.2,  y, ,  !/,   einzusetzen,  wodurch  wir  erhalten: 

=  i  (-»'1^2  +  »-^0^1  +  '^••iVo  --  ^r^,f/.,  —  x^f/^,  —  x^tj^)  . 
I>er  vor  uns  stehende  Ausdruck  ist  wegen  der  Anordnung  seiner  Ulic^" 


„T 
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der  besonders  beachtenswerth ,  es  ist  eine  sogenannte  Determinante, 
Man  versteht  hierunter  im  Allgemeinen  eine  nach  gewissem  Gesetze 
aufgebaute^  algebraische  Combination  einer  quadratischen  Anzahl  von 
Elementen,  deren  Natur  am  besten  an  Beispielen  zu  erläutern  sein 
wird.  Das  einfachste  Beispiel  liefert  die  zweigliedrige  Determinante  aus 
vier  Elementen: 

ab'  —  ba  , 
wofür  man  zur  Abkürzung 

\a     b 

schreibt;  und  auf  diese  werden  alle  mehrgliedrigen  Determinanten 
durch  ein  recurrirendes  Verfahren  zurückgeführt.  Die  nächst  höhere 
Stufe  würde  die  aus  0  Elementen  zu  bildende  dreigliedrige  Determinante: 

\a      b 
d     V 

n"    tr    c"\ 

ergeben.  Der  Uebersichtlichkeit  wegen  gebraucht  man  jedoch  in  einer 
Determinante^  d.  h.  in  einem  Schema  der  vor  uns  stehenden  Art,  für 
die  einzelnen  Elemente  besser  denselben  Buchstaben  und  unterscheidet 
sie  durch  obere  und  untere  Indices,  von  denen  der  eine  die  Vertical- 
reihe,  der  andere  die  Horizontalreihe  angibt,  welcher  das  Glied  in 
unserem  Schema  angehört.  Man  schreibt  ako  eine  dreigliedrige  Deter- 
minante in  der  Form: 


\n, 

11, 

a, 

'",/ 

«„" 

«„"' 

fln'f 

«„/' 

Die  Bildung  des  hierdurch  repräsentirten  algebraischen  Ausdruckes 
^^t  sich  nunmehr  in  folgender  Weise  aussprechen: 

hie  Determinante  ist  gleich  dem  Aggregate  der  Glieder,   welche  aus 

^^^    Diagonatgliede  obigen  Scliema's  durch  Permutatioti  der  oberen  (oder 

^^itt^/^enj   Indices  entstehen,  tvenn  man  bei  jeder  Fertauschung  zweier  In- 

"ice's  das    Vorzeichen    des    betreffenden    Gliedes    ändert]    es    darf    dabei 

QatClrlich  kein  Glied  zweimal  vorkommen.     Wir  haben  hiernach: 


(1, 

(1, 

(1,  1 

",/ 

<: 

=         u'," 

^^nl  —  '^/ 

<' 

a^ 

d' 

»■' 

^f.n" 

—  (f', 

<i'' 

(in'     —     (tJ 

a,r 

n 

Analogi»^  gilt  für  «-gliedrige  Determinanten,  bei  denen  n  .  (//  —  1) 
.  (^*  ~~  2)  .  .  .  3  .  2  .  1  Permutationen  nothig  sein  ^v erden ;  eine  einfache 
Ij^iberlegung  zeigt,   dass  dabei   immer  gleich   viel  positive  und  negative 
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Glieder  vorkommen  müssen.  Doch  wollen  wir  hier  auf  die  allgemein^ 
Determinantentheorie  nicht  näher  eingehen*),  wir  beschränken  an 
auf  die  Angabc  einiger  Sätze,  welche  wir  im  Folgenden  wiederhol 
gebrauchen  werden. 

Zunächst  bemerkt  man^  dass  unsere  Entwicklung  der  Determinant 
sich  nicht  ändert,  wenn  wir  obere  und  untere  Indices  vertauschen,  d.  h 
die  fh'ienninnfde  behält  denselhen  IJ'erlh,  wenn  man  Horizontal-  um 
V er lical reihen  x^er lauscht : 


", 

<i, 

n, 

", 

"„ 

(',„ 

n  =  ;«,; 

< 

<" 

«„" 

«„/'  i 

<i' 

a." 

«„/"i 

'«/" 

a'" 

Ferner  ist  es  charakteristisch  für  die  Entwicklung  der  Determi- 
nante, dass  in  jedem  Gliede  nur  ein  Elemenl  aus  jeder  Horizontal'  oder 
Vertical' Reihe  vorkommt \  wir  können  demnach  diese  Glieder  nach  den 
Elementen  einer  Reihe  ordnen,  also  z.  ii.  schreiben: 

n  =  a,  ^a„  a,„    —  a„    a^„  )  +  a,    {a,,    a,„  —  a„  a„,  ) 

Ein  Blick  auf  diese  Entwicklung  zeigt,  dass  der  (untere)  Index  der 
Glieder  der  bevorzugten  Reihe  in  ihren  Factoren  nicht  vorkommt,  dasd 
ferner  die  letzteren  selbst  wieder  zweigliedrige  Determinanten  sind 
und  analog  gelingt  bei  mehrglicdrigen  Determinanten  durch  Wieder 
holung  des  Verfahrens  die  Zurückftthrung  auf  Determinanten  \o^ 
weniger  Gliedern,  die  man  dann  selbst  wieder  in  ähnlicher  Weise  zer 
legen  kann.  Diese  niederen  Determinanten  werden  in  ihrer  Stelluni 
zu  der  gegebenen  Determinante  als  Unterdeterminanten  bezeiclinet. 
einem  jeden  Elemente  von  R  entspricht  eine  solche:  sie  ist  der  Facto i 
mit  welchem  dasselbe  in  der  Entwicklung  von  R  multiplicirt  erschein "^ 
Wir  bezeichnen  sie  mit  einem  grossen  ßuchstaben  und  setzen  diesem  di<^ 
sell)en  Indices  bei,  welche  dem  entsprechenden  Elemente  zukommen.  D* 
so  resultiivnden  0  ünterdeterniiniinten  können  wir  «lann  in  dem  iSchenu" 

///       ^/'       ///" 

''ff  -'//  -^/z 

-•^r.  -'^v  ^'.// 

'  Di»i  Dcteniiiiiiiiitcnnieovie  int  in  n«uu'n*r  /«.'it,  Jiuc.h  in  clonicniaror  \\j*i==*^ 
f-o  \ it.'HUcli  lielianiU'lt,  <la>!j  qh  wohl  üborilüsaiir  is^t,  sie  nochmalH  ym  wit.'ilerliok'i' 
<^'«'  kann  diiln.T  Tür  «lie  ^Jl.lilt(.•^Ml  Ahtln'ilunfrrn  iliesfi*  Vorlesungen  auf  ilie  1"^ 
/üj;liclif-n  lii'hrliiK-lior  voiwirsicn  werdiMi.     V«^l.  l.iui*'incl(.Ts: 

n«.'i;s«':  nie  I>iit»?nninanttMi,  »/Ifniontar  l>elian<loU.     Leipzig  1^71. 

Hat  ten<lorf:  Einleitung  in  di«»  Lclire  von  d«n  DolerniinuiiU'n.  Hannover  1^*-' 
und  ila-<  ausf'ührlii'liero  W*'rk  von  Ualt/.or:  Tlirorie  und  Anwendung  der  l»eU*^ 
ininantrn,   Leipzig?   1S7M.     ha   Texte   sind   nur  die  in   der   ersten   Abtheihnij?  ^^' 
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anstellen,  wo  z.  B 


a: 


A  '"  =  I 


U.    8.    W. 


olge  unserer  Definition  der  Unterdeterminanten  können  wir  R  aus 

zeugen,  indem  wir  eine  Reihe  von  Elementen  resp.  mit  den  Unter- 

anten  der  entsprechenden  Reihe  muliipiiciren  und  diese  Producfe 

Wir    erhalten    so,    wenn    wir    nach    den    Ilorizontalreihen 

n  =  ö/  ./,'    +  a,"  A,"  +  „:"  A,'" 
=  ö,/  A,^    +  ff,,   A„    +  a„    A„ 

*=  "///  "^in      \     **fn    -^tii     ~r  ^m     ^itt      }  ^ 

nn  wir  nach  den  Verticalreihen  ordnen: 

R  =  al  aI    +  flf,/  ^,/  +  ö,,/  ^,,/ 
=  flf/'  ^/'  +  a,"  A,;'  +  flf,,/'  A^,l' 

dreigliedrige  Determinanten  lässt  sich  ein  einfaches  mechani- 
ßsetz  angeben,  um  die  Bildung  der  Unterdeterminanten,  und 
ie  Entwicklung  der  Determinante  selbst  zu  erleichtem;  man 

nämlich  die  ersten  beiden  Verticalreihen  noch  einmal  rechts 
ie  Determinante,  also: 


rt.      a,       a, 
\       X       > 


<     ^ 


y^       X       ><       \ 


ff...       ff, 


tu  nt  "//r        l        "///         **///     » 


It...        (f.. 


binde  die  Elemente  durch  schräg  durchlaufende  Linien,  wie  es 
jchehen  ist.  Je  drei  auf  einer  solchen  Linie  stehende  Glieder 
lann,  mit  einander  multiplicirt,  ein  Glied  der  Determinante, 
VC  ist  es  positiv,  wenn  die  betreffende  Linie  von  links  oben 
tchts  unten,  negativ,  wenn  sie  von  rechts  oben  nach  links 
Luft.  Dies  lässt  uns  sofort  die  Richtigkeit  des  Satzes  erkennen : 
nn  zwei  Horizontal  -  oder  Fertical- Reihen  mit  einander  vertauscht 
so  ändert  die  Determinante  ihr   Vorzeichen',  also  ist: 


R' 


t  ff  f 

a,        a,        a, 
(f,,!     ff.,,"     a,. 


=  —  Ä 


kennt  nämlich  bei  Anwendung  de;*  oben  angegebenen  Regel 
Wickelung  von  R'  sofort,  dass  ein  Glied,  welches  früher  auf 
>n  links  nach  rechts  laufenden  Linie  stand,  nunmehr  auf  einer 
its  nach  links  laufenden  steht  und  umgekehrt.  Eine  unmittel- 
Ige  dieses  Satzes  ist  der  andere: 


IG  Erste  Abtheilung. 

JVenn  in  einer  Determinante  zwei  paratlele  Reihen  Glied  für  Glied 
einander  gleich  sind,  so  verschwindet  dieselbe;  eine  Vertauschung  der 
beiden  Reihen  nämlich  würde  eine  Vorzeichenanderung  erfordern, 
ohne  dass  die  Determinante  selbst  doch  verändert  wird.  Hieraus  folgt 
unmittelbar:  Multiplicirt  man  die  Unterdeterminanten  einer  Reihe  respecfive 
mit  den  Elementen  einer  zu  der  entsprechenden  Elementenreihe  parallelen 
Reihe,  so  ist  die  Summe  der  Producte  stets  Null,    Also  z.  B.: 

0  =  a:A,:  +  arA,r  +  arA,r,  oder: 

0  =  a;A;'  +  a,;  A,/  +  a„;A„;\ 

Und  als  eine  Folge  dieses  Satzes  erscheint  der  folgende,  welcher  zur 
Berechnung  einer  Determinante  oft  von  Wichtigkeit  wird:  Der  Jlcrth 
einer  Determinante  wird  nicht  geändert,  wenn  man  die  Elemente  einer 
Reihe  um  ein  Vielfaches  der  Elemente  einer  parallelen  Reihe  vermehrt 
oder  vermindert,  d.  h.  es  ist  z.  B. 

a,     -f-  ma,         a^        a, 
a,;  -\-ma,;"     a//     a,; 

Denn  entwickelt  man  nach  den  Gliedern  der  ersten  Verticalreihe 
und  ihren  Unterdeterminanten,  so  liefern  die  mit  m  multiplicirten 
Glieder  einen  verschwindenden  Beitrag. 

Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  für  die  Determinantentheorie 
bietet  die  Auflösung  eines  Systems  von  linearen  Gleichungen,  welche  durch 
sie  in  einfacher  Weise  ermöglicht  wird.  Wir  beschränken  uns  auch 
hier  auf  die  Behandlung  von  drei  linearen  Gleichungen  mit  drei  Un- 
bekannten: x^,  X.,,  Xy  Diese  Gleichungen  seien  in  der  Form  ge- 
geben : 

a;  .r,  +  a,;  x.^  +  a„;  a-^  =  y 

aTx^  +  a,;"x.;^  +  a„;'\r.^  =  y", 


a,       a,        ^,  .    i 

a.:    a,r    a.r  i  = 


und  wir  setzen: 

et; 

f^n 

a 

n  = 

n 

a, 

o.: 

a 

Die  Lösung  obiger  Gleichungen  erhalten  wir  dann  unmittelbii' 
in  folgender  Weise:  wir  multipliciren  dieselben  bezüglich  mit  J*?^^ 
Unterdeterniinanten  A',^  A',' ,  A'/  und  addireu;  alsdann  fallen  nac'* 
einem  früheren  Satze  alle  anderen  Glieder  fort,  und  es  bleibt  nur: 

Ux^  =  A,y  +  A,  y    +  A,    y    . 
Ebenso    erhält    man    durch    Multiplication    mit    //,/,    A,",    A,,'"  unJ 
^n,\  ^'///";  ^,//'"  respective: 
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Rx^  =  A„;y+A,.:'y"^A„ry"\ 

d  damit  ist  unsere  Aufgabe  gelöst.  Die  Bildung  der  rechts  stehen - 
Q  Ausdrücke  geschieht  demnach  dadurch,  dass  man  in  R  die  Ele- 
mte  der  ersten ^  zweiten,  dritten  Verticalreihe  durch  y\  y\  y" 
setzt. 

Ist  insbesondere  y  =  0  und  y"  «=  0  gegeben,  so  haben  wir: 

X   =^-    A '" 

X  —y'-A  "' 

d  daraus  ergibt  sich: 

•*'l  •  •*'2  •  •''S         "^z      •  ^ti      '  ^nt     > 

16  Grleichung;  welche  unabhängig  von  dem  Werthe  von  y"  besteht, 
id  uns  demnach  nur  zwei  homogene  lineare  Gleichungen  mit  drei 
ibekannten  gegeben: 

ö/^l  +<^2  +  «.//   ^3  =  0 

kSnnen  wir  diese  selbst  zwar  nicht  daraus  bestimmen,  wohl  aber 
re  Verhältnisse;  dieselben  sind  nach  wie  vor  gleich  den  betr.  Unter- 
ierminanten^  wie  man  auch  finden  würde,  wenn  man  die  gegebenen 

leichungen  als  zwei  nicht  homogene  mit  den  Unbekannten  — ,    ^ 

isehen  wollte.    Die  Unterdeterminanten  mit  3  oberen  Indizes  hängen 
auch  nur  yon  den  in  den  beiden  ersten  Gleichungen  v.orkommenden 
>ii8tanten  ab. 

Verschwindet  endlich  auch  y'\  so  haben  wir  nach  der  Division 
it  x^  drei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten,  die  im  Allgemeinen 
cht  gleichzeitig  zu  befriedigen  sein  werden ;  sondern  es  'muss,  damit 
-  zusammen  bestehen,  können,  den  Coefficienten  eine  Bedingung  auf- 
legt werden:  es  muss  eine  gewisse  Function  derselben,  ihre  Resultante, 
-rschwinden,  eine  Gleichung,  welche  man  aus  den  3  Gleichungen 
irch  Elimination  der  Unbekannten  erhält.     Ist  nämlich  gegeben: 

ö/    «1   +  ö,,'    ^2  +  ^n!    ^3  =  0 
<  ^1   +  «//'  ^2  +  ^fn"  ^3  =  ^ 

a,    x^  +  a„    x^  +  a,„    x.^  =  0 , 
^  finden  wir  durch  unsere  allgemeine  Lösung  für  lineare  Gleichungen : 
Äo:,  =0,       Rx.2  =  0,       Rx^  =  0. 

Clebsch,  Vorlotungen.  '2 


I 


l 


i 
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Es  muss  also  entweder 

X,  =  x.,  =  ^3  =  0 
f  .sein,  eine  Losung,  durch  die  alle  homogenen  Gleichungen  unsere 

{.selbstverständlich  erfüllt  sind,  oder  es  muss  die  Gleichung 
Ä  =  0 
bestehen;  und  diese  ist  das  Resultat  der  Elimination  der  ünbekai 
aus  den   gegebenen  Gleichungen.     Ganz  Analoges  gilt  für  n  Vai 
und  n-gliedrige  Determinanten;  wir  haben: 

Wenn  n  homogene  lineare  Gleichungen  zusammen  bestehen  sollti 
muss  die  Determinante  ihrer  Coefficienten  verschwinden. 

Aus  der  allgemeinen  Lösung,  welche  wir  für  die  3  nicht  h 
^enen  Gleichungen  fanden^  indem  wir  die  x  durch  die  y  ausdrüc 
müssen  wir  natürlich  rückwärts  die  y  wieder  aus  den  x  berec 
können,  und  zwar  durch  ein  ganz  analoges  Verfahren.  Statt 
iJeterminante  R  werden  wir  dabei  die  aus  den  Unterdeterminani 
zu  bildende  Determinante  nöthig  haben,  nämlich: 


a; 

< 

A" 

s  = 

A,: 

A,; 

^nt 

A    " 

^ni 

die  Determinante  des  adjungirten  Systems  \  denn  mit  diesem  Ausdi 
))ezeichnet  man  da«  System  der  Unterdeterminanten  Ä  gegenüber 
der  ursprünglichen  Elemente  a.  Bezeichnen  wir  femer  die  ü; 
determinanten  von  ^S'  durch  obere  und  untere  Indices,  setzen  also  i 

A  "     Ä  '"  i 

'     ^^  '  ^      "         A     "'!  ' 

SO  erhalten  wir  als  Auflösung  die  Gleichungen:  • 

sy  =  n  (s;  X,  +  5,/  .T,  +  s„:  xj 

Sy"  =  R  {H:  X,  +  S,:'  .r,  +  S,„"  x^) 
Sy-  =  R  (6V"ar,  +  Sj'x^  +  S„;"x^) . 

Da  diese  wieder  mit  den  ursprünglich  gegebenen  identisch  sein  mü« 

HO  folgt: 

'''    ""  .V  *^'   '       ^^"   ==  's  ^"   '      ^''"    ""  S  " '"  '    ^'   ^'  ^' 
Nun  ist  aber  nach  dem  sogleich   zu   erwiilinenden  Multiplications» 
iler  Dcterminjint<?n: 

-■'  lind  somit  erhalten  wir  die  llelationen: 

jl  ^:  =  Ä<  ,    'S/  =  ^<  ,    s.:  =  naj 

!J  ^r  -  na," ,      S,r  =  Ra,;'  ,      s,,r  =  Ra„r 


I 


,     ==  Ra,    ,       S„     ^  Rfi,,    ,       .S,„     =  Ra^^ 
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eben  benutzte  MtüiiplicaHonstheorem  besteht  aber  in  Folgendem: 
wei  Determinanten  mit  den  Elementen  a  und  h  gegeben,  so  ist 
oduct: 


«/ 

< 

a„: 

V 

«/' 

< 

< 

• 

K 

<" 

<' 

^    '" 

ö/// 

w 

h.: 


^m    i 


eine  Determinante,  nämlich: 

V'+flr/"  K',  <  b„'+a;'  b„"+a;"  b„"',  a;  b„;+a;'  b„;'+ar  b, 

K+<"  b,'",  a„'b„'+a,r  b„"  +  a„"'  b„"',  a„'  b„;  +  a„"  b„r+a„"'b, 

die  Elemente  der  resultirenden  Determinante  gebildet  werden 
n  Summen  der  Producte  der  Elemente  irgend  einer  Reihe  der 
Determinante  in  die  entsprechenden  Elemente  irgend  einer  Reihe 
adem.  Ber  Beweis  dafür  ergibt  sich  durch  Zerlegung  der 
1  Determinante  in  eine  Summe  Ton  lauter  einzelnen,  einfacher 
iten,  und  zwar  in  folgender  Weise.  Entwickeln  wir  zunächst 
len  Elementen  einer  Verticalreihe,  so  erhalten  wir  ersichtlich, 
SS  der  drei  Elemente  aus  einer  Summe  von  drei  Grössen  besteht, 
umme  von  9  Gliedern,  die  wir  auch  als  Summe  von  drei  Deter- 
:en  schreiben  können,  der  Art,  dass  in  ihnen  jedesmal  die  erste 
ilreihe  aus  drei  in  der  ersten  Verticalreihe  der  grossen  Deter- 
je  unter  einander  stehenden  Elementen  besteht,  während  die 
andern  Verticalreihen  ungeändert  bleiben.  Lösen  wir  weiter 
liese  nach  einander  in  Summen  neuer  Determinanten  auf,  so 
in  wir  schliesslich  ein  Aggregat  von  27  einzelnen  dreigliedrigen 
linanten:  Wir  können  uns  dieselben  entstanden  denken,  indem 
ie  der  9  Verticalreihen  der  grossen  Determinante  mit  je  zwei 
n  dieser  Reihen,  welche  überhaupt  mit  ihr  multiplicirt  vor- 
m  können,  zu  einer  Determinante  vereinigen.  Man  überzeugt 
un  leicht,  dass  alle  diese  Partialdeterminanten  bis  auf  sechs 
«rinden,  indem  in  den  übrigen  je  zwei  identische  Elementen- 
vorkommen. Diese  sechs  Determinanten  entstehen,  inden  man 
jn  drei  Verticalreihen  der  grossen  Determinante  je  eine  erste, 
veite  und  eine  dritte  (nur  noch  einfache  Producte  ab  enthaltende) 
alreihe   zu  einer  Determinante  vereinigt.     Eine  solche  ist  z.  B. : 


«;  b; 

(h 

'•r 

a, 

<  b; 

ö,/'  ^," 

a,.     b,„     = 

=  y>,; 

< 

a, 

",„'1',' 

<:k 

«/// 

rr 

<J, 

)  wie  in  diesem  Gliede  erkennt  man  in  den  übrigen  fünf  sofort 
Qe   ursprünglich   gegebene   Determinante   der  a  als  Factor;  dass 
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das  Aggregat  der  anderen  Factoren  dann  nichts  anderes,  als  die  Deter- 
minante der  b  in  entwickelter  Gestalt  ist,  sieht  man  am  einfifushsten, 
wenn  man  insbesondere  setzt: 

«;   =1      «,"   =0      «/"   =0 

<=0      «„"=1      a,/"=0 

«,„'  =  0      «,„"  =  0      «„/''  =  !• 
Dadurch  wird  die  Determinante  der  a  gleich  der  Einheit  und  obige 
grosse  Determinante  geht  direct  in  die  der  b  über,  womit  'unser  Mul- 
tiplicationssatz  bewiesen  ist.  — 

Setzen  wir  nun,  um  das  Theorem  zum  Beweise  der  obigen  Be- 
hauptung zu  yerwerthen,  für  die  Elemente  0  die  Unterdeterminanten  A 
von  B,  so  erhalten  wir: 

Ä    0     0 

Ä-Ä«  0    R    0  =ä3. 
0    0     7? 
denn  alle  anderen  Glieder  der  resultirenden  Determinante  verschwinden 
nach  einem  früheren  Satze^  und  somit  folgt  in  der  That: 


II.    Die  Cnrve  erster  Ordnung:  die  gerade  Linie. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  dem  Ausdrucke  zurück,  welchen  wir  ffir 
den  Flächeninhalt  eines  durch  3  Ecken  gegebenen  Dreiecks  gefunden 
hatten,  und  erkennen,  dass  er  sich  in  der  That  in  Form  einer  Deter- 
minante schreiben  lässt.     Es  ist  nämlich: 
1 


yo 
yx 
yi 


Die  Bedingung  nun,  dass  der  Inhalt  des  Dreiecks  verschwinde» ^ 
ist  offenbar  identisch  mit  der  anderen,  dass  die  drei  gegebenen  Punkt^«^ 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Lassen  wir  daher  den  Punkt  ar^,  ^'  ^ 
unbestimmt,  so  wird  uns  das  Verschwinden  der  Di*(erfninan(e  die  Glr^ 
chung  der  durc/t  die  Punkte  I  und  2  bestimmten  Geraden  geben,  nämliche- 


(1) 


- 

y 

1 

Xi 

Vi 

1 

Xj 

Vi 

1 

=  0; 


sie  ist  wieder  vom  ersten  Grade,  wie  die  oben  in  anderer  Weise  ^^ 
wonnene  Form.  Dass  die  Linie  durch  die  gegebenen  Punkte  gel^t, 
erhellt  sofort  aus  einem  der  obigen  Determinanteiisütze,  wenn  la^^^ 
die  Coordinaten    derselben  für  x  und  y  einsetzt. 
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Statt  durch  zwei  beliebige  Punkte  können  wir  die  Gerade  auch 
durch  die  Strecken  a,b  bestimmen,  welche  sie  auf  den  Coordinaten- 
axen  vom  Anfangspunkte  aus  abschneidet;  wir  haben  zu  dem  Zwecke 
die  Coordinaten  ihrer  Schnittpunkte  mit  diesen  Axen  a^  0  und  0,  b 
in  (1)  einzusetzen,  wodurch  wir  erhalten: 


X    y     1 

0  = 

a    0     1 

^=:  ab  —  bx  —  ay  , 

. 

0     b     1 

oder: 

(2) 

-.+ 

l-i-o, 

eine  Gleichung,  welche  fdr  die  Theorie  der  Geraden  und  insbesondere 
för  unsere  späteren  allgemeineren  Erörterungen  von  hoher  Bedeutung 
ist.  Indem  wir  nämlich  die  Gleichung  einer  jeden  Geraden  auf  diese 
Form  bringen  können,  sind  uns  bei  jeder  auch  sofort  ihre  Abschnitte 
auf  den  Axen  gegeben.  Die  Gleichung  (1)  z.  B.  in  dieser  Weise  um- 
geformt, ergibt: 

.* +-^Ji 1  =  0. 

Vi  —  y%  ^t  —  ^1 

Eine  durch  die  Punkte  1  und  2  gegebene  Gerade  schneidet  also  auf 
den  Coordinatenaxen  Stücke  ab,  bestimmt  durch: 


a  =:  y«^  -'  y»^«  J  s=:  ^i^   — 


y«a;i 


yi  —  yt    '  «« —  a?, 

Besonders  ausgezeichnet  sind  durch   diese  Darstellung  die  Fälle, 

^o  die  Linie  durch  den  Anfangspunkt  geht  oder  parallel  zu  einer  der 

Coordinatenaxen  verläuft.    Im   letzteren  Falle  haben  wir  a,  respective 

b  unendlich  gross  anzunehmen,  je   nachdem  die  Gerade  der  X-  oder 

der  F-Axe   parallel   ist,    und  erhalten  dann  für   sie,  wie  schon  oben 

bemerkt,  bezüglich  die  Gleichungen: 

y  =  &, 

Geht  endlich  die  Gerade  durch  den  Anfangspunkt,  so  können  wir  sie 

TLiir  durch  ihre  Richtung,    d.    h.   durch   eine  ihr   parallele   Linie  be- 

fetiminen.    Eine  solche,    zu    einer  Geraden,    welche  in  der  Form   (2) 

gegeben  ist,  gezogen,  schneidet  auf  den  Axeu  wegen  der  Aehnlichkeit 

der  auftretenden  Dreiecke  Stücke   von   der  Grösse  ma,  mh   ab,   und 

^^^  erhalten  also  alle  Parallellinien  zu  (2),  wenn  wir  in  der  Gleichung 


m 
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die  Grösse  m  als  Parameter  auffassen,  d.  h.  ihr'  successive  alle  mög- 
lichen Werthe  beilegen:  eine  Darstellung  eines  Systems  von  Geraden, 
wie  wir  sie  in  der  Folge  öfter  anwenden  werden.  Ist  »t  =  0,  so  er- 
halten wir  hieraus  die  durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade, 
welche  nunmehr  durch  die  Richtung  des  Parallelensystems  völlig 
bestimmt  ist. 

Zur  Feststellung  dieser  Richtung  können  wir  uns  natürlich  auch, 
wie  früher  schon  einmal^  statt  der  Abschnitte  a,  b  des  von  der  Linie 
mit  der  Ä-Axe  gebildeten  Winkels  bedienen,  den  wir  mit  a  bezeichnen 
wollen.  Es  kommt  dies  darauf  hieraus,  dass  wir  die  Coordinaten  eines 
zweiten,  der  Geraden  angehörigen  Punktes  angeben,  nämlich  des 
unendlich  fernen  Punktes,  in  welchem  sich  alle  Parallellinien  der 
betr.  Richtung  schneiden.  Diese  Coordinaten  sind  aber  r  cos  a  und 
r  sin  a  für  r  ==  cx>,  wenn  r  den  Abstand  des  Punktes  Tom  Anfangs- 
punkte bedeutet;  also  nur  ihr  Yerhältniss  hat  einen  endlichen  WerÜh. 
Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (1)  für  X2,  y^  ein,  dividiren 
durch  r  und  nehmen  dann  r  unendlich  gross,  so  erhalten  wir: 

X  y       1 


I 


0, 


(3)  I  X,        y,       1 

COS  a     sin  a     0 

oder  entwickelt: 

(4)  {x  —  x^  sin  «  —  (y  —  Vi)  cos  a  =  0  : 

unsere  erste  Form   für  die   Gleichung  einer  Geraden,   die  wir  in  die 
beiden  anderen: 

X  =  x^'{-  r  cos  « 
y  =  yi  +  r  sin  « 
zerlegt  hatten,  wo  r  ein  Parameter  ist  (p.  5). 

Die  Gleichungen  (l)  bis  (5)  geben  uns  die  verschiedenen  Formen, 
in  denen  die  Gleichung  einer  Geraden  je  nach  der  Wahl  ihrer  Be- 
stimmungsstücke aufzutreten  pflegt.  Ihnen  allen  gemeinsam  ist  die 
Dimension,  in  welcher  die  Variabein  vorkommen;  alle  sind  von  der 
ersten  Ordnung,  und  es  drängt  sich  daher  die  Frage  auf,  ob  auch 
jede  Gleichung  erster  Ordnung  uns  eine  Gerade  darstellt.  Wir  werden 
sehen,  dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist.  Hat  man  nämlich  die  all- 
gemeinste Form  einer  linearen  Gleichung: 

(6)  Ax+  Bij  +  C==0, 

so  kann  man  dieselbe  auch  in  folgender  Weise  schreiben: 

JL.  J_._.v 1—0 

_c^  _c       ^  —  ^j 

A  B 
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und  dies  ist  nach  (2)  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  auf  den 
Coordinatenaxen  bezüglich  die  Stücke  —  —  und  —  ^  abschneidet;  also: 

Jede  Gleichung  ersten  Grades  zunschen  x  und  y  stellt  eine  gerade 
Linie  dar. 

Soll  die  durch  unsere  allgemeine  Form  (6)  dargestellte  Gerade 
insbesondere  durch  den  Anfangspunkt  gehen,  so  haben  wir 

(7  =  0 

zu  setzen;  soll  sie  zur  X-  oder  1^- Achse  parallel  sein,  so  müssen  wir 
A^  respective  B  yerschwinden  lassen.  — 

Während  wir  bisher  zwei  Punkte  zur  Bestimmung  einer  Geraden 
benutzten,  sei  es,  dass  dieselben  beliebig  waren,  oder  besondere  Lagen 
hatten  (z.  B.  auf  den  Axen,  oder  im  Unendlichen),  können  wir  eine 
gerade  Linie  auch  durch  zwei  andere  Stücke  charakterisiren.  Auf  eine 
besonders  wichtige  Gleichungsform  werden  wir  noch  geführt,  wenn 
wir  dazu  den  Abstand  p  der  Geraden  vom  Anfangspunkte  und  die  Rich- 
tung ihrer  Normalen^  d.  h.  deren  Winkel  a  geg&n  die  X-Axq  wählen. 
*Die  Abschnitte  auf  den  Axen  sind  dann,  wie  man  leicht  aus  einer 
Figur  ersieht: 


a  = 


und  somit  ist  nach  (2)  die  Gleichung  der  Geraden: 

(7)  xcosa  +  ysina  —  J»  =  0, 

die  sogenannte  Hess e'^rA^  iV^or»iflr//br»i*),  deren  weitere  Bedeutung  wir 
sogleich  an  eiuem  Beispiele  erkennen  werden. 

Die  Vergleichung .  dieser  Form  mit  der  allgemeinen  Form  (6) 
legt  die  Frage  nach  Zurückführung  der  einen  auf  die  andere  nahe. 
Die  Gleichung  (7)  ist  aber  besonders  dadurch  charakterisirt,  dass  die 
Quadratsumme  der  beiden  ersten  Coefficienten  gleich  der  Einheit  ist; 
wir  werden  daher  (6)  mit  einem  solchen  Factor  multipliciren,    dass 

dies  auch  hier  der  Fall  ist,  d.  h.  mit  — ..        ,  wo  das  Vorzeichen 

der  Wurzel  so  zu  wählen  ist,  dass  das  letzte  Glied  (wie  in  (7)) 
negativ  wird.  Hieraus  ergeben  sich  für  die  verlangte  Umformung  die 
Gleichungen: 

(8)  cosa=-^-jpj,==,     ^  —  -^y^^^, 

(9)  P=-i"'' 


±  Va^  +  i5« 


•J  Vgl.  hier,  wie  für  diesen  ganzen  Abschnitt:  Hesse,  Vorlesungen  aus  der 
analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der 
Ebene.    Leipzig  1866. 
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Je  nach  der  Natur  eines  gestellten  Problems  werden  wir  nun 
eine  der  jetzt  entwickelten  Gleichungsformen  der  geraden  Linie  be- 
nutzen; um  die  Lösung  möglichst  einfach  zu  erhalten;  einige  Au/gaben 
werden  uns  dies  erkennen  lassen: 

1.  Es  soll  der  Abstand  eines  Punktes  {pc^,  y^  von  einer  Geraden 
gefunden  werden;  die  letztere  sei  in  der  Normalform  (7)  gegeben.  Ist 
dann  P  die  gesuchte  Entfernung ,  so  ist  ist  die  Gleichung  einer  durch 
den  gegebenen  Punkt  gehenden  Parallelen  zu  der  Geraden: 

o;  cos  a  +  y  sin  a  —  p  —  i>  =  0  , 

wenn  wir  voraussetzen;  dass  der  Punkt  auf  der  dem  Anfangspunkte 
abgewandten  Seite  der  Linie  liegt.  Da  die  Gerade  aber  durch  ihn 
gehen  soll;  so  folgt: 

Xq  cos  a  +  y„  sin  a  —  p  —  />  =  0 , 
also : 

P  =  Xf^  cos  «  +  ^Q  sin  «  —  p. 
Das  Resultat  können  wir  folgendermassen  aussprechen: 

JVenn  man  in  die  Normalform  der  Gleichung  einer  Geraden  die 
Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  einsetzt,  so  gibt  die  linke  Seite  den 
Abstand  des  Punktes  von  der  Geraden  an,  und  zwar  unmittelbar;  wenn 
der  Punkt  auf  der  dem  Anfangspunkte  abgewandten  Seite  der  Geraden 
liegt;  sonst  ist  das  Vorzeichen  zu  ändern.  Letzteres  wird  nur  unbe- 
stimmt; wenn  die  Linie  durch  den  Anfangspunkt  geht;  (d.  h.  p  =  0); 
weil  dann  die  Richtung  der  Normale  zweideutig  wird. 

Ist  die  Gleichung  der  Geraden  in  der  allgemeinen  Form  gegeben, 
so  hat  uiau;  um  den  Abstand  zu  finden;  wieder  durch  die  Wurzel  aus 
der  Quadratsumme  der  ersten  Coefficienten  zu  dividiren  und  die  Coor- 
dinaten des  Punktes  einzusetzen;  man  erhält  also: 

j,^Axo+ßyo+C 

2.  Es  sollen  die  Coordinaten  des  Schnittpunkfes  zweier  Geraden 
bestimmt  werden.     Die  Gleichungen  derselben  seien: 

Ax  +  By  +  C  =  0 

A'x  +  B'y  +  C=^0, 

aus  ihnen  haben  wir  x  und  y  zu  berechnen.     Um  dem  Resultate  eine 

symmetrische  Fonu  zu  geben,   werden  wir  die  Gleichungen   homogen 

schreiben;    wir    fügen   daher    dem    dritten    Coefficienten    noch    einen 

Factor,  den  wir  gleich  der  Einlieit  setzen,  hinzu: 

Ax  +  By  +  C  '1  =  0 

A\x+  B'y  +  C  -1  =0, 

und  berechnen  nunmehr  hieraus  die  Verhältnisse  von  x,  y,  1,  Es 
wird  dann: 
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xiyil^BC'  —  CB'  :CA'  —  AC' :  AB'  —  BA' , 

EÜso: 

_  BC  -^Ch'  __  CA  —  A(f 

Verschwindet  der  Nenner^  so  können  nicht  beide  Zähler  verschwinden; 
denn  sonst  wären  die  gegebenen  Gleichungen  identisch;  daher  liegt 
dann  der  Schnittpunkt  im  Unendlichen:  die  Linien  sind  parallel.  Die 
Bedingung  des  Paralielismus  ist  also: 

AB'  '-BA'  =  0. 

3.  'Es  soll  die  Gleichung  einer  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehenden 
Geraden  gefunden  werden.  Wir  können  dieselbe  nach  der  ersten  Form 
(1)  unserer  Gleichungen  sofort  hinschreiben;  sie  mag  aber  noch  einmal 
in  anderer  Weise  abgeleitet  werden  ^  um  ein  Beispiel  zu  geben  ^  wie 
das  Homogenmachen  der  Gleichungen  durch  Hinzufügen  eines  gleich 
der  Einheit  gesetzten  Factors  den  Eliminationsprocess  erleichtert.  Die 
Gleichung  der  Geraden  ist  die  Bedingung^  dass  ein  beweglicher  Punkt 
(x,  y)  mit  den  beiden  festen  (x,,  y^)  und  (0:2,  ^2)  ^^^  derselben 
Geraden  liege.    Es  müssen  also  zugleich  die  Gleichungen  bestehen: 

Ax  +  By  +C'\  =  Q 

^«1  +  ^yi  +  ^  •  1  =  0 

Ax^+By^  +  C -1  =  0, 
daher  erhalten  wir  durch  Elimination  von  A^  By  C  wieder: 

j^t  yi   ii  =  o. 

•  Wir  können  diese  Gleichung  nun  umgekehrt  benutzen ,  um  den 
Inhalt  des  von  drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks  zu  finden,  wovon 
^  ursprünglich  ausgingen:  wir  fällen  von  dem  einem  Eckpunkte 
(*o>  ^o)  a^  diß  Verbindungslinie  der  beiden  andern,  deren  Länge  r 
^i,  ein  Loth  hy  so  ist  der  gesuchte  Inhalt: 

^88  Loth  h  aber  bestimmt  sich  nach  Früherem,  indem  wir  unsere 
Gleichung  der  Geraden  auf  die  Normalform  bringen  und  die  Coor- 
«iiiaten  Xqj  y^^  einsetzen;  es  ist  also: 

i^i  yi   \ 

fj^     k  ^2   ^' 

/ix,-x\y+{y,^y,y' 
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und  daher,  wie  oben: 


^=i 


.Co 

yo 

1 

aji 

Vi 

1 

*2 

y-t 

1 

4.  Es  soll  der  von  zwei  geraden  Linien  eingeschlossene  Wink 
bestimmt  werden.    Sind  beide  Gerade  in  der  Normalform  gegeben: 

X  cos  ß  '\-  y  sm  ß  —  p  =0 
X  cos  /J'  +  y  sin  /^  —  y  =  0 

80  sind  ß^    ß'   die  Winkel   ihrer   Normalen    mit  der  JIT-Aze;  d 
schliessen  aber  denselben  Winkel  cin^  wie  die  gegebenen  Linien, 
es  ist  daher: 

Wie  sich  dieser  Winkel  aus  den  Coefficienten  der  allgemeinen  F< 
berechnet;  folgt  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (8);  es  wird  nämli 

sm  t?  =  sm  (p    —  p)  =  T7=-- --.r-z-.— —  ^-. 

cos  V  =  cos  {ß'  -  /J)  =  ===d£J^0==. . 

Für  den  Parallelismus  beider  Linien  (sin  t;  =  0)  folgt  also  wieder 

AB'  —  BA'  =  0 , 
während  sie  zu  einander  senkrecht  sind  (cos  «;  =  0),  wenn: 

AA'  +  DB'  =  0. 

5.  Diese  Bemerkungen  erlauben  uns,  die  Gleichung  einer  Gera 
anzugehen^  welche  durch  einen  Punkt  {x^^  tj^)  parallel  oder  senkreckt 
einer  gegebenen  gezogen  werden  kann.    Diese  letztere  sei: 

Ax  +  By  -\-  C  =  0  , 

dann  müssen  im  ersten  Falle  die  Gleichungen  zusammen  bestehen: 

A'x   +  B'g  +  ^'  =  0 

A'x,  +  B'tj,-i^C'  =  0 

A'B  --D'A  =0, 

also   durch  Elimination   von  A',    B',   C  wird   die  Gleichung  der  f 
suchten  Parallelen: 

1 


X,y 


y 

I/o 


=  0, 


oder: 


B    -  A 

A  (.1-  _  xo)  +  5  (y  —  yo)  =  0 . 
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m  die  Nonnale  zu  finden,  haben  wir  in  der  dritten  Bedingungs- 
iing  nur  B  mit  A  und  A  mit  —  B  zm  vertauschen  ^  wodurch 
halten : 

B  {x  —  x^  —  A  {y  —  Pq)  =  0. 

m.   Liniencoordinaten.    PunktreUien  und  Str^bfischel. 

ei  unsem  bisherigen  Betrachtungen  war  ein  Punkt  stets  durch 
'on  einander  unabhängige  Stücke  (seine  Coordinaten)  bestimmt; 
»  aber  auch  die  Gerade^  sei  es^  dass  wir  sie  durch  ihre  Abschnitte 
m  Ck)ordinatenaxen  oder  durch  ihre  Entfernung  vom  Anfangs- 
i  und  die  Richtung  ihrer  Normalen  gegeben  annahmen. 

;t  für  den  Punkt  nur  eine  Bedingung  gegeben^  so  kann  derselbe 
unendlich  viele  Lagen  annehmen:  er  beschreibt  bei  seiner  Bewe- 
eine  Curve,  und  auf  diesen  Ortsbegriff  gründeten  sich  imsere 
L  Untersuchungen.  Ebenso  bei  der  Geraden:  wenn  zwischen 
Bestimmungsstücken  eine  Gleichung  gegeben  ist^  so  gibt  es 
unendlich  viele  Geraden,  die  derselben  genügen;  als  geometri- 
Ort  derselben  fassen  wir  die  Curve  auf,  welche  von  der  Geraden 
m  ihren  Lagen  berührt  wird.  Wir  können  somit  jede  Curve  in 
iedener  Weise  entstanden  denken,  einerseits  als  beschrieben  durch 
lieh  viele  Lagen  eines  Punktes,  anderseits  als  umhüllt  (vgl.  z.  B. 

Fig.  13,*)  durch  unendlich  viele  Lagen  einer  Geraden.  Je 
unendlich  benachbarte  Geraden  dieses  Systems  (Tangenten  der 
'  schneiden  sich  dann  auf  der  Curve,  so  dass  bei  letzterer  An- 
mg  die  Curve  als  Punkigebilde  entsteht  durch  die  Aufeinander- 
der  Schnittpunkte  benachbarter  Tangenten.  Umgekehrt  ist  die 
nte  einer  Curve  in  Punktcoordinaten  definirt  als  die  Verbin- 
linie    zweier  benachbarter  Punkte  der  Curve.     Um  dieser  dop- 

Erzeugungsweise  ebener  geometrischer  Gebilde  auch  einen 
ischen  Ausdruck  zu  geben,  wn  eine  Curve  als  Enveloppe  ihrer 
tten  durch  eine  Gleichung  darzustellen  ^  müssen  wir  die  beiden 
imungsstücke  einer  Geraden  ebenso  als  veränderlich  betrachten, 
isher  die  Coordinaten  eines  Punktes;  wir  sprechen  daher  eben- 
1  von  den  Coordinaten  einer  geraden  Linie,  als  von  denen  eines 
es:  eine  Gleichung  zwischen  den  letzteren  stellt  eine  Curve  als 
irer  Punkte,  eine  solche  zwischen  den  ersteren  als  Enveloppe 
Tangenten  dar.  Welche  Bestimmungsstücke  der  Geraden  man 
benutzen  will,  ist  zunächst  gleichgültig,  aber  unsere  weiteren 
jhtungen  werden  die  folgende  Wahl  als  die  zweckmässigste  er- 
en  lassen: 

'^ir  verstehen  unter  den  Coordinaten  w,  v  einer  Geraden  die  nega- 
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tiven  reciproken   Werthe  ihrer  Abschnitte   auf  den  Coordinaienaxa 
ist  also  nach  unserer  obigen  Bezeichnung: 

=  —  ^  _  _  j. 

a  '  h 

Die  Einführung  gerade  dieser  Bestimmungsstücke  der  Ge: 
hängt  mit  einem  der  wichtigsten  Principien  der  analytischen  G< 
trie  zusammen^  dem  Principe  der  Dualität*),  zu  welchem  jene  doj 
Auffassung  der  Gurven  hinführt.  Zuvörderst:  es  gibt  doppelt  tu 
lieh  viele**)  Punkte  und  doppelt  unendlich  viele  Gerade  in  der  E 
sieht  man  dann  einmal  die  Punkte^  einmal  die  Geraden  derselbe 
die  Grundelemente  an^  aus  denen  man  die  zu  betrachtenden  Gc 
erzeugt,  so  zeigt  sich  auch  im  Einzelnen  eine  gewisse  Gleicharti 
beider  Anschauungen.  Zwischen  beiden  Entwicklungen  der  G«om 
der  nach  der  Geraden  und  der  nach  dem  Punkte,  besteht  aber  i 
der  Analogie  auch  bis  ins  Einzelne  eine  vollständige  Wechf 
Ziehung.  Dieselbe  findet  ihren  Ausdruck  in  Folgendem:  gehen  wir 
Punkte  aus,  so  entsteht  die  Gerade  durch  Verbindung  zweier  Pui 
gehen  wir  von  der  Geraden  aus^  so  entsteht  der  Punkt  durch 
Schnitt  zweier  Geraden.  Der  einfachste  geometrische  Ort  fBr 
Punkt  ist  die  Gerade,  beschrieben  von  dem  sie  durchlaufenden  Pu 
für  die- Gerade  der  Punkt,  den  sie  bei  einer  Drehung  um  ihn  mnl 
Durch  Bewegung  eines  Punktes  jedoch  können  wir  keinen  Pi 
durch  Bewegung  einer  Geraden  keine  Gerade  erzeugen.  Alle 
lielationen  fassen  wir  in  dem  Principe  der  Pualität  zusammen;  dai 
sagt  uns,  dass  gewisse  Sätze,  welche  für  Punklgehilde  gelten,  sich 
Liniengebilde  übertragen  lassen;  diese  Ucbertragung  gibt  die  Verbin 
zweier  Punkte  und  den  Schnitt  zweier  Geraden,  sowie  für  alle  Com 
tionen,  die  sich  aus  solchen  Operationen  zusammensetzen  lassen,  sie 
nicht  mehr,  wenn  andere  Hülfsmittel  verwandt  werden,  also  z 
nicht,  sobald  eine  Massbestimmung  in  die  Aufgabe  eintritt  ^ 
deshalb   ist  das  Princip  keineswegs  als  ein  beschränktes  aufzufa« 

•)  Auf  dieses  Princip  wurden  zuerst  P  o  n  c  e  1  e  t  ^Traitä  des  propri^t^  projcc 
dcsfigurcs;  1822)  und  Gergonne  (Sur  la  th^orie  des  surfaces  rdciproques;  Adj 
de  mathdmatiques,  VII F,  1817—18,  Crelle's  Journal  Bd.  IV.),  ausgehend  von 
unten  zu  besprechenden  Polarentheorie  b(;i  Kegelschnitten,  geführt.  Unabhä 
von  der  Kegelschnitttheorie  wurde  dasselbe  aufgestellt  von  G  crgonne  und  Mol 
(Barycentrischcr  Calcul,  1827);  die  Coordinalen  der  Geraden  benutzte  n 
Plucker  (Crelle's  Journal  Bd.  5,  1821)  und  Analytisch -geometrische  Entwickloii 
2.  Bd.,  1831 J.  In  IVankreich  wurde  dasselbe  beinahe  gleichzeitig  von  Cbfti 
entwickelt:  Aper9U  historiquc  sur  Torigine  et  le  developpement  des  m^thod« 
j^eomötrie,  1887. 

**)  Mit  einer  solchen  Aundrucksweise  ist  gemeint,  dass  der  Punkt  und 
Gerade  von  je  zwei  Bestimmungsstücken  abhängen ,  deren  jedes  unabhängig  ^ 
andom  alle  möglichen  Werthe  durchlaufen  kann. 
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r  werden  vielmehr  Mittel    kenneu   lernen^    auch   solche    metrische 
»laiionen  auf  jene  einfachsten  zurückzuführen.  — 

Führen  wir  nunmehr  die  Coordinaten  der  Geraden  in  ihre  Glei- 
ung  ein,  so  wird  dieselbe: 
)  t/o;  +  vy  +  1  ==»  0. 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  können  wir  jetzt  besser  so  aus- 
üeken,  dass  sie  die  vereinigte  Lage  des  Punktes  x,  y  mit  der  Geraden 
V  anzeigt,  d.  h.  die  Lage,  bei  welcher  der  Punkt  auf  der  Geraden 
gt^  die  Gerade  durch  den  Punkt  geht,  wobei  wir  dann  nach  Be- 
ben die  Coordinaten  des  Punktes  oder  die  der  Geraden  als  ver- 
derlich  denken.  Im  ersteren  Falle  haben  wir  in  (1)  die  Gleichung 
\er  Geraden y  im  andern  die  Gleichung  eines  Punktes  vor  uns,  d.  h. 
I  Bedingung,  welcher  die  Coordinaten  einer  Geraden  genügen 
isaen,  damit  dieselbe  durch  einen  gegebenen  Punkt  {x,  y)  geht  Die 
eichung  ändert  ihre  Form  nicht,  wenn  man  u,  v  mit  Xy  y  vertauscht; 
roh  passende  Wahl  der  Coordinaten  einer  Geraden  hat  man  also 
reicht,  dass  in  der  Gleichung,  welche  die  vereinigte  Lage  des  Grund- 
mentes  der  einen  tmd  des  Grundelementes  der  andern  Anschauung 
gibt^  diese  Grundeiemente  symmetrisch  auftreten.*)  Der  Punkt  nimmt 
mit  in  der  Geometrie  der  Geraden  dieselbe  Stelle  ein,  wie  die  Ge- 
de  in  der  Geometrie  des  Punktes: 

Eine  lineare  Gleichung  in  \  .  Eine  lineare  Gleichung  in 
mktcoordinaten  x,  y  stellt  eine  |  Liniencoordinaten  u ,  v  stellt  einen 
rade  Linie  dar.  Punkt  dar. 

In  der  Gleichung  (1)  waren  jedesmal  die  constanten  Coefficienten 
gleich  die  Coordinaten  des  durch  sie  dargestellten  Gebildes;  legen 
ir  dagegen  eine  allgemeine  lineare  Gleichung  zu  Grunde: 

Gleichung    der    Geraden  i  Gleichung    des    Punktes 

Ax  +  By+C.=  Q,  I  Au+  Bv  +  C  =  0 , 

3  sind  die 


Coordinaten  der  Geraden: 
2) 


A  B 


Coordinaten  des  Punktes: 
A  B 


iie  Reciprocitat,  welche  nicht  stattfinden  würde,  wenn  wir  direct  die 
abschnitte  auf  den  Axen  als  Coordinaten  der  Geraden  genommen 
atten. 

Versuchen    wir   nunmehr   die  in   der  Theorie   der  geraden  Linie 

*)  Dadurch  ist  es  noch  nicht  begründet,  dass  wir  die  negativen  reciproken  Ab- 
hnitte  ala  Coordinaten  wühlten;  dies  wird  erst  im  folgenden  Abschnitte  seine 
'Klärung  finden. 
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gefundenen  Sätze  dualistisch  auf  die   des  Punktes  zu  übertragen  ^  so 
gelingt  dies  nur  mit  einer  der  dort  gelösten  Aufgaben. 
Es  seien  nämlich  gegeben: 
zwei  Punkte 

dann  ist  die  Gleichung 

ihrer  Verbindungslinie: 

I 

0  : 


zwei  Gerade 
C«o  »  "o) ,     («1  >  "l)  ' 

ihres  Schnittpunktes: 


(3) 


X 

y 

1 

•Co 

Vo 

1 

X, 

Vi 

1 

u 

t; 

1 

«0 

"o 

1 

«1 

»t 

1 

=  0. 


Das  analytische  Resultat  und  die  dazu  führenden  Operationen 
sind  also  in  beiden  Fällen  dieselben^  nur  die  Bedeutung  der  Variabebi 
ist  eine  andere.  Die  übrigen  Formen  der  Gleichung  der  Geraden 
können  wir  hier  nicht  unmittelbar  umformen,  da  dieselben  Ton 
Winkel-  und  Streckengrössen  abhängen.  Wir  wollen  indess  die  sich 
daran  schliessenden  Aufgaben  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (2)  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  den  Goordinaten  der  betreffenden  Linien  darstellen; 
um  so  Beispiele  für  den  Gebrauch  von  Liniencoordinaten  zu  haben. 
Es  wird  nämlich  der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Geraden: 


(4) 


;.  ^^Mf  +  py  +  ^ 


der  von  zwei  Geraden  eingeschlossene  Winkel: 

M0«1  +»0W| 


arc  cos 


n^+'v.^Vuf  +  vf' 


die  Bedingung  des  Parallelismus: 

i/,!;,,  —  r,Wo  =  0 
und  die  Bedingung  des  Senkrechtstehens: 

u^,u^  +  v^,v^=0. 

Der  Ausdruck  für  r  gibt  uns  ein  einfaches   Beispiel   zur  Dax«'*' 
lung  einer  Curve  als  Enveloppe  ihrer  Tangenten,  wenn  wir  u  un4  ^ 
als  variabel  betrachten,  x,  y  und  r  dagegen  als  constant;   dann  gW» 
nämlich  (4)   die  Bedingung  dar,    dass  eine  Linie   («,  v)  von  ei»*^ 
festen  Punkte  (x,  y)  die  constante  Entfernung  r  habe.    Die  Ge«DiB*^"' 
heit   dieser  Geraden  umhüllt    aber  bekanntlich  einen  Kreis  mit  if^^ 
Radius  r  und  dem  Mittelpunkte  (.r,  y);  legen  wir  letzterem,  wie  scho^ 
früher,  die  Goordinaten  a ,  b  bei,  so  wird  also  die  Gleichung  des  Krvsf^ 
in  Liniencoordinaten,  d.  h.  die  Bedingung,  ivelcher  alle  seine  Tangti^ 
genügen  müssen: 
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(ua  +  vb  +  iy  =  f^  (w2  +  j;2)  ^ 
wahrend  die  Gleichcmg  desselben  Kreises  in  Pnnktcoordinaten  ist: 
(o;  -  fl)2  +  (y  -  by  =  r\ 

Beide  sind  vom  zweiten  Grade,  die  letztere  trägt  aber  einen  wesent- 
lich anderen  Charakter ,  als  die .  Gleichung  in  Liniencoordinaten;  was 
wieder  in  den  metrischen  Eigenschaften  des  Kreises  seinen  Grund  hat. 
In  ähnlicher  Weise  gibt  es  für  jede  Curve  zwei  Darstellungsweisen: 
ihre  Gleichung  in  Punkicoordinaten: 

und  ihre  Gleichung  in  Liniencoordinaten: 

9  (ti,  v)  =  0  ; 

und  zwar  sind  beide  Gleichungen  im  Allgemeinen  verschieden;  sowohl, 
wie  beim  Kreise,  hinsichtlich  ihrer  Form,  als  auch  hinsichtlich  des 
Grades  in  Bezug  auf  die  Yariabeln.  Daraus  ergibt  sich  eine  zwie- 
fache Eintheilung  der  algebraischen  Curven,  einmal  nach  dem  Grade 
ihrer  Gleichung  in  Puhktcoordinaten,  das  andere  Mal  nach  dem  ihrer 
Gleichung  in  Liniencoordinaten,  und  zwar 


nennt  man    die*  höchste  Dimension, 

in  welcher  die    Variabein  Xy  y  in 

der  Gleichung  in  Punkicoordinaten 

vorkommen^  die  Ordnung  der  Curve, 

Die  Curven  erster  Ordnung  sind 

also   Gerade;    eine    Curve    erster 

Ordnung  ist  daher  nie  als  Klassen- 

curve  darstellbar;  die  Gerade  stellt 

;      sich    in    Punktcoordinaten    durch 

:      ßiue,  in  Liniencoordinaten  durch 

\     zi^ei  Gleichungen  dar. 


nennt  man  die  höchste  Dimension, 
in  welcher  die  Variabein  u,  v  in 
der  Gleichung  in  Liniencoordinaten 
vorkommen  y  die  Klasse  der  Curve. 

Die  Curven  erster  Klasse  sind 
also  Punkte;  eine  Curve  erster 
Klasse  ist  daher  nie  als  Ordnungs- 
curve  darstellbar;  der  Punkt  stellt 
sich  in  Liniencoordinaten  durch 
eine,  in  Punktcoordinaten  durch 
zwei  Gleichungen  dar. 

—  Die   fundamentale  Bedeutung   des  hier  entwickelten  Princips 
^^^^  sogleich  in   den  folgenden  Betrachtungen  hervortreten,  welche 
^ou  nm  so  grosserer  Wichtigkeit  werden,  ^Is  sie  den  Zusammenhang  der 
^^Ueren  synthetischen  und  analytischen  Geometrie  zu  vermitteln  be- 
sbnunt  sind.     Wir  untersuchen  nämlich  zunächst   Beziehungen    zwi- 
schen  verschiedenen  Punkten    auf  einer  Geraden    und    entsprechend 
zwischen  verschiedenen  Strahlen  durch  einen  Punkt:   wir  beschränken 
^^8   so  zu  sagen  auf  die  Geometrie  auf  einer  Geraden    und   die    in 
einem  Punkte.    Wir  lösen  dabei  die  Gerade  in  die  Reihe  von  Punkten 
a^f,  welche  auf  ihr  liegen,  den  Punkt  in   die  Schaar  von  Geraden, 
^^\che  sich  in  ihm  schneiden,   und  bezeichnen  in  dieser  Auffassung 
die  Gesammtheit  der  Punkte  auf  einer  Geraden  als  PunktreiJie^  die  der 
treraden    durch  einen  Punkt  als  Strahlbüschel,     Es    ist   dann    unsere 
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Aufgabe,  jeden  Punkt  einer  Reihe,  d.  h. ,  welcher  mit  zwei  gegelM 
auf  einer  Geraden  liegt,  individuell  darzustellen,  ebenso  jeden  Sl 
eines  Büschels,  d.  h.  welcher  mit  zwei  gegebenen  Strahlen  d 
einen  Punkt  geht.  Die  erstere  dieser  Aufgaben  wurde  schon  < 
gelöst,  indem  wir  die  Punkte  einer  Reihe  darstellten  durch  die  ( 
chungen  (vgl.  p.  5): 

o;  =  oTq  -|-  r  cos  cf 

y  =  t/o  +  r8iaa ; 
in  ihnen  ist  die  Punktreihe,  wenn  r  einen  Parameter  bedeutet,  d 
einen  Punkt  {xq,  t/^)  und  ihre  Richtung  (d.  h.  einen  unendlich  fe: 
Punkt)  bestimmt.  Analog  wollen  wir  nun  allgemein  jeden  Punkt 
Reihe  durch  zwei  feste  Punkte  derselben  mit  Hülfe  eines  Paramt 
ausdrücken.     Die  Gleichung  einer  Geraden  durch  die  Punkte  0,  1  i 


0, 


dieselbe  wird  nach  einem  bekannten  Determinantensatze  identisch 
füllt,  wenn  wir  setzen  (vergl.  p.  16): 

(5)  y  =  Pyo+  QVi 

l=p      +q      S 

jene  Determinante  ist  dann  das  Resultat  der  Elimination  von  p^  { 
aus  diesen   Gleichungen.    Dividiren   wir  mit  der  letzten  Gleichung 

die  beiden  ersten  und  führen  einen  Parameter  A  =  -  ein,    so  erha 

wir,  indem  wir  einmal  die  Punktcoordinaten  durch  Liniencoordins 


X 

a^o 

x^ 

y 

Vo 

Vi 

i 

1 

1 

ersetzt  denken,  die  Resultate: 


X 


(6) 


^       i  +  x  ' 

zwei  Gleichungen,  welche  die  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  der  Reihe 
darstellen,  ausgedrückt  durch  die 
Coordinaten  zweier  Punkte  der- 
selben und  den  Parameter  A.  Es 
ist  dies  die  allgemeinste  Darstellung 
der  Geraden  als  Träger  der  Punkt- 
reihe. 

In  den  Gleichungen  (6)  ist  der  BegriflF  der  Punktreihe,  bez. 
Strahlbüschels  deutlich  ausgesprochen:  legen  wir  A  nach  einander  t 


u  —  "0  +^"t 
i  +  x 

zwei  Gleichungen,  welche  die  C< 
dinaten  eines  Strahles  des  Büscl 
darstellen,  ausgedrückt  durch 
Coordinaten  zweier   Strahlen  < 
selben  und  den  Parameter  A. 
ist  dies  die  allgemeinste  Darstell 
des    Punktes    als    Mittelpunkt 
Strahlbüschels. 
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Werthe  von  —  oo  bis  +  oo  bei,  so  erhalten  wir  successive  alle  Punkte 
der  Reihe,  bez.  alle  Strahlen  des  Büschels. 

Die  Zahl  A  hat  aber  auch  eine  einfache  geometrische  Bedeutung. 
Aus  den  Gleichungen  (5)  folgt  nämlich: 

oder  wenn  wir  durch  r,  5  die  Entfernungen  der  Punkte  (x^y  yj, 
(^n  y\)  ^^^  (p^>  y)  bezeichnen  und  beide  positiv  nehmen,  so  lange 
{Xy  y)  zwischen  den  festen  Punkten  0,  1  liegt: 


*  —  a:o        y  —  yo 

x  —  Xi         y  —  yi 

p  ^ 

a?«  —  a?i  "^  yo  —  yt ' 

x\  —  a?o      yi  —  yo ' 

r  +  s'     ^         r  +  s' 


Es  ist  also  A  der  Quotient  der  Abstände  des  beweglichen  Punktes  von  zwei 
festen  Punkten  der  Reihe,  eine  Deutung,  welche  wir  nicht  unmittelbar 
auf  Strahlbüschel  übertragen  köunen,  da  sie  wesentlich  auf  metrischen 
Begriffen  beruht.  Man  sieht  hieraus  auch  leicht,  dass  jedem  Punkte 
der  Geraden  nur  ein  Werth  von  A  zukommt,  und  wie  sich  diese 
Werthe  auf  die  ganze  Gerade  vertheilen.  Zwischen  den  festen  Punkten 
sind  r  und  5,  also  auch  A  positiv ;  bewegt  sich  der  Punkt  von  0  nach 
1,  so  geht  A  von  0  bis  00,  und  hat  für  den  Mittelpunkt  dieser  Strecke 
(r  =  s)    den    Werth  1.     Ausserhalb    der  Fig.  10. 

festen  Punkte  dagegen  wird  links  r,  rechts   ;   ^   .       ^     ^ 

s  negativ,  folglich  in  beiden  Fällen  auch  A  ^     ^'^^  -^ 

(vgl.  Fig.  10).     Während  der  Punkt  von  0  bis  in's  Unendliche  fort- 
\      achreitet,  geht  A  von  0  bis  —  1,  im  Unendlichen  ist  A  =  —  1,   und 
;,\     wahrend  der  Punkt  sich  vom  Unendlichen  nach  1  bewegt,  geht  A  von 
—  1  bis  —  00,  wodurch  dann  der  Kreis  von  Werthen  geschlossen  ist. 
Besonders  bemerkenswerth  ist  es,  dass  A  im  Unendlichen  nur  den  einen 
Werth  —  1  hat;  man  spricht  deshalb  von  einem  unendlich  fernen  Punkte 
^  Geraden;  d.  h.  jede  gerade  Linie  verhält  sich  analytisch  so,  als 
wenn  sie  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt  habe. 
•>  Die '  Gleichungen   (6)    dienten  uns  dazu,    die   Coordinaten    eines 

;^r|    Wiebigen  Elementes  einer  Punktreihe  oder  eines  Strahlbüschels  durch 
:    I    *ß  von  zwei  festen  Elementen  darzustellen.     Um  die  Gleichung  eines 
J    solchen  Elementes  zu  erhalten,   müssen   wir  diese  Coordinaten  in  die 
Gleichung: 

ux  -\-  vy  -{'  \  =i) 
^^ösetzen,  wodurch  wir  finden: 


\ 


Punkt  dei^  Reihe: 
K+i'yo  +  l)  +  A(w.r,+i;y,+l)=0 

Clebsch,  VorlesongeD. 


Strahl  des  Büschels: 
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Wir  erhalten  also  die  Gleichung  des  beweglichen  Elementes,  indem 
wir  die  des  einen  festen  Elementes  mit  einem  Parameter  k  multipiicirt  zu 
der  des  andern  addiren.  Dabei  haben  wir  jedoch  die  Gleichung  der 
festen  Gebilde  in  der  besonderen  Form  voraasgesetzt,  wo  das  constante 
Glied  gleich  der  Einheit  ist;  dies  ist  im  Allgemeinen  nicht  nöthig. 
Sind  uns  nämlich  die  Grundelemente  (d.  h.  die  Punkte  0^  1)  gegeben 
durch 


zwei  Strahlen: 


zwei  Punkte: 
Au  +  B  v  +  C  =0 
A^u  +  B^v  -i-  Ol  =0 
80  stellen  die  Gleichungen: 

Au  +  Bv  +  C+  ii(^A^u  +  B^v  +  C^)^0, 
Ax  +  By  +  C+  (i  {A^x  •^B^y  +  C^)^0 

wieder  ein  beliebiges  Element  der  Reihe  ^  bez.  des  Büschels  dar,  nur 
die  Bedeutung  des  Parameters  ft  ist  eine  andere  geworden;  denn 
setzen  wir 

so  erhalten  wir  wieder'  die  frühere  Form.  Der  Parameter  fi  ist  abo 
nicht  obiges  Abstandsverhältniss  selbst ,  sondern  das  Product  dessel- 
ben in  eine  von  der  Lage  des  beweglichen  Punktes  unabhängige  Con- 
stante, wodurch  im  Wesen  der  Sache  nichts  geändert  wird. 

Die  letztere  Bedeutung  von  ft  lässt  sich  auch  dualistisch  für  den 

Strahl    eines    Büschels    übertragen.     Fällen   wir   nämlich  von    einem 

Flg.  11.  Punkte  des  beweglichen  Strahls  Lothe  auf  die  beiden 

\       I      /  festen  von  der  Länge  r  und  s  (vergl.  Fig.  11),  so  ist  das 

/  Verhältniss   ^  für  alle  Punkte  des  beweglichen  Stanahb 

J/  dasselbe,  und  wir  wollen  es  als  das  Abstandsverhäiinm 


i 


des    beweglichen    Strahls    von   den  beiden    festen  be- 
zeichnen; von   ihm  ist  dann  wieder  der  Parameter  1 
I  fxM/\  ""^  ^^^  einen  constanten  Factor  verschieden,  wie  jetit 

/  '  I    '^  ^         g^^zeigt  werden   soll.     Sei  x,  y  irgend  ein  Punkt  der 
"^•5   fu,vi    "•''•     Geraden  m,  y,    welche    dem    Büschel    angehört,    das 
durch  die  beiden  Geraden   m^,,  t;^,   und  t/,,  r,  bestimmt  wird;  dann  ist 
nach  einer  oben  gegebenen  Regel  (vgl.  p.  ,-50): 

y  ^^  "0^'  +  ^'py  +  ^ 
und  die  Gleichung  des  Strahles  selbst: 
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t/a:  +  t^y  +  1  ■=  0 
geht  aber  in: 

also  wird 

Der  Werth  von  k  variirt  ganz  analoge  wie  bei  der  Punktreihe;  und 
es  entspricht  wieder  jedem  Strahle  nur  ein  Werth  von  k.  Nehmen  wir 
die  Strecken  r  und  5  für  einen  Strahl  in  einem  Winkel  der  Grund- 
strahlen positiv,  so  werden  sie  im  Scheitelwinkel  beide  negativ,  wäh- 
rend sie  in  den  beiden  Nebenwinkeln  verschiedene  Zeichen  annehmen. 
Für  die  festen  Elemente  ist  k  wieder  einmal  Null,  einmal  unendlich,  und 
für  die  zvrischen  diesen  beiden  Grenzen  liegenden  Strahlen  hat  k 
einen  zwischen  Null  imd  +  oo  oder  —  oo  liegenden  Werth.  Ein  unter- 
schied gegenüber  der  Vertheilung  der  Werthe  des  Parameters  auf  der 
Punktreihe  zeigt  sich  jedoch  darin,  dass  wir  im  Büschel  von  einem 
uneigentlichen,  unendlich  fernen  Elemente  nicht  reden  können.  —  Als 
wesentliches  Resultat  dieser  Betrachtung  erkennen  wir  also,  dass  im 
Strahlbüschel  der  Parameter  schon,  wenn  die  beiden  Grundelemente 
in  der  Form 

wo^  +  i'oy  + 1  =0 

u^x  -f  t^i  y  +  1  =  0 

gegeben  sind,  sich  um  einen  constanten  Factor  von  dem  Abstands- 

verhältnisse  unterscheidet,  so  dass  bei  der  allgemeinen  Form  noch  ein 

C 
zweiter  constanter  Factor  ^  hinzutritt. 

^1 

Die  Darstellung  dieser  Verhältnisse  können  wir  sehr  vereinfachen, 
wenn  wir  eine  abgekürzte  Bezeichnung  beim  Schreiben  der  Gleichungen 
einführen.  Wir  werden  nämlich  die  linke  Seite  einer  linearen  Glei- 
chung durch  einen  einzigen  Buchstaben  ersetzen,  ein  Verfahren,  von 
dessen  Fruchtbarkeit  wir  uns  noch  wiederholt  werden  überzeugen 
können.*)  Wir  wollen  demnach  in  der  Folge  durch  G,  H,  .  .  .  lineare 
Ausdrücke  in  o;,  y,  durch  P,  Q,  ,  .  ,  solche  in  u,  v  bezeichnen,  d.  h. 
wir  setzen  z.  B.: 

G=  A  x  +  B  y  +  C  '  P=  A  u  +  B  v  +  C 

H  =  A^x+  B^y  +  0^,  0  =  A^u  +  B^v  -\-  C^. 

Es  sind  dann 


*)  Diese  Methode  wurde  von  Plücker  zuerst  principiell  angewandt  und  aus- 
gebildet, vgl.  dessen  Analytisch  -  geometrische  Entwicklungen,  1.  Th.  1828;  gleich- 
zeitig auch  von  B ob i liier  aufgestellt:  Gergonne,  Annales,  t.  18,  1827—28. 
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die  Gleichungen  zweier  Geraden: 

und  die  eines  Strahles  durch  iliren 
Schnittpunkt: 

G-i-  fiff=0. 


die  Gleichungen  zweier  Punkte: 

/>=0,     0  —  0, 

und  die  eines  Punktes    auf  ihrer 
Verbindungslinie : 


Es  ist  natürlich  wieder  (i  in  beiden  Fällen  bis  auf  einen  constan- 
ten  Factor,  welcher  von  der  zufälligen  Form  der  Gleichungen  der 
Gnmdelementc  abhängt,  gleich  dem  erwähnten  Äbstandsverhaltnisse. 

VI.    Die  Grundlagen  der  synthetisclien  Geometrie.*) 

Auf  das  Studium  der  Punktreihen  und  StrahlbOschel  stützt  sich 
die  sogenannte  neuere  synthetische  Geometrie;  diese  einfachsten  Ge- 
bilde geben  für  sie  insbesondere  die  Grundlage  für  eine  rein  geome- 
trische Erzeugung  der  algebraischen  Curven,  sei  es  dass  man  sie  yon 
ihren  Punkten  beschrieben  oder  von  ihren  Tangenten  umhüllt  denkt 
Wir ,  werden  diese  Verhältnisse  auch  in  unserer  analytischen  Darstel- 
lung erkennen ;  wenn  wir  eine  Function  des  eben  benutzten  Par«- 
meters  ft  herstellen;  welche  von  dem  in  ihm  enthaltenen  constanten 
Factor  unabhängig  ist  und  demnach  eine  rein  geometrische  Bedeu- 
tung hat.  Eine  solche  Function  ergibt  sich  aber  sofort^  wenn  wir 
ausser  den  beiden  Grundelementen  der  Puuktreihe,  bez.  des  Strahl- 
büschels gleichzeitig  noch  zwei  andere  Elemente*  betrachten;  in  der 
That  wird  der  Quotient  der  beiden  ihnen  entsprechenden  Werthe  des 
Parameters  ft  von  jener  Constanten  unabhängig. 

Sind  uns  zwei  Punkte 

P=0,     0  =  0 
gegeben,   und  nehmen  wir  auf  ihrer  Verbindungslinie  zwei  belieb^ 
andere  Punkte: 

so  sind  nach  dem  Früheren  ihre  Abstandsverhältnisse  von  den  Gfond- 
punkten : 

wo  C  eine  Constante  bedeutet;  also  wird 

r 

'^   =  — 
fi'  "^    r_ 

ä' 

unabhängig  von   C,   eine  rein  geometrische  Grösse,  die   wir  als  i^ 

*)   Vffl.  für  die  Darstellung  im  Folgenden:  Clebsch,  Theorie  der  binlrt" 
lagebraiächen'  Formen,  T^eipzig.  1872  p.  58  tf. 


I 
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Iverhältfäss  der  gewählten  vier  Punkte*)  bezeichnen.  Aus  letzteren 
.  sich  auch  noch  andere  Doppelverhältnisse  ableiten ,  denn  bei 
sr  Darstellung  sind  nicht  alle  4  Punkte  gleichmässig  benutzt; 
m  zwei  sind  dadurch  ausgezeichnet  ^  dass  wir  sie  als  Grund- 
nte  der  Reihe  annahmen,  und  dieselben  treten  wieder  verschieden 
i  Rechnung  ein,  da  wir  die  beiden  andern  Punkte  ebensowohl 
r  Form 

1    voraussetzen   und   dann  — ^   als    Doppelverhältniss   bezeichnen 

a.     Wir  können  aber  das  Doppelverhältniss  auch  für  irgend  vier 
be   der  Reihe  ohne  Rücksicht  auf  die  Grundpunkte  bilden.     Es 
dieselben  bestimmt  durch: 

P+iixO  =  0        P  +  ii^Q  =  0 
P+(i^O  =  0        P+(i,0  =  0> 
kann  dann  die  Aufgabe  auf  den  vorigen  Fall  reduciren,  indem 
gewissermassen   zwei   der  Punkte    als   neue  Fundamentalpunkte 
irt,  d.  h.  indem  man  für  den  Augenblick  setzt: 

B  =  P+fi,0,    S=P+(i^Q. 
finden  hieraus: 

lind  die  vier  Punkte  dargestellt  durch: 

'      ^3  —  f*2  '      f*4  —  f*t 

dies  ist  wieder  die  frühere  Form ,  wenn  wir  die  mit  S  multipli- 
L  Grössen  als  Werthe  eines  neuen  Parameters  betrachten.  Es 
demnach  das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte: 

f*t  —  f*8 


v^\ 


f*4  — f*« 
eine   Function  der  vier  Parameter,    ganz   unabhängig   von    den 
amentalpunkten. 

jenau  auf  denselben  Ausdruck  wären  wir  gekommen,  wenn  wir 
Strahlen  eines  Büschels: 


')  Doppelverhältnisse  finden  sich  in  ihrer  Bedeutung  für  projectivische  Be- 
igen schon  gelegentlich  in  Poncelet's  Traitä  des  proprio tes  projectives  des 
9  (z.  B.  p.  11).  Principiell  eingeführt  wurde  das  Doppelverhältniss  «von 
US  (1827,  in  dessen  barycentrischem  Calcul),  und  in  Frankreich  (als  anharmo- 
8  Verhältniss)  von  Chasles  (1837,  in  dessen  Apercu  historique  sur  Torigine 
developpement  des  mäthodes  en  g^omötrie). 
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G  +  ily  ^=0         6^  +  ^*2^  =  0 

zu  Grunde  gelegt  hätten ;  auch  hier  wird  das  Doppdverhältniss  der  vier 
Sirahlen  unabhängig  von  der  Lage  der  Fundamentalstrahlen  und  un- 
abhängig von  den  in  dem  Parameter  enthaltenen  Constanten^  es  ist 
ebenfalls  eine  rein  geometrische  Grösse. 

In  dem  Werthe  von  a  sind  aber  die  Parameter  der  vier  Elemente 
(seien  es  Punkte  pder  Strahlen)  verschieden  benutzt;  ändern  wir  ihre 
Reihenfolge,  so  kann  auch  a  sich  ändern ;  und  wir  erhalten  alle  mög- 
lichen Werthe  von  cc,  wenn  wir  die  4  Indices  auf  alle  möglichen  Weisen 
permutiren.  Die  dadurch  entstehenden  24  Permutationen  würden 
somit  auf  24  verschiedene  Werthe  des  aus  denselben  4  Elementen  zu 
bildenden  Doppelverhältnisses  führen;  während  sich  dieselben  thatr 
sächlich;  wie  eine  nähere  Ueberlegung  zeigt,  auf  nur  6  verschiedene 
Werthe  reduciren. 

Setzen  wir  nämlich  fest,  dass  zur  Aufstellung  des  obigen  WerÜhes: 

««=  ^t  —  ^8  •  f*4  --  ^> 
f*8  —  f*t  •  f*i  —  f*4 

die  Indices  in  der  Ordnung  1,  2,  3,  4  benutzt  worden  seien,  so  sieht 
man,  dass  a  dasselbe  bleibt  für  die  Anordnungen 

1234,  2143,  3412,  4321; 
d.  h.  das  Doppelverhältniss  ändert  sich  nicht,  wenn  man  gleichzeitig 
die  Indices  des  ersten  und  des  zweiten  Paares  je  unter  sich  vertauscht, 
und  wenn  man  die  beiden  Paare  vertauscht.  Dies  gilt,  von  welchem 
Werthe  man  auch  ausgehen  mag;  immer  vier  Permutationen  geben 
also  dasselbe  Doppelverhältniss,  es  bleiben  folglich  nur  noch  6  ver- 
schiedene Werthe  desselben  übrig,  und  diese  lassen  sich  alle  einfach 
durch  eines  derselben  ausdrücken.  Wir  erhalten  sie  alle,  wenn  wir  einen 
Index,  etwa  4,  ungeändert  lassen  und  die  übrigen  drei  unter  einander 
permutiren,  und  zwar  findet  man  durch  leichte  Rechnung: 

für  die  Anordnung  12  3  4:«     ^fh-t^.ßi-fit 
„      „  „  2134:«      ='*l-_^ili^Tliit_i 

„      „  „  1324  :  «'    ='*'-'^''*i-A»=l-« 


2  3  14:  «  "  =         1  —  « 

3  12  4:  «t*)  = 


«  — 1 


i  1^ 

a"  1  —  a 


»     n  "  32  14:«c^'=  ^.,  =  ^^ 
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js  ist  hier  a  aus  a  durch  Yertauscbung  von  ^^  mit  ^^^  a  aus  a 
urch  Versauschung  von  f*2  ™i*  /^a  gebildet.  Vertauscht  man  femer 
1  a  f£|  und  fi3,  in  a"  fi^  und  fia,.  in  a"  (i^  ^^^  ^39  ^o  entstehen 
ez.  die  Werihe  a%  «(*)  und  .a<5). 

Z>itf  s«cÄ5  zusammengehörigen   PTerihe  eines  Doppelverhälinisses  sind 
ho,  wenn  einer  derselben  a  genannt  tvird: 


h,  1 


1  «  — 1 


Während  dieselben  im  Allgemeinen  sämmtlich  von  einander  yerschie- 
m  sind,  kann  es  in  Folge  besonderer  Lagen  der  vier  Elemente  g^en 
nander  eintreten,  dass  einige  unter  ihnen  identisch  werden.  Da- 
irch  sind»  jenen  Lagen  entsprechend,  ausgezeichnete  Werthe  des 
oppelverhältnisses  bedingt.  Es  können  hier  folgende  Fälle  vorkommen: 

a  =  a     =  —         ,  oder  a  =  +  1 

a  =  a"    'S«  1  —  a ,  oder  «  =  ^   ^ 

a  =  a"  =  ^^—^-    ,  oder  «^  —  a  +  1=0 

a  =  «W  = oder  «^  —  «  +  1  =  1 

1  —  a  ' 

.    tt  =  a<5)  =  — ^-   ,  oder  a'  —  2«  =  0 ,   d.  h.  a  =  0  oder  a  ==;  2  . 

Aber  diese  Fälle  sind  nur  zum  Theil  verschieden.  Zunächst  be- 
nerken  wir,  dass  die  Fälle  3.  und  4.  identisch  sind:  die  eine  Bedin- 
^g  ist  eine  Folge  der  andern.  Die  übrigen  Fälle  geben  noch  zu 
zwei  ausgezeichneten  Lagenbeziehungen  der  vier  Elemente  Veran- 
asaung.  Setzen  wir  nämlich  ä  =  1,  so  sind  die  6  Werthe  des  Doppel- 
erhältnisses: 

1 ,     j  ,     0,     CO,     0,     00; 

er  ist  also  «"  =  a<*^,  gleich  dem  einen  Werthe  von  a  im  5.  Falle, 
'<3  in  der  That  erhalten  wir  von  dem  letzteren  ausgehend,  dieselben 
^lis  Werthe  für  das  Doppel verhältniss,  nur  in  anderer  Reihenfolge, 
:«:iilich : 

0,     00,     1,     1,     cx),     0; 

^de  Fälle  geben  daher  geometrisch  dasselbe  Resultat. 

Setzen  wir  femer  a  =  —  1 ,  so  erhalten  wir  für  die  6  Werthe 
^  Doppelverhältnisses: 

-1,     -  1,     2,     i,     2,     i; 

^ selbe  Reihe,  nur  anders  geordnet  erhält  man  aber  auch,  wenn  man 
^tn  Falle  2.  oder  dem  zweiten  Werthe  von  a  im  Falle  5.  ausgeht, 
^ch  diese  geben  daher  wesentlich  dasselbe  Resultat.     Wir  haben  somit 
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nur  drei  ausgezeichnete  Lagen  der  vier  Punkte  oder  Strahlen  zu  unter- 
scheiden; die  geometrische  Bedeutung  derselben  ergibt  sich  in  folgen- 
der Weise: 

1)  a^l.  Hier  müssen  zwei  Elemente  den  andern  beiden  gegen- 
über dasselbe  Abstandsverhältniss  haben,  d.  h.  sie  fallen  in  eins  zu- 
sammen. 

2)  a  =  —  1.  Die  Abstandsverhliltnisse  zweier  Elemente  gegen  die 
beiden  andern  sind  entgegengesetzt  gleich:  die  harmonische  Lage  der 
vier  ElemefitC'^  es  ist  dies  der  wichtigste  Fall,  wir  werden  auf  diese 
Lagenbeziehung  im  Folgenden  bei  den  verschiedensten  Untersnchungen 
geführt  werden,  so  dass  noch  einige  Erläuterungen  hier  ihre  Stelle  finden 
mögen.  Unter  den  möglichen  Theilungen  der  vier  Elemente  in  Paare 
ist  diejenige  ausgezeichnet,  welche  bei  der  Bildung  des  Doppelverhali- 
nisses  den  Werth  —  1  liefert;  die  Glieder  der  beiden  Paare  heissen 
dann  zugeordnete  Elemente  und  das  negative  Vorzeichen  von  a  zeigt, 
dass,  wenn  ein  Element  eines  Paares  zwischen  den  zwei  Elementen 
des  andern  Paares  liegt,  das  andere  Element  ausserhalb  dieser  beiden 
liegen  muss;  die  zugeordneten  Elemente  der  beiden  Paare  trennen  sich 
also  gegenseitig  von  einander.  Diese  Anordnung  der  Elemente  ist 
auch  noch  dadurch  charakterisirt,  dass  die  Yertauschung  der  Elemente 
eines  Paares  den  Werth  von  a  ungeändert  lässt. 

Liegt  insbesondere  auf  einer  Punktreihe  der  dritte  Punkt  in  der 
Mitte  zwischen  den  beiden  andern,  so  liegt  der  vierte  im  Unendlichen^ 
und  tvir  können  somit  die  Ilalbirung  einer  Strecke  als  eine  blosse  Doppel- 
Verhältnissrelation  auffassen.  Rückt  der  dritte  an  einen  der  beiden 
ersten  unendlich  nahe  heran,  so  rückt  auch  der  vierte  an  denselben* 
Dasselbe  gilt  auch  für  Strahlbüschel,  nur  der  metrische  Satz  über  den 
Mittelpunkt  der  durch  ein  Paar  bestimmten  Strecke  wird  geändert; 
man  weist  nämlich  leicht  nach,  dass,  wenn  der  dritte  Strahl  den 
Winkel  zwischen  den  beiden  ersten  halbirt,  der  vierte  den  Neben- 
winkel in  zwei  gleiche  Theile  theilt ;  beide  Strahlen  stehen  dann  zu 
einander  senkrecht. 

3)  «2  _  „  _p  1  _  0^  yjer  «  =  \.±y-zA  ,  folglich  a^  =  —  1.  In 

diesem  Falle  ist  «  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  aus  —  1 ,  und  die  drei 
anderen  Werthe  des  Do])pelverhältnisses  sind  gleich  der  conjugirt 
imaginären  dritten  Wurzel  aus  —  1.  Es  werden  hier  also  zweimal 
drei  Werthe  des  Dopj)elverliältuisses  einander  gleich,  während  in  deß 
vorigen  Fällen  dreimal  zwei  Werthe  dieselben  waren.  Die  durch 
diesen  Fall  charakterisirte  Lage  der  vier  Punkte  pflegt  man,  nach  dem 
Vorgange  von  Cremona*),   als   die  äquianharmonische  zu  bezeichnen. 

*)  Vergl.  desäeu  „Eiiileituug  in  die  Theorie  der  iilg(?braißchen  Ciirveii*,  deiiUch 
von  Curtze,  Greifbwald  1865. 
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''egen  der  Yorkommenden  imaginären  Grossen  ist  die  geometrische 
sdeutung  derselben  jedoch  nicht  so  evident;  man  kann  nämlich 
ine  vier  Elemente  mit  reellen  Coordinaten  angeben,  welche  der  ge- 
eilten  Forderung  genügen;  und  folglich  lassen  sich  yier  solche  Punkte 
ch  nicht  constructiv  auf  einer  Geraden  bestimmen.  Wir  werden 
zuerst  darauf  geführt  auch  imaginäre  Werthe  der  Veränderlichen 
id  Coefficienten  in  geometrischen  Untersuchungen  zu  berücksichtigen, 
id  in  der  That  hat  man  sich  in  neuerer  Zeit  genöthigt  gesehen,  diese 
undsätzlich,  ebenso  wie  die  reellen  in  das  Gebiet  der  geometrischen 
»trachtung  hineinzuziehen.  Wenn  sie  selbst  sich  auch  der  unmittel- 
reu  Anschauung  entziehen,  so  kann  man  doch  analytisch  alle  Ope- 
tionen  so  durchführen,  als  wenn  man  mit  wirklichen  Punkten  oder 
^raden  zu  thun  hätte,  ja  durch  Vereinigung  verschiedener  imaginärer 
emente  können  reelle  erzeugt  werden,  deren  Bedeutung  ohne  Be- 
ichtung jener  uns  verschlossen  bliebe.  Von  den  vier  Punkten  eines 
iiianharmonischen  Systems  können  höchstens  3  reell  sein,  so  dass 
r  der  vierte  imaginär  wird.     Denn  sind  durch  die  Gleichungen 

/>=0,     0  =  0 

ei  reelle  Punkte  vorgestellt,  so  bilden  sie  mit  den  Punkten: 

P+^0^0,     P+^'0  =  0 

L  äquianharmonisches  Quadrupel,  wenn 

id  daraus  ergibt  sich  für  [i  immer  ein  imaginärer  Werth,  wenn  fi 
eil  ist.  Gleichzeitig  folgt  aus  dem  doppelten  Vorzeichen:  Es  gibt 
oei  Punkte j  welche  zu  drei  gegebenen  dquianhärmonisch  liegen*).  Sind 
igegen  zwei  der  drei  Punkte  conjungirt  imaginär,  so  können  die  bei- 
en  andern  reell  sein.     Sind  nämlich  dann 

P+cy^^l  0  =  0,    P—cy^^  0=^0, 
P+  1^0-^0,    P+  ii'0  =  0, 

50  bestimmt  sich  für  ein  reelles  /x  der  Werth  von  /x'  aus  der  Glei- 


^'so  wird: 


r^2  +  (i(y-s  +  c)  n 


^^d  dies  ist  eine  reelle  Grösse   für  c  ==  c'  +  y —  3,  wenn  ft  reell  ist. 

*)  Vergl.  die  Theorie  der  binären  cubischen  Formen   in  der  dritten  Abthei- 
^g  dieser  Vorlesungen. 
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Liegen  dagegen  yier  Elemente  harmonisch,  so  können  nur  ent- 
weder zwei  imaginär  oder  alle  vier  gleichzeitig  imaginär  sein;  mid 
zwar  wird  im  ersten  Falle  das  eine  der  beiden  zugeordneten  Paare 
von  den  reellen  ^  das  andere  von  dei\  imaginären  Elementen  gebildet 
Man  kann  vier  solche  Punkte  alsdann  darstellen  durch  die  Glei- 
chungen : 

P  =  0,     0  =  0, 
/> 4-  ^  /ITT  0  =  0.    P—  ^  /=n  0  =  0.— 

Die  Theorie  des  Doppelverhältnisses,  wie  wir  sie  hier  durchge- 
führt haben,  führt  von  selbst  auf  die  Untersuchung  gewisser  Grebilde, 
welche  für  die  Geometrie  von  fundamentaler  Wichtigkeit  sind.  Be- 
trachten wir  nämlich  gleichzeitig  zwei  Reihen  von  Elementen,  gegeben 
durch  die  Gleichungen: 

oder:  G  +  iLff=0,     G'  +iiH'  =  0, 

jenachdem  wir  von  Punktreihen  oder  Strahlbüscheki  ausgehen,  so  wird 
durch  denselben  Werth  von  ^  in  beiden  Gebilden  je  ein  Element  be- 
stimmt. Bezeichnen  wir  zwei  solche  Elemente  als  einander  entsprechend, 
so  sind  beide  Gebilde  eindeutig  auf  einander  bezogen:  jedem  Punkte 
oder  Strahle  des  einen  ist  ein  Punkt  oder  Strahl  des  andern  zuge- 
ordnet, und  umgekehrt.  Beide  Gebilde  heissen  dann  projectivisch  auf 
einander  bezogen^  die  eine  Punktreihe  ist  der  anderen^  der  eine  Strahl- 
hüschel  dem  andern  projectivisch.  Da  nun  das  Doppelverhältniss  von 
vier  Elementen  eines  Gebildes  allein  von  dem  Parameter  f(  abhängt, 
so  folgt  aus  dieser  Definition  der  Projectivität  unmittelbar  der  fBr 
diese  Beziehung  geltende  Hauptsatz: 

Bei  projectivischen  Gebilden  haben  vier  Elemente  des  einen  und  die 
vier  entspsechcnden  des  andern  dasselbe  Doppelverhältniss  (vorausgesetzt, 
dass  bei  Bildung  desselben  entsprechende  Elemente  gleichmassig  be- 
nutzt werden;  sonst  können  zwei  verschiedene,  aber  demselben  Sy- 
steme von  6  Werthen  angehörige  Doppelverhältnisse  auftreten). 

Dass  mau  auch  mehr  als  zwei  Punktreihen  oder  Strahlbüschel 
auf  einander  projectivisch  beziehen  kann,  dass  zwei  Gebilde  projecti- 
visch sind,  wenn  sie  in  dieser  Beziehung  zu  demselben  dritten  stehen, 
braucht  wohl  kaum  erwähnt  zu  werden.  Man  nennt  aber  auch  eine 
Punktreihe 

P+liQ  =  0 
zu  einem  Strahlbüschel 

projectivisch,  indem  man  wieder  einem  Punkte  der  Reihe  einen  Strahl 
des  Büschels  entsprechen  lässt,  wenn  beiden  derselbe  Werth  des  Para- 
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meters  ^  zukommt;  auch  fQr  zwei  solche  Gebilde  gilt  dann  natürlich 
der  Satz  von  der  Gleichheit  des  Doppelverhältnisses. 

Gerade  diese  letztere  Beziehung  einander  dualistisch  gegenüber- 
stehender linearer  Erzeugnisse  soll  uns  zur  geometrisehen  Gonstruction 
von  projectivischen  Gebilden  überhaupt  dienen.  Wir  brauchen  zu  dem 
Zwecke  nur  die  folgenden  Sätze  zu  beweisen. 

1.-  Man  kann  drei  Elemente  eines  Gebildes  fPvnkf reihe  oder  Straht- 
bOschel)  dreien  beliebigen  Elementen  des  anderen  entsprechend  setzen; 
dann  ist  jedem  vierten  des  ersten  ein  viertes  Element  dßs  zweiten  zuge- 
ordnet^ d.  h,  dann  ist  die  Projectivität  festgelegt.  Nehmen  wir  nämlich 
in  einem  Gebilde  zwei  tllemente 

M  =0,     N  =0 

und  lassen  ihnen  in  einem  anderen  zwei  Elemente 

M'  =  0,    N'  =  0 

entsprechen^  so  muss  in  der  Gleichung  des  Elementes^  welches  einem 
beweglichen 

M+iiN  =  0 

des  ersten  Gebildes  zugehört  ^  /x  ebenfalls  linear  vorkommen,  sie  muss 
also  die  Form  haben: 

WO  tt,  ßj  y,  d  Constante  sind.  Da  aber  für  /x  =  0  das  Element  im 
ersten  Gebilde  M  =0  wird  und  diesem  im  zweiten  für  denselben 
Werth  von  /x  il/'  «=  0  entsprechen  muss,  so  ist  y  =  0  zu  nehmen ;  und 
ebenso  muss,  da  jV  =  0,  A"  =  0  sich  entsprechen  (ft  =  co),  auch 
^  sc=  0  sein.  Es  bleibt  also  für  die  Elemente  des  zweiten  Gebildes 
die  Form: 

aJH'  -\-dfiN'  =  0, 

Nun  setzen  wir  fest,  dass  irgend  einem  dritten  Elemente 

M+lN  =  0 

ein  bestimmtes,  beliebig  gewähltes  Element 

M'  +  mN'  =  0 

entspreche;  dann  muss  für  ^1  =  1: 

a 
sein ,  also  -  ==  -  •     Es  erscheint  demnach  N'  im  zweiten  Gebilde  noch 

in  die  Constante  y  multiplicirt ,  wodurch  die  Bedeutung  der  Gleichung 
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nicht  afficirt  wird;  wir  können  daher  statt  j  N'  wieder  N'  schreiben 

(wodurch  nur  die  Bezeichnung  geändert  ist),  und  dann  sind  die  Ge- 
bilde in  ihrer  projectivischen  Beziehung  zu  einander  analytisch  voll- 
ständig gegeben.  Wir  dürfen  also  einem  dritten  Elemente  des  einen 
noch  ein  beliebiges  drittes  Element  des  andern  zuordnen;  aber  dies 
geht  nicht  mehr  mit  einem  vierten,  denn  vier  Elemente  geben  ein 
bestimmtes  Doppelverhältniss,  welches  dem  aus  den  vier  entsprechen- 
den gebildeten  gleich  sein  muss;  und  dies  ist  nur  noch  f&r  einen 
Punkt  im  zweiten  Gebilde  möglich,  wenn  ein  vierter  des  ersten  ge- 
geben ist.  —  Den  hier  bewiesenen  Satz  können  wir  noch  in  einer 
anderen  Form  aussprechen,  in  welcher  er  in  unseren  weiteren  Unter- 
suchungen besonders  zur  Anwendung  kommt,  nämlich: 

Vereinigt  gelegene  projectivische  Gebilde  (d.  h,  zwei  Punktreihen  auf 
derselben  Geraden  oder  zwei  Strahlbüschel  durch  denselben  Punkt)  sind 
congruent,  sobald  drei  entsprechende  Elementenpaare  sich  decken. 


2.    Verbindet  man  die  Punkte 
einer  Reihe: 

P+liQ  =  0 


Schneidet    man    die    Strahlen 
eines  Büschels: 

G  +  iiri=0 

mit  einem  nicht  auf  ihr  liegenden  \  mit  einer  nicht  zu  ihm  gehöriffen 
Ihmkte  {x^,  y^,  so  bilden  die  Ver-  ,  Geraden  (wq,  Vq),  so  bilden  die 
bindungslinicn  einen  der  Reihe  pro-  '  Schnittpunkte  eine  dem  Büschel  pr^ 
jectivischcn  Büschel,  wenn  man  je-  ,  jectivische  Reihe,  wenn  man  jedei 
dem  Punkte  den  durch  ihn  gehen-  j  Strahle  den  auf  ihm  liegende 
den  Strahl  entsprechen  lässt.  |  Punkt  entsprechen  lässt. 

Zum  Beweise  genügt  es,  die  Gleichung  des  so  erzeugten  Büscheb, 
bez.  der  Punktreihe  aufstellen.     Setzen  wir: 


p :=  au  -\-  bv  -{-  c 
Q  =  au-^-  ßv  -\-  y 
so  ist  die  Gleichung 
der  Verbindungslinie  mit  .r^,  yo* 


0  =  ax  '\-  by  -\-  c 
R^ax  +  ßy  +  Yy 

des  Schnittpunktes  mit  t/^,  r«: 


'x    x^    a-\-  ftaj 

1      1      c  +  ^y\ 
oder  durch  Zerlegung:  • 
X    x^)     a  X    x^^     a'- 

y     Ua     /^    f  f*  U     !/o     ß\ 
l      1       r  \      \      y\ 


a  +  /t*« 

b  +  iiß  =  0 
c  +  iiy 


u 

V 

\ 


a  u     Mq 

I>  +  (l    V      t'o 
c  1      1 


a 
V 


In  der  That  kommt  dem  so  erzeugten  Elemente  also  derselbe  Wert» 
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a  n  zvi,  wie  in  dem  gegebenen  Gebide,  und  darin  beruht  jedesmal 
I  Projectiyitat  Ton  Reihe  und  Büschel.  In  diesem  Falle,  wo  jeder 
-ahl  durch  den  ihm  entsprechenden  Punkt  geht^  sagt  man:  die  pro- 
tiviscJien  Gebilde  sind  in  perspeciivischer  Lage. 

3.  Punktreihen  und  Strahlbüschel ^  welche  projectivisch  sind,  lassen 
h  immer  in  perspectivische  Lage  bringen. 

Sind  nämlich  a,  b,  c  drei  Punkte  einer  Reihe,  a,  ß,  ^  die  ihnen 
bsprechenden  Strahlen  eines  Büschels,  so  kann  man  den  letzteren 
h  selbst  congruent  so  yerlegen,  dass  a  durch  a^  ß  durch  b,  y  (lurch 
;eht;  man  braucht,  um  dies  zu  erreichen,  nur  über  ab  einen  Kreis- 
gen, der  den  Winkel  «/S,  über  bc  einen  solchen,    der   den  Winkel 

fasst,  zu  construiren  und  den  Schnittpunkt  beider  zum  Büschel- 
leitel  zu  nehmen.  Durch  diesen  Büschel  wird  dann  auf  der  Geraden 
le  zweite  Punktreihe  ausgeschnitten,  diese  und  die  gegebene  sind 
[de  zu  dem  Strahlbüschel,  also  auch  zu  einander  projectivisch.  Sie 
ben  aber  zufolge  der  Construction  drei  Elementenpaare  entsprechend 
mein;  sie  fallen  daher  nach  einem  soeben  bewiesenen  Satze  ganz 
sammen;  und  die  gegebene  Punktreihe  liegt  in  der  That  zu  dem 
rahlbüschel  perspectivisch. 

Projectivische  Gebilde  verschiedener  Art  kann  man  also  geometrisch 
«  aus  der  perspectivischen  Lage  hervorgegangen  definiren;  gleiches  gilt 
Der  auch  bei  projectivischen  Gebilden  derselben  Art. 


Projectivische  Punktreihen  näm- 
ch  heissen  perspectivisch,  wenn 
ie  Verbindungslinien  entsprechen- 
?r  Punkte  durch  einen  Punkt, 
^s  Centrum  der  Perspectivität ,  ge- 
il. Man  kann  diese  Lage  immer 
i'vorrufen,  indem  man  die  eine 
'ihe,  sich  selbst  congruent,  so 
^"schiebt,  dass  ein  Punkt  dersel- 
U  mit  dem  ihm  entsprechenden 
^  andern  Reihe  zusammenfällt. 
-Un  verbindet  man  dann  zwei 
^kte  der  einen  Reihe  bez.    mit 


Projectivische  Strahlbüschel  näm- 
lich heissen  perspectivisch,  wenn 
die  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  auf  einer  Geraden,  dem 
perspectivischen  Durchschnitte,  lie- 
gen. Man  kann  diese  Lage  immer 
hervorrufen,  indem  man  das  eine 
Büschel,  sich  selbst  congruent,  so 
verschiebt,  dass  ein  Strahl  dessel- 
ben mit  dem  ihm  entsprechenden 
des  andern  Büschels  zusammenfallt. 
Denn  nimmt  man  dann  die  Schnitt- 
punkte von  zwei  Strahlen  des  einen 


^  beiden  entsprechenden  der  an-  i  Büschels  bez.  mit  den  zwei  ent- 
eil und  den  Schnittpunkt  dieser  '  sprechenden  des  andern  und  schnei- 
den mit  dem  gemeinsamen  Punkte  [  det  ihre  Verbindungslinie  mit  der 
i"  beiden  Reihen,  so  bestimmt  ;  Verbindungslinie  der Büschelcentra, 
Jer  vierte  Strahl  dieses  Büschels  so  bestimmt  jeder  vierte  Punkt  jener 
^t  den  drei  Strahlen  ein  Doppel-  i  Geraden  mit  diesen  drei  Punkten 
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verhältnisS;  gleich  dem  der  vier  ein  Doppelverhältniss^  gleich  dem 
Punkte,  in  denen  die  vier  Strahlen  1  der  vier  Strahlen,  welche  die  vier 
eine  der  beiden  Punktreihen  schnei-  Punkte  mit  einem  der  beiden  Bu- 
den. Also  schneidet  in  der  That  schelceniren  verbinden,  also  gehen 
jeder  Strahl  des  Büschels  auf  den  in  der  That  durch  jeden  Punkt 
beiden  Pnnktreihen  zwei  zugeord-  der  Geraden  zwei  zugeordnete 
nete  Punkte  aus.  Strahlen  der  beiden  Büschel. 

Diese  Betrachtungen  haben  uns  vom  Begriffe  des  Doppelverhält- 
nisses aus  auf  die  Grundlagen  der  neueren  synthetischen  Geometrie 
geführt,  denn  diese  gründet  sich,  hauptsächlich  seit  Steiner*),  wesent- 
lich auf  die  Auffassung  der  Geraden  als  Punktreihe,  des  Punktes  als 
Strahlbüschel  und  auf  die  projectivische  Beziehung  verschiedener 
solcher  Grundgebilde  zu  einander,  welche  dann  zunächst  durch  die 
perspectivische  Lage  vermittelt  wird.  Durch  Einführung  der  Linien- 
coordinaten  und  des  Princips  der  Dualität  ist  aber  auch  in  unseren 
analytischen  Untersuchungen  dieser  Gedanke  mit  völliger  Klarheit 
eingeführt,  und  es  ist  daher  der  Unterschied  zwischen  neuerer  ana- 
lytischer und  synthetischer  Geometrie  nicht  mehr  als  ein  wesenUicher  za 
betrachten;  beide  Disciplinen  operiren  genau  mit  denselben  Begriffen, 
und  die  erstere  gibt  eine  präcise  Ausdrucksform  der  letzteren.  Wir 
wollen  noch  kurz  die  Grundzüge  einer  synthetischen  Behandlung  der 
Curven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  verfolgen,  um  auch  hier 
die  Uebereinstimmung  mit  den  analytischen  Operationen  zu  erkennen. 

V.   Erzeugnisse  projectivischer  Punktreihen  und  Strahlbüschel. 

Au  die  Theorie  projectivisclier  Gebilde  knüpft  sich  eine  rein  geo- 
metrische Erzeugungsweise  der  Curven  zweiter  Ordnung  und  der 
Curven  zweiter  Klasse,  auf  welche  dann  die  weitere  Untersuchung 
dieser  Curven  gegründet  wird.  Es  gelten  nämlich  die  folgenden 
beiden  fundamentalen  Sätze,  die  sich  dualistisch  gegenüberstehen: 

Zwei  projectivische  Büschel,  die  ;  Zwei  projectivische  Reihen,  die 

nicht  in  perspecfivischer    Lage  sind,    nicht  in  perspectivischer  Lage    sind, 


bestimmen  durch  die  Schnittpunkte 
entsprechender  Strahlen  eine  (hts- 
curvr  von  der  zweiten  Ordnung, 


bestimmen  durch  die  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  eine  Um- 
hüllungscurve  von  der  zweiten  Klasse. 


*)  Steiiior:  Systematische  Entwicklung  der  Abhängigkeit  geometrischer 
(jestalten  \on  einamler.  Berlin  1832.  Noch  in  sich  consequenter  ist  die  Dar- 
stellung von  V.  Stiiudt:  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847.  EbeDSO  bildet 
das  Doppel  Verhältnis^  die  Grundlage  für  die  beiden  Werke  von  Cha!*le>: 
Trait<$  de  g«$ometrie  aupc^^rieuro,  185*2,  und:  Trait«'*  des  sections  coniques,  premien? 
partie.     1865. 
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Der  einfachste  Fall  für  die  Erzeugung  einer  Orts- 
curve  ist  hier  der,  wo  die  beiden  projectivischen  Büschel 
(mit  den  Centren  0  und  0';  vergl.  Fig.  12)  congruent 
sind;  die  Curve  ist  dann  ein  Kreis,  wie  aus  der 
Gleichheit  der  Peripheriewinkel  102  und  10'2,  etc. 
folgt.  Allgemein  beweisen  wir  die  angeführten  Sätze 
analytisch  folgtadermassen: 


Flg.  12. 


(1) 


Die  beiden  Strahlbüschel  seien : 
G  +^l.H  =^0 

Für  den  Schnitt  je  zweier  Strahlen, 
denen  derselbe  Werih  von  ^  ent- 
spricht, müssen  beide  Gleichungen 
zusammenbestehen.  Eliminiren  wir 
f»,  so  erhalten  wir  eine  von  fi  un- 
abhängige Gleichung,  welche  also 
für  alle  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Strahlen  gilt,  nämlich: 


^GB'  —  HG'  =  0. 


Die  beiden  Punktreihen  seien : 
P  +(iO  =0 

Für  die  Verbindungslinie  je  zweier 
Punkte,  denen  derselbe  Werth  von  /x 
entspricht,  müssen  beide  Gleichun- 
gen zusammenbestehen.  Eliminiren 
wir  f*,  so  erhalten  wir  eine  von  [i 
unabhängige  Gleichung,  welche  also 
für  alle  Verbindungslinien  entspre- 
chender Punkte  gilt,  nämlich: 


P     0 
F     Q 


=  PQ'  —  0P  =  0. 


Fig.  18,  *. 


Hier  sind  G,  ff,  G\  W  lineare 
Functionen  von  x,  y\  die  Glei- 
chung stellt  also  in  der  That  eine 
Curve  zweiter  Ordnung  dar;  und 
zwar  geht  dieselbe  durch  die  Schei- 
tel der  beiden  Büschel,  denn  (2) 
ist  erfüllt,  wenn  gleichzeitig 

G   =  0  und  >7  =  0 
oder 

G'  =  0  und  ^'  =  0  . 


j  Hier  sind  P,  (>,  P' ,  Q'  lineare 

i  Functionen  von  w,  v;  die  Glei- 
chung stellt  also  in  der  That  eine 
1  Curve  zweiter  Klasse  dar ;  und  zwar 
1  berührt  diese  die  Träger  der  beiden 
i  Punktreihen,  denn  (2)  ist  erfüllt, 
I  wenn  gleichzeitig 

I  />  =r  0  und  f>  =  0 

I  oder 

P'  =  0  und  C>'  =  0. 


48  .     Erste  Abtheilung. 

Wenn  wir  die  so  gewonnene  Erzeugungsweise  als  eine  fundamen- 
tale auffassen  wollen ^  haben  wir  noch  zu  zeigen^  dass  jede  Curve 
zweiter  Ordnung,  bez.  zweiter  Klasse  in  der  Weise  erzeugt  werden 
kann.  Wir  führen  dies  nur  für  Punktcoordinaten  durch  und  stellen 
den  gefundenen  Resultaten  die  entsprechenden  für  Liniencoordinaten 
sofort  gegenüber;  denn  darin  beruht  der  grosse  Nutzen  des  Princips 
der  Dualität,  dass  man  jede  analjrtische  Operation  geometrisch  auf 
zwei  Weisen  deuten  kann,  und  so  durch  eine  Entwicklung  zwei  Satze 
erhält*).     Wir  gehen  dabei  von  der  folgenden  Bemerkung  aus: 


Es   ist   immer  möglich  y  durch 

5   Punkte,   von  denen   keine  3  auf 

einer    Geraden    liegen  y    eine  Curve 
zweiter  Ordnung  zu  legen. 


Es  ist  immer  möglich^  an  5 
Gerade,  von  denen  keine  3  durch 
einen  Punkt  gehen,  eine  Curve  zwei- 
ter Klasse  zu  legen. 


Zwei  der  fünf  Punkte  nämlich  kann  man  als  Scheitel  von  Strahl- 
büscheln betrachten  und  diese  projectivisch  auf  einander  beziehen, 
indem  mau  je  zwei  Strahlen  sich  entsprechen  lässt,  welche  durch  einen 
der  drei  anderen  gegebenen  Punkte  geht.  Dadurch  ist  dann  die  Pro- 
jectivität  völlig  festgelegt,  und  die  beiden  Büschel  bestimmen  durch 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  eine  Curve  zweiter  Ord- 
nung, welche  durch  die  gegebenen  fünf  Punkte  geht. 

Nachdem  wir  so  die  Möglichkeit  der  Aufgabe,  durch  fünf 
bene  Punkte  eine  Curve  zweiter  Ordnung  zu  legen,  erkannt  haben, 
können  wir  die  Frage  nach  der  Gleichung  dieser  Curve  steDen. 
Diese  muss  vom  zweiten  Grade  in  x,  y  sein,  also  die  Form  haben: 

ax^  +  hxy  +  cy'^  +  dx  -\-  ey  -\-  f  =  0\ 
sie  muss  ferner  erfüllt  sein,  wenn  man  für  .r,  y  die  Coordinaten  einö 
gegebenen  Punktes  einsetzt;  unterscheiden  wir  letztere  durch  beigefügt« 
Indices,  so  müssen  also  noch  die  fünf  Gleichungen  bestehen: 

ax^  +  hx^  y,  +  cy^^  +  dx^  +  crj/j  +  /  =  0_ 
0X^2  ^  i^^.j^  _|_  ^y^2  ^  ax.^-^cy.^'\-f=^ 
ax^^  +  hx.^y,,  +  cy.^  +  dx,,  +  c//.^  +  /  =  0 
ax,'  +  hx,y,  +  cy^'  +  dx,  +  cy,  +  /  =  0 
ax:'  +  hx^y^  +  cy.^  +  dx-^  +  ry^  +  /*=  0. 
Dies    sind    aber  fünf  lineare   Gleichungen  für  die  6   homogen^ 
Unbekannten   a,  hj  c,   </,  c,  /]  wir  können  daher  letztere  aus  iliDä* 
eindeutig  berechnen,    und  unsere   Aufgabe    ergibt    nur    eine    einiig* 
Lösung,  also: 

•)  Wenn  wir  bisher  die  Beweise  in  doppelter  Form  gaben,  bo  geschah  (ii0! 
um  die  unjjrvwohnteru  AulTa^simg  einer  Curve  als  Erzougniss  es  ihrer  Tangcnt* 
geläutiger  zu  machen;  auch  im  Folgenden  werden  wir  deshalb  noch  öfter  bei* 
Betrachtungen  durchführen. 
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Eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist  Eine  Curve   zweiter  Kiasse  ist 

vollkommen  bestimmt^  wenn  fünf  \  voitkommen  bestimmt,  umin  fünf 
ihrer  Punkte  gegeben  sind.  I  ihrer  Tangenten  gegeben  sind, 

Ist  nun  eine  Corve  zweiter  Ordnimg  gegeben,  so  kann  man  fünf 
Punkte  derselben  beliebig  wählen,  uud  indem  man  zwei  von  ihnen 
als  Büschebcheitel  annimmt,  die  drei  anderen  aber  zur  Festlegung 
der  projecti vischen  Beziehung  zwischen  beiden  Büscheln  benutzt,  eine 
durch  die  5  Punkte  gehende  Curve  zweiter  Ordnung  als  Ort  der 
Schnittpunkte  entsprechenden  Strahlen  construiren.  Diese  Curve  muas 
.dann  mit  der  gegebenen  zusammenfallen,  da  durch  fünf  Punkte  nur 
eine  solche  Curve  gebt;  es  folgt  also; 

Eine  jede  Curve  zweiter  Ord-  \  Eine  Jede  Curve  zweiter  blasse 

nung  kann  durch  zwei  projectivische  kann  durch  zwei  projectivische 
Strahl ttüschel  in  obiger  JVeise  ent-  Punktreihen  in  obiger  Weise  ettt- 
standen  gedacht  werden*  standen  gedacht  werden. 

Da  man  hiemach  fünf  ganz  beliebige  Punkte  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  wählen  kann,  um  auf  sie  eine  Erzeugungsweise  unserer  Art 
m  begründen,  so  folgt,  dass  die  Scheitel  der  benutzten  Büschel  |bez. 
die  Träger  der  Punktreihen)  in  keiner  Weise  ausgezeichnet  sind;  und 
hieraus  ergeben  sich  weiter  die  folgenden  Sätze,  welche  eigentlich  nur 
verschiedene  Ausdrucksweisen  dieser  Bemerkung  sind: 


Die  Verbindungslinien  von  ir- 
gend zwei  Punkten  einer  Curve 
zweiter  Ordnung  mit  den  übrigen 
Punkten  derselben  ergeben  zwei 
projectivische  StrahlbüscheL  | 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  i 
^'üer  Curve  zweiter  Ordnung,  so  , 
Weiht  der  Büschel  der  Strahlen,  j 
'^^hrhe  ihn  mit  den  andern  festen 
"^tikten  der  Curve  verbinden,  stets  i 
**^h  selbst  projectivisch.  | 

ff'ie  man  auch  vier  feste  Punkte 
^fier   Curve    zweifer    Ordnung    mit 
,frej7>  fünften  Punkte  derselben  rer- 
iet,    das    Doppelverhäitniss    der  j 
Strahlen  ist  immer  dasselbe» 


Auf  irgend  zwei  Tangenten 
einer  Curve  zweiter  Klasse  be- 
stimmen die  übrigen  Tangenten 
der  Curve  durch  ihre  Schnittpunkte 
zwei  projectivische  Punktreihen. 

Bewegt  sich  eine  Tangent-e 
einer  Curve  zweiter  Klasse  um 
diese,  so  bleibt  die  auf  ihr  durch 
die  übrigen  Tangenten  ausgeschnit- 
tene Punktreihe  stets  sich  selbst 
projectivische 

Hie  man  auch  vier  feste  Tan- 
genten einer  Curve  zweiter  k' fasse 
durch  eine  fünfte  Tangente  derseiben 
schneidet^  das  Doppelverbältniss  ticr 
vier  Schnittpunkte  ist  immer  dmmlbe. 


Diese  Sätze  geben  gewissermassen  die  Grundlage   für  eine  Geo- 

I  ^^trie  auf  der  Curve  zweiter  Ordnung,   wie  wir  sie   oben   auf  einer 

*inktreihe  und  in  einem  Strahlbüschel  studirt  haben;  sie  können  aber 

^^^h  zur  Ableitung   der  meisten   über   Curven  unserer  Art  geltenden 
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das  Büschel  M{A' B'C)  projectivisch  zu  d  {A'B'C) 
und  ebenso 

das  Büschel  M{a,  b\  c)  „  ^,    A'  {d,  b\  c)  . 

Da  nun  der  Annahme  nach  M  {A'  B'C')  und  M{dj  b'yC)  einander 
projectivisch  sind,  so  ist  auch 

d  {A' B'C)  projectivisch  zu  A'  {d,  h\  c). 
Die  beid«n  Büschel  sind  aber  in  perspectivischer  Lage,  weil  sie  den 
Strahl  A'd  entsprechend  gemein  haben;  sie  erzeugen  also  als  per- 
spectivischen  Durchschnitt  eine  Gerade,  welche  den  Kreis  in  den  bei- 
den Punkten  P,  P'  treflfen  möge.  Die  Strahlen  MP^  MP'  sind  dann 
die  Doppelstrahlen  der  beiden  projectivischen  Büschel 

M  (A'B'C)     und     M  {d,  h\  c) , 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Büschel: 

M{ABC)    und    M{a,b,c). 

Ihre  Schnittpunkte  mit  der  gegebenen  Geraden  {0  und  0')  bestim- 
men daher  die  beiden  gesuchten  Doppelpunkte  der  auf  ihr  gegebenen 
projectivischen  Punktreihen;  und  damit  ist  unsere  Aufgabe  gelost.*) 

—  Die  ausdrückliche  Voraussetzung  für  die  Gültigkeit  unserer 
letzten  Betrachtungen  war,  dass  die  zur  Erzeugung  benutzten  projecti- 
vischen Gebilde  nicht  perspectivisch  liegen  dürfen.  Ist  dies  dagegen 
der  Fall,  so  sind  die  erzeugten  Gebilde  keine  eigentlichen  Carven 
unserer  Art  mehr.  Sind  nämlich  die  beiden  Strahlbüschel  in  perspec- 
tivischer Lage,  so  besteht  di«  durch  sie  erzeugte  Curve  zweiter  Ord- 
nung aus  zwei  Geraden:  dem  perspectivischen  Durchschnitte  beider 
Büschel  und  der  Verbindungslinie  ihrer  Scheitelpunkte.  Ebenso  be- 
steht die  Curve  zweiter  Klasse  aus  zwei  einzelnen  Punkten,  wenn^die 
beiden  zu  ihrer  Erzeugung  benutzten  Punktreiheu  perspectivisch  liegen : 
dem  Schnittpunkte  beider  und  dem  Centrum  der  Perspectivitat.  Dies 
erhellt  auch  analytisch  sofort;  denn  die  projectivischen  Gebilde  haben 
bei*  perspectivischer  Lage  ein  Element  entsprechend  gemein,  und  wir 
können  die  Gleichungen  daher  in  der  Form  anuehmen; 

zwei  Strahlbüachel :  i  zwei  Punktreihen: 

G  +  (if/  =0  j  P+  ^0  =0 

wo  dann  die  Elimination  von  fi  ergibt: 

G(/J'  -  //)  =  (),  P{0'  -  (>)  =  0, 

d.  h.  die  Curve  zerfällt,  wie  es  sein  muss, 

•)  Kbenso  kauii  man  alle  Gleichungen  zweiten  Orados  constructiv  lösen,  wenn 
man  einen  j^ezeichnet  ge<rel>enen  Knia  zu  lIüH'e  nimmt.  Vergl.  Steiner:  Die 
geonietrißchin  Con^tructionen ;  Herlin  IS.S.J. 
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in  die  beiden  Geraden: 
G  =  0 
und:  ß'—B^O. 


in  die  beiden  Punkte: 
/>=0 
und:  0'  —  Q  =  0, 


Analog  kann  eine  jede  Curve  n*«'  Ordnung  in  n  Gerade,  eine  Curve 
n**^'  Klasse  in  n  Punkte  zerfallen;  und  umgekehrt  können  wir  stets  die 
Gesammtheit  von  n  Geraden  als  eine  Curve  n*®'  Ordnung,  die  von  n 
Punkten  als  eine  Curve  w*«'  Klasse  auffassen.  Wir  werden  später  die 
allgemeine  Bedingung  dafür  kennen  lernen,  dass  eine  Curve  zweiter 
Ordnung,  bez.  Klasse  in  dieser  Weise  ausartet. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  man  eine  Gerade  nie  als  Enveloppe 
von  Geraden,  einen  Punkt  nie  als  Ort  von  Punkten  darstellen  kann, 
während  im  Allgemeinen  jede  Curve  in  doppelter  Weise  aufzufassen 
ist.  Beim  Zerfallen  der  Curven  tragen  also  die  entstehenden  Gebilde 
einen  wesentlichen  verschiedenen  Charakter,  je  nachdem  man  die  Curve 
ursprünglich  als  Punkt-  oder  Tangentengebilde  ansah;  es  ist  dies  hier 
um  so  bemerkenswerther,  als  sonst  die  Curven  zweiter  Ordnung  mit 
denen  zweiter  Klasse  identisch  sindy  wie  wir  sogleich  zeigen  wollen. 
Der  Beweis  knüpft  sich  an  eine  Definition  von  Ordnung  und  Klasse 
der  Curven,  wie  man  sie  in  der  synthetischen  Geometrie  anzunehmen 
pflegt,  nämlich: 

Eine  Curve  n^^  Ordnung  wird  |  An  eine  Curve  n'""  Kiasse  gehen 

von  einer  Geraden  in  n  (reellen  oder  \  von  einem  Punkte  aus  n  (reelle  oder 
imaginären)  Punkten  geschnitten.         imaginäre)  Tangenten. 

Dies  stimmt  mit  der  früheren  Definition;  denn  sei  die  Curve: 

r(x,g)  =  0  I  /-(w,  f;)  =  0 

und  die  Gerade:  I  und  der  Punkt: 

ax  -^^  by  -\-  c  =^0,  au  -j-  bv  -\-  c  =  0^ 

so  erhält  man  eine  Gleichung  /i**^°  Grades 


für  y, 
wenn  man  in  f  (x,  y)  setzt: 


für  V, 
wenn  man  in  f  (w,  v)  setzt : 
hv  +  c 


Hieran  anknüpfend  stellen  wir  zum  Beweise  unserer  Behauptung 
die  Gleichung  einer  in  Punktcoordinaten  gegebenen  Curve  2.  Ordnung 
wirklich  in  Liniencoordinaten  auf,  wobei  sich  dann  in  der  That  eine 
Gleichung  zweiten  Grades  \n  u,  v  ergibt. 

Die  Curve  zweiter  Ordnung  sei  gegeben  durch  die  beiden  Büschel : 
6:  +  /i  //  =  0 ,     6"  +  ft  i¥'  =  0 , 
also  ihre  Gleichung 
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Gir  —  G'H  =^{)', 

die  Gleichung  der  geraden  Linie  sei: 

ux  -{-  vij  -^  \  =  0. 

Wir  wollen  den  Werth  von  ft  bestimmen,  welcher  den  nach  den 
Schnittpunkten  der  Geraden  mit  der  Curve  gehenden  Strahlen  jener 
Büschel  zukommt.  Die  Gleichungen  der  letzteren  können  wir  aufge- 
löst in  der  Form  schreiben: 

{9\   +  l^fh)  ^  +  {Oi  +  f*Ä,)  y  +  {O's  +  f^Ä.,)  =  0  - 
(i/i  +  l^K)  ^  +  {9-1  +  /*  V)  y  +  {93   +  f*  V)  =  ^• 
Diese  Gleichungen   müssen  für  die   gesuchten   Schnittpunkte  mit  der 
der  gegebenen  Geraden  zusammenbestehen,  d.  h.  es  ist  für  sie: 

9y  +^^x         9i  -^-^K        9^  +f^Ä3| 

9\   +  f^Ä/        g^  +  f*  V        g^  +  /xÄgi  =  0  , 

\         u  V  1 

eine  in  fi  quadratische,   in  u,  v  lineare  Gleichung.     Ordnen  wir  nach 

ft,  so  wird  sie  also  von  der  Form: 

wo  P,  0,  R  lineare  Functionen  von  u  und  v  sind,  und  darauf  kommt 
es  uns  hier  allein  an.  Betrachten  wir  u,  v  als  Gonst^nte,  so  gibt  die 
Auflösung  dieser  Gleichung  die  beiden  gesuchten  Werthe  von  f»; 
nehmen  wir  jedoch  fi  constant  und  u,  v  variabel  an,  so  ist  dies  die 
Gleichung  des  Durchschnittspunktes  der  beiden  Strahlen,  welche  dem 
gewählten  Werthe  von  fi  in  den  Büscheln  entsprechen,  d.  h.  die 
Gleichung  eines  Punktes  der  Curve  zweiter  Ordnung.  Lassen  wir  f* 
nach  einander  alle  möglichen  Werthe  durchlaufen,  so  erhalten  wir 
alle  Punkte  der  Curve;  diese  also  erscheint  durch  unsere  Darstellung 
mit  Hülfe  eines  Parameters  fi  in  die  Gesammtheit  aller  ihrer  Punkte 
aufgelöst:  sie  ist  so,  da  (i  quadratisch  vorkommt,  gewissermassen  als 
Pvnktreihe  ztveifer  Ordnung  aufgefasst,  ebenso  wie  die  Gerade  in  der 
Gleich  un<jf 

als  lineare  Punktreihe  vorgestellt  wird. 

Fügen  wir  noch  die  Bedingung  hinzu,  dass  die  Linie  w,  v  eine 
Tangente  der  Curve  ist,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Gleichung  der- 
selben in  Liniencoordinaten.  In  diesem  Falle  muss  sie  von  der  Gera- 
den in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  geschnitten  werden,  d.  h.  die 
beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  in  ft  müssen  einander 
gleich  werden.     Diese  sind  a))er: 
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d  die  Bedingung  für  ihre  Gleichheit  ist: 

•  Gleichung  der  Curve  in  Liniencoordinaten.    Hier  sind  P,  Q,  R  linear 
?/,  V,  die  Gleichung  daher  in  ihnen  quadratisch,  also*): 

Jede  eigentliche  Curve  zweiter  Ordnung  ist  auch  von  dir  zweiten  Klasse, 
Durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  wird  auch  der  umgekehrte 

tz  bewiesen.     Eine  Curve  zweiter  Klasse  sei  durch  die  beiden  pro- 

ttivischen  Punktreihen: 

/>  +^0  =0 
/>'  +  ^(>'  =  () 

geben.     Die  von  einem  durch  die  Gleichung: 

ux  +  t'y  -f-  1  =  0 

Jgebeuen  Punkte  an  dieselbe  gehenden  Tangenten  werden  durch  die 
aadratische  Gleichung: 

^Pi    +  i^9\  P2    +  f*^2  Pi    +  ^^3  ' 

W  +  ^Qy         P2+^^i        P:{  +  f^^h\ -=  ^^ 
X  y  l.        ! 

stimmt,  worin  P^  (>,  jP',  (/   durch  ihre  linearen  Ausdrücke  in  x,  y 
setzt  sind.     Nach  ft  geordnet  wird  diese  Gleichung  von  der  Form: 

G,  //,  Af  in  a:,  y  lineare  Ausdrücke  bedeuten.  Es  ist  dadurch  die 
i've,  wenn  wir  x,  y  als  variabel,  fi  als  Parameter  auffassen,  darge- 
llt in  ihrer  Entstehung  durch  die  Schaar  ihrer  Tangenten:  als 
'ahlbüschel  zweiter  Klasse.  Fallen  die  beiden  diesem  angehörigen 
lien,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  zusammen,  d.  h.  die  beiden 
Ugenten   an   die   Curve,   so   muss  der  Punkt  auf  der  Curve  liegen; 

•  Bedingung  dafür: 

in  —  4^A'  =  Ü 

>t  daher  die  Gleichung  der  Curve  in  Punklcoordinaten ,  und  diese  ist 
tn  zweiten  Grade  in  x,  y;  also: 

Jede  eigentliche  Curve  zweiter  Klasse  ist  auch  von  der  zweiten  Ordnung, 
Die  Identität  beider  Arten  von  Curven  berechtigt  uns  im  Folgen- 
n,  sie  zunächst  nur. als  Punktgebilde  zu  betrachten;  auf  die  duali- 
^che  Behandluugsweise  werden  wir  dann  von  selbst  geführt.  Auch 
rden  wir  sie,  unabhängig  davon,  wie  wir  sie  gerade  auffassen,  kurz 
Kegelschnitte  bezeichnen.  Sie  können  nämlich  durch  den  Schnitt 
^CT  Ebene  mit  einem  Krei^kegel  erzeugt  werden,  und  wurden  unter 
'-sem  Gesicht^iiunkte  schon  im  Alterthume  behajuleli. 

*j  Auf  dae  Verhalten  zerfallender  Curven  kommen  wir  später  zui*ück. 
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VI.  Harmonisclie  Theilang. 

Unter  den  ausgezeichneten  Werthen,  welche  ein  DoppelverhältniBs 
annehmen  kann,  ist  der  für  die  harmonische  Lage  bereits  oben  be- 
sonders hervorgehoben.  Schon  die  Betrachtung  der  einfachsten  Ver- 
hältnisse zwischen  vier  beliebigen  Punkten  oder  Geraden  führt  auf 
diese  Lagenbeziehung;  und  im  Anschlüsse  hieran  ergibt  sich  eine  ein- 
fache Construction  des  vierten  harmonischen  Elementes  zu  drei  ge- 
^*»-^*'*-  gebeneu.      Die    Combination    von 

vier  beliebigen  Geraden  bezeichnen 
wir  als  vollständiges  Vierseit;  ein  sol- 
ches hat  6  Ecken,  welche  einander 
paarweise  gegenüberstehen  (die 
Schnittpunkte  von  je  2  Seiten;  die 
Punkte  eines  Paares  sind  in  Fig.  16,« 
mit  gleichen  Zahlen  bezeichnet)  und 
3  Nehensciten  (in  Fig.  16,0  mit  I, 
II,  ni  bezeichnet),  die  Verbin- 
dungslinien der  Punkte  eines  jener 
Paare.  Für  die  letzteren  gilt  dann 
jr        '  \  der  Satz: 

Jede    Nehenseile   eines  vollständigen    Vierseits   wird  von  den    beiden 
andern  Nebenseiten  und  den  auf  ihr  liegenden  Ecken  harmonisch  getheät. 
Analoges   gilt  für  das  vollständige  Viereck;  dasselbe  hat  6  Seiten, 
die  einander  paarweise  zugehören,  und  3  Nebenecken  (in  Fig.  16,6  mit 
Fig  16,*.  den  Zahlen  I,  11,  HI  bezeichnet): 

Die   Verbindungslinien  einer   Ndpen- 
ecke  mit  den  beiden  andern  Neben- 
ecken  liegen  harmonisch  zu  den  bei- 
den durch  dieselben  gehenden  Seiten, 
Dieser    Satz    steht     dem    vorher- 
gehenden    nicht     nur     dualistisch 
gegenüber,    sondern    ist    eine  un- 
mittelbare   Folge    desselben,    und 
umgekehrt,    wie    denn    überhaupt 
die  Figur  des  Vierecks  mit  der  des 
Vierseits  im  Ganzen  identisch  ist* 
beide   sind   nur  verschieden  anfge- 
fasst,  indem  man  einmal  von  vier 
der  6  Ecken,   einmal  von  vier  dtf 

Satzes    ergibt   sich    wieder   einfack 


^ 


V- 


\l 


6  Seiten  ausgeht. 

Der   Beweis  des   angeführten 


durch  Anwendung  der  abgekürzten  Bezeichnungsweise.     Es  seien 
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e  Gleichungen  der  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks,  wo: 
G  ^f^iX  +  g^y  +  ff 
ff  —  h^x  +  h^y  +  h 

£  =/ja;  +  /jy  +  /. 

!an  kann  dann  immer  vier  Crrössen  a,  ß,  y,  d  so  bestimmen,  dass 
e  Gleichungen: 

«^1  +  ßhx  +  yk,  +  d/i  =  0 

ag  -{-ßh  +yk  +dl  =0 

rfÜUt  werden,  denn  durch  diese  drei  Gleichungen  sind  die  Verhält- 
isse  Yon  a,  ß,  y,  d  völlig  bestimmt;  multipliciren  wir  sie  bez.  mit 
,  y,  1  und  addiren,  so  ergibt  sich  identisch: 

aG  +  ßJI+yK  +  dL  =  0, 

1er  wenn  wir  G  statt  aG,  H  statt  ßHj  K  statt  yK^  L  statt  dZ 
abreiben,  wodurch  die  geometrische  Bedeutung  nicht  geändert  wird: 

fi^  +  Ä^+Ä'  +  Z^O 

leiches  ergibt  sich  für  vier  lineare  Functionen  in  t/,  v\ 

7>=0,     {)  =  0,    Ä  =  0,  5  =  0. 

Iso  zwischen  vier  Geraden  y  bez.  vier  Punkten  besteht  immer  eine  Iden- 
täty  d.  h.  eine  Gleichung,  die  von  den  Coordinaten  aller  Punkte,  bez. 
eraden  erfüllt  wird ;  wir  können  ihr,  •  wenn  die  vier  Geraden  nicht 
emselben  Büschel,  die  vier  Punkte  ajicht  derselben  Reihe  angehören, 
ie  Form  geben: 


G'\'  H+  K+L  =  0 
(vollständiges  Vierseit). 

Die  drei  Nebenseiten  sind  dann 
gegeben  durch: 

6J  +  A^  =  —  (//  +  Z)  =  0 
G  +  L  =  -{U  +  K)  =  0, 

^^ön   die    erste    von   ihnen  z.   B. 
?eht    wegen    ihrer    beiden    Glei- 


/)  +  p -|_  Ä  +  5  =  0 
(vollständiges  Viereck). 

Die  drei  Nebenecken  sind  dann 
gegeben  durch: 

P+Q  =  ^{R  +  S)  =  () 
P+  R  —  —  {Q'{'  S)  =  i) 
P+S  =  -{Q  +  K)  =  0. 

denn  die  erste  von  ihnen  z.  B.  liegt 
wegen    ihrer    beiden    Gleichungs- 


'hungsformen  gleichzeitig  durch  |  formen  gleichzeitig  auf  der  Ver- 
'en  Schnitt  von  6^  =  0,  ^  =  0  '  bindungslinie  von  P  =  0,  0  =  0 
M  durch  den  von  AT  =  0,  Z  =  0.  |  und  auf  der  von  Ä  =  0,  6  =  0. 
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Der  vierte  harmonische  Strahl  Der  vierte  harmonische  Punkt 

zu  G  =  (.),  ^  =  0  und  G^  +  //  =  0  I  zu  />  =  0,  (>  =  0  und  /'+(>  =  0 
ist  daher:  ist  daher: 

G  -  ^=  (6^+  K)  -  (//+  Ä')  =  0,     P  -  ()._  (/>+  7?)  -  ((>+  y?)  =0, 

d.  h.  Zu  zwei  Seiten  und  der  durch  d.h.  Zu  zwei  Ecken  und  der  auf  ihrer 

ihren  Schnittpunkt  gehenden  Ne-  Verbindungslinie  liegenden  Xeben- 

benseite  geht  der  vierte  harmonische  ecke  liegt  der  vierte  harmoiiische 

Strahl  durch  den  Schnittpunkt  der  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  der 

beiden  andern  Nebenseiten,  oder:  beiden  andern  Nebenecken,  oder: 
In   einem  vollständigen   Vieneit  Jn  einem  vollsländigen   Viereck 

liegen   je    zwei    Schnittpunkte    der  iverden    die     Verbindungslinien   je 

Nebenseiten  harmonisch   zu  je  zwei  zweier  Nebenecken  von  je  zwei  Sei- 

Ecken  des   Viersei/s;  q.  e.  d.  ten  harmonisch  getheitt;  q.  e.  d. 

Es  ergibt  sich  hieraus  die  Construction  des  vierten  harmonischen 
Elementes    zu  drei  gegebenen   von  selbst.     Seien  nämlich    auf  einer 
Geraden  drei  Punkt«:  1,2,,^  gegeben,  und  soll  ein  Punkt  4,  der  zn 
ihnen  harmonisch  liegt  und  mit  2  das   dem  Paare  1,  8  zugeordnete 
Paar  bildet,  construirt  werden,  so  ziehe  man  durch  1  und  3  zwei  he- 
liebige  Gerade,  verbinde  deren  Schnittpunkt  mit  2  und  ziehe  durch  1 
und  3  zwei  andere   Gerade,  welche  sich  auf  dieser  A^erbindungslinie 
schneiden.  Letztere  treÖen  die  zuerst  gezogenen  Linien  in  zwei  Punkten, 
und  die  Verbindungslinie  dieser  sehneidet  auf  der  gegebenen  Geraden 
den  gesuchten  Punkt  4  aus.     Die  Richtigkeit  der  Construction  erhellt 
sofort    aus    der    Fundamentaleigenschaft    des    vollständigen    Vierseits^ 
welches  hier  von  den  vier  durch  1  und  3  gezogeneu  Strahlen  gebildet 
wird.     Ebenso   findet    man    zu    drei    gegebenen  Strahlen  den  vierten 
harmonischen;   man   braucht  dieselben  nur  durch   eine  vierte  Gerade 
zu  schneiden  und  zu  den  drei  auf  diesen  so  bestimmten  Schnittpunkten 
in   angegebener   Weise   den   vierten   harmonischen  Punkt    zu    suchen, 
wobei  man  die  drei  Strahlen  selbst  sofort  benutzen  kann. 

Das  principielle  Interesse,  welches  diese  Constructionen  bieten, 
liegt  darin,  dass  wir  allein  durch  Ziehen  von  geraden  Linien,  ohne 
Anwendung  des  Cirkels,  zum  Ziele  gelangen.  Eine  jede  Aufgabe, 
welche  nur  eine  Lösung  zulässt,  uiuss  sich  in  dieser  AVeise  lösen  lassen; 
erst  wenn  dies  gelungen  ist,  dürfen  wir  sie  als  vollständig  gelöst  l>e- 
trachten.  Dabei  ist  jede  Anwendung  anderer  Hülfsmittel,  als  der  durch 
das  Verbinden  von  Punkten  oder  durch  das  Schneiden  von  Geraden 
gegebenen,  zu  vermeiden,  zumal  jede  Benutzung  von  Strecken  «nd 
Winkelgrössen,  wo  es  sich  nur  um  Lagen heziehungen  handelt.  Eine 
solche  bringt  in  die  Lösung  Elemente  hinein,  welche  der  Nntwr  der 
Aufgabe  nicht  entsprechen. 
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'    VII.    Natur  des  Coordinatensystems. 

Das  Cartesische  Coordinatensystem  ist  ein  willkürlich  gewähltes 
3rkzeug  zur  Behandlung  von  Aufgaben;  die  Wahl  derselben,  d.  h. 

Lage  der  Coordinatenaxen  in  der  Ebene,  ist  an  und  für  sich  gleich- 
Itigy  die  geometrischen  Eigenschaften  der  behandelten  Figuren 
issen  unabhängig  von  ihr  bestehen.    In  der  That  fanden  wir  bisher 

der  abgekürzten  Bezeichnungsweise  ein  Mittel,  um  unsere  Unter- 
;hungen  ohne  Rücksicht  auf  die  Lage  des  Coordinatensystems  durch- 
führen. Gleichwohl  wird  im  Folgenden  die  Betrachtung  oft  durch 
»hickte  Wahl  desselben  wesentlich  erleichtert,  und  es  bietet  sich 
lurch  die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  wie  man  aus-  einer  Lage  des 
•ordinatensystems  zu  einer  anderen  übergehen  kann ,  wie  sich  die 
rliegenden  Gleichungen  durch  Einführung  neuer  Coordinatenaxen 
dern;  wir  werden  dadurch  zur  Lehre  von  der  sogenannten  Coordi- 
teniransformation  geführt.  Gleichzeitig  werden  wir  eine  wesentliche 
frallgemeinerung  unseres  Coordinatensystems  kennen  lernen,  wie  die- 
Ibe  spater  von  uns  fast  ausschliesslich  gebraucht  werden  soll. 

Verrücken  wir  die  Axen  des  Coordinatensystems  nur  parallel  zu 
ih  selbst  und  bezeichnen  die  Coordinaten  eines  Punktes  x,  y  in  Be- 
ig  auf  die  neuen  Axen  durch  x\  y,  so  ergeben  sich  für  Einführung 
eser  neuen  Veränderlichen  unmittelbar  die  Gleichungen: 

X  =  X  '\-  a 

ler  aufgelöst: 

X  =  X  —  a 
y    =.y  —  b 

3  fl,  Z>  die  Coordinaten  des  neuen  Anfangspunktes  in  Bezug  auf  das 
te  System  sind. 
Drehen    wir   dagegen    die   Axen   nur  *'^«  ^'• 


r 


Q  den  Anfangspunkt   und  bezeichnet  a        . 
n  Winkel  der  neuen  A'-Axe  gegen  die   \ 
e,  so  ist  (vgl.  Fig.  17)  \ 

X  =       X  cos  a    ~  y  sin  «  \ 

I  .  ^  .  \ 

y  =z       X  sm  OL  -\'  y  cos  a ,  .^y 

er  aufgelöst:  "    "     ~- X 

X  =       X  cos  CK  -\-  y  sin  cc 

y  =  —  X  sin  «  +  y  cos  «  . 

Führen  wir  endlich  beide  Bewegungen  zusammen   aus,   so   ergibt 
Combination  der  Gleichungen  (l)  und  (2): 
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X  ^=  a  -\-  X  cos  «  —  ^'  sin  a 

oder  amgekehrt: 


(3) 

y  «=  ^  +  a;  sin  a  +  y'  cos  « 


X  =  {x  —  a)  cos  a  +  (y  —  *)  sin  a 
y'  =  —  {x  —  ö)  sin  a  +  (y  —  ft)  cos  a 
Diesen  Gleichungen  gemeinsam  ist  ihr  linearer  Charakter,  und  du 
ist  für  uns  wesentlich;  die  alten  Coordinaten  drücken  sich  linear  ool 
ohne  Nenner  durch  die  neuen  aus^  und  ebenso  diese  durch  jene. 
Einen  gleichen  Charakter  würde  das  Princip  der  Dualität  für  S» 
Transformationsgleichungen  der  Liniencoordinaten  fordern;  thaiaui- 
lich  erscheinen  diese  jedoch  zunächst  in  anderer  Form,  und  dieMT 
Umstand  wird  uns  das  Cartesische  Coordinatensystem  als  für  \amt 
Forderungen  ungenügend  erscheinen  lassen ,  wir  werden  es  deshalb 
durch  ein  allgemeineres  ersetzen. 

Als  Liniencoordinaten  werden  die  CoefGcienten  von  x^  y  in  des 
Ausdrucke 

ux  •{-  vy  '\-  \ 

bezeichnet;  geht  dieser  also  durch  eine  Transformation   mittelst  dff 
Gleichungen  (1),  (2)  oder  (3)  in  die  Form: 

P^'  +  Qy  +r 
über^  so  sind 


^  =  w  ,     -  =  v 

r 


f 


die  neuen  Liniencoordinaten.     Wenden  wir  zunächst  die  Gleichung* 
(1)  an,  so  wird 

I/o;  +  vy  +  1  =  ux  +  vy  +  (^^  +  ^^  +  1)  t 
also  sind  die  Transformationsgleichungen  für  eine  Parallelverschiebdf 
des  Coordinatensysteras: 


u  = 


rtM  4-  6»  4-  1 
(4) 

f  V 

au  -{-  bv  -\-  1 

Die  umgekehrte  Substitution  ergibt: 

ux  -|-  v't/  -j-  1  =  ux  +  vfj  -(-  ( —  au  —  bv  -j-  1)  J 


also: 


H 

—  au  —  bv  -f  i 

V 

—  au  —  bv  -\-  1 


Für    eine    Drehung    der    Coordinatenaxen    (Gleichung     20  ^ 
halten  wir: 


Einleitende  Betrachtungen.  —  Punktreihen  und  Strahlbüschel. 


61 


ix-\-vt/  +  1  =  (w  cos  a  +  ^  sin  a)  a;'  +  ( —  ti  sin  a  -f- «;  cos  a)  y'  -4-  1, 
ilso: 

w'  =       u  cos  a  -}-  V  sin.  tt 

V  =  —  II  sin  a  +  t;  cos  a 
)der  aufgelöst: 


;5) 


ti  =  w'  cos  a  —  V  sin.  a 


t;  =  ti'  sin  a  +  v  cos  a. 
Die  Zusammensetzung  beider  Transformationen  endlich  ergibt: 

-|-ry-(.l  =  (M  cosa'{'V8ina)x'-\-  (— wsin  a-^-v  cosa)y  -\'  (äw  +  ^i'  +  I). 
iko: 


(6) 

)der  aufgelöst: 


u  = 


/         IC  008  or  +  V  sin  er 

1/    SS   ! 

tf «  +  6ü  4"  1 
#        —  tt  sin  o  + 1'  COB  a 


M  coB  ff  —  V  Bin  a 


'  —  («  COB  a  +  ''  8^*^  «)  "'  -{-  (a  sin  a -{-  b  cos  a)  »' 

u  sin  a  -{-  v  coa  « 

—  ('I  C08  a  +  6  sin  a)  «'  +  («  sin  o  +  6  cob  a)  v 

Die  SO  für  die  Transformation  der  Linien  coordinaten  aufgestellten 
ormeln  tragen  zunächst  einen  anderen  Charakter,  als  die  für  Punkt- 
>ordinaten  gefundenen,  denn  in  ersteren  tritt  rechts  ein  Nenner  auf, 
elcber  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  des  neuen  Anfangspunktes 
ibt,  während  in  letzteren  ein  solcher  Nenner  nicht  vorkommt.  Diese 
ormeln  sind  daher  dem  Principe  der  Dualität,  welches  gleichmässige 
niforraung  der  Punkt-  und  Liniencoordinaten  fordert,  nicht  ent- 
wehend, und  es  liegt  dies  daran,  dass  das  Cartesische  Coordinatensystem 
in  undualistisch  particularisirter  Fall  eines  allgemeineren  ist.  Der  erste 
ersuch,  dasselbe  zu  erweitern,  bestand  in  der  Einführung  schiefwink- 
gtr  Coordinaieriy  welche  parallel  zu  zwei  beliebigen,  sich  unter 
•gend  welchem  Winkel  schneidenden  Axen  gemes- 
-n  werden.  Man  gelangt  zu  ihnen  (vgl.  Fig.  18), 
ön  rechtwinkligen  Coordinaten  a:,  y  ausgehend, 
^mittelbar  durch  die  Gleichungen: 
X  ==^  X  cos  a  +  y'  cos  ß 
y  =^  X  sin  «  +  y'  sin  ß  , 
0  (/J  —  a)  der  von  den  neuen  Axen  eingeschlos- 
ine  Winkel  ist.  Alle  Formeln  behalten  jedoch 
irch  Einführung  dieser  Coordinaten  ganz  den  Typus  der  rechtwink- 
?en,  und  es  wird  deshalb  durch  dieselben  für  unsere  Ansehauungs- 
eise  nichts  Neues  gewonnen.  Die  Verallgemeiueruiig,  welche  uns 
im  Ziele  führen  wird,  besteht  vielmehr  in  Folgendem. 


Flg.  18. 
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Wir  legen  drei  beliebige  Gerade,  welche  nicht  durch  einen  Punkt 
gehen,  zu  Grunde  und  denken  uns  einen  Punkt  durch  seine  Absiande 
P\>  P'if  P^  von  den  gewählten  drei  Linien  definirt.  'Diese  drei  Be- 
stimm ungsstücke  sind  nicht  von  einander  unabhängig,  schon  zwei 
derselben  genügen  zur  Festlegung  eines  Punktes.  Jene  drei  Grossen 
sind  aber  nur  zweien  äquivalent,  wenn  wir  nicht  die  Abstände  selbst 
sondern  nur  ihre  Verhältnisse  benutzen;  in  der  That  werden  die  diw 
Fundamentalgeraden  dann  gleichmässig  angewandt,  und  wir  können 
auch,  wenn  wir  wollen,  die  Abstände  selbst  eindeutig  bestimmen.  Das 
letztere  ist  jedoch  bei  Anwendung  dieser  Coordinaten  niemals  erfor< 
derlich;  wir  brauchen  sogar  nicht  die  senkrechten  Abstände  zu  wählen, 
sondern  können  diese  in  beliebiger  Richtung  von  dem  betreffenden 
Punkte  aus  messen,  d.  h.  die  senkrechten  Abstände  noch  mit  heht 
bigen  Constanten  multipliciren.  Wir  geben  daher  die  folgende  Dei- 
nition  für  diese  Dreieckscöordinaten  : 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  sind  drei  Zahlen^  welche  sich  verkalKnj 
wie  die  Abstände  des  Punktes  von  den  Seiten  eines  Dreiecks,  jeder  A^ 
stand  muHiplicirt  mit  einer  beliehig ,  aber  fest  gewählten  Constanten. 

Bezeichnen  wir  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  durch  a:,,  x^jXp 
so  haben  wir  also  nach  dieser  Definition: 

().r,  =p,  •  X, 

QX,^  =  /;,  .  Xj 
QX,,  =  Ps  •  Xa 

WO  X,,  x^,  X.J  die  zunächst  willkürlichen  Constanten  sind,  der  Pro- 
portionalitätsfactor  q  dagegen  völlig  unbestimmt  bleibt,  und  nur  «n- 
deutet,  dass  die  absoluten  Werthe  der  3  Coordinaten  völlig  gleich- 
gültig sind;  wir  können  die  Gleichungen  deshalb  auch  in  der  Form 
schreiben : 

r,  :  Xy  :  ^'3  =  ;>i  Xj  :  p.^x^  :  /^jX.^. 
Insbesondere  sind  die  drei   Coordinaten  der  drei  Ecken  des  FflB' 
damentiildreiecks  bez.  gegeben  durch: 

0-,  =  0  ,     r.,  =  0. 
.r,  =  0,     .7-,  =0, 
.r,  =0,     .r,  =  (), 
wiilin*nd  in  diesen  drei  Fiilleu  bez.  j\,  .r.,,  x.^  völlig  unbestimmte  Woitk* 
haben,   die    nur   nicht   verschwinden   dürfen.      Die   auf  einer  der  <lf** 
Seiten   liegenden   Punkte  genügen  bez.  den   Bedingungen 

.r,  =  0 
.r,  =  0 
.r,  =  0, 
d.  h.  dies  sind  die  Gleichungen  der  drei  Seiten  in  Dreieckscoordinat* 
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Ganz  analog  führen  wir  homogene  Liniencoordinaten  durch  folgende 
finition  ein: 

Die  Cooräinaten  ehier  Geraden  sind  drei  Zahlen^  welche  sich  ver- 
letty  wie  die  Abstände  der  Geraden  von  den  Ecken  des  Coordinaten- 
ueckSj  jediT  Absimid  mulliplicirt  mit  einer  beliehiy,  aber  fest  gewählten 
istanlen. 

Die  Gleichungen  zur  Definition  der  Liniencoordinaten  sind  also, 
nn  ^|,  q.,j  ^3  jene  Abstände,  X^,  Aj,  A^  die  beliebigen  Constanten 
leuten : 

öu.j  =  q,k^ 

\  ö  der  willkürliche-  Proportion alitätsfactor  ist.  Die  Grössen  k 
^rden  wir  so  wählen,  dass  sie  von  den  x  in  gewisser  Abhängigkeit 
ad,  nämlich  so,  dass  die  vereinigte  Lage  von  Punkt  und  Gerade 
ircli  die  Gleichung: 

ngegeben  wird;  die  Art  dieser  Abhängigkeit  werden  wir  sogleich 
rkenneu,  wenn  wir  den  Zusammenhang  der  Dreieckscoordinaten  mit 
leii  rechtwinkligen  untersuchen,  wo  dann  die  erwähnte  Bedingung 
n  der  Form 

ux  -\-  vf/  -\-  l  =  0 

iuftreten  muss.  Es  seien  die  Gleichungen  der  drei  Seiten,  bez.  der 
irei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 


rtiX  +  b^y  +  c,  =0 
})      n.,x  -f  ^2^  +  ^2  =="  ^^ 
r/.,.r  +  ^3^  +  t:,i  =  0, 


.A^ti+  D^v  +  r,  =0 
A,,n  +  B.^v^  C,^() 


^0  die  .-/,   D,  C  die  Unter4eterminanten  der  Determinante 

a^     />i     cA 
r  =  \a.y     h.,     c^ 

ind,  z.  B.: 

'i^  (t,  b,  c  hingegen  sind  ganz  willkürlich;  nur  darf  der  Fall  ;•  =  0 
'^tiit  eintreten,  da  dann  die  der  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen 
^ "irden,  was  wir  ausgeschlossen  haben.  Nach  früheren  Erörterimgeii 
*oHeü  die  Gleichungen  (1)  für  die  Abstände  eines  Punktes  x,  y  von 
^ö  drei  Seiten,  oder  einer  Geraden  w,  v  von  den  drei  Ecken  die 
^^iJidriicke  (vergl.  p.  24): 
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Pi 


^«t*  +  V 


^'  °"    c,  y;^+^ 


Die  j9  müssen  wii*  nun  mit  beliebigen  Constanten  X|,  x^^  x^  mal 
tipliciren,  um  die  Dreieckscoordinaten  des  betreffenden  Punktes  % 
erhalten.  Wir  können  aber,  ohne  eine  specielle  Annahme  zu  machen 
setzen; 


denn  eine  weitere  Aenderung  der  Constanten  a, ,  fr, ,  c^  etc.  um  einen 
gemeinsamen  Factor  würde  auf  die  Bedeutung  der  Gleichungen  (1) 
doch  ohne  Einfluss  bleiben.  Um  auch  die  Coordinaten  einer  Geraden 
in  einfacher  Gestalt  zu  erhalten ,  setzen  wir: 

^i  ■"  ^1 ;     ^'i  =^  ^'19     ^3  =  ^3  ; 
wodurch  auch  die  oben  gestellte  Forderung  für  die  Abhäugigkeit  der  i 
von  den  x  erfüllt  ist,  und  lassen  den  gemeinsamen   Nenner,  yü*  -f"  f 
in  den  Proportionalitätsfactor  a  eingehen.    Dadurch  ergibt  sich: 

(2)     Qx^  ••=  a^x  +  b.^y  +  r.^  j  au^  =  A^u  +  B^v  +  C^ 

Qx^  =  a^x  +  h^y  +  0,^.         \  au^  =  A^u+  B^v  +  C^. 

Sowohl  für  Punkt  als  Gerade  kann  man  also  von  rechHvinkliga^ 
zu  Dreieckscoordinaten  übergehen ,  indem  man  diese  proportional  setzt  n 
linearen  Ausdrücken  in  jenen  mit  ganz  beliebigen  Coefficienten,  dem 
Determinante  nur  nicht  verschwindet.  Um  umgekehrt  von  Dreieckscoor 
dinaten  zu  rechtwinkligen  zu  gelangen,  haben  wir  die  Gleichungen  (2) 
für  w,  Vj  1  aufzulösen,  wodurch  man  findet: 

^  Ä,  ^-i  +  //,.r,  +  Ä,x,  I  ^^  ^   />,;/,  +  />,./,  + 6,1/3 

^'i^'i  +  *^2'''«  -h  ^'3  's  I  ^|Wi  +  ^t"«  +  <•»"» 

In  diesen  Formeln  findet  sich  keine  Spur  einer  Verletzung  des 
Dualitätsprincips;  für  Punkt  und  Gerade  sind  die  rechtwinkligen  Cwt- 
dinaten  gleich  linearen  Ausdrücken  in  den  Dreieckscoordinaten  mit  ge- 
meinsamen Nenner,     Aus  den  Gleichungen  (2)  ergibt  sich  nun: 

p  .  (J  (i/, a:,  -j-  u.^x^  -j-  w^.Tg)  -=  H  {a.x  +  hij  +  c,)  {AiU  +  BiV  +  Q, 

wo  die  Summe  über  den  Index  1  von  /  =  l  bis  1  =  3  zu  nehmen  ist, 
oder  wegen  der  drei  Gleichungen: 
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OiAi  +  biBi  +  Cid  =  r  ,       (?  =  1 ,  2,  3)  : 
9  •  ^  («1^1  +  Wja:^  +  t/3 0:3)  =  r  (i/a:  +  ry  +  1). 

V(g  Bedingung  für  die  vereinigte  Lage  van  Punkt  und  Gerade  wird 
n  der  That  durch 

ti,a:,  +1/20:2  +  1/30:3  =  0 

irückt,  und  dies  ist  Folgender  Bestimmung,  welche  wir  für  die 
anten  X^,  X^,  A3  oben  getroffen  haben.  Hätten  wir  dieselben 
8  gewählt,  so  wären  in  diese  Gleichung  noch  Coefficienten  ein- 
«n.  Während  also  durch  Aenderung  der  absoluten  Werthe  der 
c  die  Grossen  Xj,  x.^,  x,  ganz  willkührlich  bestimmt  werden 
m,  sind  die  X  damit  zugleich  völlig  festgesetzt,  denn  es  war 

Aj  =  «2^3  —  ^2^3  ^^  ^t 

X.^  =  ayh^  —  b^a,;^  =  C^. 

Jm  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  als  besonderen  Fall  des 
eingeführten  allgemeineren  aufzufassen,  nehmen  wir,  was  stets 
3t  und  durch  eine  einfache  Transfor-  *'*^  ^^- 

•ww 

n  zu  erreichen  i^t,  zwei  der  drei  Coor- 
3nseiten  zu  einander  rechtwinklig 
Sind  dann  x,  y  bez.  die  Abstände 
Punktes  von  diesen  beiden  Seiten  "^ 
:0,  0:2  =  0),  und  p  sein  Abstand 
der  dritten  Seit«  (vgl.  Fig.  19),  so 
L  wir: 


\ 


r 


QX^  =  K^X,     9X^=^x^y,     QX^  =  x^p, 
wenn  wir 

X,  =  1  ,       Xj  =    1  ,       ^'^  ^^   q 

,   wo   g  die  Entfernung  der  Seite  0:3  ==  0  vom   Anfangspunkte 

tet: 

QX^   =  X 

QX2  ==  y 

'  p 

p^3  = ;  • 

assen   wir  nun  die  dritte  Seite,  parallel  zu  sich,  in's  Unendliche, 

:ken,    so   convergirt    ''    gegen  Eins,    denn  /^'unterscheidet    sich 

?m  unbegrenzt  wachsenden  g  immer  nur  um  eine  cndliclie  Grösse 
Ige  der  betrachtete  Punkt  nicht  selbst  unendlich  fern  liegt.  Es 
her 

1  *  Xfi  •  »To  ^^—  **/  %  y  ,   L  • 
bscb,  Vorlesung« n.  5 
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d.  h.  wir  leiten  aus  Gleichungen  in  Dreieckscoordinaten  solche 
rechtwinkligen  ab,  indem  wir  eine  der  Coordinaten  =  1  anneh 
und  die  beiden  anderen  durch  x^  y  ersetzen^  wie  auch  aus  den  ( 
chungen  (2)  hervorgeht,  wenn  man  0^=02  =  c^  nimmt  und 
übrigen  Coefficienten  verschwinden  lässt.     Der  Ausdruck 

WiO;,  +  U2X2  +  u^x^ 

geht  dabei,  bis  auf  einen  Factor  in 

über,  d.  h.  wenn  wir  auch  1^3  =  1  setzen  (und  das  ist  bei  bl« 
Yerhältnisszahlen    im    Allgemeinen    erlaubt),    so   werden   ti, ,   u^ 
rechtwinkligen  Liniencoordinaten.     Letzteres   lasst   sich   auch  geo 
trisch    in    folgender  Weise  einsehen:    verfugen  wir   über  die  Coi 
cienten  der  Gleichungen  (2)  in  angegebener  Weise,  so  wird  wegen  ( 

il,  :  ilj  :  A3  =  —  1  :  —  1  :  cx) 
also: 

Bezeichnen  wir  femer  mit  /?,,  p.^  die  Abstände  der  Schnittpun 
der  betreffenden  Geraden  mit  den  zu  einander  senkrechten  Sei 
or,  =  0,  a'2  =  0  von  den  Ecken  Mj  =  0,  tfj  =  0  des  Coordinatendi 
ecks,  mit*  /i,  b  die  Abstände  dieser  Punkte  von  der  Ecke  Wj,  = 
so  ist: 

Rückt  nun  die  dritte  Seite  x^  =  0  wieder  in's  Unendliche, 
wird  in  der  Grenze 

Pl=P2  =  <^7 

und  dann  ergibt  sich,  wie  bei  rechtwinkligen  Coordinaten: 
tt.  :  w«  :  t/o  = :  —  t  •  '  • 

Durch  specielle  IVahl  der  willkürlichen  Constanten  können  tvir  i 
in  einfacher  Weise  von  Dreieckscoordinaten  zu  rechtwinkligen  übergehet 
Die  Art  dieser  Bestimmung  lilsst  uns  nunmehr  auch  erkennen,  ^ 
halb  wir  oben  die  iiegativen  reciproken  Abstände  als  CoorOins 
einer  Geraden  einführten,  denn  nur  dadurch  geht  die  Gleichung 
wenn  man 


*)  Ebenso  einfach  kann  man  von  Dreieckscoordinaten  zu  den  oben  bcrub 
schiefwinkligen  übergehen;  man  hat  dann  zu  setzen: 

Ar,  =  /r,  s=i  sin  rr ,     ^«  =      , 
wo  w  der  von  den  Coordinatenaxen  eingeschlossene  Winkel  ist. 
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X2=y         i/j  =  t; 
0:3  —  1         t/s  =  1 
st;  unmittelbar  in 

ux  -{-  vy  •{-  l  =0 

Der  umgekehrte  Uebergang  wurde  durch  die  Gleichungen  (3)  ver- 
ttelt.  Da  hier  die  0;^  ^  und  die  u,  v  lineare,  homogene  Functionen 
t  gemeinsamen  Nenner  werden,  so  wird  der  Grad  einer  Gleichung 
den  Veränderlichen  durch  Einführung  der  neuen  Coordinaien  niemals 
höht  und  niemals  erniedrigt^  der  Charakter  einer  solchen  aber  inso- 
m  wesentlich  geändert,  als  sie  durch  Multiplication  mit  einer  be- 
effenden  Potenz  des  gemeinsamen  Nenners  in  eine  homogene  Gleichung 
oischen  3  Variabein  übergeht,*)  Nur  homogene  Gleichungen  derselben 
iben  in  der  That  eine  geometrische  Bedeutung,  da  nur  die  Verhält- 
8se  der  x  bestimmt  sein  dürfen.  Insbesondere  also  ist 'die  lineare 
>mogene  Gleichung: 

^1^!  "f"  ^2*^2  "t"  ^3^3  "'^  ^ 

e  Gleichung  einer  Geraden  mit  den  Coordinaten  m,,  mj,  m^,  und 

»i,ti,  +  m2U2  +  W3M3  =  0 

e  eines  Punktes  mit  den  Coordinaten  m, ,  m^,  m^]  und  von  dieser 
>rm  ist  die  Gleichung  jeder  Geraden,  bez.  jedes  Punktes. 

Unter  den  Gleichungen  ersten  Grades  ist  eine  besonders  ausge- 
ichnet,  nämlich  die,  deren  linke  Seite  beim  Uebergange  zu  Carte- 
chen  Coordinaten  (Gl.(3))  den  Nenner  gibt: 

C^x^  +  ^'20:2+  6^30:3  =  0. 

Für  alle  Punktö  dieser  Geraden  und  nur  für  diese  wird  a;  =  00, 
«=5(x>;  sie  enthält  also  alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene. 
i  somit  die  Gesammtheit  dieser  Punkte  durch  eine  lineare  Gleichung 
rgestellt  wird,  werden  wir  im  Folgenden  stets  von  einer  unendlich 
men  Geraden  sprechen;**)  es  soll  dadurch  jedoch  nur  diese  analytische 
laisache,  aber  keinerlei  metaphysische  Auffassung  ausgedrückt  werden. 
le  Einführung  dieser  Bezeichnung  erlaubt  uns  dann,  manche  Sätze 
ifacher  zu  beweisen  und  auszuspreohen,  indem  wir  mit  der  unendlich 
men  Geraden  wie  mit  einer  wirklich  vorhandenen  operiren.     Es  folgt 


♦)  Homogene  Coordinaten  finden  sich  zuerst  bei  Möbius  (Barycentrischer 
Icul,  1827);  aber  sie  wurden  für  die  Geometrie  erst  von  wesentlicher  Bedeu- 
ig  darch  Plü  ck er  (CreUe's  Journal,  Bd.  5,  1829),  indem  derselbe  Anwendungen 

Sinne  der  Theorie  der  homogenen  Functionen  gab. 

*♦)  Diese  so  fruchtbare  Ausdrucksweise  wurde  von  Poncelet  eingeführt: 
iit^  des  propri«5t^8  projectives  des  figures,  Paris  1822;  p.  49  und  63. 
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hieraus  z,  B.  wieder  der  sehon  früher  hervorgehobene  Satz,  dasa 
gerade  Linie  nur  einen   unendlich  ferneti   Punkt   hat  (vgl.  p,  33),    den 
jede  Gerade  wird   von  einer  anderen  Geraden  nur  in  einem   Punkti 
geschnitten*     Ebenso  werden  wir  von  zwei  unendUch  fernen  Punkten 
einer  Curve  zweiter  Ordnung,   oder  allgemein  von  n  unendlich  iemenl 
Punkten  einer  Curve  n^'"^  Ordnung  sprechen. 

Die  oben  erhaltenen  Transformationaformeln  waren  8amtutlic 
linear  in  den  neuen  und  in  den  alten  Variabeln^  und  dies  war  Rlj 
dieselben  charakteristisch.  Da  nun  bereits  der  üebergang  vom  recht 
winkligen  Coordinatensystem  zum  Dreieckssystem  auf  beliebige  line 
Functionen  führt»  so  können  wir  nichts  Allgemeineres  erhalten,  wen 
wir  in  den  Ausdrücken  (2)  die  rechtwinkligen  Coordinaten  mitteli 
Gleichungen  von  der  Form  (3)  auf  ein  zweites  Dreieckssystem  beziehe 
und  SU  den  üebergang  von  einem  Dreieckssystem  zu  einem  ander 
vermitteln.  Sind  also  .rj,  X2j  *t.,;  w,  ,  u^,  u^  die  Punkt-  bez.  Linien^ 
coordinaten  in  dem  einen  System;  y^,  y,j,  y^;  v^,  v^,  v^  die  in 
andern,  so  werden  die  ersteren  proportional  zu  linearen  homogene 
Functionen  der  letzteren,  deren  Determinante,  nach  Analogie  mit  Frü^ 
lierem,  nur  nicht  verschwinden  darf.     Femer  muss 

biß  auf  einen  Factor  in 

übergeben*     Daher  sind  zusammengehörige  Transformationsgleich qd^ 
für  Punktcoordinaten:  |  für  Liniencoordinat-en: 

gy^  =  «f(,^,  +  ^n*T^2  +  ^13^3  t  j       <^'^i  =  'fii^t  4*  ''ai ''2  +  ^''r 

(fi)  QI/2  =  ^n^l   +  <*22^2  +  «^23*^:1  »I  ^^2=  «12  «^  +  <'22*'2  +  ^t^V 

^5/3  =  %t^i  +  %2^2  +  %:i^a>  I       «^«3  =  ^'i.i«^i  +  <'23"2  +  ^i:^hr^ 
(wo  die  Determinante  der  Oik  nicht  verschwinden  darf).     Es  entl 
hier  die  Gleichungen,   welche  die  neuen  Punktcoordinaten  (y)  dfl 
die  alten  (ar)  ausdrücken,  dieselben  Coeffieienten,  wie  die  Gleicht! 
welche  die  alten  Liniencoordinaten  (1/)  durch  die  neuen  (v)  dar 
nur  (rampünirt;  d.   h.  aus  der  Determinante  der  links  stehenden 
chungen  erhalt  man  die  der  rechts  stehenden,  w^enn  man  die  Horii 
talreihen  mit  den  Verticalreihen  vertauscht;  beide  Determinanten 
demnach  identisch.     Die  Aufl5sui%  des  Systems  (6)  ergibt 

für  Liniencoordinalen: 


für  Pimktcoordinaten : 
(7)  /f  T,  —  A^^y^  +  Ä.^,,y^  +  A^^y,, 


vv^  -^  A^^u^  +  A^^u^  ^  A^^Ui 
pv^  —  Ast  M,  -f  ^2%  +  ^3J%* 


Es  bedeuten   hier  die  Ai^  die  zweigliedingen  Unterdetemiina»!« 
von  der  DetcTminante  der  Substitution: 
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*11      «12      «13 
«11      «»      «M    • 
«81      «32      «38 

Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen  erkennt  man  sofort 
e  geometrische  Bedeutung  der  Substitutionscogfficienten.    Da  nämlich 

yi  — 0,    yj  — 0,    ya  — 0, 

4  »1—0,      t?2  — 0,      »5—0, 

I.  die  Gleichungen  der  Seiten  und  Ecken  des  neuen  Coordinaten- 
eJecks  darstellen,  so  sind  bez.  die  Coardinaien  der  neuen 

BretecksseUen:  Drekcksecken: 


Äi 


11 


M2 


»13 

'23 


«21      «22     «; 

«31      «32      «33  J 


«21 
^31 


^« 

^.3 

^« 

^ 

^« 

Ai, 

A  ebenso  in  Bezug  auf  das  neue  Dreieck  die  Coardinaien  der  aiien 
Breiecksseiien:  Dreiecksecken: 


^11 

^12 

-^13 


"23 


-«31 
^33 


»IJ 
»13 


«JI 

«31 

«»»2 

«3» 

«23 

«83 

Das  neue  Goordinatensysiem,  welches  wir  soeben  untersucht  haben, 
igt  sich  besonders  geeignet  zur  Behandlung  solcher  Probleme,  in  denen 
)n  Massverl^tnissen  nicht  die  Bede  ist^  welche  sich  also  nur  auf 
agenbeziehungen  ausdehnen.  Wenn  wir  daher,  wie  es  im  Folgenden 
Bschehen  soll^  unsere  früheren  Betrachtungen  über  Punkte  und 
tiahlen  kurz  in  Dreieckscoordinaten  wiederholen  sollen,  so  müssen 
ir  uns  dabei  auf  diejenigen  beschranken,  welche  eine  vollkommen 
laÜBtische  üebertragung  gestatten. 

Die  Bedingung  der  vereinigten  Lage  von  Punkt  und  Gerade  war: 

HjO?!  +  u^x^  +  u^x^  =  0. 

Es  ist  dies  nunmehr  auch  die  allgemeinste  Form  für  die  Glei- 
ung  eines  Punktes  oder  einer  Geraden,  je  nachdem  man  die  x  oder 
9  ti  als  constant  ansieht;  in  rechtwinkligen  Coordinaten  dagegen 
issten  wir  neben  der  Bedingung  für  die  vereinigte  Lage: 

ux  ~\-  vy  +  l  ^==0 
ch  bez.  die  Gleichungen 

Ax  +  By  +  C^O,       Au+  Bv  +  C  =  0 

i  die  allgemeinsten  für  einen  Punkt  bez.  eine  Linie  untersuchen.  — 
ir  behandeln  im  Ausschlüsse  hieran  die  folgende  Aufgabe: 
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Es  soll  die  Gleichung  der  Ver- 
bindungslinie u  von  zwei  gegebenen 
Punkten  y  und  z  aufgestellt  werden. 

Ist  X  ein  Punkt  auf  dieser 
Linie y  so  haben  wir: 

w,ari  +  u^x.^  +  u^x^  =  0 

(8)    1/,  y,  +  W2y2  +  ''3y3  =  0 


Es  soll  die  Gleichung  des  Seht 
Punktes  x  von  zwei  gegebenen  Gt 
den  V  und  w  aufgestellt  tverden 

Ist  u  ein  Strahl  durch  die 
Punkt,  so  haben  wir: 

f/,  a?!  +  Wa  ^2  +  «3  ^3  =  0 
i;,  x^  +  v.i  x.^  +^v^  ^3=0 
tv^x^  +  w^x^  +  W^X;^  =0. 


Die  Elimination  von  u  bez.  von  x  hieraus  ergibt 
als  Gleichung  der  Geraden: 


(9) 


Xo 


!^i 


yi    Vi   ^3 


=  0. 


Es  sind  also  die  Coordinaten 
der  Verbindungslinie  zweier  Punkte 
y.  ^' 

(10)       /tW2  =  y3^i  —2:3^1 

1^1/3  =  ^1^2  — ^^^2- 
Die  Gleichungen  (9)  kann  man  in  die  folgenden  auflösen,  wel^ 
uns  die  Coordinaten  eines  beweglichen  Punktes  der  Geraden  bez.  ei 
beweglichen  Strahles  durch  den  Punkt  darstellen: 


als  Gleichung  des  Punktes: 

Wi        W«      Wo 


Vt 


w. 


Wo      W^ 


0. 


Es  sind  also  die  Coordinai 
des  Schnittpunktes  zweier  Gerad 
Vj  w: 

fix^  —  ^2^3  —  w^v^ 


to^v. 


'3*^1 


(1X2'=  v^u 

IIX.  =  ViW2  —  tV^V2 


Punktreihe 

(11)  (»^2  =  ^2  +  ^^2 

9^3  =  ^3  +  ^^3- 

Hier   ist  A  wieder    ein   Parameter, 
chungen    links    bez.    mit    Wi,  Wj,  f/3,  die  rechts    bez.   mit  j:, ,  x^ 
und  addiren  auf  beiden  Seiten,  so  erhalten  wir 

bewegif 


Strahlbüschel 
QU^  =  t^i  +  Xw^ 
(>  «2  =  ^2  -j-  A  t^2 

Multipliciren    wir   die  G 


die     Gleichung     eines     beweglichen  !  die     Gleichung     eines 
Punktes  der  Reihe:  Strahles  des  Büschels: 


wo 


/>+A()  =  0,  .   I  G  +  kH=0, 

0  linear  in  den  u\  Gy  H  linear  in  den  x  sind,  nämlich: 


6?  =  t;,  o:,  +  *^2  ^2  +  '3  *^^^ 


^=^1^1   +  W2y2  +  «'3y3 

()  =  t/^rj  +  f/.^z2  +  1/32:3. 

In    dieser  Darstellung  hat  der   Parameter  k  dieselbe   Bedei 
wir  früher  A  und  ft  beim  Gebrauche  von  rechtwinkligen  Coordi 
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r  gibt  nämlich  wieder  bis  auf  einen  constanten  Factor  das  Abstands> 
erhältniss  des  betreffenden  Elementes  von  den  beiden  festen  Grund- 
lementen.  Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  indem  man  die  Glei- 
hungen  (11)  und  (3)  combinirt.    Dadurch  erhält  man*): 


y  = 


ZC,y,+  l£CiZi 


u  = 


V  = 


wo  die  Summen  (die  von  i  =  1  bis  i  =  3  zu  nehmen  sind)  nur  ge- 
gebene constante  Grossen  enthalten;  daher  wird  die  Gleichimg  des 
Punktes  .r,  y  bez.  des  Strahles  w,  «;  in  rechtwinkligen  Coordinatqn 
^on  der  Form: 

i  h.  wie  früher,  linear  in  A,  und  dadurch  ist  unsere  Behauptung 
bewiesen.  Auch  erhalten  wir  wieder  für  A  =  0  den  Punkt  y,  resp. 
den  Strahl  v  und  f ür  A  ==  c»  den  Punkt  z,  resp.  den  Strahl  w.  Alle 
an  die  geometrische  Bedeutung  des  Parameters  angeknüpften  Betrach- 
tungen bleiben  somit  auch  unabhängig  vom  Coordinatensysteme  be- 
stehen, d.  h.  alle  Salze  über  Doppelverhällnisse  und  über  projectivische 
Beziehungen  behalten  denselben  analytischen  Ausdruck,  Insbesondere 
also  die  Relationen  zwischen  projectivischen  Punktreihen  und  Strahl- 
tüscheln  und  die  Erzeugung  der  Kegelschnitte  aus  denselben.  Wir 
wenden  uns  nunmehr  zum  genaueren  Studium  der  letzteren  Curven. 


*)  Es  wird  kein  Missverständniss  möglich  sein ,  wenn  in  diesen  Gleichungen 
die  Buchataben  y,  o  einmal  als  rechtwinklige  Coordinaten,  einmal  (mit  Indiccs 
versehen)  als  Dreieckscoordinaten  auftreten. 


Zweite  Abtheilung. 
Die  €arveii  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 

I.    Schnittpunkte  mit  einer  Geraden.  —  Polarentheorie. 

Die  Curven  zweiter  Ordnung  und  Klasse^  deren  geometrische  Er- 
zeugungsweise uns  schon  früher  beschäftigt  hat,  wollen  wir  nun 
untersuchen,  indem  wir  nicht  von  dieser  Entstehungsweise,  sondern 
von  der  allgemeinsten  homogenen  Gleichung  zweiten  Grades  in 
^1}  ^2)  ^3  ausgehen.  Wir  werden  dabei  finden,  dass  es  keine  e^^t- 
liehe  Curven  zweiter  Ordnung  gibt  ausser  den  schon  in  unseren 
einleitenden  Aufgaben  erwähnten,  nämlich:  Ellipse,  Hyperbel  und 
Parabel.  Es  können  aber,  wie  bereits  bei  Gelegenheit  hervorgehoben, 
uneigentliche  Curven  auftreten,  welche  durch  Zerfallen  der  Gleichung 
2.  Grades  in  zwei  lineare  Factoren  entstehen;  dies  führt  dann  wie- 
der zum  Geraden-  oder  zum  Punktepaar. 

Die  allgemeinste  Gleichung  zweiten  Grades  werden  wir  erhalten, 
wenn  wir  die  Quadrate  und  zweigliedrigen  Producte  der  Veränder- 
lichen : 

Xj    ,       X2   ,       *^3    ,      OC^  X^  ,       X^  X^  ,       0^2  »1*3 

mit  beliebigen  von  einander  unabhängigen  Coefficienten  multiplicirt 
addiren.  Diese  Coefficienten  setzen  wir,  wenn  nicht  ausdrücklich  das 
Gegentheil  bemerkt  wird,  als  reelle  Grössen  voraus.  Wir  wählen  für 
sie  denselben  Buchstaben  und  unterscheiden  die  Coefficienten  der 
verschiedenen  Glieder  durch  zugefügte  Indices,  welche  den  in  sie 
multiplicirten  Variabein  entsprechen;  wir  fügen  ihnen  femer  noch 
den  Factor  2  hinzu,  wenn  in  dem  betreffenden  Gliede  zwei  verschie- 
dene Veränderliche  mit  einander  multiplicirt  sind.  Wir  schreiben  also 
die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Ordnung  in  der  Form: 

(1)  a^^x^  +  «22^  +  ^33*V  +  2^,2a;i  0:2  +  2a,3a;,a:,,  +  2^33^2  ^3  =-  <^- 
Die  Vortheile  dieser  Schreibweise  werden  im  Laufe  unserer  Dar- 
stellung von  selbst  klar  werden.  Das  Hinzufügen  der  Zahlen  factoren 
empfiehlt  sich  besonders,  da  wir  den  Ausdruck  (1)  auch  kürzer  in 
der  symbolischen  Form: 

\a^x^  +  a^x.^  +  a.^x^^  =  0 
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schreiben  können;  wir  müssen  uns  dafin  nur  vorstellen^  dass  wi^  statt 
eines  Productes  aiUk  den  Coefficienten  anc  (=  a^i)  zu  setzen  haben^ 
also  a^^  statt  (^\(i\y  ^23  statt  ^2^3>  ^*  ^*  ^* 

An  die  Spitze  der  Theorie  stellen  wir  die  Aufgabe,  die  Schnitt- 
punkte der  Verhindungslinie  zweier  Punkte  y  und  z  mit  dem  Kegelschnitte 

(1)  zu  bestimmetK  Die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Linie  sind 
nach  dem  Früheren: 

«1  =  ^1  +  ^^1 

«2  =  ^2  +^^2 
^3=^3  +  ^*3» 

und  wir  haben  den  Werth  des  Parameters  A  zu  suchen,  für  welchen 
die  Coordinaten  x^,  x^,  x^  der  Gleichung  (1)  genügen,  d.  h.  wir 
müssen  setzen: 

{(«1^1  +  «2^2  +  «3^3)  +  ^  («l^l  +  «2^2  +  «3^3)}^  =  0  ? 

oder  entwickelt: 

(2)  A2ä  +  2A£)+P=0, 
wo  nun  Py  Oj  R  bestimmt  sind  durch: 

^=(«1^1 +  «2^2 +  «3^3)^ 

(3)  Q  =  («,yi  +  02^2  +  03^3)  (ör,z,  +  «2^2  +  ^3^3) 

=  2:1(0,1^1  +  AT,  2^2  +  «13^3) 

+  ^2  (^2iyi  +  «22^2  +  «23^3) 
+  ^3  Kl^l  +  «32^2  +  «33^3)  ; 

oder  wenn  wir  uns  der  Bezeichnungsweise  der  Diöcrentialrechnung 
bedienen  wollen: 


,  idli        ,    dR        ,    dR     \ 


P  und  R  entstehen  also,  wenn  man  in  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung des  Kegelschnitts  (1)  die  Coordinaten  y  bez.  z  statt  x  einsetzt; 
Q  dagegen  ist  aus  den  y  und  z  symmetrisch  zusammeugesetzt  und  in 
beiden  linear.  Die  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  (2)  nach 
A  ergibt: 

und  daher  sind  die  Coordinaten  der  beiden  Schnittpunkte ,  wenu  wir 
den  gemeinsamen  Nenner  R  in  den  Proportioualitäisfactor  q  ein- 
gehen lassen: 
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Qx,  =  Rfj,  -  (0  +  j/Ö'  -  PR)  z^ 
QX^  =  Ry^  -{Q  +  YQ''  —  PR)  z^  . 

Wir  haben  somit  auf  der  Geraden  yz  vier  Punkte:  die  gegebe: 
mit  den  Coordinaten  y,  und  z,  und  die  soeben  gefundenen  Schi 
punkte  mit  dem  Kegelschnitte,  deren  Coordinaten  y,  -^  Xzi  \ 
yi  +  It'Zi  sein  mögen,  wo  A  und  /t  die  Wurzeln  der  quadratise 
Gleichung  (2)  sind.  Diese  Punkte  werden  ein  bestimmtes  Doppel^ 
hältniss  besitzen.  Theilen  wir  zur  Bildung  desselben  die  Punkte,  < 
sprechend  der  Natur  unserer  Aufgabe,  in  zwei  Paare,  so  erhalten 
für  dies  Doppelverhältniss  nur  zwei  verschiedene  Werthe,  näml 
entweder: 

X 

oder  a  =  ^  . 

Nun  ist,  da  A,  /i  die  Wurzeln  von  (2)  sind: 


daher  auch: 


j     ,  20         .        '      P 


■^  lli  PH 


Also  sind  (wegen  cca  =i  1)  «,  a  die  Wurzeln  der  quadratisch 
Gleichung: 

oder: 

(4)  («  +  ly  PR  —  AO^a  =  0, 

und  die  Auflösung  dieser  Gleichung  gibt  unmittelbar  das  Doppelv» 
hältniss  der  vier  Punkte.  Wie  müssen  letztere  nun  liegen,  damit  ( 
Gleichung  besondere  Eigenschaften  hat,  damit  also  besondere  Wert 
des  Doppelverhältnisses  entstehen  ?  Einen  der  gegebenen  Pimkte,  z. 
y,  können  wir  beliebig  wählen;  durch  ihn  ziehen  wir  alle  möglich 
Strahlen  und  fragen  nach  den  Punkten  z,  welche  mit  y  und  den  b 
den  Schnittpunkten  des  betreflFenden  Strahles  ein  gegebenes  Dopf 
verhältniss  a  bilden.  Ist  y  constant,  so  ist  die  Gleichung  (4)  hon 
gen  vom  zweiten  Grade  in  r;  dieser  Punkt  liegt  also  wieder  auf  ci 
Curve  zweiter  Ordnung,  Lassen  wir  «  variiren,  so  ist  demnach  jed 
Punkte  durch  den  gegebenen  Kegelschnitt  ein  System  von  Cun 
zweiter  Ordnung  zugeordnet.  Unter  diesen  ist  aber  eine,  welche 
eine  doppelt  zählende  Gerade  zerfällt;  und  diese  wird  für  uns  von  1 
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iderer   Wichtigkeit.     Mit  ihr  werden  wir  uns  zunächst  ausschliess- 
h   beschäftigen,  die  Beziehung  der  anderen  hier  gefundenen  Kegel- 
mitte  zur  Grundcurve  dagegen  erst  später  kennen  lernen. 
Setzen  wir: 

« 1; 

reducirt  sich  (4)  in  der  That  auf  p^  =  0,  d.  h.  auf  die  Linie 

0=0. 

11  also  die  Gerade  yz  die  Curve  harmonisch  schneiden,  so  muss 
auf  der  geraden  Linie  £)  =  0. liegen,  der  „Polaren -des  Punktes  y  in 
jzug  auf  den  Kegelschnitt'*  5  y  dagegen  wird  der  Pol  der  Geraden 
=  0  genannt.  Wir  sprechen  diese  wichtige  Beziehung  als  Satz  in 
5r  Form  aus: 

Wenn  man  durch  einen  Punkt  alle  möglichen  Strahlen  legt  und  auf 
*4em  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  y  und  seinen  Schnittpunkten 
it  einem  Kegelschnitte  sucht,  so  liegen  alle  diese  Punkte  auf  einer  Ge- 
iden,  „der  Polare  des  Poles  y." 

Unter  diesen  Strahlen  sind  solche,  welche  die  Curve  gar  nicht, 
1er  vielmehr  in  zwei  imaginären  Punkten  schneiden;  dies  tritt  ein, 
Min  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  imaginär  werden.'  Dem 
geachtet  bleibt  der  vierte  harmonische  Punkt  reell,  denn  die  ge- 
anten  Wurzeln  sind  dann  immer  conjugirt  imaginär,  und  die  Glei- 
ungen    der   vier    Punkte   haben    daher   die    schon  früher  erwähnte 

irm  (vgl.  p.  42):  

(/=^0        U+j/—  1F=0 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  symmetrische  Form  der  Glei- 
Lxng  (3): 

0  =  0. 

Da  sich  dieselbe  nicht  ändert,  wenn  man  y  und  z  vertauscht,  so 
St  unmittelbar: 

Liegt  y  auf  der  Polare  von  z,  so  geht  die  Polare  von  y  durch 
also: 

Bewegt  sich  z  auf  der  Polare  von  y,  so  dreht  sich  die  Polare  von 
^'m  y;  und  umgekehrt: 

Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  ihrer  Punkte,  so  bewegt  sich  ihr 
^l  auf  der  Polare  dieses  Punktes. 

Die  Polare  schneidet  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten.  Ver- 
•^iidet  man  einen  derselben  mit  dem  Pole,  so  muss  auf  dieser  Geraden 
'^^e  Gruppe  von  vier  harmonischen  Punkten  1,  2,  3,  4  liegen  (wo 
^  2  und  3,  4  die  zugeordneten  Paare  seien),  von  denen  zwei  Punkte 
ß  und  3)   zusammenfallen.     Dann  fällt  aber  (vgl.  p.  40)  auch  4  in 
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diesen  Punkt,  tl  h.   die  Sdmittpiinktt?  (3,   4)   der  Geraden  mit  der 
Curve  fallen  zusammen,  und  somit  folgt: 

Die  Poiarc  eines  Pufiktes  geht  durch  die  Berührungspunkte  der  beiden 
von  ihm  an  die  Curve  gezogenen  Taugenien,  (Dass  es  zwei  solche 
Tangenten  gibt,  haben  wir  oben  gesehen,  da  jede  allgemeine  Cmre 
2,  Ordnung  auch  2.  Klasse  isi) 

Bewegt  sich  also  ein  Punkt,  auf  einer  Tangente,  so  geht  seine 
Polare  immer  durch  den  Berührungspunkt  derselben.  Daher  ist  der 
Berührungspunkt  der  Pol  der  Tangente,  d.  h.  die  Polare  eines  Punktes 
der  Curve  ist  die  in  ihm  an  die  Curve  gelegie  Tangente, 

Die  hier  ausgesprochenen  Sätze  führen  auch  unmittelbar  zur 
Omstruction  der  Polare,  wenn  der  Kegelscimitt  gezeichnet  vorliegt  und 
ausser  ihm  ein  Punkt  als  Pol  gegeben  ist.  Man  braucht  nur  dorcli 
den  letzteren  zwei  beliebige  Gerade  zu  ziehen,  und  auf  ihnen  den 
vierten  harmonischen  Punkt  zu  dem  gegebenen  Punkte  und  ihren 
Schnittpunkten  mit  der  Curve  zu  construiren,  was  ja  mit  Hülfe  der 
Sätze  über  das  vollständige  Viereck  geschieht:  Betrachtet  man  die 
vier  Schnittpunkte  der  beiden  Hülfsgeraden  mit  der  Curve  (1,  2,  3,  4 
in  Fig.  20)  als  Ecken  des  Vierecks,  so  ist  die  eine  Nebenecke  der  g^ 
gebene  Pol  y^  und  die  Verbindungslinie  der  beiden  andern  Nebenecken 
seine  Polare    v.     Diese  Construction    liefert   aber   nach   dem  Obigon 

auch  zugleich  die  Berührungspunkte  der  beid^ 
durch  den  gegebenen  Punkt  gehenden  Tiß" 
genten,  also  auch  diese  Tangenten  selbst^  Ins- 
besondere können  wir  in  dieser  Weise  die  v^ 
einem  Punkte  an  einen  Kreis  zu  legenden  Ttor 
genien  finden,  und  diese  Construction  verdifiBk 
von  unserem  Standpimkte  aus  den  Vorzug  tor 
der  bekanutenj  welclie  mit  Hülfe  eines  andere» 
Kreises  ausgeführt  wird.  Denn  wir  braucieJi 
nur  sechs  Hülfslinien  zu  ziehen,  um  die  Auf- 
gabe in  allgemeinster  Weise  zu  losen;  diflfi^ 
Construction  ist  also  auch  praktisch  ebeiw'» 
einfach  als  jene  andere*  Beim  Kreise  steht  die  Polare  eines  Punkte 
überdies^  als  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  der  beiden  Ttt^ 
genten,  senkrecht  gegen  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  Bif^ 
dem  Pole.  Liegt  der  Punkt  innerhalb  des  Kreises,  so  werden  Ji^ 
beiden  Tangenten  imaginär,  die  Polare  verläuft  also  ganz  ausserhalb 
desselben,  d.  h.  ohne  ihn  in  reellen  Punkten  zu  treffen.  Ebenso  winl 
durch  jede  reelle  Curve  zweiter  Ordnung  die  Ebene  in  zwei  ITieiW 
getrennt:  in  dem  einen  liegen  die  Punkte,  von  denen  reelle,  in  d<^ 
andern  diejenigen,  von  denen  imaginäre  Tangenten  an  die  Corf^ 
gehen.    Die  Punkte  der  letzteren  selbst  dagegen  vermitteln  den  L  eher- 


Pig,  lf<>. 
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gang   zwischen  beiden  Theilen  der  Ebene,  indem  für  sie  die  beiden 
Tangenten  in  eine  zusammenfallen. 

Ist  der  Kegelschnitt  nicht  ganz  gezeichnet  gegeben  ^  sondern  nur 
durch  fünf  seiner  Punkte  bestimmt ^  so  kann  man  gleichwohl  die 
Polare  eines  beliebigen  Punktes  constructiv  angeben.  Diese  Aufgabe 
kommt  nämlich  offenbar  auf  die  andere  zurück:  Man  soll  den  zweiten 
Schnittpunkt  einer  durch  einen  jener  fünf  Punkte  gehenden  Geraden 
mit  dem  Kegelschnitte  finden;  und  die  Lösung  der  letzteren  haben 
wir  schon  früher  mit  Hülfe  des  PäscaTschen  Satzes  bewerkstelligt. 
Wir  haben  die  betreffende  Construction  nur  für  zwei  Linien  auszu- 
führen, die  durch  den  gegebenen  Pol  und  je  einen  der  fünf  Punkte 
gehen;  und  können  dann  die  Polare  wieder  mit  Hülfe  der  Sätze  über 
das  vollständige  Yiereck  finden.  — 

Bei  diesen  Constructionen  ist  vorausgesetzt,  dass  jede  Gerade  der 
Ebene  Polare  eines  Punktes  ist.  Zum  Beweise  hierfür  schreiben  wir 
die  Gleichung  der  Polare  eines  Punktes  y  (£)  =  0)  in  der  Form:. 

80  sind  Vi  die  Coordinaten  dieser  Polare;  sie  werden  wegen   (3)  ge- 
'  geben  durch: 

<^«'l=«Iiyi  +«12^2  +  013^3 
(5)  6V^  =  flfjiy^  +  fl22y2  +  «23^3 

^^«'S  =  %yi  +  «32^2  +  «33^3- 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  1/1,1/2)  y^  wird  man  daher 
in  der  That  auch  zu  jeder  Geraden  v  einen  Pol  y  bestimmen  können, 
sobald  die  Determinante  der  Gleichungen  (5)  nicht  verschwindet. 
Diesen  letzteren  Fall  schliessen  wir  vorläufig  von  der  Betrachtung  aus 

:  I     und  werden  ihn  später  eingehend  behandeln:  wir  setzen  zunächst  stets 

r\     voraus,  dass 


a 


I 
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A  =     «21       ^22       ^23!   <0  • 
/■,  ^31       ^32      ^331 

,|  Diese    Determinante    des   Kegelschnitts    ist   von    ausserordentlicher 

"I      'Dichtigkeit;    sie    ist  symmetrisch,  d.   h.  die    symmetrisch    gegen   die 
[     Diagonalreihe    stehenden    Elemente    sind    einander   gleich,    und   ihre 
Unterdeterminanten  sind: 

^11   ^^  ^22^33  ^23    >       ^23  =  ^32  =  ^12^13  ^11  ^^23  7 

^22  =  ^33^'ll  ^31    >       ^31  =  "^13  =  ^2!  %T   ~~   ^22^13  > 

.33  ^^^  ^11^22  ~"  ^12    »       "^12  ^^^      .11  ^^^  ^:{i  ^':r>  ^.{3  ^^12  • 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (5)  ergibt  nun,  wenn  wir  q  für 
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(6)  Qy^  =  ^,2t;,  +  ^22«'2  +  ^n^3 

Qyz  =  ^13  «'l  +  ^23*^2  +  ^33  «'s  > 

wodurch  der  Pol  y  einer  Geraden  v  bestimmt  ist.  Um  diesen  Punkt 
auch  zu  construiren.  haben  wir  in  obiger  Weise  nur  die  Polaren  von 
zwei  Punkten  der  gegebenen  Geraden  zu  suchen ;  der  Pol  der  letzteren 
ist  dann  als  Schnittpunkt  jener  beiden  Polaren  nach  den  oben  ausge- 
sprochenen Sätzen  bestimmt.  Die  Gleichungen  (6)  können  uns  dazu 
dienen;  den  gegebenen  Kegelschnitt  als  Curve  zweiter  Klasse ;  d.  b. 
in  Liniencoordinaten  darzustellen.  Wir  haben  oben  gesehen,  dass  ein 
Punkt  der  Curve  selbst  auf  seiner  Polare  liegt,  und  dass  diese  dann 
Tangente  wird;  die  Gleichungen  (5)  zeigen  uns  nunmehr,  dass  dies  auch 
nur  für  Punkte  der  Curve  eintreten  kann,  denn  die  Bedingung: 

(7)  v^yi  +v^y.i  +  v^y^  =  0, 

welche  man  erhält,  wenn  man  die  Gleichungen  (5)  bez.  mit  y^^y^jV^ 
multiplicirt  und  addirt,  gibt  wieder: 

^wVx^  +  «22^2^  +  öTjjya^  +  2  0,2^1^2  +  2  «13^1^3  +  2a23y.^y3  =0, 
d.  h.  der  Punkt  y  liegt  in  der  That  auf  dem  Kegelschnitte.  Bilden 
wir  ebenso  aus  (6)  die  Bedingung  für  die  vereinigte  Lage  von  Pol 
und  Polare,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  für  die  Coordinaten  der 
letzteren;  und  dies  ist,  da  die  Polare,  wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist, 
zur  Tangente  wird,  die  Gleichung  der  Curve  zweiter  Ordnung  in 
Liniencoordinaten;  sie  wird: 

^11«!^  +  ^22*^2^  +  ^33  V  +  2.^,2  W,W2  +  2^,3«^  «3  +  2  ^23  «^2  «^3  ==  ^ ' 

Man  erhält  also  die  Gleichung  des  KegelschniUs  in  Liniencoordinaten 7 
wenn  man  in  seiner  Gleichung  in  Punklcoordinalen  die  x,  hez,  mil  def^ 
Ui  und  die  Coefficienten  mil  den  Unterdeterminanten  der  Determinante  ä^ 
Kegelschnitts  vertauscht. 

Wir  können  diese  Gleichung  übersichtlicher  darstellen  durch  dö^ 
Verschwinden  der  ^^?nit  den  u,  gei ander teri^'  Determinante*)  A  des  Kegel- 
schnitten : 

a,,     a,.,     a, 


1 


11     "!2     "la     "1 

^21       fh-2       ^^23       "2 

'•.w     f'n     ^'33     ^3' 


0, 


^^31        ^'^2       ^'33       W3 
W,         Wj        ^^3        ^i 

eine    Gleichungsform,    welche  man  direct  erhalten   kann,    wenn   xa^ 


*)  Die  f?erändort<'n  Poterminanton ,  welche  für  die  flymmctriachc  Durch* 
fiihriinj?  mancher  Rechnungen  sehr  wichtig  Bind,  wurden  von  Hesse  >in  die  «fl^' 
lyti-sche  Geometrie  einjjeführt. 
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Gleichimgen  (5)  zusammen  mit  (7)  als  ein  System  von  vier  in 
L  Grossen  Q,y\i  y^>y^  homogenen ^  linearen  Gleichungen  auffasst; 
I    aus  ihnen  letztere  Grössen  eliminirt. 

Die  Anwendung  des  Satzes  auf  die  uns  bekannten  einfachen 
ichungsformen  für  Ellipse  und  Hyperbel: 


ibt: 


±6' 

-1  = 

0 

1 

0 

0 

A  = 

0 

+i 

0|, 

0 

0      - 

-   1 

^n  "^  ^n 

=  ^23 

=  0 

+  if'  ^ 

[„  = 

2 
a«' 

^33  —  +  a.ji 

o: 


"11 

Es  wird  daher,  nach   Multiplication  mjt  ä^h^^  die  Gleichung  der 
llipse  in  Linieticooräinaten : 

ö«,|2^^2j,2_   1=0, 

md  die  der  Hyperbel  in  Liniencoordinaten: 

a'^u}  —  h'^v'^  —1=0. 
Dagegen  für  die  Parabel 

y2  —  2px  =  0 


wird: 

0       0 
^=      0        1 

-PI 
0 

alsov 

—  p    0 

0 

4, 

°=°  ^^33  °=  -^12  = 
=  — P^       ^13  = 

'  -^23  = 

=  ;>, 

=  0, 

and  es 

ist  die 

Gleichung 

der  Parabel  in 

Liniencoordinaten 

pv^  —  2«  = 

=  0. 

n.  Beziehungen  zur  anendlicli  fernen  Geraden.  —  Polardreiecke. 

Sehen  wir  nunmehr,  zu  welchen  Fragen  die  soeben  durchgefülirten 
•"»tersuchungen  Veranlassung  geben,  wenn  wir  statt  einer  beliebigen 
'^ßfaden  der  Ebene  die  unendlich  ferne  Gerade  in  ihren  Beziehungen  zu 
^•nem  Kegelschnitte  betrachten  (vgl.  p.  67).  Indem  wir  dabei  gleichzeitig 
^  Gebiet  unserer  bisherigen   Ueberlegungen  erweitem,   werden   wir 
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Gelegenheit  haben;  allgemeinere ^    von  dieser  ausgezeiclmeten  Geraden 
unabhängige  Verhältnisse  von  fundamentaler  Wichtigkeit  zu  berühren. 

Es  bietet  sich  zunächst  von  selbst  eine  Eintheilung  der  Curven  zwei- 
ter Ordnung,  für  die  -^4  ^  0  ist,  je  nachdem  sie  von  der  unendlich  fernen 
Geraden  in  zwei  rellen,  in  zwei  imaginären  oder  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  geschnitten  werden.  Andere  Fälle  sind  nicht  mög- 
lich; und  die  angeführten  werden  uns  dieselben  Haupttjpen  dieser 
Curven  wiedererkennen  lassen,  auf  welche  wir  durch  die  einleitenden 
Aufgaben  geführt  wurden.  Wir  bezeichnen  unter  diesem  Gesichtspunkte: 

als  Ellipse     eine  Curve,  welche  von  der  unendlich  fernen  Geraden 
in  zwei  imaginären  Punkten  geschnitten  wird, 

als  Hyperbel  eine  Curve,  welche  von  der  unendlich  fernen  Geradoi 
in  zwei  reellen  Punkten  geschnitten  wird, 

als   Parabel  eine  Curve,  welche  von  der  unendlich  fernen  Gerade» 
berührt  wird. 

Zu  einer  weiteren  Eintheilung  gibt  die  Frage  nach  dem  Pole  der 
unendlich  fernen  Geraden  Veranlassung.  Zieht  man  durch  ihn  eine 
beliebige  Gerade,  so  muss  diese  durch  den  Kegelschnitt  und  die  un- 
endlich ferne  Gerade  harmonisch  getheilt  werden ;  der  erwähnte  Pol 
liegt  also  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Schnittpunkten  der  Gert- 
den  mit  der  Curve,  d.  h.  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  halbvi 
alle  durch  ihn  gehenden  Sehnen.  Man  nennt  ihn  deshalb  den  Midd- 
punkl  der  Curve  zweiter  Ordnung,  die  durch  ihn  gehenden  Sehnen 
heissen  Durchmesser  der  Curve,  Ist  die  unendlich  ferne  Gerade  Tan- 
gente des  Kegelschnittes,  so  liegt  der  Pol  auf  ihr,  also  auch  unendlick 
fem.     Wir  unterscheiden  demgemäss: 

Curven  mit  Mittelpunkt:  Ellipse  und 
Hyperbel. 

Curven  ohne  Mittelpunkt:    Parabel. 

Im  Folgenden  beschränken  wir  uns 
zunächst  auf  die  Curven  mit  Mittelpuntt 
Um  hier  weitere  Relationen  zwischen  döi 
Durchmessern  zu  erhalten,  betrachten  vir 
die  unendlich  ferne  Gerade,  als  wenn  sie 
im  Endlichen  läge,  und  übertragen  dann 
nur  die  so  erhaltenen  Sätze.  Es  sei  f 
diese  Gerade  (vergl.  Fig.  21)  und  c  ihr 
Pol  in  Bezug  auf  die  vorliegende  Curve 
Ist  dann  a  ein  Punkt  auf  y,  so  liegt  der 
Pol  b  der  Linie  ac  ebenfalls  auf  y  und« 
ist  der  Pol  der  Linie  bc.  Ein  solckfi 
Dreieck  j  in  welchem  jede   Ecke  {a,  b,  c) 


Fig.  21. 
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der  gegenüberliegenden  Seite  (a,  /3,  y)  isk  nenmn  wir  ein  Polar- 
'  Dasselbe  enthält  drei  Willkürlichkeiten;  nämlich  die  Wahl 
iten  Ecke  hängt  von  der  Bestimmung  zweier  Constanten  (der 
laten)  ab;  sind  diese  beliebig  angenommen ^  so  kann  die  zweite 
Loch  auf  der  Polare  der  ersten  willkürlich  gewählt  werden^ 
ÄO  durch  eine  weitere  Gonstante  bestimmt  Wir  sprechen  dies 
so  aus:  Es  gibt  dreifach  unendlich  viele  Polardreiecke  zu  einem 
en  Kegelschnitte.  Um  ein  wirkliches  Polardreieck  zu  erhalten, 
an  nur  niemals  eine  Ecke  auf  der  Curve  liegen  oder  eine  Seite 
Ohren  lassen.  Aus  der  Definition  des  Polardreiecks  folgt  nun 
3lbar: 

e  von  einer  Ecke  eines  Polardreiecks  ausgehenden  Strahlen  werden 
ien  Kegelschnitt  und  die  gegenüberliegende  Seile  harmonisch  getheilt; 
lalistisch  entsprechend:  Zieht  man  von  einem  Punkte  der  Seite 
^olardreiecks  die  beiden  Tangenten  an  den  Kegelschnitt,  so  sind 
armofiisch  zu  der  Seile  selbst  und  der  Verbindungslinie  des  Punktes 
r  gegenüberliegenden  Ecke,  Unter  diesen  Strahlen  sind  auch 
al  die  durch  die  betreJBFende  Ecke  gehendeji  Seiten  des  Dreiecks 
und  die  von  ihr  an  die  Curve  gelegten  Tangenten.  Zwei  Seiten 
reiecks  stehen  zu  einander  also  in  ganz  reciproker  Beziehung: 
le  (a)  theilt  die  Strahlen  durch  b,  die  andere  {ß)  die  durch  a 
lisch.  Man  nennt  daher  zwei  solche  Geraden,  bei  denen  der  Pol 
len  auf  der  andern  liegt,  conjugirte  Polaren  in  Bezug  auf  den 
hnitt. 

ehmen  wir  nun  als  eine  Seite  y  eines  Polardreiecks  die  unend- 
me  Gerade;  so  gehen  die  andern  beiden  durch  den  Mittelpunkt 
Curve;  sie  sind  dann  conjugirte  Durchmesser  derselben.  Man 
it  darunter  überhaupt  zwei  Gerade,  bei  denen  der  unendlich  ferne 
der  einen  der  Pol  der  andern  ist.  An  Stelle  der  harmonischen 
Qg  tritt  dann  die  Halbirung  der  betreffenden  Sehnen ,  an  Stelle 
rahlen  durch  a  die  Gesammtheit  der  zu  ß  parallelen  Geraden, 
i  Satz  können  wir  daher  folgendermassen  aussprechen:  Von 
inander  conjugirten  Durchmessern  halbirt  jeder  die  zu  dem  andern 
len  Sehnen,  und  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  jeden 
xrallel  zu  dai  Sehnen,  welche  er  halbirt. 

vei  conjugirte  Polaren  sind  immer  harmonisch  zu  den  beiden 
rem  Schnittpunkte  an  die  Curve  gelegten  Tangenten,  denn  die 
ningspunkte  der  letzteren  liegen  harmonisch  zu  den  Polen  der 
Polaren.  In  jedem  Strahlbüschel  kann  man  unter  Benutzung 
Bemerkung  zu  einer  beliebigen  Geraden  die  conjugirte  Polare 
liren.     Ist  der  Punkt  insbesondere   der  Mittelpunkt  der  Curve, 
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Alle  Paare  conßigirler  Durchmesser  liegeti  harmonisch  zu  den  beiden 
„Asymptoten^'  der  Curve,  d,  h.  zu  den  beiden  Tangenten  derselben  w 
ihren  Schniltpunklen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden, 

Jedem  Kegelschnitte,  der  einen  Mittelpunkt  hat,  kommen  zwei 
solche  Asymptoten  zu,  die  Verbindungslinien  des  Mittelpunktes  c  (vergl. 
Fig.  21  auf  p.  80)  mit  den  beiden  unendlich  fernen  Punkten  o  und  o'. 
Je  nachdem  die  letzteren  reell  oder  imaginär  sind,  sind  es  auch  die 
Asymptoten;  also  nur  bei  der  Hyperbel  sind  diese  Linien  wirklich  zd 
zeichnen  (vergl.  p.  9).  Für  die  Ellipse  ist  dies  nicht  der  Fall;  die 
angeführten  Sätze  gelten  hier  jedoch  ebenso,  da  die  analytischen  Ope 
rationen  dieselben  sind.  Lassen  wir  insbesondere  den  einen  Durct- 
messer  eines  Paares  in  eine  Asymptote  hineinfallen,  so  fallt  nach  den 
Gesetzen  der  harmonischen  Theilung  auch  der  conjugirte  DurchmesBer 
in  dieselbe  Gerade;  also:  Jede  Asymptote  ist  ein  sich  selbst  conjugirltr 
Durchmesser.  Halbirt  dagegen  der  eine  Durchmesser  den  Winkel  zwi- 
schen den  beiden  Asymptoten,  so  halbirt  der  andere  als  vierter  hir 
monischer  Strahl  den  Nebenwinkel,  d.  h.  Jede  Curve  zweiter  Ordnwf§ 
hat  zwei  zu  einander  rechtwinklige  conjugirte  Durchmesser^  y^die  Hmfl' 
axen  der  CurveJ' 

Die  soeben  angestellten  Ueberlegungen  zeigen  deutlich,  wie  t«^ 
theilhaft  die  Einführung  der  unendlich  fernen  Geraden  für  die  geoiM- 
trische  Betrachtung  ist,  indem  wir  gewisse  metrische  Beziehungen»!» 
besondere  Fälle  allgemeinerer  Relationen  erkannten.  Auch  in  fa 
analytischen  Behandlung  dieser  Dinge  werden  uns  im  Folgenden  die 
Vortheile  der  erwähnten  Anschauungsweise  entgegentreten.  Um  & 
gefundenen  Beziehungen  auch  hier  zu  verwerthen,  kehren  wir  o 
rechtwinkligen  Coordinaten  zurück,  bei  denen  ja  die  unendlich  ferne 
Gerade  eine  ausgezeichnete.  Stellung  einnimmt.     Wir  setzen  also 

«j  =  n  ,     Wj  =  V  ,     Mg  ==  1 . 
Alsdann  werden  die  Gleichungen  zwischen  Pol  und  Polare: 

QU  =  a^^x  +  r/,2?/  +  (tn         Ox  =  A^^u  +  A^.^v  +  A^^ 
(1)  QV  =  a.^^x  +  a.^^y  +  a,.^         öt/  =  A.,^u  +  A^.,v  +  A.^^ 

Q  1  =  ^f-M  -^  +  «32^  +  ^.'.:i  ^  1  =  4n  w  +  ^32^  +  ^33  y 

wo  //;a  =a/.i,   Aiu=  Ai,iy    und  wo  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Dete^ 
niinante  der  «a-  nicht  verschwindet. 

Die  Abschnitte  der  unendlich  fernen  Geraden  auf  den  Coonfr 
natenaxen  sind  unendlich  gross;  daher  verschwinden  die  negatife« 
reciproken  Worthe  derselben,  d.  h.  für  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade ist: 

u  =  i)j     «;  =  (). 
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Wegen  (1)  werden  demnach  die  Coordinaien  ihres  Poles,  des  Miltel- 
nkies  der  Curve: 

^  --B    ^»  s=s  £!i^l8_Zlfl»^M  . 

Sollten  /f,2,  A^^,  A^^  sämmtlich  verschwinden,  so  würde  auch 
1  =  0  sein,  was  wir  ausgeschlossen  haben.  Der  Mittelpunkt  ist  also 
mmer  bestimmt;  nur  rückt  er,  wenn 

3)  ^33  =  0 

»t,  in's  Unendliche;  dies  ist  also  die  Bedingung  für  die  Parabel, 

Dieselbe  Bedingung  erhält  man  direct,  indem  man  das  Verhalten 
äer  unendlich  fernen  Geraden  zur  Curve  untersucht;  es  ergeben  sich 
90  die  analytischen  Crilerien  zur  Unterscheidung  von  Ellipse,  Hyperbel 
WM?  Parabel.  Wir  legen  durch  den  Anfangspunkt  eine  beliebige 
Gerade,  welche  den  Winkel  a  gegen  die  ^-Axe  bilden  möge.  Sie 
achneide  die  Curve  in  der  Entfernung  r  vom  Anfangspunkte;  dann 
ist  für  diesen  Schnittpunkt: 

X  =  r  cos  a ,    y  =  r  sin  cc. 

Die  zugehörigen  beiden  Werthe  von  r  ergeben  sich,  wenn  wir 
mittelst  dieser  Gleichungen  die  Gleichung  des  Kegelschnittes: 

a^^x^  +  «22^^  +  «.^3  +  2flr,2a:y  +  2a^^x  +  2^23^  +1=0 
Qiformen.    Es  wird  dadurch: 

IV  r^  (ö,j  cos^  a  +  «22  s^^^  a  +  2fl,j  sin  «  cos  a) 

-}-  2r  (aj3  cos  a  -f-  a.^^  sin  a)  +  a^^  =  0. 

Legen  wir  umgekehrt  r  einen  bestimmten  Werth  bei,  so  ergibt 
ih  hieraus  der  zugehörige  Winkel  a,  welcher  übrigens  reell  oder 
>aginiir  ausfallen  kann.  Jedenfalls  hat  die  Curve  aber  zwei  unend- 
h  ferne  Punkte,  und  wir  erhalten  daher  die  nach  ihnen  gehenden 
c^hlep,  d.  h.  die  Asymptoten  der  Curve,  wenn  wir  r  =  00  setzen, 
idurch  wird  die  Gleichung  (4): 

^,,  cos^  a  -|-  2flr,2  sin  a  cos  a  +  a.^^  sin^  a  =  0 , 
o 

tansr  a  =  --'^^^-i-^-i^— -*'-'*^  =  ^^^'^  ^  '^JZ-il??  • 
o  «21  «22 

Die  beiden  Asymptoten  sind  demnach  reell,  imaginär  oder  zu- 
nmenfallend,  je  nachem  A.^.^  negativ,  positiv  o<ler  Null  ist.  Wir 
ben  also  die  folgenden  Kennzeichen  für  die  uns  bekannten  Kegel- 
mitte: 

c* 
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>^3.,>  0  :  FMipse^ 

A^^  =  0  :  Parabel  j 

^33  <  0  :  Hyperbel. 
Die    Bedingung  für  die  Parabel  ist  somit  in   der  That  mit  der 
oben  gefundenen   identisch;  man   erhält  dieselbe  endlieh  auch,  weiui 
man  von  der  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  Liniencoordinaten  aus- 
geht.   Diese  ist: 

Soll  die  Curve  von  der  unendlich  fernen  Geraden  berührt  werden,  » 
muss  diese  Gleichung  für  u  ==  0  und  t;  =  0  erfüllt  sein,  und  wir  er- 
halten wieder  die  Bedingung: 

^33=0. 

Durch  (5)  sind  uns  zunächst  nur  die  Richtungen  der  Asymptotes 
gegeben;  da  dieselben  aber  durch  den  Mittelpunkt  gehen  müssen,  so  i 
sind  sie  dadurch  völlig  bestimmt.     Wir  können  also  auch  ihre  Glei-  ^ 
chungen  unmittelbar  aufstellen.  Um  die  beiden  ihnen  parallelen  Genubi 
durch  den  Anfangspunkt  zu  finden,   brauchen  wir  nur  die  höehistM 
Tenne  der  Gleichung  in  Punktcoordinaten  gleich  Null  zu  setzen: 

(ü)  ^/^,^'^  +  2«,2^y  +  «22^^  =  0; 

denn  es  folgt  daraus  wieder: 

(7)  ■'=-'"'±-^-^  =  tanga, 

und  dies  sind  dann  die  Gleichungen  der  beiden  Linien.  Diese  Be 
Stimmung  kommt  darauuf  hinaus,  dass  man  die  Verhältnisse  to 
Coordinaten  ihrer  unendlich  fernen  Punkte  aufsucht.  Machen  ^ 
nämlich  die  üleichung  der  Curve  für  den  Augenblick  wieder  homogen; 

indem  wir  —  ,  ^*  statt  x,  y  setzen,  so  erhalten  wir  die  Schnittpunkt« 

des  Kegelschnittes  mit  der  unendlich  fernen  Geraden,  wenn  wir  jCs* 
nehmen;  dies  gibt  aber  gerade  die  Gleichung  (6).  Die  Asymptol« 
selbst  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichung  der  zu  den  Geraden  0 
parallelen  Linien  sucht,  die  durch  den  Mittelpunkt  S,  ly  gehen,  ö* 
Aufgabe,  welche  wir  früher  gelöst  haben  (vergl.  p.  26).  ünmittelbtf 
werden  sie  durch  (7)  dargestellt,  wenn  der  Mittelpunkt  mit  d«B» 
Coordinatenanfangspunkte  zusammentallt.  Letzteres  ist  der  Fall  bei 
den  Gleichungsformen  der  Kegelschnitte,  auf  die  wir  bei  Behandlung 
der  einleitenden  Aufgaben  geführt  wurden,  und  die  wir  dort  «b 
Ellipse  und  Hy])er])el  bezeichnet  haben,  nämlich: 

^*  -  ^'  _  1  =  0 
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3  ist  hier  für  die  Ellipse; 

^^33  =  ^«;  alsa>0 
ir  die  Hyperbel: 

^;i3===  — i4a.  also  <Ü. 

Unter  den  nach  ihren  Beziehungen  zur  unendlich  fernen  Geraden 
's  Ellipse  und  Hyperbel  bezeichneten  Curven  sind  also  jedenfalls  die 
iuher  so  genannten  enthalten.*)  Die  Gleichung  (6),  welche  das  Fro- 
net der  Asymptoten  darstellte,  zerfällt  hier  unmittelbar  in  zwei 
neare  Factoren;  wir  erhalten  für  die  Asymptoten  der  Ellipse: 

(i+.-fe)(f -,-/.,)-». 

Sr  die  der  Hyperbel: 

(f+f)(f--0-^- 

Für  die  früher  als  Parabel  bezeichnete  Curve 

y2  =  2px  =  0 
haben  wir: 

^e  es  auch  nach  unserer  neuen  Definition  sein  muss.  Dieselbe  hat 
keinen  Mittelpunkt  und  in  Folge  dessen  auch  keine  eigentlichen 
Asymptoten.  Die  Gleichung  (6)  gibt  uns  vielmehr  nur  die  doppelt 
wählende  Richtung  nach  dem  einen  unendlich  fernen  Punkte,  indem 
«fe  übergeht  in 

y^  =  0. 

Wir  wollen  nun  im  allgemeinen  Falle  ebenfalls  den  Mittelpunkt 
^  Anfangspunkt  einführen  und  dann  insbesondere  zwei  conjugirte 
Durchmesser  zu  Goordinatenaxen  wählen,  üebef  die  Form  der  so 
^^tstehenden  Eegelschnittgleichung  können  wir  uns  im  Voraus  eine 
'Orstellung  machen,  wenn  wir  von  einem  beliebig  gelegenen  Polar- 
f^iecke  ausgehen.  Ein  solches  haben  wir  dadurch  charakterisirt,  dass 
^e  Seite  Polare  der  gegenüberliegenden  Ecke  sein  soll. . 

Setzen  wir  nun  in  der  allgemeinen  Gleichung: 

EaikXiXk  =  0 
Wa  0*3  =  0;  so  gibt  der  übrig  bleibende  Theil  derselben: 

^11^1^  +  20^2^1  ^2  +  ^22^'2^  =  ^^ 

^  Product  der  beiden  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte   der  Curve 

*)  Daös  beide  Definitionen  auch  völlig  identisch  sind,   wird  sich  im  Folgen- 
n  ergeben. 
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und  der  Seite  0:3  =  0  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  verbi 
Diese  Gleichung  wird  dann  in  zwei  lineare  Factoren  von  der  Fe 

x,  —    1X2  =  0 
und  o;,  —  mx^  =  0 

zerfallen.  Soll  nun  das  Coordinatendreieck  ein  Polardreieck  sei 
müssen  diese  Linien,  welche  den  Pol  mit  den  Schnittpunkten 
Curve  und  Polare  verbinden.  Tangenten  des  Kegelschnittes  sein 
harmonisch  gegen  die  durch  ihren  Schnittpunkt  gehenden  Seite 
Coordinatendreiecks  liegen.     Es  folgt  daraus^ 

w  =  —  /, 
so  dass   die  Gleichung    des   Productes    der  beiden  Strahlen    vo: 
Form  wird: 

Soll  letztere  nun  mit  der  Gleichung: 

«11^1^ +  2rt,ia:,a;,,  + 022  V 
identisph  sein,  so  darf  also  in  der  Kegelschnittgleichung  bei  dieser ' 
dinatenbestimmung  ein  Glied  2a^2^YX2  nicht  vorkommen.  Genat 
selben  Ueberlegungen  lassen  sich  für  die  andern  beiden  Ecken  des 
ecks  anstellen;  auch  die  Glieder  mit  x^x^  und  X2X^  müssen  fortfe 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts  enthält  nur  noch  die  Quadrate,    Sie  ' 

(8)  df,  x;^  +  ^2  ^2^  +  «3^3^  =  ^  > 

und  in  diese  Form  ist  sie  auf  dreifach  unendlich  viele  Artei 
bringen,  da  die  Wahl  des  Polardreicks  von  drei  Willkurlichb 
abhängt.  Dieselbe  Gestalt  muss  auch  übrig  bleiben,  wenn  x.^  =  <j 
unendlich  ferne  (lerade  wird,  und  die  beiden  anderen  Seiten  demi 
zu  conjugirten  Durchmessern  werden.  Wir  haben  dann  nur  zu  set 
.r,  =  X ,     0:2  =  y  i     x^=  \. 

Um  den  Uebergang  von  der  allgemeinen   Gleichungsform  zu 
eben    erwähnten  wirklich   durchzuführen,    verlegen   wir  zunächst 
Anfangspunkt    in    den    Mittelpunkt.      Alsdann    werden    die   X- 
>'-Axe    harmonisch  von  der  Curve  und  der  unendlich  fernen  Gera 
geschnitten;   es   fallen   also   die   Glieder  mit  .r, o:.,   und  ^^0^:3  oder 
X  und  y  schon    heraus,   und   es   bedarf  nachher  nur  noch   einer  i 
hung  des  Coordinatensystcms. 

Setzen  wir  zu  dem  Zwecke: 

.t'j  =x  =  X   +  l 


wo 


.r. 

=  y  = 

u 

+ 

»2 

.r., 

=  1, 

1  = 

"  ',3 ' 

n 

= 

.4,, 
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i   Coordinateu  des  Mittelpuuktes  sind,  so   wird  uacli  den  Gesetzten 
r  Deieruiiuiintentheorie: 

«lli  +  «12^  +  «13  =  0 

«216  +  ^22^  +  ^23  =  0 

«3ig  +  «321?  +  a33=-^ii^+^-^»«+"33^^»3 

.her  hat  man: 

a^^x  +  0,2^  +  «13  =  «11^'  +  «12^ 

«21^  +  «22^  +  «23  =  «21^'  +  «22^' 

«31-^  +  «32^  +  «33  =  «31^'  +  «32^    +  T"  ' 

■^33 

Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  ^un  links  bez.  mit  x,  y j\, 
chts  mit  .c'  +  5,  y' +  1?;  1  und  addiren,  so  erhalten  wir  unter 
enutzuug  der  Gleichungen  (9)  zwei  verschiedene  Ausdrücke  für  die 
oke  Seite  der  Curvengleichung,  und  diese  selbst  wird  (o:,  =  x, 
j  =  y,  0:3  =  1): 

10)         0=2:  üikXiXk  =  Äna;'2  +  ^/.^^y'^  ^  2  a^^xy  +  -j  - 

■^33 

Es  sind  die  Terme  mit  x',  y  fortgefallen,  während  die  ersten 
jlipder  sich  nicht  geändert  haben.  Natürlich  müssen  wir  hier  den 
Wl  der  Parabel  (^33  =  0),  wie  es  ja  auch  oben  geschah,  ausschliessen, 
la  für  sie  das  letzte  Glied  unendlich  gross  wird  und  (geometrisch)  ihr 
Mittelpunkt  unendlich  weit  liegt.  Das  Verschwinden  d6r  Determinante 
^  dagegen  würde  uns  nicht  hindern,  die  analytischen  Operationen  in 
Bfselben  Weise  durchzuführen;  nur  die  geometrische  Bedeutung  der- 
'Iben  wird  eine  andere;  wir  werden  darauf  später  zurückkommen.    . 

Zur  Vereinfachung  unserer  Gleichung  geben  die  coujugirten 
Urchmesser  naturgemässe  schiefwinklige  Coordinatensysteme.  Wir 
ölleu  daher  zunächst  die  analytische  Bedingung  für  ein  solches 
Urchmesserpaar  aufstellen.  Nehmen  wir  die  Gleichung  der  Curve  in 
•r  reducirten  Form: 

{))  a^^x'  +  2ay^xy  +  a^^y''  +  A  =  0 

,  so  wird  die  Bedingung,  dass  ein  Punkt  x,  y  auf  der  Polare  eines 
luktes  x,y    liegt,  ausgedrückt  durch r 

0  =  a^^xx  +  a^^yy  +  a,^  {xy  +  yx)  +  ^     =0. 

Sollen  diese  Punkte  unendlich  fern  liegen  und  so  die  Richtungen 
weier  conjugirter  Durchmesser  angeben,  so  müssen  r,  r  unendlich 
roös  werden,  wenn  man  setzt: 
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X  =  r  cos  «  ,     .r'  =  / '  cos  n 

y  =  r  sin  «  ,     V=  ''  si^i  «'• 

Di«  Gleichung  (10)  geht  dadurch  für  r  =  r  =  oo  über  in: 

0  =  rtj  j  cos  «  cos  «'  +  äf,2  (cos  a  sin  «'  +  sin  a  cos  «')  +  a^.^  sin  « sin  «'. 

Zwischen  den  Richtungswinkeln  a,  a  von  zwei  conjugirten  Durch- 
messern besteht  also  die  Gleichung: 

(11)  tang«'  =  -?«A^^*5??^. 

Für  «  ==  «  geht  hieraus  wieder  die  Bedingung  (5)  für  den  Win- 
kel einer  Asymptote  gegen  die  X-Axe  hervor;  und  in  der  That  habeo 
wir  gesehen  y  dass  eine  Asymptote  als  sich  selbst  conjugirter  Durch- 
messer aufgefasst  werden  kann. 

Zunächst  liegt  die  schon  früher  berührte  Frage  nahe,  ob  es  unter 
den  Paaren  conjugirter  Durchmesser  ein  solches  giebt,  in  welchem  der 
eine  zum  andern  rechtwinklig  ist.  Die  Möglichkeit  dieses  Falles  haben 
wir  schon  oben  erkannt;  wir  werden  aber  auch  nachweisen,  dass  es 
immer  nur  ein  reelles  System  der  Art  gibt. 

Da  dann  a  =  90*^  +  «  sein  muss,  wird  die  Gleichung  (11): 

(12)  taiig2a  =  — ^^^  . 
Die  Werthe  von  a,  welche  sich  hieraus  ergeben; 

unterscheiden  sich  nur  um  rechte  Winkel;  sie  geben  also  immer 
dasselbe  System,  nur  in  seinen  verechiedenen  Beziehungsweisen;  Ah. 
t'.s*  ffibt  immer  ein  und  nur  ein  System  zu  einander  rechtwinkliyer  cm' 
jugirter  Durchmesser.  Wir  bezeichnen  sie  als  die  Hauptaxcn  dö 
Kegelschnitts. 

Der  einzige,  hier  mögliche  Ausnahmefall  tritt  ein,  wenn  gleich- 
zeitig 

und 

a,,  =  0 

ist.     Die  (irleichung  (10)  dos  Kegelschnittes  hat  dann  die  Form: 

X-  -|-  ?/*  =  Const. ; 
sie  stellt  also  einen  Kreis  dar.    Für  ihn  wird  der  W^inkel  «  unbestimmt 
es  gibt  also  unendlich  viele  Pa<ire  conjugirter  Durchmesser,  welche  i 
einander  rechtwinklig  st<^hen,   und   in  der  That  tritt  dies  beim  Kreis 
immer  ein. 
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Um  die  durch  (12)  bestimmten  conjugirteu  Durchmesser  uun- 
lehr  wirklich  als  Coordinatenaxen  einzuführen,  setzen  wir  (vgl.  p.  61): 

x  =  X  cos  a  —  y'  sin  « 
y  a»  a;'  sin  a  -|-  y  cos  a. 

Durch  diese  Substitution  muss  die  Gleichung  <ler  Curve  nach 
useren  obigen  Bemerkungen  von  der  Form  (8)  werden,  wenn  man 
arin  .r,  =  .t,  x2  =  y,  0:3  =  1  setzt.    Es  muss  also  in  der  reducirten 

brm 

[0)  a„x'  +  «„y*  +  2a^,xfj  +^^=-0 

ich  das  Glied  mit  xy  herausfallen,  und  dies  ist  in  der  That  der 
all.  Führen  wir  nämlich  die  Substitution  (13)  aus,  so  wird  der 
oeflicient  von  xy  in  der  neuen  Gleichung: 

cos  a  (ajj  sin  CK  +  öjj  ^^^  ^)  —  sin  a  (öf,j  cos  cc  +  a^^  sin  «) , 

id  dies  verschwindet  wegen  (11),  wo  wir  «  =  «'  +  90^  zu  setzen 
tben.    Wir  können  also  setzen: 

jv  Oll  cw  a -i- Ofm  iin  et        a^^  cos  a -{■ /if»  sin  a  • 

^  cos  a  sm  ce  ' 

ler: 

(äf,!  —  X)  COS  a  +  «,2  sin  a  =  0 

a^2  cos  a  +  («12  —  A)  sin  a  =  0. 

Wenn  wir  aus  diesen  Gleichungen  cos  cc  und  sin  a  eliminiren,  so 
>rden  wir  auf  eine  sehr  wichtige  quadratische  Gleichung  für  A  ge- 
lirt,  deren  Wurzeln  unmittelbar  die  Coefficienten  von  x'^  und  y'^  in 
r  transformirten  Gleichung  darstellen.  Die  erwähnte  Elimination 
gibt  nämlich: 


5)  ,  »1       "       "<2 


=  0, 


er  entwickelt: 

A^  —  («,,  +  «22)  ^  +  «II «22  —  «12'  =  0. 
Sind  X,n  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  entspricht  einer  jeden 
1   ihnen  nach  (14)  ein  Werth  von   a;   und  beide  Werthe  können 
fi  nur  um  90®  von  einander  unterscheiden,  wenn  das  Glied  mit  .ry 
tfallen  soll.     Für  [i  haben  wir  daher  die  Relationen: 

r/,^  sin  a  —  a^y  cos  a  =       /i  sin  a 
flf,2  sin  «  —  o-i'i  ^^^  ^  ^^  —  i^  cos  a , 
se  Gleichungen  liefern  zusammen  mit  den  Gleichungen  (14): 
«,,  cos  a  -}-  ^12  sin  a  =  X  cos  a 
^/,2  cos  a  +  flTj.,  sin  «  =  A  sin  a 
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die  zur  Ausführung  der  Trausformatiou  nöthigeu  Hiilfsiuittel.  ^ 
multipliciren  die  erste  und  zweite  bez.  mit  x  und  y  und  addiren;  * 
gibt  wegen  (13): 

(a,j  sin  a  —  «,2  ^^^  ^)  ^  -h  (^12  sin  a  —  a^^  ^^^  «)  y  =  —  f*y ; 

und  wenn  man  ebenso  mit  der  dritten  und  vierten  Gleichung  verfa 
erhält  man: 

(«,,  cos  a  +  a^2  sin  a)  o;  +  (0,2  cos  a  +  ^22  ^^^  ^)  y  =  ^^ ' 

Multipliciren  wir  weiter  die  erste  der  beiden  letzten  Gleichungen 

y  =  —  X  sin  a  +  y  cos  a , 
die  zweite  mit 

a;'  =  o;  cos  a  +  y  sin  a , 

so  findet  man  durch  Subtraction  beider: 

und  also  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  der  trausformi 
Form : 

(16)  '  Xx^  +  fiy^  +  -^^0. 

In  der  That  geben  uns  demnach  die  Wurzeln  der  Gleichung 
die  Coefficienten  der  neuen  Gleichung.  Diese  Bestimmung  derse 
bleibt  auch  noch  für  den  oben  erwähnten  Ausnahmefall  gültig, 
tfj,  =  flr22  und  ^/,2  ^^^  ^' 

Die  beiden  Wurzeln  X ,  ft  müssen  aber  auch  immer  reell  s 
denn  wir  haben  oben  gesehen,  dass  es,  so  lange  nicht  ^  =  0,  ( 
^.jj  =  0  ist,  immer  ein  Paar  reeller  Hauptaxen  gibt.  Wir  kou 
dies  auch  einfach  in  folgender  Weise  nachweisen:  Die  Auflösung 
Gleichung  (15)  gibt: 

liier  steht  unter  dem  Wurzelzeichen  die  Summe  von  zwei  Quadra 
also  stets  ein  positiver  Ausdruck,  so  lange  wir  die  Coefficienten 
Kegelschnittgleichung  als  reelle  Grössen  voraussetzen. 

Untersuchen  wir  nunmehr  näher,  welche  Curven  in  der  ( 
chuugsform  (16)  enthalten  sind.     Wir   können   dieselbe   in  der  Fe 

_^  .  +  _y'*_=l 

A       ' A 

schreiben,  und  erhalten  dann  unmittelbar  eine  Eintheilung  der 
treffenden  Curven,  welche  im  Wesentlichen  mit  unserer  Iruh 
übereinstimmt  (vergl.  p.  85).     Das  Product  der  Nenner: 
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nämlich  immer  dasselbe  Vorzeichen,  wie  das  Product  A/t.  Das 
«re  ist  nun  identisch  mit  A^^,  denn  A,  /t  sind  die  Wurzeln  der 
chuDg  (15);  d.  h.  es  ist 

Afi  =  «1,  a,2i  —  «12^  =  ^33 . 

Theilen  wir  also  die  Curven  nach  dem  Vorzeichen  des  Products 
Coefficienten  von  x^  und  y^  ein,  so  ist  dies  dasselbe,  als  ob  wir, 
oben,  nach  dem  Vorzeichen  von  A^^  eintheilten.     Die  hier  mög- 
3n  Fälle  sind  im  Folgenden  zusammengestellt: 

I)  -^33  >  0;  A,  fi  haben  gleiche  Zeichen. 
--^=.    a\     -i^=       b^:  Ellipse, 

*  ^33  ."-  -«83 

A  A 

—  ■— i-  =  —  a^, =  —  b'^ :  Imaginäre  Ellipse. 

*  -«33  ^  -^83 

II)  ^33  <  0;  A,  |[A  haben  ungleiche  Zeichen. 

—  — -  ==       «2, —  =  —  ^2  .  Hyperbel j  welche  von  der  Jf-Axe 

**  in    reellen  Punkten    getroffen 

wird, 

—  j-j-  =  — -  e|2^ -_-       ^2  j  Hyperbel,  welche  von  derJ^-Axe 

**  **  in   reellen   Punkten  getroffen 

wird. 
Die  beiden  letzteren  Curven  sind  nur  durch  die  Bezeichnung  der 
dinatenaxen  von  einander  verschieden.  Wir  haben  also  nur  drei 
j  zu  unterscheiden,  von  denen  uns  die  der  beiden  reellen  Curven 
Q  bekannt  waren,  und  es  gibt  keine  anderen  Kegelschnitte  mit 
Ipunkt,  Auf  die  imaginäre  Ellipse  werden  wir  im  Folgenden  nicht 
?r  eingehen;  es  mag  hier  nur  darauf  hingewiesen  werden,  dass 
Mittelpunkt  sowohl,  wie  ihre  Hauptaxen  reell  sind,  dass  sie  hin- 
n  keinen  reellen  Punkt  hat;  die  Polare,  welche  sie  einem  reellen 
cte  zugeordnet,  ist  aber  jedesmal  reell. 

Die  Hauptaxen,  auf  welche  sich  in  den  letzten  Untersuchungen 
r  Interesse  vorwiegend  richtete,  sind  nur  ein  besonders  ausge- 
netes  Paar  von  conjugirten  Durchmessern;  es  liegt  daher  nahe, 
)ehandelte  Problem  zu  dem  folgenden  zu  erweitern:  Es  sollen  mit 
r  solcher  conjugirter  Durchmesser  derartig  schiefwinklige  (nicht  homo- 
Coordinaten  eingeführt  werden,  dass  die  Curvenglcichung  eine  mög- 
einfache  wird.  Als  Ausgangspunkt  dient  uns  dabei  die  nunmehr 
nnene  einfache  Gleichungsform: 


—  4-  ^'  —  1  =  0 
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welche    zunächst    allerdings    nur   eine    reelle   Ellipse   darstellt 
brauchen  aber  die  folgenden  Erörterungen  nur  fQr  diese  durchzufG 
die  entsprechenden  Resultate  für  die  Hyperliel  ergeben  sich  dann 
fach,  wenn  wir  b  durch  b  •]/  —  {  ersetzen. 

Da  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  immer  mit  der  unei 
fernen  Geraden  zusammen  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  S 
schnitt  bildet,   so  kann  durch  Einführung  derselben  als  Äxen 
schiefwinkligen  Coordinatensystems  die  Form  der  Gleichung  (l) 
geändert  werden.     Wir  führen  die  neuen  Goordinaten  nach  frül 
Ausführungen  (vergl.  p.  61)  ein  mittelst  der  Gleichungen: 

X  =  X  cos  a  +  y  coä  ß 
y  =  x  sin  a  +  y  sin  /J  , 
wo 

(3)  /J  —  «  =  w 

gleich  dem  Winkel  ist,  welchen  die  betreffenden  conjugirten  Di 
messer  einschliessen.  Die  Gleichung  (l)  geht  durch  diese  Substih 
über  in: 

(4)  ^+^^-1  =  0, 

denn  der  Coefficient  von  x'y  muss  nach  einer  oben  gemachten 
merkung  verschwinden,  d.  h.  es  ist: 

008  a  cos  ß    ,    siu  CK  sin  fi        /^ 

(o)  --     -, +  -- ^r-    =*"• 

Die  Grössen  p  und  q  in  (4)  dagegen  sind  definirt  durch  die  Gleichun 

1   008*  a     ,    sin*  a 

;i«  i*        r"6«" 


(6) 


1   cos«  ß    ,    8iii*p 


9' 

Ihre  geometrische  Bedeutung  ist  unmittelbar  klar:  p  und  q 
die  Längen  der  beiden  conjngirten  Durchmesser  (gemessen  vom  Anfa 
punkt«  bis  zum  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitte).  Setzen 
nämlich  o;'  =  0,  so  wird 


und  ebenso  für  y  =  0: 


y'  =  f 


x"^  =  p^ , 


Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  lassen  uns  also  diese  Längen 
denen  der  Hauptaxen  berechnen;  (5)  dagegen  ist  die  Form,  w< 
die  zwischen  zwei  conjugirten  Durehmessern  bestehende  Rel 
(Gleichung  (11)  auf  p.  88)  bei  unserer  Coordinatenwahl  annimmt. 
Winkel  «,  ß  sind  durch  (3)  an  den  von  den  conjugirten  Durclinie: 
eingeschlossenen  Winkel  gebunden ;  um  sie  bei  gegebenem  u  direc 
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echnen^    verfahren    wir    folgendermassen.     Wir   haben    die    Glei- 
ingen: 

cos  a  cos  /J  +  sin  a  sin  ß  =  cos  u 


d  daraus  folgt: 


cos  a  cos  (3  ^^  sin  et  sin  p ^^ 

a^  I  IF        ~  ^ ' 

COS  a  cos  Ä  =  -Y — Ti  cos  u 
^        a*  —  o' 

sin  a  sin  /3  =  ."^  .,  cos  u  , 

30,  wenn  man  subtrahirt: 

)  cos(a  +  /J)  =  ^_^^,cosi/. 

Diese   Gleichung   gibt  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe 
r  filr  CK  +  i'  5  "°^  daraus  folgt  wegen  (3)  : 

—  U  ±  V 

8  =  "^^^. 

2 

Wir  erhalten  demnach,  wie  es  bei  der  Symmetrie  der  Curve  gegen 
i  Hauptaxeu  zu  erwarten  war,  zwei  Systeme  von  conjugirt^n  Durch- 
Jssem,  deren  eines  das  Spiegelbild  des  andern  in  Bezug  auf  die 
laptaxen  ist,  denn  der  zweite  Werth  von  ß  ist  dem  ersten  von  «, 
r  zweite  von  a  dem  ersten  von  ß  gleich  und  entgegengesetzt. 

Bei  der  Ellipse  sind  diese  Lösungen  jedoch  nur  reell,  so  lange: 

.__  fl»  —  ^t 

Vf  ir  erhalten  hier  also  eine  Grenze  für  den  Winkel  u :  der  kleinste 
inkel^  welchen  die  conjugirten  Durchmesser  bilden  können,  ist  he- 
mmt durch: 

»raus  man  findet: 

e  beiden  conjugirten  Durchmesser  sind  dabei  in  diesem  Falle  die 
agonalen  des  der  Ellipse  parallel  zu  den  Hauptaxen  umgeschriebenen 
chtecks;  ihr  Winkel  wird  von  den  Hauptaxen  halbirt.  Es  ist  hier 
ner: 

cos  (a  +  /3)  =  l  ; 
»: 

a  +  /3  =  0, 
h.  die  beiden  so  bestimmten  Durchmesser  sind  zu  sicli  selbst  syuime- 
sch  gegen  die  Hauptaxen. 
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Bei  der  Hyperbel  findet  sich  ein  derartiger  Grenzfall   nicht 
wird: 

COS  (a  +  /J)  =  ^^-j-y,  cos  u, 

es  tritt  also  keinerlei  Beschränkung  ein^  denn  es  ist  stets  V^ 
Wir  wissen,  dass  sogar  der  Werth  0  für  u  vorkommen  kann, 
eine  jede  Asymptote  ist  ja  ein  sich  selbst  conjugirter  Durchmess 
Ein  eleganter  zweiter  Weg  zur  Lösung  der  behandelten  Au 
analog  dem  bei  den  Hauptaxen  eingeschlagenen,  besteht  in  der  dii 
Aufsuchung  von  p^  und  ^^,  indem  wir  für  sie  eine  quadratische 
chung-  aufstellen.  Für  p,  q,  a,  ß  hatten  wir  die  Gleichunge 
und  (6):. 

1   008*  a  ,    sin*  a 

^ cos  a  cos  p    ,    sin  a  sin  ß 

J_ cos*p  ,    8in«p 

Multipliciren  wir  die  erste  und  zweite  Gleichung  einmal  be: 
sin  ß,  —  sin  a,  und  ein  zweites  Mal  bez.  mit  —  cos  /J,  cos  a  und  ad 
so  erhalten  wir  die  beiden  Gleichungen: 

sin  ß         cos  a    . 
-—--  =     -,—  Sin  u 

cos  ß         sin  a     . 

Ebenso  ergibt  sich  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleicliung. 

man    dieselben   bez.    mit  sin  ß,  —  sin  a  und  dann  bez.    mit  — 

cos  a  multiplicirt  und  addirt: 

sin  a         cos  ß    . 
z-  =     ^  Sin  u 

cos  a        sin  /}    . 

Bildet  man  ferner  ans  den  letzten  vier  (Jleichungen  das  Produ 
ersten  und  vierten,  sowie  das  der  zweiten  und  dritten  und  subl 
diese  Produete  von  einander,  so  findet  man: 

(8)  p'^g'^  sin'-^  u  =  a'^b'^. 

Wir  können  dieser  Formel  eine  einfache  geometrische  De 
geben.  Es  ist  nämlich  4  ab  gleich  dem  Inhalte  des  Rechteckes,  w< 
parallel  zu  den  Hauptaxen,  der  Ellipse  umgeschrieben  werden  1 
4p^  sin  u  dagegen  der  Inhalt  des  der  Curve,  parallel  zu  den  D 
messeni  p,f/  umgeschriebenen  Parallelogramms.  Die  Gleichunj 
sacft  demnach  aus: 
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Em  dem  Kegelschnitte  umgeschriebenes  Parallelogramm^  dessen  Seiten 
H  zwei  conjugirten  Durchmessern  parallel  sind,  hat  constanten  Inhalt. 

Schreiben  wir  nun  die  aus  (5)  und  (6)  abgeleiteten  Gleichungen 
n  der  Form: 

fl'  sin  /J  =       p'  cos  a  sin  u,        b^  cos  /3  =  —  p^  sin  a  sin  u, 
ö'  sin  a  =  —  q'^  cos  ß  sin  u ,        b^  cos  cc  =       q^  sin  ß  sin  w, 

ind  raultipliciren  wir  die  links  stehenden  bez.  mit  cos  a,  —  cos  /5 
md  die  rechts  stehenden  bez.  mit  —  sin  a,  sin  ß,  so  ergibt  sich  durch 
Addition : 

^.  a^  =  p^  cos^  a  +  (?^  cos^  ß 

b^  =  p"^  sin^  «  +  (?^  sin^  /S . 
nd  hieraus  folgt  unmittelbar: 
0)  p^  +  q^  =  a^  +  b^, 

h.  die   Quadratsumme  der  Langen  von  zwei  conjugirten  Durchmessern 
constant.    Die  Gleichungen   (8)  und  (9)  lassen  uns  p'  und  q'^   als 

5  Wurzeln  einer  quadratischen   Gleichung  erkennen,   und  zwar  der 

tgenden : 

nnt  man  also  die  Hauptaxen  der  Curve,  so  gibt  diese  Gleichung 
•  jeden  Werth  von  u  die  Quadrate  der  zugehörigen  conjugirten 
rehmesser.     Es  wird  nämlich: 


/i»A« 


sin«  u 


^    ~        2  t    \      2     /  8in«i/  * 

Diese  Ausdrücke  sind  in  dieser  Form  ganz  ähnlich  denen,  welche 
•  aus  <ler  Gleichung 

(a,^  —  z)  {a,^  —  z)  -«,2^  =  0 

die  Quadrate  der  reciproken  Werthe  der  Hauptaxen  erhielten. 
id  auf  diesem  Wege  p^  und  q'^  bestimmt,  so  ergeben  sich  die  Winkel 
ind  ß  aus  (9);  man  findet: 


1        1 

1          1 

..         p«      6« 

008^«  =  ^^-           j     , 

cos^/?  =  f      *', 

««  "  Ä« 

7«       b^ 

1            1 

1        1 

sin-  a  =   ^  -  ;   , 

sin'^  =  'f  -    f. 

fl«        6« 

a«          //« 

e  Gleichung  (11)  lehrt,  dass  bei  der  Ellipse  p-  und  ^^,  so  lange  sie 
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überhaupt  reell  sind  (d.  h.  so  lange  u  die  gegebene  -untere  Gri 
nicht  überschreitet),  stets  positive  Werthe  haben.  Bei  der  Hype 
dagegen  ( —  b^  statt  b'^)  ist  ein  Werth  immer  negativ,  der  an 
positiv;  der  eine  Durchmesser  schneidet  also  die  Hyperbel  in  : 
imaginären;  der  conjugirte  Durchmesser  in  zwei  reellen  Punkten. 
Richtungen  hingegen,  d.  h.  die.  Winkel  a,  ß  sind  immer  reeU,  d 
hier  keiner  Beschränkung  unterworfen  ist.  Die  Gleichung  der  Hy 
bei,  bezogen  auf  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser,  hat  also  die  Po 

Mithin  gilt  allgemein  der  Satz:  Die  Curvengleichung ^  bezogen 
conjugirte  Durchmesser ,  ist  immer  von  der  Form  der  Hauptaxengkich 
d.  h.  die  Vorzeichen  der  Coefficienten  von  x^  und  y*  sind  diese 
in  beiden  Gleichungsformen.  — 

Bei  der  Hyperbel  gibt  es  noch  ein  anderes,  nahe  li^endes,  re 
Coordinatensystem,  durch  dessen  Einführung  ihre  Gleichung  sehr 
fach  wird,  das  der  Asymptoten,  Für  die  Ellipse  ist  die  EinfQb 
dieses  Systems  nicht  so  wichtig,  da  bei  ihr  die  Asymptoten  imag 
sind,  wir  also  den  Variabein  complexe  Werthe  beilegen  müssten, 
reelle  Punkte  der  Curve  darzustellen. 

Sind  a,  jS,  die  Winkel  der  beiden  Asymptoten  gegen  die  X-. 
wo  also  ß  =  180"  —  «,  und  ist  die  Hyperbel  durch  die  Gleichunj 

^ y*  =  1 

gegeben,  so  sind  die  anzuwendenden  Transformationsformeln: 

X  =  X  cos  ß  -{-  y  cos  « 

y  =  ,v  sin  ß  -j-  y  sin  a . 
Nun  ist  aber 


tang  a  =  ^  , 


also 


cos  «  =  —  cos  /i  =  ,,      " —  ,     sin  a  =  sin  ß  =         *        • 


wir  müssen  daher  setzen: 

a    //'  —  x) 

X  =  -       -      — 

Vu*  +  />« 

^  Va^  +  b^ 

Durch  diese  Substitution  erhält  die  Curvengleiehung  die  einfache  Go; 

,,i  4-  /,t  —  M 
eine  Gleichung,  welche  den  folgenden  Satz  begründet: 
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Zieht  man  durch  einen  Punkt  der  Hyperbel  Parallele  zu  den  beiden 
symploten^  so  hat  das  von  diesen  Parallelen  und  den  Asymptoten  einge- 
*hlo$sene  Parallelogramm  constanten  Inhalt.  — 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  in  ähnlicher  Weise  die  Kegelschnitte, 
ir  welche  .^33  =  0  ist,  d.  h.  diejenigen  ohne  Mittelpunkt,  die 
Grübeln  y  zu  behandeln.  Ihre  Gleichung  nehmen  wir  in  der  allge- 
aeinen  Form: 

flf„ar2  +  2a^^xy  +  a^^y'^  +  2a^^x  +  2a^^y  +  ^33  =0 
n,  wo: 

^33  =  ^11^22  —  ^12^  =  0. 
Es   müssen    nun,    wenn    wir   nur    reelle  Elemente    in    Betracht 
iehen,    «u  und  «22  dieselben  Vorzeichen  haben,    damit   ihr  Product 
;Jeich  einem  Quadrate  werde,  und  wir  können  setzen: 

flfj^  =       m  sin^  a 

flTjj  =  —  m  sin   a  .  cos  a , 

odurch  die  Bedingung  ^33  =  0  identisch  erfüllt  wird.     Es  ist  hier 
bis  auf  eine  Periode  n  bestimmt  durch: 

tang«  =  -^^, 

id   m    ergibt   sich   dann    aus  den    Substitutionsgleichungen.     Durch 
üwendung  der  letzteren  geht  die  Gleichung  der  Parabel  über  in: 

2)         ;w  (o:  sin  a  —  y  cos  a)^  +  2flfi3X  +  2 a^.^y  +  Ö33  =  0 . 

In  ihr  bilden  also  die  Glieder  höchster  Dimension  das  vollständige 
\Qdrat  eines  linearen  Ausdrucks;  und  dies  ist  charakteristisch  für  die 
oubel. 

Um  die  geometrische  Bedeutung  der  Richtung  «  zu  erkennen, 
?hen  wir  das  Coordinatensystem  so,  dass  diese  Richtung  parallel  zu 
ler  Axe  wird.  Dazu  dienen  die  folgenden  Transformationsglei- 
imgen : 

X  =  X  cos  a  —  y  sin  a 
y  =  o;'  sin  a  -f-  y  cos  a . 

j  Gleichung  der  Curve  geht  dann  über  in: 

)  my^  +  2px+2qy+a,,  =  Q, 

y>  =        ^12  cos  tt  -j-  a,y^  sin  « 
7  =  —  r/,3  sin  a  -\-  r/.^3  cos  a. 

:  Gleichung  (13)  können  wir  auch  in  der  Form  schreiben: 
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Wr.-.K  A::hrL^-?. 


'^   -•r-:?^!^-^-/^)^'^- 


-o  rZT.'l.x  zi.ikZ.  '^irr  0  tku^j^^c  »Ut  P'jntf^!  in  der  bekannten  Ffßrm: 

^ -;':••;?.*:  wir  roh  n  111  Akü  »rlnlrrit^n Jen  Aufgaben  betrachtet  haben.  Efe'' 
n»;  >:  Anraii-^^f  .r.kt  liegt  auf  der  t/urve.  und  diese  selbst  liegt  symme- 
rriv.'r.  2vg»:n  'iiv  Axe  y '  =  •  "^  Die  Riehtang  «  ist  die  dieser  Axt 
'i.  h.  di»r  Richrün^  nach  dem  einen  unendlich  fernen  Punkte  der 
f^Är^K^l.  Wir  -»ihen  .somit,  '/^w  >•'/-?*/*  Ketjehchniitj  welcher  die  untiA- 
('C^'  f>rr»e  G^^rade  ^'erührt,  ein*:  F*mibel  in  dem  früheren  Sinne  ist. 

'L\  d»:m  ioeben  benutzten  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  stellt 
*-.r,  rir.'l-r»;-;  schiefwinkliges  in  Tihnlicher  Beziehung,  wie  das  System 
-'ir.*:-.  I'aarf:^  conjugirter  iKirchmesser  zu  den  Hauptaxen  bei  dea 
K-c:»::-/:Kri:tren  mit  ^littelpunkt:  Wir  künnen  den  unendlich  fernei 
l'^r.kr  rl*:r  P;jrab*:l  als  ihD.n  Mittelpunkt  auffassen  und  wollen  somil 
.:.tf:r  D'.rchrLessem  di-rsHlU-n  alle  durch  diesen  Punkt  gehende  Gewr 
•'.''..  v-rsTr:h..n.  d.  h.  all»r  Parallelen  zur  Axe  der  Parabel.  Fixiren  wir 
r,  .:;  ':;ri»:ri  an-i'.'n-n  Punkt  der  unendlich  fernen  Geraden  und  ziehca 
aii'.-  'i^.rr:h  ihn  g*;hend'-  Parallellinien,  so  müssen  diese  durch  die  Polare 
i«:r.-:r  p!jnkr»r.-  und  durch  die  Parabel  harmonisch  getheilt  werden.  Die 
V'  ...Vi-  korirjT>:n  wir  al!i;»;ni».'iu  als  die  Verbindungslinie  der  beiden  Be- 
t'\i.x  .w^rY-AitiMt  d«T  voii  ihrem  Pole  an  die  Curve  gehenden  Tangente! 
'i'i.riip.ri.  Im  unst-n-in  Falle  i^t  nun  die  eine  Tangente  die  unendlick 
?«:i7i»:  G'.-ni'l*.'  selbst,  und  die  andere  läuft  parallel  zu  dem  Sehnen- 
-■.  Tr*:]i,i:,  w«:l»:hes  wir  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  gelegt  hatten. 
I>:"  Poliin:  d«:s  h.'tzteren  irst  somit  diejenige  Linie,  welche  durch  den 
Ii»:rüljrijiJcr-|H]nkt  der  letztLrena nuten  Tangente  parallel  zur  Axe  dff 
^'urv'i  M.  h.  nach  d<.*m  unendlich  fernen  Punkte  der  Parabel)  gezogen 
'.v.rd».-n  k^irjji;  und  der  iSatz  v<»n  der  harmonischen  Theilung  geht  über 

;[i    d«:n    Ku\\r\'\\y\\'.\\\ 

.h'jhü  Sij>irm  jtfiJdl/r'n'  Sehnrn  wird  hidhirt  von  einer  Gcradi^^ 
///7/////  dunh  drn  iJcridtrf/fir/spttnAt  der  diesen  Sehnen  parallelen  f««* 
fjrni'-  iHunllrl  zur  A.KC  der  Vandn'l  rerhiuft.  Ausgenommen  sind  dabä 
jiarürlich  di"j«-nigen  Schneu,  welche  selbst  zur  Axe  parallel  verlaufen. 
Wäiihfn  wir  iii-^bi.'.soiidcre  di^*  Richtung  des  i^arallelen  Sehnensystesl 
-«•nkncht  zur  Curvenaxe.  ??o  ist  diese  Axe  selbst  die  halbirende  Gerade. 

I'ilhr»']!  wir  nun  ein  neues  (.'oordiiiatensystem  ein,  gebildet  aus  einer 
'raiig'iite  der  Curve  und  einer  durch  ihren  Berührungspunkt  gezogenen 
Purallek-n    zur    Axe   (wobei    die  Linien    den    Winkel   /J    einschiiessa 
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gen),  so  wird  dadurch  die  Form  der  Parabelgleichung  ebensowenig 
ändert,  wie  die  der  Curven  mit  Mittelpunkt  durch  Einführung  eines 
aates  conjugirter  Durchmesser  als  Coordinatenaxen.  Gehen  wir  näm- 
ch  von  der  Gleichung 

y2  =  2px 

wis,  und  ist  a^h  ein  Punkt  der  Parabel,  so  sind  die  Transformations- 
gleichangen,  welche  diesen  Punkt  zum  Anfangspunkte  des  neuen 
Coordinatensystems  machen: 

X  =  x'  -j-  y  cos  ß  '\-  a 

y=  ?/'sin/3  +  ^. 

ffach  Ausführung  dieser  Substitution  geht  die  Gleichung  der  Curve 
regen 

l)^  =  2pa 
ber  in: 

y'2  sin'  jS  -f-  2yh  sin  /3  —  2px  —  2p  y  cos  /3  =  0. 

Diese  Gleichung  darf  jedoch  y'  nur  im  Quadrate  enthalten,  denn 
äe  zur  K-Axe  gezogene  Parallele  muss  durch  die  ^'-Axe  und  die 
irve  halbirt  werden,  wir  müssen  also  j3  so  wählen,  dass 

b  sin  ß  =  p  cos  ß 
er  tang  /3  =  J,'  • 

inn  wird  aber  die  Gleichung  der  Parabel: 

^  sin«  ß  ' 

lo  in  der  That  von  derselben  Form,  wie  unsere  Normalgleichung  für 
ise  Curve. 

III.    Das  Linienpaar. 

Die  Transformation,  durch  welche  wir  die  Parabelgleichung  (1; 
f  die  Form  (14)  zurückführten,  hat  in  der  Gestalt  nur  eine  ßedeu- 
Qg,  so  lange, 

p  =  ÖJ3  cos  «  -(-  a^r^  sin  a 

n  Null  verschieden  ist.     Ist  dagegen 

p  =  (), 
erhalten  wir: 

)  ffiy"^  +  2qy  +  a^.,  =  i), 

h.  die  Curve  besteht  aus  zwei  geraden  Linien 

?/  -r  =  0 
id  y'  —  s  --  0  , 
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wo  r   und  $  die  Wurzeln  von  (l)  sind,  und  diese  Linien  sind  de:^ 
^'-Axe  parallel.     Ist  insbesondere  r  =  s,  so  wird  die  Curve  durcl::*^ 
eine  doppelt  zählende  Gerade  dargestellt.     Der  Fall  p  =  0  entsprich  -fc 
nun    der  Bedingung,  dass  die  Determinante  A  des  Kegelschnitts  yer  — 
schwinde.     Die  Gleichung  des  letzteren  ist  nämlich  hier: 

tfi  (x  sin  «  —  y  cos  ay  +  ^^'13^  +  2flr.^3y  -f-  ^3  =  0 ; 
also  wird: 

///  sin*^  «  —  m  sin  a  cos  a    0,3; 

//  =  I  —  ?n  sin  «  cos  a  m  cos'  a  a^^  , 

und  diese  Determinante  verschwindet  in  der  That;   denn  multipliciren 
wir  die  erste  Horizontalreihe  mit  cos  a  und  addiren  dazu  die  zweite, 
multiplicirt  mit  sin  a,   so  verschwinden  alle  Glieder  der  ersten  Reihe. 
Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  überhaupf  ein  KegchchnUiy  dessen  Deler- 
mimnUc  versch windet ^  in  ein  Linienpnar  zerfällt.    Der  Schnittpaukt  der 
beiden  Geraden  des  Paares  wird  jedoch  im  Allgemeinen  im  Endlichen 
liegen;   wenn    er  in  dem    eben    erwähnten    Beispiele    ein   Punkt  der 
unendlich  fernen  Geraden   war,  so  lag  dies  daran,  dass  wir  von  der 
Parabel  ausgingen,  also  .^.^.j  =  0  voraussetzten.     Um  dies  einzaseheii|. 
gehen  wir   zunächst  von   der  Mittelpunktsgleichung  des   allgemeinen 
Kegelschnittes  aus.     Diese  war: 

a^^x^  +  f^nV^  +  ^«i2«^y  +  ^-  =  0. 

Setzen  wir  hierin 

.^  =  0 

und    nehmen    wir    an,   dass   ^33   nicht    verschwindet,    so    zerfallt   die 
Gleichung 

a^^x'  +  a.^^y^  +  2a^^xy  =  0 

in  zwei  lineare  Factoren.     Denn  setzen  wir: 

und  sind  A',  A"  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

(2)  „^jA2  +  2(/,,A  +  ./2,  =  0, 

so  ist 

-  '-'"'^  =  A'  +  A" 

"^'.    ^  X   .    A" ; 

und  die  (üeichung  des  Kegelschnittes  wird 

Gr-A'//)(a'-A"y^  =  05 
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derselbe  zerfällt  also  m  zwei  durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade, 
Je  nach  dem  Vorzeichen  von  A^^  können  wir  die  Linienpaare  in  zwei 
Gi^Vippen  theilen,  ebenso  wie  die  Curven  mit  Mittelpunkt  in  Ellipsen 
tmd   Hyperbel: 

^)    ^33  <  0:     Reelles   Linienpaar  \    dasselbe    hat    also    auch   zwei 
reelle,  unendlich  ferne  Punkte,  wie  die  Hyperbel. 

2)  /^33  >  0:     Imaginäres  Linienpaar;  dasselbe  wird  von  der  un- 
endlich fernen   Geraden  in  zwei  imaginären   Punkten   getroflFen,   wie 
diö    Ellipse.     Nur  der   Schnittpunkt  beider  Linien  ist  reell,  wie  dies 
iiciiner  bei  zwei  conjugirt  imaginären   Geraden  der  Fall  ist.    Endlich 
gibt  der  Fall: 

3)  ^gg  t=  0:  Zwei  parallele  Linien;  sie  werden  von  der  unend- 
lich fernen  Geraden  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  getroffen,  wie 
die  Parabel.  Nach  dieser  vorläufigen  Orientirung  wollen  wir  den  Fall 
-^  =  0  noch  in  allgemeinerer  Weise,  ohne  besondere  Annahme  über  die 
Lage  des  Coordinatensystems,  behandeln. 

Die  Gleichungen,  welche  einem  Punkte  x  seine  Polare  u  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt: 

ZaikXiXk^=0 
zuordnen,  waren: 

(>w,  =  a^^x^  -f  «12^2  +  0,3X3 

(3)  P  «/2  =  ^21  ^1  +  ^22^2  +  ^23^3 

p  W3  =  öTj,  xi  -f  a.yyx^  +  0330:3 ; 

und  diese  Gleichungen  gelten  auch  noch,  wenn  A  verschwindet.  In 
diesem  Falle  sind  sie  jedoch  nicht  mehr  auflösbar,  d.  h.  einem  jeden 
Punkte  entspricht  noch  eine  bestimmte  Polare,  aber  dieser  Polare  nicht 
mehr  umgekehrt  ein  bestimmter  Pol,  Wir  können  ferner  einen  Punkt  % 
bestimmen,  dessen  Coordinaten  gleichzeitig  den  drei  Gleichungen  ge- 
nügen : 

«ItSl   +öri2S2  +  «1353  =  0 
(4)  «21  5l   +  0^22^2  +  «23^3  =  0 

«31  Sl   +  «32^2  +  «33^3  =  0  , 

denn  die  einzige  Bedingung  für  das  Zusammenbestehen  dieser  Glei- 
chungen ist'  eben: 

^  =  0. 
Für  diesen  Punkt  ^  wird  also  die  Polare  unbestimmt  (d.  h.  wir  können 
in  gewissem  Sinne  jede  Linie  der  Ebene  als  seine  Polare  betrachten), 
während  anderseits  die  Polare  eines  jeden  anderen  Punktes  durch  ihn 
hindurchgeht;  denn  multipliciren  wir  die  Gleichungen  (3)  bez.  mit 
€i>  ^2;  ^3  und  addiren,  so  sehen  wir,  dass  die  Bedingung 

^iSi  +  W2S2  +  ^3^3  =  0 
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unabhängig    von    den   Werthen    der   x,    d.   h.  für  die  Polaren   aller 
Punkte  erfüllt  wird  (der  zu  der  letzten  Gleichung  noch  hinzutretende 
Factor  q  wird  nur  verschwinden,  wenn  die  Oifc  silmmtlich  gleich  Null 
sind,  was  wir  ausschliessen).     Es  können  daher  auch  umgekehrt  nur  dk- 
jenigeyi  Geraden  als  Polaren  von  Punkten  aufgefasst  xoerden,  toelche  durch 
5  hindurchgehen y  trenn  man  nicht  eben  alle  anderen  Geraden  als  Polaren 
von   g  selbst  auffassen  will.      Einer  jeden  solchen  Geraden  u  gehören 
dann  aber  unendlich  viele  Punkte  als  Pole  zu;  denn  ist  x  ein  solcher 
Punkt,   welcher  den  Gleichungen   (3)  genügt,   so  werden  diese  Glei- 
chungen wegen  (4)  auch  durch  jeden  Punkt  x  -\-  kl^  der  Verbindungs- 
linie von  X  uud  §  befriedigt. 

Um  die  Gestalt  der  Curve  selbst  zu  erkennen,  betrachten  wir  die 
Verbindungslinie  von  g  mit  irgend  einem  Punkte  x  derselben.  Setzen 
wir  o;  +  ^b  statt  x  in  die  Curvengleichung  ein,  so  erhalten  wir  eine 
Gleichung 

deren  Coefticienten  sümmtlich  verschwinden,  denn  es  ist  nach  (4): 

P=2:a.-,l^,  =0, 

also  5  liegt  auf  der  Curve;  ferner  ist  nach  der  Annahme: 

/t  =  2.V//A.r;.r/,  =  0  , 
und  auch  wegen  (4): 

0  =  ^\,,,fc,  .r,  =  0. 

Die  Linie  .r  +  Ag  gehört  also  ganz  der  Curve  an,  und  diese  kam 
daher  nur  aus  zwei  Geraden  bestehen,  welche  sich  in  g  schneiden;  und 
zwar  zwei  solchen  wegen  des  Grades  der  Kegelschnittgleichung.  K* 
Coordinaten  des  Punktes  ^  sind  aus  zwei  der  Gleichungen  (4)  zu  be- 
.stiumicn;  dieGlrichung  desselben  können  wir  demnach  in  den  ^ 
Formen  schreiben: 

(5)  .^21  u^  +  ^., ,  u.,  +  //.,3  u^=0  f 

von  denen  jede  mit  der  Gleichung 

eshalb  setzen: 

/''///'  rincn  :rrf(ilU'}iden  /xegrhrhnilt  werden  also  dir  UntcrdetvrmiuunU^ 
seiner  Dclcrminante  proportional  zu  den  Owr/^/;7//67i  und  lYoducten  drd^^ 
Grössen,  der  Coordinaten  seines  ,jI/oppelpunktes^^  (|). 


gleiclibedeulond  ist. 

Wir  kimiie 

-Ai  =.«lr' 

(•3) 

.4.,,  =  (,l,^ 

'';■.;•,  =.«l;,' 
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Auf  anderem  Wege  werden  wir  zu  der  Gleichung  dieses  Doppel- 
inktes  geführt,  wenn  wir  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  Linien- 
ordinat«n  bilden.     Dieselbe  ist  nämlich: 

1/,=  +  ^22  «2^  +  -^33  «3*  +  2  ^,2  W,  "^  +  2  ^,3  W,  t/3  -f   2  /t^,^  ttj  W3  =  0 

gab  uns  früher  die  Bedingung,  welcher  einer  Linie  u  genügen 
sste^  um  den  Kegelschnitt  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  zu 
meiden.  Dies  ist  nun  bei  einem  Linienpaare ^  so  lange  dasselbe 
iit  in  eine  Doppellinie  ausartet,  nur  möglich,  wenn  die  Gerade  u 
ich  den  Doppelpunkt  desselben  hindurchgeht;  und  in  der  That  geht 
e  Gleichung  in  Liniencooräinaicn  wegen  (6)  über  in: 

I.  h.  sie  gibt  doppelt  zählend  die  Gleichung  des  Doppelpunktes, 

Die  Coordinaten  (a»  und  /?,)  der  beiden  Geraden,  in  welche  der 
S^egelschnitt  zerfallt,  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen: 

«1  /^l  =  «1 1  «2/^3  +  «3  /^2  =  2  //23 

))  «2  /Jj  =  a^^         «3  /S,  +  a,  /S3  =  2  a^^ 

^zßz  =  ^33  «I  ß2  +  «2/^1  =  2  0^12  5 

lieselben  ergeben  sich  unmittelbar  durch  Vergleichung  der  Coefficien- 
«n  gleicher  Producte  der  x  in  der  Bedingungsgleichung: 

^aif^XiX,,  =  (a^x^  +  «2^,  +  «3X3)  {ß^x^  +  ß.^x,  +  /^gOTg) 

iie  Gleichungen  (7)  ändern  sich  nicht,  wenn  man  gleichzeitig  die 
^,  «2»  «3  init  einer  Grösse  k  multiplicirt  und  die  /3,,  ß^,  ß.^  durch 
lieselbe  Grösse  A'  dividirt;  und  da  wir  es  nur  mit  Verhältniss- Grössen 
•ö  thun  haben,  ist  eine  solche  Operation  für  ihre  Bedeutung  gleichgültig, 
'^ir  können  daher  eine  der  sechs  Unbekannten  «i,  «o,  «3, /?!. /S^» /'s 
[leich  der  Einheit  setzen  und  haben  dann  6  Gleichungen  mit  5  Un- 
bekannten. Sie  sind  im  Allgemeinen  nicht  auflösbar,  sondern  damit 
'les  möglich  ist,  muss  eine  Bedingung  zwischen  den  Coefficienten  a,A- 
bestehen.  Eine  solche  ist  uns  bei  unserer  Voraussetzung  aber  durch 
'ie  Gleichung 

'^geben,  und  wir  werden  später  sehen,  dass  das  Verscliwiuden  von  A 
i«  einzig  mögliche  Relation  zwischen  den  a^-  ist,  welche  zum  Ziele 
^hrt.  Um  die  Unbekannten  selbst  zu  berechnen,  kann  man  etwa 
^ita,j3i  i^  ^-ißi  ^^^  ^iß-z'h  ß\^2  dividiren;  es  ergeben  sich  dadurch 
ünime  und    Product  von  -  ,   ^^  ,   und  diese  Grössen  sind  also  durch 

'De  quadratische  Gleichung  bestimmt;  die  übrigen  findet  man  dann 
near. 
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Symmetrischer  und  eleganter  ist  dagegen  der  fo^nde  Weg.  I 
Punkt  §  ist  der  Schnittpunkt  der  Linien  a  und  ß]  es  bestehen  dal 
die  Gleichungen: 

«l5l  +  «2^2  +  «^^3  =  0 

folglich  ist  auch: 

2()g,   =«2^»   —  /^2«3 

(8)  2(>S>  =  «3/»j-^3«i 

Man  hat  also,  wenn  man  die  ^  aus  (4)  irgendwie  bestimmt  dei 
wegen  (7)  die  folgenden  9  Gleichungen  zur  Berechnung  der  a  und 

«l/^l=«^Il  <X'2ßl  =  ^21   —  Q^i  «a/Jt  =«31   +?S2 

(9)  «,/?,  =  ^/,2+()§:3  C^'ißi  =  (h'i  «zßi  =  ^S2  —  9l\ 
«1/^3  =  ^V.l  —  9h            «2/^3  =  ^23   +  9^1             «3/^3  =  «33- 

Es  sind  hiernach  die  Verhältnisse  «j  :  «.»  :  a^  und  /5,  :  /Jj  :  ß-^  uumit 
bar  gegeben ;  sobald  noch  q  bekannt  ist.  Dies  q  ist  zwar  zunäc 
nur  als  Proportionalitätsfactor  eingeführt  und  würde  als  solcher  v 
kommen  willkürlich  sein.  Dasselbe  ist  jedoch  hier  wegen  der  6 
chungen  (6)  von  dem  Proportionalitätsfactor  /i  abhängig.  Wir  koni 
nämlich  wegen  (7)  die  Unterdeterminanten  Ai^  durch  die  a  und  ß  t 
drücken  und  müssen  dann  zu  denselben  Ausdrücken  kommen,  wie 
die  Quadrate  und  Producte  der  §  aus  (8)  ergeben.    Es  ist  so  z.  B. 

4.^,,  =  -  («2A.  -  ^2 «3)'  =  -  4(>^g,S 
und  also  wegen  (Oj: 

9'  ==  —  f*  ; 

wodurch  g  derartig  bestimmt  ist,  dass  in  (9)  auf  den  rechten  Se 
nur  noch  die  ^,7,  linear  vorkommen.     Wir  haben  für  q  zwei  Werl 

(j  =  -\-}/—^,     ()  =  — /— /t-, 
beide  geben  aber  dasselbe    Resultat,   denn   man  erkennt  leicht, 
sich  die   Werthe  der  «  und  ß  nur   vertauschen,    wenn    man   eil 
+  ;/  —  ft ,  einmal  —  j/  —  fi  statt  g  setzt ;   und  somit  ist  unsere 
gäbe   gelöst:    Dir  Co(jrfiinatcii  der  beiden  Linien  des  zerfallenden   k 
schnitfes  sind  f/eyehen  dureh: 


/i. 

Ui, 

:/J,  =  «„ 

■  "\i  +  y—  .«-'<3:t  •'  «l;i  —  y—V^ 

=  «,,  —  /->  ^.,., 

:«,,.                          :  a,.^ -\- y^l..4^^ 

=  «:i.  +  V-  .«  '-'r. 

■»i2  —  V—i^^7i-"ii'^ 

«, 

:  cc. 

:«.,  =  «,, 

■  <>:\  -  V-  i'^n  •  «31  +  /  — 7- 

=  "r..  +  j/-ft-4. 

:  «,,                         :  035  —  /  — TtV 

=  Cu  —  V—]^A.,._ 

'•  «iii  +  y  —  f*^u  =  "33- 
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gilt  nun  auch  umgekehrt  der  Satz,  dass  immer  A  verschwinden 
bald  der  Kegelschnitt  ausartet;  denn  die   Gleichungen  (3)   rer- 
sich  alsdann  wegen  des  Bestehens  von  (7)  in: 

pwj  =  /Jj  ZaiXi  +  a^  ZßiXi 

Qu^  =  ßi  HaiXi  -f  «3  HßiXi , 
j  drei  Ausdrücke  verschwinden  für  o:  =  S  identisch ,  da 

2;«,g,  =  0    und     2:ßili  =  0. 
gelten  wieder  die  Gleichungen  (4),  aus  denen 
A  =  0 

1  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtungen  über  zerfallende 
mitte  bildete  die  Unbestimmtheit  der  Polarenbeziehung,  welche 
a  gewisser  Hinsicht  eintritt.  Nach  unserer  allgemeinen  Be- 
g  ist  andererseits  diese  Gestaltung  der  Polarentheorie  geome- 
elbstverständlich.  Denn  es  folgt  unmittelbar  aus  der  Theorie 
standigen  Vierseits,  dass  alle  Strahlen  eines  Büschels  die  bei- 
raden  so  treffen,  dass  der  vierte  harmonische  Punkt  stets  auf 
rch  den  Doppelpunkt  gehenden  Geraden  liegt.  Und  umgekehrt 
:!ar,  dass  einer  durch  den  Doppelpunkt  gehenden  Linie  alle 
der  vierten  harmonischen  Geraden  zu  ihr  und  dem  Linienpaare 
j  zugeordnet  sind.  Man  construirt  demnach  die  Polare  eines 
,  indem  man  denselben  mit  dem  Doppelpunkte  verbindet,  und 
;r  Verbindungslinie  und  den  Geraden,  aus  welchen  der  Kegel- 
besteht, die  vierte  harmonische  Gerade  sucht.  Diese  zu  den 
Grundlinien  harmonischen  Linienpaare  entsprechen  den  Paaren 
ier  Durchmesser  bei  nicht  zerfallendem  Kegelschnitte,  insofern 
1  Doppelpunkt  als  Mittelpunkt  auffassen  kann.  — 
•aussetzung  bei  alle  diesen  Betrachtungen  ist,  dass  die  Glei- 
(4)  den  Doppelpunkt  g  wirklich  bestimmen.  Dies  ist  jedoch 
5hr  der  Fall,  wenn  dieselben  sich  auf  eine  einzige  Gleichung: 

1,    von  der  sie   dann  nur  durch  constante  Factoren  (w,)  ver- 
sind.    Wir  können  in  dem  Falle  setzen: 

^/,,  =  m^y^         ^/,,  =  m^y.         a,.^  =  ///,  y.^ 

'^31   =  ^3^1  ^^n  =  ^^h  y.^  ^'33  =  '^'3  y-A  ' 

ftih  =  aui  ist,  so  haben  wir  auch 

^1 :  ^2  ''^'i  =  yr'yi''yi 


«11  =  (tyi* 

«23  =  /*J'2y3 

«22  =  ^*^2' 

«31  =  ^ys^t 

«33  =  t^Ys^ 

«i2  =  >tyiy2 
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und  somit  werden  die  Coefficienten  der  K^egelschniUgleichtmg  proporü 
zu  den  Quadraten  und  Producten  dreier  Grössen,  d.  h.  es  wird,  wen 
ein  Proportionalitätsfactor  ist: 


(10) 


Es  folgt  so,  dass  die  linke  Seite  der  Curvengleichung  das  vollstand 
Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks  wird: 

2:aikXiXk  =  [y^x^  +  y.x,  +  ^30*3)^ 

und  der  Kegelschnitt  besteht  aus  einer  Doppellinie:  ein  jeder  Punkt  c 
selben  ist  nunmehr  als  Doppelpunkt  zu  betrachten. 

Die  Gleichungen  (10)  zeigen  das  gleichzeitige  Bestehen  der  I 
genden  Relationen: 

^,^=0  -'^23  =  0 

^22  =  0        ^3,  =  0 

i^on    ■  ■     ■    \)  12    "~~"    ^ 

Anderseits  folgen  aus  dem  Verschwinden  dieser  Unterdeterminan 
wieder  die  Gleichungen  (10),  also: 

Wenn  nicht  nur  die  Determinante  eines  Kegelschnittes  verschum 
sondern  auch  alle  Unterdeterminanten  derselben y  so  besteht  der  Ke 
schnitt  aus  einer  Doppellinie,  In  der  That  ist  dann  die  Gleichung 
Liniencoord  inaten 

Z  AikUiUk  =  0 

von  jeder  Geraden  u  erfüllt,  wie  es  sein  muss,  da  eine  jede  Gei 
eine  doppelt  zählende  andere  Gerade  in  zwei  zusammenfallen 
Punkten  schneidet.  — 

Die   Betrachtungen  dieser  Ausartungen  (Linienpaar   und  Dop 
linie)  kann  für  die   Untersuchung  der  allgemeinen  Kegelschnitte 
grossem   Nutzen   werden.     Es   bietet  sich   hier  nämlich  die   Aufg> 
das    Product   der   beiden    von    einem   Punkte  an  die  Curve  zu   lege) 
Tawjenk'n   zu  bestimmen;   und  diese   Aufgabe  wollen  wir  als  eine 
Wendung  der  vorhergehenden  Erörterungen  noch  durchführen. 

Ziehen  wir  durch  einen  Punkt  alle  möglichen  Sti-ahlen  und 
stimmen  auf  ihnen  Punkte  z  so,  dass  sie  mit  y  und  den  be 
Schnittpunkten  des  Strahles  mit  der  Curve  ein  bestimmtes  Doj 
verhältniss  «  bilden,  so  liegen  die  Punkte  z,  wie  wir  am  Eingang 
allgemeinen  Kegelschnitttheorie  fanden,  auf  einer  Curve  zweiter  ' 
nung,  gegeben  durch: 

(«+  l)2/>/?  — 4«()^  =  0, 
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o  P,  Oy  ^  die  folgende  Bedeutung  hatten.  Es  war,  wenn  wir  uns 
er  symbolischen  Bezeichnung  bedienen: 

^  =  («1-1  +  «2^2  +  «3-3)*  =  ^(fif^^i^k 

0  =  («i^^i  +  ^2^'z  +  «3^3)  («1^1  +  öf.ya  +  «3^3)- 
Bieraas  erhielten  wir  für  a  =  —  1  insbesondere  eine  Doppellinie: 

f>'  =  0, 

die  Polare  des  Punktes  y.  Soll  dagegen  «  =  -j-  1  sein,  so  müssen 
a^h  unseren  allgemeinen  Betrachtungen  über  Doppelverhältnisse  von 
den  vier  Punkten  zwei,  welche  bei  Bildung  des  Doppel  Verhältnisses 
als  ein  Paar  benutzt  werden,  mit  einem  Punkte  des  andern  Paares 
Sluammenfallen,  also  in  unserem  Falle  auf  dem  durch  y  gelegten  Strahle : 
die  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  mit  dem  Punkte  z  (denn  diese 
Punkte  sind  allein  beweglich).  Es  muss  daher  die  Linie  yz  die  Curve 
öl  zwei  zusammenfallenden  Punkten  treffen,  d.  h.  sie  muss  dieselbe  be- 
tfihren ;  und  die  für  a  =  -[-  1  resultirende  Gleichung  stellt  uns  das 
Ptoduci  der  beiden  von  y  an  die  Curve  gehenden  Tangenten  dar,  es  ist: 

;il)  />Ä-£>2_o. 

Um  diese  Gleichung  wirklich  in  ihre  linearen  Factoren  zu  zerfallen, 
^erfahren  wir  folgendermassen.  Es  seien  Vi  die  Coordinaten  der  Polare 
les  Punktes  y  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt: 

HaikXiXk  =  0, 

bo  die  Coefficienten  der  z  in  (>: 

12)  öVi  =  flf,.,y,  +  at^y^  +  «,-3^3 ,     (/  =  1,  2,  3). 

Jsdann  haben  wir  in  (9)  an  Stelle  der  an,  nur  die  Coöfticienten  von 
\Zk  in  (11)  zu  setzen,  d.  h.  die  Grössen: 

aikP  —  0'^ViVk^ 

ie  Coordinaten  a,-  und  ßi  der  beiden  Tangenten  bestimmen  sich  daher 
18  den  Gleichungen: 

a^^P-o'h^'^,  K^iß^  - a^^^P-&'v.A\- gy-j,,  a^ß^     ^^M^-^'^v-^v^+Qy.^, 

a^nP—o^v^v.+Qy.^.  n^ß^^  a^^P—ö'^v.f,  a.^ß,    '^r2P—o'-v.^v.,~Qt/^^ 

erin  sind  die  y  unmittelbar  gegeben,  und  wir  haben  nur  noch  q  zu 
stimmen,  um  dann  die  Verhältnisse  der  a  und  ß  sofort  angeben  zu 
nnen.  Diese  Bestimmung  geben  wieder  die  Gleichungen  (H),  denn 
•gen  (6)  haben  wir: 

5)  ^'ik  =  —  Q^ihUk  , 
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wo  die  Aik  aus  den  Aik  hervorgehen,  wenn  man  in  letzteren  an  1 

der  Gik  die  Grössen  öf,/t  .  P  —  ö^  Vi  vu  setzt.      Bilden   wir   nun   i 

Gleichungen  (13),  multipliciren  eine  jede  mit  a^ViVk  und  addiren 

so  erhalten  wir  wegen  (12): 

(14)  ö^UA'ikV,Vk  =  -Q^P'. 

Den    hier   links  stehenden   Ausdruck   könoen  wir  noch  passend 

formen,  wenn  wir  die  Liniencoordinatengleichung  des  Eegelschi 

in  der  früher  (p.  78)  gegebenen  Determinantenform: 


•^12 


^22 


M3 


*23 


^31       "32       "33       «1 
^1         Wj         U^        0 


=  0 


ZU  Grunde  legen. 

Wenden  wir  diese  Darstellung  auf  unsem  Fall  an  und  sehn 
statt  der  t/,V  wieder  die  Grössen  üiu  P  —  O^ViVk,    so   geht  die 
chung  (14)  über  in: 

a^^P /f2f,  2  ^      p /f2„    „         /»..  p  —   #»2 


q'^P'-  =  0'^ 


ö^v^'^       a,.^  P  —  a'^Vi  V2    «13  P  —  o^Vi  v^     r, 


a^^P  —  0'^  V2  f  1    Ö22  P  —  0^  v^       «23  />  —  a^  ^2 1^3     Pj 


«31^ 


0'V.j,t\ 


a^^P 


0'^V^V^ 


«33^ 


^W 


Vx  V2  Vj  0 

oder  indem  wir  die  letzte  Horizontalreihe  der  Determinante  bez. 
0^i\,  <^^t'2,  (y^t'3  multipHcirt  zu  der  ersten,  zweiten  und  dritten  1 
zoutalreihe  addiren: 


q'^  P^  =      ö 2 


a^J'     Oy.P    a^^P 

a^xP      f^'22^      ^i3^ 


ß^p 


a,,P 


'33^ 


=  (j2/^2 


'13 


21 


a, 


22 


a 


23 


flr.> 


^ 


t^o 


Vx 


33       ^-3, 

V.      0 1 


'32 
.  f,        l^,.        r:t       V'  I 

Multipliciren  wir  liierin  die  ersten  drei  Verticalreihen  bez.  mit  y,. 
und  addiren  sie  zu  der  mit  —  o  multiplicirten  vierten  Vertical 
so  folgt  ferner,  da  wegen  (12) 

0  Uvitj,  =  ÜOiki/it/k  =  P: 


(15) 


o'  =  —  a 


"n 

tf,. 

«i;t 

0 

."■ji 

«.,., 

«5:i 

0 

«31 

":.. 

«33 

0 

=  -/>../; 
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i  somit  haben  wir  in  (13)  für  q  die  beiden  Werthe: 

p  =  +  y^^PÄ    nnd     ()  =  —  J/—PÄ 

zusetzen;  eine  Vertauschung  beider  Werthe  hat  nur  eine  Vertau- 
Lung  der  beiden  Linien  a  und  ß  zur  Folge,  ist  also  unwesentlich.  — 
B  Vorzeichen  von  g^  gibt  uns  ein  Criterium  über  die  Lage  des 
oktes  y  gegen  die  Curve;  wir  haben  für  eine  reelle  Curve  die  fol- 
iden  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)    ()'  =  —  PA  >  0:     Die  beiden  Tangenten  sind  reell. 

2;    Q'  =  —  PA  <  0:     Die  beiden  Tangenten  sind  imaginär. 

3)    ()•  =  —  PA  =  0:    Die    beiden  Tangenten  fallen  in   eine   zu- 
sammen (P=  0). 

Die  Ebene  wird  daher  durch  einen  reellen  Kegehchnüt  in  zwei 
ieile  gelrennt:  in  dem  einen  {dem  inneren  Theile)  liegen  nur  Punkte 
it  imaginärem  Tangentenpaare;  in  dem  andern  (dem  äusseren  Theile) 
IT  solche  mit  reellem  Tangentenpaare.  Für  Punkte  der  Curve  findet 
n  Uebergang  vom  Reellen  zum  Imaginären  Statt,  indem  beide  Tan- 
enten  in  die  des  betreffenden  Punktes  zusammenfallen. 

Das  Tangentenpaar  vom  Punkte  y  an  die  Curve  erschien  uns 
ier  als  die  Ausartung  eines  Kegelschnittes  von  der  Gleichungsform 
ergL  p.  74): 

6)  (a-f  lfPR--^aff'  =  0. 

issen  wir  hierin  u  als  einen  veränderlichen  Parameter  auf,  so  stellt 
LS  die  Gleichung  ein  System  von  einfach  unendlich  vielen  Kegel- 
[initten  dar,  unter  denen  insbesondere  die  doppelt  zählende  Polare 
n  y  und  das  Tangentenpaar  enthalten  war.  Dieselben  beiden  Curven 
lalt  man  aber  auch,  wenn  man  den  Kegelschnitt 

i>=0 
rch  irgend  einen  andern  des  Systems  ersetzt,  d.  h.  alle  Kegelschniüe 

Systems  haben   dasselbe   Tangenienpaar  und  dieselbe  Polare  für  den 
*ikt  y.     Setzt  man  nämlich  g  -j-  kz  statt  z,  so  erhält  man: 

fa  +  1)V/)  (Ä  4-  2  A()  +  r/0  —  4«  ((/  +  XPy-  =  0, 
r  A2ä'  +  2A(>' +  />'  =  (), 


nan: 


/>'  =  («+  i)2/>y?  =  4«(>% 
()'  =  («-  lypo, 

R'  =  {a  ^  1)'^  />% 


l  daher: 


P'R'  —  Q"^  =  («-»  —  \y  />2  (^pn  —  ('A'). 

sind   also    die  Ausdrücke  P'R'  —  Q"^  und  0"^*  welche  gleich  Null 
etzt    die    Gleichungen    des   Tangentenpaares    und    der   Polare    ffir 
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irgend  eine  Curve  des  Systems  geben,  nur  um  constante,  nicht 
schwindende  Factoren  verschieden  von  den  entsprechenden  Ausdrüc 
für   die   gegebene    Curve*,    und    damit  ist  unser  Satz  bewiesen: 
Kegelschnitte  des  Systems  (IG)  berühren  sich  in  zwei  Punkten y  und  y 
der  Pol  ihrer  Beriitu^rngssehne, 

Wir  wollen   die  Zerlegung  der  Gleichung   des   Tangentenpai 
noch   an  einem  einfachen  Beispiele  verfolgen.     Es   sei    gegeben 
Ellipse: 

,,.2  ,,« 

und  man  soll  das  vom  Punkte  |,  r;  an  dieselbe  gehende  Tangeutenp 
bestimmen.     Es  ist  hier: 


p  = 

1' 

+ 

12' 
6» 

— 

1, 

(>  = 

ix 

+ 

nv 

I, 

R  = 

+ 

1. 

Die  Gleichung  des  Linienpaares  lässt  sich  dann  in  der  Form  schreibe 

«2^2  f^pn  _    ^2)  =  (^^  _  y  g)2  __  (^  _  gyi  ^2  _   (y  _  ,^)2  «2^0. 

Um  diesen  Ausdruck  in  seine  beiden  linearen  Factoren 

ax  +  ßy  +  y  =0, 
ax  +  ß'y  +  y  =0 

zu    zerlegen,   haben   wir  uns   der  Gleichungen  für  aißt  zu  bedien 
dieselben    nehmen    hier  die    folgende   Gestalt  an   (dieselben  sind 
mit  ä^b'^  multiplicirt) : 

au  =        >/•    —  //^  ßa  =  —  |>;    —  Q  ya  =        ^'g    +  q 

aß'^^U+Q  ßß'=        £'     -^'  yß'=        ^'n-Q 

ay  =       b^^  —  Q7]         ßy  =        a^ri  +  qI         yy  =  -—  i>2g2  __  ^< 

wo  nun  nach  (15),  wie  man  auch  leicht  direct  nachweist: 
^2_/,2|2  _^  ahf  -^  a^b'^. 

Die   Gleichungen   der   beiden   gesuchten  Tangenten  sind  also,  wer 
eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  für  q'^  ist,  gegeben  durch: 

b^^  (x  -  g)  +  «-^;  (2/  ->;)  +  (>  (gy  -  ^^)  =  0 

und: 

bn  Gr  -  g)  +•  a^ fi  {y-  n)-~Q  ay  -  X ri)  =  O. 

Aehnliche   Betrachtungen   lassen    sich   für  Hyperbel   und    Parabel 
fach  durchführen. 
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IV.    Dnalistisclies. 

Wenn  wir  in  unseren  bisherigen  Untersuchungen  stets  von  der 
ildchung  des  Kegelschnittes  in  Punktcoordinaten : 

ansgingen;  so  geschah  dies  nur,  um  uns  der  geläufigeren  Vorstellung 
anznschliessen  ^  dass  man  den  Punkt  als  erzeugendes  Element  für 
geometrische  Gebilde  betrachtet.  Andererseits  waren  wir  zu  dieser  ein- 
seitigen Betrachtung  berechtigt;  da  wir  bewiesen  haben  ^  dass  im  All- 
gemeinen eine  Curve  zweiter  Ordnung  auch  von  der  zweiten  Klasse 
isl^  und  umgekehrt.  In  der  That  würden  wir  unter  Zugrundelegung 
der  Gleichung  des  Kegelschnittes  jn  Liniencoordinaten: 

(0  2:  Aik  Ui  Uk  =  (^1 1/,  +  ^2  ^h  +  ^3^3)^  =  0 

wfganz  dieselben  Probleme  geführt  werden,  die  wir  schon  behandelt 
luiben;  dieselben  würden  nur  unter  anderem  Gesichtspunkte  erscheinen. 
Bs  gilt  dies  jedoch  nicht  mehr  für  zerfallende  Kegelschnitte,  sondern 
68  Wtt  hier  an  Stelle  des  Linienpaares  das  Punktepaar.  Wir  wollen 
äen  Gang,  welchen  die  den  vorigen  entsprechenden  Untersuchungen 
bei  diesem  Ausgangspunkte  nehmen  würden,  im  Folgenden  allgemein 
ffldeuten.  Wir  stellen  dabei  die  dualistisch  entsprechenden  Aufgaben 
nd  Satze,  wie  wir  sie  früher  behandelten,  den  nunmehr  sich  dar- 
fetenden  der  üebersichtlichkeit  wegen  noch  einmal  (rechts)  gegenüber. 
Den  Anfangspunkt  der  Theorie  bildet  die  Aufgabe,  welche  wir  in 
r  früheren  Darstellung  zuletzt  behandelten: 

Es  sollen  die  beiden  durch  den  '  Es  sollen    die   beiden    auf  der 

kniitpunkl  zweier  Geraden  v  und  Verbindwigslinie  zweier  Punkte  y 
an  die  Curve  gehenden  Tangenten  \  und  z  liegenden  Punkte  der  Curve 
timmt  werden.  !  bestimmt  werden  (vgl.  p.  73). 

Wir  setzen  hier  in  (1): 

w.  =  Vi  +  ikWi ,    (/  =  1 ,  2,  8) 
i  erhalten  dadurch  eine  quadratische  Gleichung  in  fi: 
fi2Z-[-2|[t//  +  6J  =  0, 

Z  =  {A^Vy^  +  A^v-^  -f  A,^v.^'\ 
0  =  {^A^w^  +  A.^tv.^  -f  A,,iv.;)\ 
H  =  {.A^v^  +  A^^v,    +  A^v,;)  {A^w^  +  A.^w,  +  A.^w.;j, 

j   den    beiden   Wurzeln  entsprechenden   Werthe   der  w,  geben  dann 
Coordinaten  der  beiden  Tangenten.     Dieselben  sind 
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reell  fÜT  H^>  GL, 
imaginär  für  fP  <  GL, 
sie  fallen  zusammen  für  /P  =  G L; 
im    letzten  Falle   liegt   der    Schnittpunkt   der  Linien    v,  u^  auf  der 
Curve. 

Hieran  schliesst  sich  ferner  die  Frage: 

ff^ie  muss    die  Linie  w  liegen,  Wie  muss  der  IHmkt  z  Ikge^ 

damit  sie  mit  v  und  den  beiden  Tan-  damit  er  mit  y  und  den  Schnittpunkie^ 

(jenten  ein  bestimmtes  Doppelverhält-  der  Verbindungslinie  ein  bcstimsiiä 

niss  a  bildet?  Dop pelverhältniss  bildet?  (vgl.  p,  74) 

Es  findet  sich  für  w  die  quadratische  Gleichung: 

(a  +  ly^^Z  — 4a//2  =  0; 

dieselbe  stellt,  wenn  man  a  als  veränderlich  betrachtet^  ein  Systea  j 
von  Kegelschnitten  dar,  welclie  von  iv  umhüllt  werden  müssen.  Ini-  | 
besondere  ist  darunter  ein  ausgezeichneter  für  a  =  —  1 :  ein  doppdt  : 
zählender  Punkt;  also: 

Wenn  man  von  allen  Punkten  \  Wenn  man  auf  allen  Strahlen 

einer  Geraden  v  die  Tangenten  an  durch  einen  Punkt  z  die  Schnitt' 
den  Kegelschnitt  zieht  und  von  jedem  punkte  mit  dem  Kegelschnitte  k-  \ 
aus  den  vierten  harmonischen  Strahl  stimmt  und  auf  jedem  den  rierlt» 
zu  V  und  den  beiden  Tangenten,  so  harmonischen  Punkt  zu  y  und  dt» 
gehen  die.se  harmonischen  Strahlen  beiden  Schnittpunkten,  so  liegen  dkx 
alle  durch  einen  Punkt,  den  Pol  der  harmonischen  Punkte  alle  avf  eintf 
Geraden  v»     Seine  Gleichung  ist:  Geraden,  der  Polare  des  Punktes!/' 

Ihre  Gleichung  ist: 
//  =  0.  (>  =  (). 

Die  Coordiuaten  des  Poles  sind  die   Coefficienten   der  Grossen  if« 
in  dem  Ausdrucke  //,  also: 

(2.1  <yg.,  =  .'/,,  r,  +  A..^  v.^  -\-  A.^v. , 

Die  Beziehung  des  Poles  zur  Linie  v  ist  daher  dieselbe,  wie  die  früher 
gefundene,  wenn  wir  unter  den  An,  die  Unterdeterminanten  der  Deter- 
minante A  eines  als  Punktgebilde  gegebenen  Kegelschnittes 

^LaiuXiXu  =0 

verstehen.  Man  sieht  dies  auch  sofort,  wenn  man  die  Punkte  betrachtet, 
in  (h'nen  die  Berühruugssehue  der  von  einem  auf  v  gelegenen  Punkte 
gezogenen  Tangenten  die  Linie  v  selbst  schneidet.  Ein  solcher  Punkt 
ist     immer    der    Pol     einer     zugehörigen    Linie    ?/-.      Diese    Geraden 
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taher  nach  den  bekannten  Gesetzen  über  die  Polarreciprocitat 
ron  V  umhüllen.  Die  Frage  nach  dem  Orte,  welcher  von  den 
eben  Strahlen  zu  einer  Geraden  nnd  den  von  ihren  Punkten 
len  Tangenten  umhüllt  wird,  führt  also  hier  auf  nichts  Neues: 
nen  auf  die*  schon  oben  eingehend  erörterten  Polaritats- 
drück.    Insbesondere  haben  wir  daher  die  folgenden  S&iae: 


u  durch  den  Pol  van  v, 
durch  den  Pal  van  u. 
Pol  einer  Greraden  ist  der 
nkt  der  Tangenten  des 
littes  in  seinen  Schnitt- 
mit  der  Geraden. 
Pol  einer  Tangente  des 
littes  ist  ihr  Berührungs- 


Hegt  X  auf  der  Palare  van  y^ 
so  liegt  y  auf  der  Palare  van  x. 

Die  Polare  eines  Punktes  ist  die 
Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte der  beiden  von  ihm  an  den 
E^elschnitt  gehenden  Tangenten. 

Die  Polare  eines  Punktes  des 
Kegelschnittes  ist  seine  Tangente. 


letzte  Satz  gibt  uns  das  Mittel,  die  Gleichung  der  Curve  in 
irdüiaten  darzustellen,  wie  oben  der  entsprechende  Satz  zum 
rten  Schritte.     Bezeichnen  wir  nämlich  durch  A  die  Deter- 


»11 


'12 


"18 


»J2 


»J3 


^9i      -«82      '»33 

;h  Aik  ihre  zweigliedrigen  Unterdeterminanten,  so  ergibt  die 

A 

g  der  Gleichungen  (2)  für  p  »=  -  : 

Qv^  =-  AnVi  +  fiiiy%  +  Ajsyj 
Qv^  =  A^iVi  +  A„y2  +  A^sVa 

Bedingung,  dass  y  auf  v  liege,  ergibt  die  Gleichung  des  Eegel- 
in  Punktcoordinaten  : 
-  ^^yi"  +  AsaVs'  -f  2  Aj^y^y,  +  2  A,3y,y3  +  2  fi^^y^y^  -=  0, 

ichung,  welche  wir  in  Determinantenform  erhalten  würden, 
r  aus  (2)  und 

«'iyi  +  ^2y2  +  «'3y3  =  o 

e  Vi  eliminiren.     Wir  haben  also: 


iie  Gleichung  eines  Kegel- 
in  Uniencoordinaien: 

£AikUiUk  =  0  , 

rselbe  in  Punklcoordinaten 
t  durch: 

1,  YoilMungtn. 


Ist  die  Gleichung  elftes  Kegel- 
Schnittes  in  Punktcoordinaten: 

(3)*  liaikXiXk  =  0 , 

so  ist  derselbe  in  Liniencoordinaten 
dargestellt  durch: 
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(4)  U  fiiifcXiXk  ==  0  , 

oder  durch: 


(4)*  UAijtUiUk  —  O, 

oder  durch: 


^11 


(5J 


^21 


'31 


12 
22 

A. 


32 


^13 
-^33 


.r. 


'12 


*I3 


=  0. 


(5r 


-    =0. 


Ml 


"33 


*3? 
^1         «^         -3 

Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass  die  Gleichungen  (4)*,  (5)*  mi 
(3)  identisch  sind,  so  müssen  die  Gleichungen  (4),  (ö)  umgekehrt  aa 
(3)*  zurückführen;  und  es  ist  dies  nach  den  in  der  Einleitung  übe 
adjungirte  Systeme  gegebenen  Determinanten -Sätzen  (vgl.  p.  20)  in  de 
That  der  Fall.     Nach  diesen  ist  nämlich  : 

(6)  A  =  ^^ 
und  für  die  ünterdeterminanten : 

(7)  A,vt  =  A  .  OiA  . 

Die  Gleichung  (4)  geht  daher  in  der  That  über  in: 

A  •  EoikXiXk  =0, 
d.  h.  sie  unterscheidet  sich  von  (3)*  nur  durch  einen  constanten.  nieU 
verschwindenden  Factor;  denn  wir  setzen  bei  allen  diesen  Betrachtang« 
nicht  zerfallende  Kegelschnitte  voraus. 

Die  Polarentheorie  führte  uns  oben  durch  die  Betrachtung  soge- 
nannter Polardreiecke  auf  eine  einfachste  Form  der  Kegelschnittglfl- 
chung;  dasselbe  gilt  auch  hier.  Legen  wir  ein  Polardreieck  ah  Cccr- 
dinalendreieck  zu  Grunde,  so  ist  die  Gleichung 

in  Liniencoordinaten :  '  in  Punktcoordinaten : 


CC.Ut 


+  «2  V 


+  «3^=0.    ,  „,«,., (-.;+v  +  ^f)=o. 


Die  Untersuchungen,  welche  wir  an  diese  Gleichungsforra  knüpftoV 
indem  wir  zu  einer  Dreiecksseite  die  unendlich  ferne  Gerade  wählte«, 
sowie   überhaupt  die   Betrachtungen  über  die  Beziehungen  des  Kegd- 
Schnittes    zu    dieser  Geraden    fallen  jedoch   bei  unseren  jetzigen  Ihs- 
Stellungen    aus,    denn   es   existirt  kein   einzelner  entsprechend   aa8g^ 
zeichneter   Punkt  in   der  Ebene.      Wir  werden    dagegen    später  zwo 
ausgezeichnete    imaginäre    Punkte   der   Ebene   kennen  lernen,    welche 
durch   ihre   Beziehungen   zu   einem  Kegelschnitte   metrische  Sätze  fli 
denselben  begründen-,  insbesondere  werden  wir  dadurch  auf  die  Brenn 
punkte  geführt  werden. 

Wir  haben  zunächst  noch  zu  erörtern,  was  das  Verschwinden  de 
Determinante  A  bedeutet.  Die  Gleichungen  (2)  sind  dann  nicht  meh 
auflösbar;  man  kann  dagegen  eine  Linie  co  so  bestimmen,  dass  gleid 
zeitig  die  Gleichungen  bestehen: 
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^,,0,  +  A^^(o^  +  ^.30)3  =  0 

^21  ^l  +  ^22^2  +  ^23^3  =  ö 
^3iOl  +  ^3202  +  ^33<»3  =  0, 

nd  es  findet  sich  weiter,  dass,  wenn  eine  Linie  v  der  Gleichung 

U  Aik  Vi  v>t  =  0 

genügt,  auch  jede  Linie  des  Büschels  v -]- la  diese  Bedingung  be- 
ledigt Wir  folgern  daraus,  indem  wir  zugleich  weitere  Sätze  über 
las  Linienpaar  dualistisch  übertragen: 


Verschwindet  die  Determinante 
\  eines  fCegelschniltes  ^  so  zerfällt 
krselbe  in  ein  Punktepaar.  Zu 
jeder  Geraden  gehört  ein  auf  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  des 
Paares  liegender  Punkt  als  Pol; 
and  jeder  Punkt  dieser  Verbin- 
longslinie  hat  alle  Liniea  durch 
ka  vierten  harmonischen  Punkt 
Ä  Polaren. 

Die  Gleichung  des  Eegel- 
Klmittes  in  Punktcoordinaten  stellt 
Joppelt  zählend  die  Verbindungs- 
Baieder  beiden  Punkte  dar;  es  ist: 

(»1«, -f  ©2  ^2  +  C^S ^3)^=  -^A,A-  XiXk. 


Verschwindet  die  Determinante 
A  eines  Kegelschnittes,  so  zerfällt 
derselbe  in  ein  Linienpaar.  Zu 
jedem  Punkte  gehört  eine  durch 
den  Schnittpunkt  der  Linien  des 
Paares  gehende  Gerade  als  Po- 
lare; und  jeder  Strahl  durch  den 
Schnittpunkt  hat  alle  Punkte  des 
vierten  harmonischen  Strahles  zu 
Polen. 

Die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes in  Liniencoordinaten  stellt 
doppelt  zählend  den  Schnittpunkt 
der  beiden  Linien  dar;  es  ist: 


22  ^^    22 

^'3*3  =  ^33 


Um  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte  a  und  b,  in  welche  der 
Kegelschnitt  zerfällt,  zu  bestimmen,  haben  wir  hier  die  Gleichungen: 

«2^3  +  ^«3  =  2^23 
fl^3^  +^^1  =  2>^3, 
«1^2 +  ^1^2  ===2  ^12» 
nd  dieselben  sind  nur  unter  der  Bedingung 

A  =  0 
flösbar. 

Eine  weitere  Particularisation  tritt  ein,  wenn  auch  die  Unterdeter- 
nant^n  A,;t  verschwinden;  wir  haben  alsdann: 

Wenn  sämmtliche  Unterdeter-  |  Wenn  sämmtliche  Unterdeter- 

lanten  von  A  verschwinden,  so     minanten  von  A  verschwinden,  so 


llt  die  Gleichung: 

EAikiiiVk  =  0 
en  doppelt  zählenden  Punkt  dar. 


stellt  die  Gleichung: 

HttikXiXk  =  0 
eine  doppelt  zählende  Gerade  dar. 
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Auch  aus  dem  so  gewonnenen  Satze  können  wir  erkennen,  dass 
die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  ZoikXiX/e^^O,  mit  verschwinden- 
der Determinante  A,  in  Liniencoordinaten,  2J/^ik  ui  tix-  =  0,  den  Doppel- 
punkt des  Kegelschnittes  gibt.  Denn  bilden  wir  für  diese  Gleichung 
die  ünterdeterminanten  ihrer  Determinante  A,  so  verschwinden  diesel- 
ben wegen  (7)  sämmtlich. 

Die  Gleichungen,  welche  uns  eine  Curve  zweiter  Klasse  mit  ver- 
schwindender Determinante  in  ihre  linearen  Pactoren  zerfallen  lehrten; 
können  wir  insbesondere  zur  Lösung  der  folgenden  Aufgabe  benutzen. 


Es    sollen    die    Tangenten  von 
einem  Punkte  y  an  eine  Curve  zwei- 


Es  sollen  die  Schnitlpunkle 
einer  Geraden  v  mit  einer  Curve 
zweiter  Klasse  bestimmt  werden.  ter  Ordnung  bestimmt  werden 

Wir  gehen  dabei  von  dem  Kegelschnittsysteme: 
(a-f  \y  GL  -  4a^2  =  o 
aus,  welches  für  a  =  —  1  die  Gleichung  des  Poles  der  Linie  v: 

//  =  0 
ergab.  Die  beiden  gesuchten  Punkte  erhalten  wir  fftr  «■=  1;  dem 
für  sie  muss  die  vierte  harmonische  Gerade  zu  v  und  dem  von  eines 
der  Punkte  ausgehenden  Tangentenpaare  mit  der  Doppellinie,  atf 
welcher  dies  Tangentenpaar  besteht,  zusammenfallen.  Das  Punkiepaf 
ist  also  dargestellt  durch: 

GL—  H^=0] 

und  die  Zerlegung  dieser  Gleichung  geschieht  dann  ganz,  wie  oben 
die  der  entsprechenden  (vgl.  p.  107) 

PB—  i)2  =  0. 
Im  Anschlüsse    hieran   lässt  sich    weiter   nachweisen,   dass    alle  Cu^ 
ven    des    Systems   (8)    (wenn  wir  a  als  Parameter   ansehen)    mit  der 
Linie  v  dieselben  Schnittpunkte  und  in  ihnen  dieselben  Tangenten  haben. 
Eine  gleiche  Eigenschaft  hatten  wir  aber  oben  für  das  System 

(9)  (a  f  1)2  />Ä  -  4  ai>^  =  0 

abgeleitet;  allen  Curven  des  letzteren  sind  die  von  y  ausgehenden 
Tangeuten  und  deren  Berührungspunkte  gemeinsam.  Betrachten  «* 
niso  V  als  die  Polare  des  Punktes  y,  so  stellen  uns  die  Gleichungen  (8) 
und  (9)  dasselbe  Kegelschnittsystem  dar,  sobald  wir  unter  den  Aik^ 
Ünterdeterminanten  von  A  verstehen.  Wir  wollen  weiter  nachweisen, 
dass  das  eine  System  dem  andern  durch  die  auf  den  Kegelschnitt  - 
2.V/,A'<-i^O;  =  0  begründete  Polarreciprocität  zugeordnet  ist,  d.  h.  d9U  \ 
die  Polare  w  einen  Kegelschnitt  von  (8)  umhüllt,  wenn  ihr  Pol  z  die  durA 
den  gleichen  Parameter  a  bestimmte  Curve  von  (9)  durchlauft.  Zwischen 
w  und  z  bestehen  die  Relationen: 
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QWi  =  ami  +  ai2Z2  +  a,»Z3 ,    (1  =  1,2,3). 

ist  nach  der  zweiten  Form,  welche  wir  der  Gleichung  eines  Kegel- 
ttes  in  Liniencoordinaten  gegeben  haben: 


G  =  EAikWt  Wk  ==* 


«11 

«n 

«U 

M7, 

«21 

«22 

«23 

W^ 

«31 

"»2 

«33 

M>3 

w. 


w.,     0 


M2 


—  ^  1    I  ^^*       ^"       ^'^^       ^^*  ^*  "^  ^'-^'^^^  "^  ^^^  ^^ 
~  ^    j  «31       «32       «33       «31  ^1  +  «32^2  +  «33^3 

i  m;,       t£?2       *^3  ^ 

ipliciren  wir  in  der  rechts  stehenden  Determinante  die  erste,  zweite 
dritte  Verticalreihe  bez.  mit  Zi,  Z2,  z^  und  subtrahiren  dieselben 
der  letzten,  so  erhalten  wir  wegen 

Q  (^y  ^1  +  «^2  ^2  +  ^z  ^3)  =  ^^ik  Zi  Zk 
Resultat: 


Q'G  =  ^ 


a.n 


a-xi 


tv. 


«12 

«13 

0 

«22 

«23 

0 

«32 

«33 

0 

»ü» 

M»3 

—  SaikZiZk 

en  wir  ebenso  in  den  Ausdruck  für  L  die  Coordinaten  des  Pols  y 
Geraden  v  ein,  so  ergibt  sich: 


pU  =  -^^ 


Um  endlich  auch 


*31 


^22 


♦32 


*13 


^23 


*33 


0 


^  A,  P, 


//=  HAikViWk 

rechend  umzuformen,  beachten  wir,  dass  derselbe  bis  auf  einen 
r  ^  aus  G  entsteht,  indem  wir  nach  iv^,  w^,  w^  ordnen,  d.  h.  G 
r  Form 

tViZauWk  +  iV2  2Ja2kWk  +  tosZaskWk 

ben  und  in  den  Summen  die  w  durch  die  v  ersetzen,  ein  Process, 
.vir  unter  Benutzung  der  in  der  DiflFerentialrechnung  üblichen 
jhnungsweise  kurz  in  folgender  Weise  ausdrücken  können ;  es  ist : 
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.,         %   fdG         X     d(r  X    cG       \ 


Nehmen  wir  nun  diese  Opei'atiou  mit  der  Determinante  Tor,  durch 
welche  wir  G  darstellten,  so  erhalten  wir: 


M2 


W'i 


»21 

a,. 

«23 

w^ 

»:.i 

«3? 

»33 

it'j 

"i 

«'v 

";. 

0 

"ii 

«1-. 

«13 

0 

»21 

«,, 

«23 

0 

«31 

«32 

«33 

0 

«'l 

t'2 

'3 

-\l' 

11  = 


Multipliciren   wir  in  dieser  Determinante   die  erste,  zweite  und  dritte 
Verticalreihe   bez.    mit  —  z^,  — Z2,  — ^3,  addiren  dieselben  zu  der' 
mit  Q  multiplicirten  letzten  Reihe  und  berücksichtigen  die  tileichung: 

q{i\z^  +  v.^z.^  +  v^z^)=Q, 
so  linden  wir: 


?//  = 


oder: 

(13)  ^^11=  AQ. 

Durch   die   Gleichungen   (U),   (12),   (13)   gehl  also   in  der  Tliat  du 
Curvensystem 

(8)  («  + i)V;z-4«/y^  =  ü 

bis  auf  den  nicht  verschwindenden  Factor  \  in  das  andere  über: 

(9)  («+  1)2  />Ä  — 4 «(>•-*  =  0,' 

und  damit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen.  — 

Zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  wollen  wir  die  verschiedenen 
Arten  von  Curven  zweiter  Ordnung  und  Klasse,  wie  sie  durch  eine 
(piadratische  Gleichung  in  Punkt-  oder  Liniencoordinateu  dargestellt 
werden  können,  übersichtlich  zusammenstellen.  Wir  fügen  bei  jeder 
Curvenzahl  die  Zahl  der  Constanten  hinzu,  von  welchen  sie  abhängt, 
d.  h.  die  Zahl  der  Punkte  bez.  Tangenten,  durch  die  eine  Curve  der 
Art  bestimmt  wird.  So  enthält  eine  allgemeine  Gurve  5,  ein  Linien- 
paar  4,  eine  Doppellinie  2  Constante.  Eine  von  3  Constanten  abhän- 
gende Curve  würde  gegeben  werden  durch  eine  Doppellinie  und  einen 
mit  ihr  vereinigt  gelegenen  Doppelpunkt,  wie  sie  aus  dem  Linienpaare 
oder  dem  Punktepaare  entsteht,  wenn  man  die  beiden  Linien  oder 
Punkte  allmählich  zusammenrücken  lässt,  ohne  dass  dabei  ihr  Durch- 
schnittspunkt resp.  ihre  Verbindungslinie  unbestimmt  wird.    Eine  solche 
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f  Corve  kann  aber  nicht  durch  eine  Gleichung  in  Punkt-  oder  Linien- 
I  coordinaten  dargestellt  werden;  es  sind  dazu  vielmehr  zwei  Glei- 
I  dumgen  erforderlich  von  der  Form 

Züik XiXk  =  0 ,     £bi/c  Ui  f/A  =  0  5 
wo  sowohl    die   ünterdeterminanten  der  a,/,.,   wie    die    der   hik   ver- 
ichwinden,  und  wo 


«11  :  «12 

=  Si    ^^^^ 

•  «23  =  «31 

:l3 

•  «32 

:«33 

&„  :*,j 

:  fr,3  =  bji  :  *22 
=  oj,  :  Oj 

:  Jj3  =  ^3, 
:  o>3 

:*32 

:&33 

nod  endlich : 

ölSl  +  «2^2  +  «»353  =  0. 

;  Der  Vollständigkeit  wegen  führen  wir  auch  diesen  Fall  in  der  folgen- 
:  An  Tabelle  mit  auf,  in  der  er  dann  gleichzeitig  als  Grenzfall  zwischen 
ünieopaar  und  DoppelliniC;  und  zwischen  Punktepaar  und  Doppelpunkt 
[  aoflritt  Wir  haben  somit  für  Curven  zweiter  Ordnung  oder  zweiter 
Hasse,  deren  Gleichungen  nur  reelle  Coe'fficienten  enthalten  y  folgende 
TabeUe: 

J.     Curven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  {A  ^  0^  A  ^  0). 

5  Constante. 

1)  Ellipse,  reell  oder  imaginär. 

2)  Hyperbel. 

3)  Parabel. 

n.    Cttrven  zweiter  Ordnung        '         III.    Curven  zweiter  Klasse 
(A  =  0).  (A  =  0). 

1)  Linienpaar.  1)  Punktepaar. 

4  Constante:  4  Constante: 

?rei     reelle    oder    conjugirt   ima-    zwei    reelle    oder    coojugirt   ima- 
ginäre Linien.  ginäre  Punkte. 
Als  Klassencurve  Doppelpunkt.)    (  (Als  Ordnungscurve  Doppellinie.) 
2)    Doppellinie  und  Doppelpunkt  in  vereinigter  Lage. 
3  Constante. 
3)  Doppellinie.*)                        \          3)  Doppelpunkt.*) 
2  Constante.                     ]  2  Constante. 

Venn  auch  die  Parabel  in  der  Tabelle  unter  den  Kegelschnitten  mit 

Constanten  aufgeführt  wurde,  so  soll  damit  nur  hervorgehoben  wer- 

en,    dass  dieselbe  der  Ellipse  und  Hyperbel    gleichberechtigt  beizu- 


*)  Diese  Gebilde  sind  bei  reellen  CoÖfficienten  a,y^  in  der  Gleichung  Za^f^x-x^=0, 
ez,  Aii^  in  2  j^,^  m,-  u/^  ="  0  immer  reell. 
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stellen  ist,  insofern  eben  ein  nicht  zerfallender  Kegelschnitt  noch  Ter- 
schieden  gegen  die  unendlich  ferne  Gerade  liegen  kann.  Die  Parabel, 
ais  solche,  dagegen  hängt  nur  von  4  Willkürlichkeiten  ab,  indem 
durch  das  Wort  „Parabel^'  schon  eine  Constante  bestimmt,  d.  h.  eine 
ihrer  Tangenten,  nämlich  die  unendlich  ferne  Gerade,  gegeben  ist 
Eine  Parabel  ist  schon  völlig  bestimmt  durch  drei  ihrer  Punkte 
und  durch  die  Richtung  ihrer  Axe;  denn  letztere  bestimmt  den  Punki^ 
in  welchem  die  Curve  von  der  unendlich  fernen  Geraden  berührt  wird, 
so  dass  uns  ausser  jenen  drei  noch  zwei  weitere  unendlich  ferne, 
einander  unendlich  benachbarte  Punkte  gegeben  sind. 

Der  aufgestellten  Tabelle  gegenüber  ist  das  Verhalten  der  Kegel- 
schnitte in  dem  Systeme,  welches  durch  die  Gleichung  (8)  oder  (9) 
dargestellt  wird^  besonders  interessant.  Die  Gleichung  in  Linien- 
coordiuaten  (8)  gibt  uns  einen  Doppelpunkt  {ff  =  0)  und  ein  Punkte- 
paar  (GL  —  //^  =  0);  beide  Curven  werden  dagegen  durch  eine 
Gleichung  der  Form  (9)  nicht  dargestellt,  und  man  erschliesst  ihre 
Existenz  in  diesem  Systeme  nur,  insofern  dieselben  durch  einen  Grau-  [ 
Übergang  aus  den  allgemeinen  Curven  des  Systems  bei  Variation  des 
Parameters  a  entstehen.  Die  Gleichung  in  Punktcoordinaten  (9)  gibt 
dagegen  eine  Doppellinie  {Q  =  0)  und  ein  Linienpaar  {PR  —  (>'  =0); 
und  beide  sind  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (8)  nicht  aosiu- 
drücken.  Dabei  ist  der  Doppelpunkt  in  (8)  gleichzeitig  der  Doppel- 
})unkt  des  Linienpaares  in  (9),  und  die  Doppellinie  in  (9)  gleichzeitig 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  des  in  (8)  enthaltenen  Punktpaares. 


V.   Beziehungen  zwischen  zwei  Kegelschnitten. 

iSiml  zwei  Kegelschnitte  gegeben,  so  bietet  sich  naturgemäss  zu- 
nächst die  Frage  nach  der  Zahl  ihrer  gemeinsamen  Punkte,  respectire 
Tangenten  und  nach  der  analytischen  Bestimmung  dieser  gemeinsamen 
Elemente.  • 

Die  Gleichungen  der  beiden  vorliegenden  Kegelschnitte  seien  in 
Punktcoordinaten : 

/=  2:  a,f,XiX,,  =  0 
und: 

g)  =  2:bi/;XiXk=^  0. 

Um  die  ^Schnittpunkte  beider  zu  bestimmen,  können  wir  folgender- 
masscn  verfahren.  Wir  ordnen  die  Ausdrücke  links  nach  Potenzen 
einer  Variabein,  z.  B.  .r^,  schreiben  also  die  Curvengleichungen  in 
der  Form: 

/•=  .4  +  A'  x-^  +  A"  x.^ 

wo  //,  B  vom  zweiten,  A',  B'  vom  ersten  Grade  in  »c, ,  a;.^  sind,  und  wo 
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diese  Grössen  nicht  mehr  enthalten  (also  ^"  =  0^33,  B"  =  ^33). 
n  letzten  Gleichungen  können  wir  x.^  climiniren;  indem  wir  aus 
lie  Verhaltnisse 

1  :  ^3  :  0:3 
nen.     Wir  erhalten  dadurch: 

p.l    ^A'B''  —  B'A" 
Q.X.,  =  A'B    -  B"A 
Q  .x.^^  =  A  B'   —  B   A'] 

^raus  folgt  unmittelbar^  dass  das  Product  des  ersten  und  letzten 
ickes  gleich  dem  Quadrate  des  mittleren  ist^  d.  h.  dass: 

(A'B"  —  B'A")  {AB'  -  BA')  =  {A" B  —  B"Af. 
dies  eine  biquadratische  Gleichung  für  die  Unbekannte  —  •    Ihre 

Wurzeln  geben  also  vier  durch  den  Punkt  a:,  —  0,  0:2  =  0  ge- 
Strahlen nach  den  Schnittpunkten  beider  Curven;  und  somit 
wir^  da  Entsprechendes  auch  für  zwei  Curven  zweiter  Klasse 
ie  Sätze: 


m    Kegelschnitte    schneiden 
AU  gemeinen  in  1  Punkten» 


Zwei   Kegelschnitte    haben    im 
Allgemeinen  4  gemeinsame  Tangenten. 

!  brauchen  natürlich  nicht  alle  vier  Punkte  oder  Tangenten 
u  sein;  sondern  es  können  auch  zwei  imaginär  und  zwei  reell, 
lieh  alle  vier  imaginär  sein.  Es  können  endlich  auch  von  den 
mkten  mehrere  einander  unendlich  nahe  rücken,  wo  sich  dann 
gelschnitte  berühren.  Die  letzteren  Fälle  schliessen  wir  jedoch 
st  ausdrücklich  von  unserer  Betrachtung  aus;  wir  werden  später 
r  auf  dieselben  eingehen.  Wir  nehmen  also  an,  dass  vier  ge- 
reelle oder  imaginäre  Schnittpunkte,  bez.  gemeinsame  Tan- 
vorhanden  sind;  wir  werden  uns  jedoch  im  Folgenden  zunächst 
j  Bestimmung  der  gemeinsamen  Punkte  beschränken,  die  der 
iten  folgt  dann  durch  dualistische  (Jebertragung. 
i  erst  fünf  Punkte  einen  Kegelschnitt  völlig  bestimmen,  so  wird 
1  unendlich  viele  Curven  zweiter  Ordnung  geben,  welche  durch 
r  Schnittpunkte  von  /  =  0  und  g?  =  0  hindurchgehen ;  und  es 
ch  die  Gleichung  einer  jeden  Curve  der  Art  in  der  Form 

en,  wo  A  ein  Parameter  ist,  so  dass  jedem  Werthe  von  A  ein 
uter,  durch  die  4  Punkte  gehender  Kegelschnitt  entspricht, 
lie  Gleichung  ist  erfüllt,  sobald  gleichzeitig  f  und  (p  verschwin- 
id  anderseits  muss  jeder  Kegelschnitt  unserer  Art  die  Form  (1) 
weil  durch  einen  beliebigen  fünften  Punkt  nur  noch  ein  solcher 
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hindurcbgeht;  und  sich  uuter  den  Kegelschuitten  (1)  eben  ein  sol 
findet.  Setzt  man  nämlich  die  Coordinaten  dieses  fünften  Punkti 
(1)  ein,  und  sind  /„,  (p^  die  Ausdrücke,  welche  dadurch  aus  /",  ip 
stehen,  so  kann  man  die  Gleichung 

/"o  -  ^^9^0  =  0 

als  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  A  betrachten,  und  die  ( 
chung  des  durch  den  betreflfenden  Punkt  gehenden  Kegelschnitt« 
daher: 

Das  System  dieser  Kegelschnitte  mit  vier  gemeinsamen  Punkten  pf 
man  als  ein  Kegelschnitt shüscJiel  zu  bezeichnen,  die  Gleichung  (1)  i 
dann  einen  beliebigen  Kegelschnitt  des  Büschels,  es  ist  die  Gleich 
des  Büschels. 

Durch  die  vier  Grundpunkte  dieses  Büschels  gehen  nun  insbesom 
drei  ausgezeichnete,  uneigentliche  Kegelschnitte,  d.  h.  (da  wir  fxm 
in  Punktcoordinaten  gegeben  annehmen)  solche,  die  in  ein  Linien^ 
zerfallen ;  es  sind  dies  die  Paare  von  Verbindungslinien  der  vier  Puni 
d.  h.  die  sechs  Seiten  des  durch  die  vier  Punkte  bestimmten  t 
ständigen  Vierecks.  Je  zwei  derselben,  welche  zusammen  alle  ^ 
Punkte  enthalten,  bilden  in  der  That  einen  Kegelschnitt  unserer  J 
Die  drei  in  dieser  Weise  ausgezeichneten  Curven  müssen  daher  a 
für  besondere  Werthe  von  A  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellt  » 
In  der  That  führt  die  Bedingung,  dass  der*  Kegelschnitt  / —  kq)^ 
zerfalle,  auf  eine  cuhische  Gleichung  für  A,  denn  sie  ist  durch 
Verschwinden  der  Determinante  dieses  Kegelschnittes  gegeben,  \ 
jeder  Coefficieut  seiner  Gleichung  enthält  A  linear.  Bezeichnen 
diese  Determinante  mit  z/  (A),  so  erhalten  wir  also  die  Bedingung 


(2)  J[X)=^ 


Sind  A',  A",  X"  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  die  zunächst  verschie 
sein  mögen,  so  stellen  die  entsprechenden  Curven  unseres  Büscl 
obige  Linienpaare  dar,  und  wir  können  setzen: 

f-^  X  (p  =  A'    .  D\ 
(3)  f-  r  cp  =  A"     D", 

/•-  r q>  =^  A'"  '  D'\ 

wo  die  Ay  D  lineare  Functionen  der  x  bedeuten.  Kennt  mau  demn 
die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  (2)  und  führt  man  bei  zwi 
der   Ausdrücke  (3)    die  Zerlegung  in  lineare  Factoren    wirklich 


"n 

-A^, 

«12   -  '^^12 

«13 

—  Aft,3 

«3, 

—  Ai._,, 

</._,j  —  Ai/.,, 

«•.■3 

—  Aftj3 

«:n 

-  Xh,, 

«■n  —  ^hi 

«:.:, 

— '^*3;i' 
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<nu  nach  unseren  früheren  Betrachtungen  jedesmal  eiue  quadratische 
Ikichung  erforderlich  ist,  so  geben  die  Durchschnitte  der  beiden  so 
lefondenen  Paare  von  Geraden  die  vier  Schnittpunkte  der  beiden 
Surren  zweiter  Ordnung  auf  lineare  Weise. 

Wir  wollen  diese  Aufgabe  noch  ausführlicher  behandeln,  indem 
fir  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  ausgehen ;  wir  finden  zugleich 
Selegenheit,  eine  Reihe  fundamentaler  Beziehungen  zwischen  zwei 
Kegelschnitten  zu  erörtern.  Wenn  wir  dabei  scheinbar  auf  einem 
Umwege  zum  Ziele  gelangen,  indem  die  Lösung  des  Problems  von 
&r  eines  anderen  mittelst  einer  cubischen  Gleichung  abhängig  gemacht 
wild,  so  müssen  wir  bedenken,  dass  die  wirkliche  Lösung  der  direct 
ln^estellten  biquadratischen  Gleichung  eben  auch  nur  mit  Hülfe  einer 
phbchen,  „ihrer  Besolvenie^^,  erfolgen  kann.*) 

Construiren  wir  zunächst  die  Nebenecken  des  von  den  vier 
punkten  bestimmten  vollständigen  Vierecks  (vgl.  unten  Fig.  22), 
folgt  aus  der  Construction  der  Polare,  dass  jede  der  drei  Ecken 
piß  Verbindungslinie  der  beiden  andern  für  beide  Curven  zur  Polare 
Mit  Das  von  den  Nebenecken  gebildete  Dreieck  ist  daher  ein  gemein- 
Nkv  Polardreieck  für  beide  Kegelschnitte y  und  zwar  ist  dies  das,  einzig 
}Ulfflkhe  Dreieck  der  Art.  Letzteres  ergibt  sich,  weil  das  Dreieck  aus 
Itaiselben  Gründen  auch  für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels 

f^X(p  =  0 

ßMaidreieck  ist,  insbesondere  also  auch  für  die  drei  darin  enthaltenen 
Ifflüenpaare.  Für  diese  geht  aber'  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes 
Ibch  den  Doppelpunkt  des  Linienpaares.  Es  müssen  folglich  die 
Verbindungslinien  der  drei  Doppelpunkte  der  Paare  die  Seiten  des 
^lardreiecks,  und  die  Doppelpunkte  selbst  die  Ecken  desselben  bilden. 

Die  Aufsuchung  dieses  Polardreiecks  bildet  den  Hauptgegenstand  der 
ilgatden  Untersuchungen.  Statt  nämlich  die  drei  Linienpaare  des 
löscheis  zu  bestimmen,  suchen  wir  die  Doppelpunkte  derselben,  d.  h. 
ie  Ecken  des  Polardreiecks,  durch  deren  Auffindung  dann  unsere 
lofgabe  im  Wesentlichen  gelöst  ist. 

Wir  haben  früher  gesehen,  dass  in  der  Gleichung  eines  Kegel- 
efanittes  nur  noch  die  Quadrate  der  Veränderlichen  vorkommen,  sobald 
in  Polardreieck  als  Coordinatendreieck  gewählt  wird.  Nehmen  wir 
aber  als  solches  das  gemeinsame  Polardreieck  von  f  uud  g?,  so  werden 
ie  Gleichungen  dieser  beiden  Kegelschnitte  von  der  Form: 

<P  =  ^1  t/i^  +  hU'i^  +  ^3  2/3'^  =  ^^  • 

•)  Vgl.  über  die  Lösung  der  biquadratischen  Gleichungen  die  folgende  Ab- 
eilung  dieser  Vorlesungen. 


\^\  V^sm  *w  »^ 
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Die  drei  Goefficienten  einer  der  beiden  Fonetionen  f  und  9 
jedoch  einfach  gleich  der  Einheit  annehmen,  so  dass  8.  B. 

9>  =  yi'  +  yj'  +  ya' 

wird.     Denken  wir  uns  nämlich  die  y  so  ab  lineare  Functionen  d«  j 
frQheren  Cioordinaten  x  besidmmt,  dass  durch  Einsetzung  der  letrisnaj 
/und  g)  wieder  die  &fihere*Form  SüikXiXk  und  übtkXiXk 
men,  so  können  wir  durch  Multiplication  der  drei  Gleichungen, 
eine  solche  Transformation  darstellen,    mit  passend  geiriAiIten 
stanten    die    Definition   der   Coordinateii   y    so    wählen  1    dass 
Factoren   b^,  b^,  b^  mit  in  die  y  eingehen.*)    Freilich  wird  — 
das  soll  geschehen  —  dabei  vorausgesetast,   dass  9  nicht  ans 
Linienpaaro  besteht,  wo   dann  einer  der  üoSf&cienten  b  gleieh  M 
sein  wülxle.     In  diesem  Falle  wäre  9)  »=  0  selbst  eines  der 
drei  Linienpaare;   und  die  Bestimmung  der  Schnit^nnkte 
dann  nur  die  Trennung  der  beiden  Factoren  von  9  und  das  An 
der  Schnittpunkte  der  so  erhaltenen  Geraden  mit  /  •»  0,    Durch 
Festsetzung  über  die  Goeffidenten  von  g>  sind  die  Ton  f  aneih 
bestimmt.    Denn   damit  die   drei   Gleichungen  (3)  bestehen 
dürfen 'in  einem  Ausdrucke  /* —  Xtp  nur  noch  die  Quadrate  Ton 
Veranderlichen    vorkommen;    eine    homogene    lineare   Function 
Quadrate  von  drei  Variabein  kann  man  nicht  in  lineare  Factoren 
legen.    Wir  haben  daher  die  a  bez.  gleich  den  Wurzeln  der  Gle 
(2)   zu   setzen   imd   können    dann    unsere    Aufgabe    folgende 
formuliren: 

Es  soll  eine  lineare  Substitution: 


(4) 


y,  =  a,'  X,  +  Cj'  x^  +  «3'  x, 
,    X,  +  «2   a;j  +  c,   «3 


y2  = 

yj  =  a,"'«,  +  Cj"'«j  +  «,'"«3 

so  bestimmt   werden,    dass    zwei  gegebene  Functionen  f  b^  SauXi* 
q)  =  ZbikXiXk  durch  dieselbe  gleichzeitig  in  die  Farmen 

f  =  A'y,^  +  X'y^^  +  ry^^ 

übergeführt  werden;  wobei  dann  X',  X",  X'"  die  Wurzeln  der  cubii 
Gleichung  J  {X)  =  0  werden. 


(5) 


*)  Eine  Gleichung: 

//!*  +  //t*  +  Uz^  =  <» 

stellt  zunächst  nur  einen  imaginären  Kegelschnitt  dar,  doch  kann  man  auf« 
Form  auch  die  Gleichung 

^1*  ±  ^t  ±  ^a*  =  0 
bringen,  wenn  man  y,  =  a:|,  yt  =  K±^i  ^t,  yj  =  K±  i  *3  aetat. 
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Nehmen  wir  diese   Aufgabe  zunächst  als  gelöst  an,  so  sind  die 
drei  gesuchten  Linienpaare  dargestellt  durch: 

/•-  r  9,  =  (A"  -  X  )  yj2  +  (A'"  -  r  )  y,'  =  0, 

/•  -  r  ^  « (A'  -  r )  y,^'  +  (r'  -  a"  )  y,»  =  o , 

r  -  A">  =  (A"  -  A'")  y,*  +  (A"  -  A'")  y,2  =  0 ; 

und  diese  Ausdrücke  sind  sofort  in  ihre  linearen  Faetoren  zu  zerfallen. 
80  sind  die  Linien  des  ersten  Paares  z.  B.  gegeben  durch: 

P  «nd: 


Om  endlich  die  Schnittpunkte  von  f  und  g?  selbst  zu  finden^  brauchen 
nur  die  beiden  Ausdrücke  (5)  gleichzeitig  gleich  Null  zu  setzen, 
IPDdnrcli  wir  zwei  homogene  lineare  Gleichungen  für  y^'^,  y.^^,  y./  er- 
litten. Aus  ilinen  können  wir  die  Verhältnisse  dieser  Quadrate  dann 
bekannten  Regeln  berechnen,  und  zwar  ergibt  sich,  wenn  q  ein 
Fkoportionalitatsfactor  ist: 

py,«  =  A  —  A  , 
py,^  =  A"'-A'  , 
Qy,^  =  A'  -  A"  . 

für  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  haben  wir  also,  wenn  wir  0 
Yq  schreiben: 

isy,=±yr~-Y', 

(6)  fsy.  =  ±  yr'-X\ 

iSy^  =  ±l/T^X'\ 

Die  8  Vorzeichencombinationen,  welche  hier  möglich  sind,  führen 
der  That  nur  auf  4  verschiedene  Werthsysteme  der  y,  denn  die- 
selben geben  paarweise  Coordinaten  desselben  Punktes,  wenn  sie  sich 
Lnr  um  einen  gemeinsamen  Factor  —  1  unterscheiden. 

Unsere  Aufgäbe  der  Bestimmung  der  vier  Schnittpunkte  ist  also  in 
^gemeinster  Weise  gelöst^  sobald  wir  die  y  als  Functionen  der  x  durch 
Gleichungen  (4)  gegeben  voraussetzen.     Wir  haben  nun   noch    die 
immung  der  Transformationscoefficienten  a  wirklich  durchzuführen. 
Ehe   wir  jedoch  darauf  eingehen,   wollen  wir  die  dualistisch  entspre- 
chenden Erörterungen,   zu  welchen  die  Aufsuchung  der  vier  gemein- 
aunen  Tangenten  Veranlassung  bietet,  erwähnen;  wir  werden  sehen, 
äass  die  Bestimmung  dieser  Tangenten  durch  dieselbe  cubische  Gleichung 
'(2)  und  durch  dieselbe  Transformalion  (4)  geleistet  werden  kann. 

Verstehen  wir  unter  den  Aiky   B  ik  die  bez.  aus  den  Grössen  üik. 
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bik  zu  bildendeD  zweigliedrigen  ünterdeterminanten,  so  sind  die 
chungen  der  Kegelschnitte  f  und  q>  in  Liniencoordinaten: 

F=2:AikViUk  =  0, 

Ist  femer  ft  ein  Parameter,  so  stellt  die  Gleichung 
(7)  F—  fi0  =  O 

eine  „Schaar^^  von  einfach  unendlich  vielen  Kegelschnilten  dar,  u 
alle  mit  F  und  O  dieselben  vier  Tangenten  gemeinsam  haben;  und 
sind  unter  dieser  Gleichungsform  alle  Curven  zweiter  Klasse  enth 
welche  diese  vier  Tangenten  berühren.  Insbesondere  gibt  es  L 
Schaar  drei  in  ein  Punktepaar  zerfallende  Curven;  es  sind  die 
Paare  der  Schnittpunkte  der  vier  Tangenten,  d.  h.  die  seclis  ] 
des  durch  die  letzteren  bestimmten  vollständigen  Vierseits  (vgl.  Fig 
je  zwei  Punkte,  durch  welche  zusammen  die  vier  Tangenten  all« 
durchgehen,  bilden  eine  Curve  der  Schaar.  Die  Construction  des 
einer  Geraden   lehrt  ferner,   dass  die  Verbindungslinie  zweier  P 


Fig.  2L 


je  eines  Paares  Polare  des  Schnittpunktes  der  durch  die  beiden  ai 
Paare  bestimmten  Geraden  ist^  dass  also  die  Neben  seilen  drs  n 
gemeinsamen  Tangenten  gebildeten  volhtändigen  Vierseits  ein  beiden 
schnitten  gemeinsafnes  Polar dreieck  bilden.  Da  wir  aber  oben  g 
haben,  dass  es  für  zwei  Kegelschnitte  nur  ein  solches  Dreiecl 
so  muss  das  hier  gefundene  mit  dem  identisch  sein,  auf  welche 
zuerst,  von  Punktcoordinaten  ausgehend,  geführt  wurden.  Man 
zeugt  sich  davon  überdies  sofort  durch  einen  Blick  auf  die  Cor 
tion    der    beiden    Dreiecke.      Die    Bestimmung  der  vier    gemein 
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Tugenten  geschieht  nun  ebenso  mit  Hülfe  dieses  Dreiecks^  wie  oben 
die  der  gemeinsamen  Punkte;  und  damit  ist  dies  Problem  auf  das 
Tor^  zurückgeführt;  denn  auch  die  dazu  nöthige  cubische  Gleichung 
Bt  darch  die  Gleichung  (2)  bereits  gelost. 

Legen  wir  nämlich  das  gemeinsame  Polardreieck  von  /  und  (p 
wieder  als  Coordinatendreieck  zu  Grunde  und  nehnen  wir  diese  Curveu 
in  der  Form  (5)  an,  so  sind  ihre  Gleichungen  in  Liniencoordinaten : 


a>-=  r,2^  V^^+  Vr^'^  =  0. 

[  Äe  GoSffidenten  hangen  also  in  der  That  nur  von  den  Wurzehi  der 


z/  (A)  =  0 
l*)    Die  Bestimmung  der  Punktepaare  selbst  ^  d.  h.  der  Schnittpunkte 
gemeinsamen  Tangenten,  geschieht  nun^   indem  man  iu  der  Glei- 

bez.   gleich  A"  A"',  X'"  X ,   k'  k"  setzt.     Mau   findet  so  die  drei  zer- 
iden  Kegelschnitte  der  Schaar: 

/*— r  r'(P  — r'(A'  _  a")  r^' + '^" (^'  —r')v,;'  =  o 

F  —  A'"  A'  (P  =  A"'  (A"  —  A')  v^  +  A'  (A"  —  A'-')  v^-  =  0 
F  —  k'  k"  O  =  A"  (A'"  —  A')  v^'  +  k'  (A'"  ~  A")  t;.^  =  0 , 
Für    die    Coordinaten  der  vier  gemeinsamen  Tangenten  ergeben 
sieb  endlich  aus  den  Gleichungen  (8)  die  Werthe: 

QV,=^±y^   (A'"-A"") 

[und  die  acht  hier  möglichen  Yorzeichencombinationen  geben  wieder. 
^wie  bei  den  Gleichungen  (6),  in  der  That  nur  vier  verschiedene  Lagen 
|der  Tangenten, 

Wir    haben    nun    noch    die    Bestimmung    der    Transformatious- 
feoefBcienten  a,  die  wir  yorläufig  als  bekannt  annahmen^  wirklich  aus- 

Ldsen  wir  die  betre£Eenden  Transformationsgleichungen: 

y»  =  «1     ^\  +  «2     ^2  +  «3      *'*:» 

•>  Man  sieht  aus  den  Gleichungen  (8),  dass  die  Wurzohi  der  cubisclien  (Jlei- 
ehnng,  -welche  durch  das  Verechwinden  der  aus  den  Grössen  A-^f.  —  f*/?,/^.  zu  bil- 
denden Determinante  gegehen  ist,  die  reciproken  Wertlio  der  Wurzeln  von 
d  iV-^0  sind. 
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nach    den    x   auf   und    bezeichnen    die  ünterdeterminante    eines  £ 
mentes  a^^  der  Determinajite : 


< 


«1 


dividirt  durch  diese  Determinante  selbst,  mit  ß^^\  so  erhalten  wir  na 
bekannten  Determinantensätzen  die  Gleichungen : 

^1  =  ß\y\  +  ßCvi  +  ßC'y^ 
(10)  ^2  =  /3;y,  +  /»2'V.  +  /»2"V3 

^3  =  ßiV\  +  ßs'yi  +  ß^y-i- 

Nach  den  allgemeinen;  früher  über  Cöordinatentransformation  gegeben 
Regeln  sind  die  entsprechenden  Gleichungen  für  Liniencoordinai 
dann  durch  die  transponirten  Substitutionen  gegeben^  d.  h.  durch: 

^x  =  ßi    «1  +  ß2    ^2  +  ßi    "3        ^i  =  «>i  +  «i"«'2  +  «r«^3 

(11)   v^  =  ß(\  W,  +  /S;'  Wj  +  /Sg"  t/3  «2  =  ^2^\  +  <'vj  +  a^v^ 

^z  =  ßr  "i  +  /'/'«^a  +  ß^'^A         ^3  =  a/v,  +  a{v^  +  a^^v^. 
Ferner  haben  wir  uns  früher  auch  die  geometrische    Bedeatm 

der   Substitutionscoefficienten    vergegenwärtigt;    es    sind    darnach  i 

Grössen  (vgl.  p.  69) 

«/   ;      ^2    J      «3') 
«/',      «./',      «3"; 

ff  ttt  in 

«I    ;      «2    y      «3 

bez.   die    Coordinaten    der    Seiten    des  neuen  Fundamentaldreiecks 
Bezug  {luf  das  alte  Coordinatensystem  der  x^  und  die  Grössen: 

ß\    j    ßi   7    ßz   ; 

Pi  )   Pi  >   P3  ; 

bez.  die  Coordinaten  der  gegenüberliegenden  Ecken  des  neuen  Dreiec 
in  Bezug  auf  das  frühere.  Dies  neue  Coordinatendreieck  ist  aber 
unserm  Falle  diis  den  Kegelschnitten  /'  und  (p  gemeinsame  Polardreiec 
und  folglich  hat  jede  Ecke  desselben  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnii 
dieselbe  Polare ;  d.  h.  die  Coordinaten  der  letzteren,  gebildet  in  Bew 
auf  /  und  op  müssen  einander  proportional  sein.  Dadurch  erhalten  w 
die  folgenden  drei  Systeme  von  je  drei  Gleichungen: 

«•...  ^1"  +  «.>.  ^  +  «-.3  ^3"  =  f^,  {bn  ßf  +  h,  ß'^  +  *«  ^s"")  > 

«3.  ß?  +  ''3.  ß^  +  «33  ß^^  =  f*.  (^3 .  ß?  +  '>3i  ß^^  +  *33  ß^')  . 
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Hierin  haben  wir  für  ßk^*^  bez.  ß^,  ßii',  ßk'  und  für  /lc,  bez.  (ii,  (I2,  (i^ 
zu  setzen,  um  die  drei  Systeme  von  Gleichungen  zu  erhalten.  Ordnen 
wir  noch  nach  den  Grossen  ß,  so  gehen  dieselben  über  in: 

(a, ,  -  ^,ft„)  ßf  +  (ff„  -  (i,  J„)  ß'^'  +  («,3  -  ^,  b,,)  ß'^  =  0 , 

(12)  (fl„  -  p,*„)  ^;»  +  («„  -  ^,  *,,)  ^l;'  +  («,3  -  ^,-  ^,3)  ß<^  =  0 , 

(«3.    -  M.*S,)  /^r  +  («S2  -  f*<  *32)   /5i"  +  («3.1  -  ft.  *33)   /^l"  =  0, 

und  hieraus  'erhalten  wir  durch  Elimination  der  ß  zur  Bestimmung 
von  ^  wieder  die  cubische  Gleichung  (2): 

;  <i2i  —  f^^i         ör22  —  ^^22         //23  —  f*^3 1=0. 

1  «31    —  ^  ^31  «32  —  f*^32  «33  —  f*^33 

I  Die  Grossen  (1^,(12,  (i^  in  den  Gleichungen  (12)  sind  also  mit  den 

[  eben  auftretenden  Wurzeln  l\  A",  A"'  dieser  Gleichung  identisch.  Setzen 
wir  einen  dieser  Werthe  in  (12)  ein,  so  können  wir  aus  je  zweien  der 
Gleichungen  die  Verhältnisse  der  /S^*^  berechnen:  für  die  beiden  an- 
deren Systeme  von  je  drei  Gleichungen  haben  wir  dann  bez.  die 
beiden  andern  Wurzeln  von  (2)  zu  verwerthen.  Wir  können  somit 
die  Werthe 

von     /3,',    ß^f    ß^    bis  auf  einen  Factor  q 
von    /S,",   ß^'y    ß^'   bis  auf  einen  Factor  q" 
von    /?,'",  ß^',  ßz"  bis  auf  einen  Factor  q" 
berechnen-,  um  diese  Factoren  selbst  endlich  noch  zu  bestimmen,  setzen 
wir    die    gefundenen   Werthe   der   ßf  in    die    Gleichungen    (10)    ein; 
vermittelst  dieser  muss  dann  der  Kegelschnitt  (p  auf  die  Form 

yx'  +  y^  +  y.'^-^ 

gebracht  werden;  Aid  gemäss  dieser  Forderung  müssen  wir  q,  q\  q" 
noch  wählen,  wodurch  dann  unser  Tramformaiionsproblem  vollständig 
gelöst  ist.  — 

Der  Weg,  welcher  uns  zum  Ziele  geführt  hat,  ist  jedoch  keines- 

;   wegs    als    ein   algebraisch    eleganter    zu    bezeichnen;    wir   haben    das 

^,  Problem   allerdings  gelöst,    aber  das  Resultat  erscheint  als  Ergebniss 

f    unübersichtlicher  Rechnung.     Wir  haben  dabei  keinen  tiefern  Einblick 

in    die   Natur  derartiger  Transformationsprobleme  überhaupt    gethan, 

während   gerade  die   vorliegende   Aufgabe  bei  geschickter  Behandlung 

mannigfache  Gelegeuheit  zu  allgemeinen   Erörterungen,    zur    Vervoll- 

stTindigung    unserer    Begriffsbildung    überhaupt    bietet.      Wir    wollen 

daher  die   Berechnung  der  Coeflicienten  ßl''  noch  von  einem   anderen 

Gesichtspunkte   aus  durchführen,  wobei  wir  dann  von  selbst  zur  Ent- 

Cl  e b s e b ,  Vorlesangea.  l> 
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wicklang   wichtiger   und   allgemeiner  Principien   Veranlassung  finden 
werden.*) 

Transformiren  wir  eine  quadratische  Function  von  drei  homogenen 
Variabein : 

durch  die  Substitution  (10): 

^.  =  ßiy,  +  ß;'y^  +  /Jryj ,    ('  =  1,  2,  3), 
SO  geht  dieselbe  über  in  eine  homogene  quadratische  Function  der  y: 

r  =  ^laikViVk, 

in  welcher,  wie  man  leicht  übersieht,  die  Coefficienten  a,/  vom  erstea 
Grade  in  den  a,^,  dagegen  vom  zweiten  Grade  in  den  Substitutiov- 
coefficienten  ^^'^  sind.  Wir  haben  nun  oben  eine  Function  der  tfü^J 
die  aus  ihnen  zu  bildende  Determinante^  kennen  gelernt,  welche) 
der  Function  /  in  einer  Beziehung  stand,  die  durch  Einf&hnmg 
neuen  Coordinatensystems  nicht  zerstört  werden  kann;  denn  ihr  V«^| 
schwinden  sagte  aus ,  dass  der  durch  f  =0  dargestellte  Eegelseb 
in  ein  Linienpaar  zerfällt.  Verschwindet  daher  diese  Determinante  ^1 
so  muss  dies  auch  für  die  aus  den  a,^'  gebildete  Determinante  y^'stattt-j 
ünden,  damit  auch  die  Function  f  in  zwei  lineare  Factoren  zerieghsj 
sei.  Da  demnach  A'  immer  gleichzeitig  mit  A  verschwindet  und  uii-1 
gekehrt,  so  können  wir  setzen: 

A'  =  m  ,  A , 

wo  m  ein  nicht  verschwindender  Factor  ist.    Dieser  letztere  kann 
aber  die   Oik  nicht  mehr    enthalten    (denn   A'  sowohl  wie  A  sind 
der  3.  Dimension  in  denselben),  sondern  nur  noch  die  /Jjj' ,  und 
in  der  6.  Dimension ,  denn  zu  so  hohem  Grade  kommen  dieselben  i 
A'  vor,  während   A  von   ihnen  unabhängig  ist:  r^  ist  also  eine 
verschwindende   Function   6.   Grades    der    /3j^\     Nun   sind    diese  d 
vollkommen  willkürlich,  nur  haben  wir  ausdrücklich  vorausgesetzt, 
ihre   Determinante   It  nicht  verschwinde,    denn    sonst  würden 
Transformationsgleichungen   (10)    nicht  auflösbar  sein.     Das   QuacM] 
dieser  Determinante  ist   daher  die  einzige  Function  6.  Grades  in  deij 
ß^f^y  welche  nicht  verschwindet,  und  also  muss 

m  =  c  .  R' 

sein,  wo  c  eine  rein  numerische  konstante  bedeutet.     Wir  bestin 
dieselbe  durch  Betrachtung  einer  speciellen  linearen   Transformatio^l 


♦)  Vgl.  die  Behandlung  des  Prohlems  bei  Aronhold:  Ueber  eine  fund 
tiile  Begründung  der  Invariantentheorie,  Borchardt's  Journal,  BcL  62. 
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durch  ihr  Werth  nicht  geändert  werdeii  kann.  Betrachten  wir  näm- 
\k  die  Anwendung  der  Gleichung 

A'  =  e.  R^A 

r  die  identische  Substitution: 

Xj  =  yj ,     ^2  ^^^  2^2  7     ^3  ^^^  !/'s  9 

wird  A'  =^  A,  Ä  =  1.  und  es  folgt: 

c=l. 

ir  haben  deshalb  auch  im  allgemeinen  Falle*) 

3)  A'  =  R^.A. 

Dieselben  Schlüsse  gelten  für  beliebige  andere  Verbindungen  der 
lolfficientcn  einer  oder  mehrerer  Curven,  sobald  dieselben,  gleich  Null 
jBKtst,  Eigenschaften  angeben,  welche  zu  den  betreffenden  Cunren  in 
uostorbarer  Beziehung  stehen  und  deshalb  von  der  Wahl  des  Coor- 
Enatendreiecks  unabhängig  sind.  Solche  Functionen  der  Coefficienten 
diegt  man  als  Invarianten  zu  bezeichnen;  die  Invarianten  sind  dann 
iDgemein  charakterisirt  durch  die  Bedingung 

»0  7  die  betreffende  Function  für  das  alte  Coordinatendreieck,  T  die- 
idbe  für  das  neue  ist,  und  R  die  Substitutionsdeterminante  bedeutet. 
Die  Determinante  eines  Kegelschnittes  bietet  uns  somit  zum  ersten 
Ue  ein  Beispiel  für  einen  äusserst  fruchtbaren  und  für  die  weiteren 
bmcklungen  der  Geometrie  unentbehrlichen  Begriff.  In  der  That 
Hirt  erst  die  systematische  Untersuchung  solcher  invarianter  Gebilde 
km,  algebraische  Rechnung  und  geometrische  Ueberlegung  als  iden- 
fehe  Operationen  .hinzustellen.  Wir  werden  daher  im  Folgenden 
ich  noch  ausführlich  auf  die  sich  hieran  knüpfenden  Theorien  eingehen 
lissen.  Für  jetzt  möge  noch  eine  Anwendung  unserer  Schlussweise 
'folgendem  Beispiele  dargelegt  werden,  welches  uns  dann  unmittelbar 
B  Mittel  zur  Losung  unseres  Transformationsproblems  an  die  Hand 
hcB,  wird. 

Die  Bedingung,  dass  eine  gerade  Linie  u  den  Kegelschnitt  /  =  0 
ilhrt,  d.  h.  die  Gleichung 

ZAik  UiUk  =  0 

ckt  jedenfalls  eine  von  der  Lage  des  Coordinatendreiecks  unabhän- 
e  Beziehung  aus.  Durch  unsere  lineare  Substitutiou  (10)  hängen 
in  die  neuen  Liniencoordinaten  v  mit  den  w  durch  die  Gleichungen 


*)  Man  erhält  diese  Gleichung  direct  durch  zweimalige  Anwendung  des 
tiplicationssatzes  der  Determinanten;  vgl.  Näheres  hierüber  am  Schlüsse  der 
endeu  Abtheilung  dieser  Vorlesungen. 
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(11)  zusammen,  und  die  erwähnte  Schlussweise  ergibt  für  die  tra 
formirte  Gleichung: 

SAik  ViVk  =  Ä*  •  2^  Aik  UiUk  . 

Hier  sind  auf  der  linken  Seite  die  Aik  in  den  ßk^'"^  von  der  2.  Dim 
sion^  die  v  dagegen  linear;  im  Ganzen  kommen  also  die  ßk^*^  lii 
wieder  in  der  6.  Dimension  vor,  und  es  folgt  somit  A:  =  2.  Wir 
hatten  atso  für  die  Transformation  der  Curvengleichung  in  Liniencooi 
naten  die  Identität:*) 

(14)  2;  Aik'  Vi  Vk^^R^Z  Aik  Ui  Uk . 

Setzen  wir  nun  wieder 

«11  —  ^^1         «12  —  ^*i2        «13  —  -^^s 


z/(A)  = 


^^21  «22  --   ^^22  «23  "*    ^^23 


«31   —  -^^31  «32  —  -^^32  «33  ^^3 

und  wenden  die  Gleichungen  (13),  (14)  auf  einen  E^elschnitt  onw 
Büschels 

/  _  Ay  =  (A-  -  A)  y,^  +  (A"  -  A)  y,»  +  (A'"  -  A)  y,'  =  0 
aU;  so  ergibt  sich: 

X—k  0  0      i 

(15)  Ä^z/(A)  =  |    0      r  — A       0    • 

I      0  0       k"'  -  k  \ 

=  (A'  —  A)  (A"  -  A)  (A'"  —  A) 
und: 

(16)  R^EJikyntk={k''~k)[r'-k)v,'  +  {k"'~k){X-k)v.,^  +  {k'--k)iX^ 

wo  die  z/,vt  die   Unterdeterrainanten    von  z/  (A)  sind.     Aus    der    G 
chung  (15)    folgt  zunächst    wieder,    dass   A',  A",  A'"  die   Wurzeln 
schon  mehrfach   erwähnten   Gleichung    J  {k)  =  0   sind,    ferner  a 
durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von  A^: 

1  =  Ä^  \h,,     b,,     bj, 

^■.u     ^3>      f'^^■^ 
und  also: 


*)  Eine  directe  Bestätigung  dieser  Formel  findet  man  wieder  durch  Am 
düng  des  Multiplicfitionssatzea  der  Determinanten,  wenn  man  die  linke  Seite 
Liniencoordinatengleichung  in  Form  einer  geränderten  Determinante  zu  Gn 
legt,  und  zwar  am  einfachsten,  indem  man  die  Transformation  erst  auf  di 
einem  Kand  stehenden  u-  allein  anwendet,  worauf  sich  ein  Factor  R  absom 
und  dann  mit  dem  andern  Rande  ebenso  verfährt,  worauf  der  zweite  FacU 
vortritt. 
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WO  B  die  Detenmnante  des  Kegelschnittes  9  ==  0  bedeutet;  von  der 
wir  überall  angenommen  haben ;  dass  sie  nicht  verschwinde.  Unter 
dieser  Voraussetzung  erhalten  wir  dann  aus  (16);  indem  wir  nach 
einander  A  =  A',  V\  k'"  setzen;  unter  Berücksichtigung  von  (11)  die 
Relationen: 

«'t'  =  {ßi  w,  +  ß^  W2  +  ß^  1/3)2  =  ^(x-  ~r  )(r'-Tl * ^^'^C^' )^i^f^y 

17)  v^^  =  {ß:  u,  +  ß,"  u,  +  /53"  u,y  =  — -__^,L_^_  _^,,-  .  2:j,,(^1^'  ) u,u,, 

"  Wir  konnten  hier  auf  beiden  Seiten  die  Wurzeln  ziehen  und  die  /5^*^ 
■^  ans  den  drei  dann  linearen  Gleichungen  berechnen.  Direct  ergeben 
[■.me  sich  jedoch  aus  der  Vergleichung  der  Coefficienten  von  u,  Uk,  in 
^(17)^  wodurch  man  die  folgenden  Bestimmungen  erhält: 


w*. 


I  (18)  rft  =-;- 


/ 


Durch  diese  Gleichungen  sind  nun  die  Subsiitutionscoefficienten  bis  auf 
die  noihwendig  unbestimmt  bleibenden  Vorzeichen  gegeben;  in  ihnen  haben 
wir  noch  die  mit  dem  obem  Index  h  versehenen  Buchstaben  durch 
ein-,  zwei-;  oder  dreimal  gestrichene  zu  ersetzen;  und  es  ist: 

^'  =  (r  -  r )  (r-  -  r ) 
(19)  fi"  =(r'  — A")(A'  —  r) 

^'"  =  (A'  —  A'")  (A"  -  r) . 

.Wir  haben  damit  unser  Transformationsproblem  und  also  auch  das 
:,der  Bestimmung  der  vier  gemeinsamen  Punkte  von  /*  und  (p  in  voU- 
diger  und  systematischer  Weise  gelöst;  und  zwar  sahen  wir;  dass 
dadurch  gleichzeitig  das  dualistisch  entsprechende  Problem;  die  Auf- 
suchung der  vier  gemeinsamen  Tangenten  von  selbst  mitgelöst  wurde. 
—  Wir  wollen  zunächst  noch  einige  weitere  Betrachtungen  über  diese 
Kegelschnittsysteme: 

/•—ltp  =  0    und     F—k0  =  O 

hinzufügen,  wobei  wir  den  gefundenen  Sätzen  die  ihnen  dualistisch 
entsprechenden  sofort  gegenüberstellen.  Wir  fanden  schon  oben  die 
folgenden  Sätze: 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  ^  Jede  Gerade   der  Ebene   wird 

\fiehi  ein   Kegelschnitt   des  Büschels    von  einem  Kegelschnitte  der  Schaar 
f  —  kq>  mit  4  gemeinsamen  Punkten,  '  F  —  kO  mit  4  gemeinsamen    Tan- 
genten berührt. 

Die   sich  hieran  anschliessende  Frage  nach  der  Zahl  der  £egel- 
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schnitte  des  Büschels,  welche  eine  gegebene  Oevade  berBhrani  ivM 
durch  Nnllsetzen  des  Aosdrackes  (16)  beantwortet;  denn  die  OMduag 

ist  die  Gleichung  einer  solchen  Curve  in  LinienooordinataDL  Betaai 
wir  hierin  für  die  u  die  Coordinaten  der  gegebenen  G^eiaden  ein,  lo 
erhalten  wir^  da  die  ^tkß)  vom  zweiten  Orade  in  l  sind,  eine  ;«► 
dratische  Gleichung  zur  Bestinunung  von  A;  und  somit  folgt  derSsh;] 


Durch  jeden  Punki  gehen  zmä\ 
KegdichnUte  der  Schaar. 


'  Jede  Gerade    wird   von   zwei 
Kegeischmtten  des  Büschels  berührt 

Von  besonderem  Interesse  ist  femer  die  Lage  der  Sehnil 
einer  beliebigen  Curve   des   Büschels   mit  der  betraehfaten 
gegen  die  Berührungspunkte   der  beiden  soeben  bestimmten 
schnitte.    Um  diese  zu  untersuchen,  nehmen  wir  die  betr.  Geiade 
Coordinatenseite 

a?,  —  0. 
Setzen  wir  dann   für  einen   diese   Linien  berührenden  Kegel 
a^^aaO,  so  muss   eine   in  x^^x^   quadratische    Gleichung  mit 

gleichen  Wurzeln  für  —  übrig  bleiben,   d.  h.  das  Quadrat  eines 

^2,  x^  linearen  Ausdruckes.    Die  Gleichungen  der  beiden 
Kegelschnitte  sind  daher  von  der  Form: 

f=x^G  +^2  —  0, 
q>^x^G'  +  H"^  =  0, 

wo  Gj  G'  linear  in  x^,  x^j  x^  und  H,  H'  linear  in  x^^  x^  sind. 
beliebige  Curve  des  Büschels  ist  dann  dargestellt  durch .  die  Gleichi 

/  -  A9  =  Xj  (6?  -  A6?')  +  ^^  —  A  !n  =  0  ; 

und  die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  gegebenen  Geraden  besi 
sich  durch: 

m  —  XH'^  =  o, 

die  letzte  Gleichung  stellt  ein  von  der  Ecke  ajj  =  0,  X3  «=»  0  Am 
Coordinatendreiecks  nach  den  betreffenden  Schnittpunkten  gehendti 
Geradenpaar  dar,  gebildet  aus  den  beiden  Linien: 

Diese  beiden  Geraden  sind  aber  harmonisch  zu  den  von  ihrem  Schnitt- 
punkte nach  den  Berührungspunkten  von  /  und  9  gehenden  Linien 
welche  durch  ff=0,  H'  ^=0  gegeben  sind;   und  also  liegen  die  gs- 
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:hten  Sehnittpunkte  zu  den  beiden  Berührungspunkten  harmonisch, 
solches  System  von  Punktepaaren  auf  einer  geraden  Linie,  wo 
es  Paar  zu  denselben  zwei  bestimmten  Punkten  harmonisch  liegt, 
t  man  nun  eine  Jnvohttion  und  die  beiden  ausgezeichneten  Punkte 
Doppelpunkte  der  Invotutmi  (ebenso  spricht  man  auch  von  einer  Invo- 
vun  Geradenpaaren  in  einem  Strahlbüschel).  Es  sind  dies  im 
e  nichtß  weiter,  als  die  Doppelpunkte  zweier  vereinigt  gelegener 
DJectivischer  Punktreihen  von  speciellem  Charakter  (vgl  p,  51). 
rtztere  erhält  man  in  diesem  Falle^  wenn  man  jedem  Punkte  der  Gera- 
den vierten  harmonischen  in  Bezug  auf  zwei  feste  Punkte  (die 
iden  Doppelpunkte)  zuordnet,  also  jedes  Punktepaar  der  Involution  in 
m  entsprechende  Punkte  der  beiden  Reihen  auflöst.*)  Unter  Be- 
tsuDg  dieses  auch  für  andere  Probleme  äusserst  wichtigen  Begriffes 
Involution  können  wir  jetzt  folgende  Sätze  aussprechen: 
IHc   Schnitipunkte    der    fCegcl-  \  Die  von  einem  Punkte  an  die 

Kegelschnitte  einer  Schaar  gehenden 
Tangenten  bilden  eine  Involution, 
Die  beiden  Doppehtra/tlen  derselben 
werden  in  dem  Punkte  von  Je  einer 
Curve  der  Schaar  beriihrt. 


miie  einen  BiUchets  mi(  einer 
reden  bilden  auf  dieser  eine  In- 
ution.  in  den  beiden  Doppel- 
tkten  derselben  wird  die  Gerade 
Je  einer  Curve  des  Biiacheis 
Mrf. 


VI.    Besondere  Lagen  zweier  Eegdlschnitte  gegen  einander. 

Eb   gibt   einige   Fälle,    in    denen   die  oben  zur   Bestimmung  der 

Lnsformationscoefficienten  ß^*^  angewandte  Methode  nicht  zum  Ziele 

ai.     Dieselbe  ist  nämlich  nur  so  lange  zulässig,   als    alle   /i^^'*  (vgl. 

(18))   von   Null  verschieden  sind*     Die  Grössen  ju'^*  verschwinden 

nur  (vgl.   (19)),  wenn  zwei   Wurzeln   der  Gleichung  ^  (l)  ?=  0 

Mi<ler    gleich  werden.     Bei   der   näheren    Durchführung  zeigt  sich, 

[    noch  immer  beitonders  zu  berücksichtigen  ist,  ob  für  eine  mehr- 

le  Wurzel  auch  alle  Llnterdeterminanten  von  zf  verschwinden,  oder 

iL    Wir  haben  sonach  die  folgenden  Ausnahmefälle  zu  unterscheiden. 

Zwei  Wurzeln  A  &ind  gleich. 

Zwei  H'urzetn   X  sind  gleich,   und  die  zugehörigen  ünterdeter- 
minanten  Jik  verschwinden  sämmtluh* 
Aile  lyurzeln  l  sind  gleich, 

Alle  Wttrzeln  k  sind  gleich,  und  die  zugehörigen  ^ik  verschuin- 
den  $ämmllich. 
5-    AUe  drei  U^urzeln  sind  gleich  und  Jedes  einzelne  Glied  der  Deter- 
minante z3  [l)  verschwindet  für  diesen  Werth  von  A. 


*)  Vgl,  Nähercfl  hierüber  in  der  dritten  Abtheümig  dieser  Vorlesungen. 
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Diese  Fälle  wollen  wir  im  Folgenden  der  Reihe  nach  näher  be- 
handeln; auf  den  zuletzt  genannten  brauchen  wir  jedoch  nicht  naher 
einzugehen,  denn  für  denselben  werden  die  aik  den  hik  proportional: 
Beide  KegehchniUe  sind  identisch, 

1.  fVenn  zwei  der  k^'^  einander  gleich  werden^  so  bedeutet  dies  im 
Allgemeinen,  dass  zwei  Seiten,  resp.  Ecken  des  Polardreiecks  einander 
unendlich  nahe  rücken.  Daher  ist  dasselbe  dann  als  Coordinaten- 
dreieck  unbrauchbar,  und  unsere  obige  Transformation  verliert  ihre 
Bedeutung.  Aus  der  früher  gegebenen  Construction  des  Polardreiecb 
folgt  in  diesem  Falle,  dass  zwei  der  durch  die  Schnittpunkte  der 
Curven  gelegten  Linienpaare  unendlich  wenig  verschieden  sind.  Diese 
gehen  aber  noch  nicht  (was  erst  im  zweiten  Falle  eintritt)  in  eine 
Doppellinie  über;  daher  sind  nothwendig  zwei  ihrer  Schnittpunkte 
Pig  23.  unendlich  benachbart  zu  den  ba- 

I  yy^-"  ^^^     einander     unendlich     nahen 

yK'O  Doppelpunkten    der   Paare   (A  L 

V      >/7  Ecken  des  Polardreiecks).    Somit 

^ro  )\      /  fallen  in  der  Grenze  zwei  Schnitt- 

^\^*»>^==:^  punkte    der   beiden    Kegelschnitte 

^/T<^"'''^N*  zusammen  in  einen  Punkt:  die  Cmt- 

y/j  ^^^k]   \\  ^^*^  berüliren  sich  in  diesem  PmkM 

^y^  /'        \    '//T-X  ^  (^gl-  Fig-  23),  und  in  ihm  lie^ 

I  ^\        ^    /  /  A^-^^^Vs^        g®^   gleichzeitig    zwei  Ecken  dei 
V    ^^^^^  ^^   Polardreiecks  vereinigt.     Letzter« 

^'^-^_„<^'y  ^  geschieht    aber   so,    dass    die  g^ 

I  meinsame    Tangente    der    Currei 

^^'^  in  P  mit  der  Verbindungslinie  d* 

unendlich  nahen  Dreiecksecken  das  Doppelpaar  harmonisch  theilt;  wo- 
bei diese  Linie  als  Polare  des  Schnittpunktes  (>  der  Tangente  mit  der 
Verbindungslinie  der  beiden  andern  gemeinsamen  Punkte  der  Kegd- 
schnitte  construirt  werden  kann.  Ebenso  werden  die  Schnittpunkte  der 
doppeltzählendeu  Tangente  mit  den  beiden  getrennt  gebliebenen  gerne» 
samen  Tangenten  durch  die    Punkte  P  und  ()  harmonisch  getrennt 

Es  liegt  nahe,  hier  neben  den  beiden  noch  verschiedenen  Seitei 
des  Polardreiecks  als  dritte  Coordinatenseite  die  Verbindungslinie  der 
beiden  getrennten  Schnittpunkte  der  Curven  einzuführen.  Sei  al* 
yj  =  0  die  Gleichung  der  gemeinsamen  Tangente  des  Berühruugi- 
punktes,  //.2  =  <^  die  der  einfachen  Seite  des  Polardreiecks,  ^3  ==  0  die 
der  erwähnten  dritten  Linie,  so  kann  man  die  beiden  Linienpaan^ 
bei  geeigneter  Bestimmung  der  absoluten  Werthe  der  Coefficientei|^ 
in  der  Form  darstellen: 

/•—  A>  =  (y^'  +  y,-)  a"  —  k') , 
/•-r<)p=   -2y,y,    (r-  k'). 
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ier  That  werden  dann  die  beiden  Geraden  des  ersten  Paares  har- 
isch  von  den  Seiten  yj  ==  0,  2/2  =  ^  getrennt,  während  die  des 
iten  mit  zwei  Seiten  des  Coordinatendreiecks  zusammenfallen.  Die 
3nische  Form,  in  welche  wir  hier  die  Curven  f  =  EuikXiXk  und 
3  UbikXiXk  zu  transformiren  haben,  ist  somit  die  folgende: 

9=     yi^  +  y2    +2   y,y3. 

die  dazn  noihigen  Substitutionscoefficienten  zu  berechnen,  wenden 
wieder   die   Gleichungen   (13)  und  (15)   auf  eine  Curve  des  Sy- 
is!/* —  X<p  =  0  an.     Alsdann  ergibt  sich: 

1 A"  —  A       ü       r  —  A 

RiJ  (A)  =  1      0         A"  -  A         0       \  =  -  (A"  -  A)  (A'  —  A)^. 

!  A'  —  A         0  0      I 

ist  also  "A'  die  doppelte,  A"  die  einfache  Wurzel  der  cubischen 
ichung  -^  (A)  =  0  5  durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  Coeffi- 
iten  Yon  P  folgt: 

ß  wieder  die  Determinante  von  tp  bedeutet.  Die  Anwendung  von 
ichung  (14)  p.  132  auf  die  Curve  /* —  A9),  ergibt  femer: 

2'^^.(A)!/,M)fc=  —  (A'  -  A)  t;2-''  +  (A"— A)t;,'^-  2(A'  -A)(A"  — A)  t;,  v^, 

hieraus  folgt,  wenn 

£  Jik{k)viUM  ^  P  —  2  IQ  +  PS 

tzt  wird: 

R'^  ,P=  —  k-^v^^  +  k'"^v^^  —  2  A'A"  r, V,, , 
Ri  .Q  =  —  X'  v^^  +  A"  v.^  -  (A'  +  A")  «;,  v., , 
BKS=  ^       v^  —        v^  —  2  v^v^ . 

ipliciren  wir  diese  Gleichungen  bez.  einmal  mit  1,  — 2A",  X"^, 
al  mit  1,  —  2  A',  A'*,  und  dann  noch  bez,  mit  1,  —  (^'  +  ^")>  ^  ^' 
addiren  dieselben  jedesmal,  so  erhalten  wir: 


R^{P—  2  A"  0  +   A"  2 S)  ==  —  (A'  -  A'7 V, 


2 


W{P—  2  A'  ()  +    A'  2  ^)  =  +  (A'  -  A'7  r,-' 

^2  (/>  __  [jt'  ^  ;t")  ^  ^  ;^'^"5)  =  +  (/'_  A")- <',  r, . 

den  ersten  beiden  Gleichungen  könnten  wir  nun  y.,,  v.^,  aus  der 
»n  dann  durch  Division  r,  berechnen.  Durch  Vergleichung  der 
jrseitigen  Coefficienten  von  u,  uu  dagegen  finden  wir  direct  die 
*hten  Transformationscoefficienten  durch  die  Gleichungen,  welche 
teile  der  Gleichungen  (18)  auf  p.  133  treten: 
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^'"  ^*''  -  bw^*  (^«  -       2  ro^  +  r  «s») 


ßi        ßk 


Bii'^iy^^"* 


2l'0ik+  i'*s») 


—  1 


In  ilinen  haben  die  ß^^  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  (11)  p.  128iiBdf 
ist  gesetzt: 

P—ZPikUiUk,    Q^SQikUiUk,    S^SSikUiUk^ 
2.    Wenn  ausser  ^/  (A)  «*  0  für  die  Doppelumrzd  auch  alU 
chungen  /tut  (A)  «-  0  er f Ulli  sinä^),  so  werden  die  /J^^  nicht  an< 
gross,  sondern  unbestimmt,  die  beiden  Seiten  des  PolardreieckSy 
vorhin  zusammenfielen,  nehmen  eine  unbestimmte  Richtung  an.  Zi 
vereinigen  sich  die  beiden  unendlich  nahen  Linienpaare  des 
Falles  zu  einer  einzigen  Doppellinie  oder  eigentlich  vierfiich 
Linie,  denn  die  Bedingung  dafilr  ist  eben  nach  p.  106  das  Yerschi 
aller  /^nt.    Sammtliche  Curveii  des  Systems  müssen  sich  daher  ia 

Schnittpunkten  der  Doppellinie  mit/ 
oder  9  B»  0  berOhren  (r^.  Fig.  84);  i 
es  ist  dies  ein  System  der  Axt,  wie 
es  schon  frfiher  (vgl.  p.  116) 
haben.     EQerdurch  erklart  es  sich 
geometrisch,    dass    unendlich   viele 
meinsame    Polardreiecke    möglich 
eine    Seite    eines    solchen    ist 
immer  jene  Doppellinie,  die  andern 
Seiten  gehen  durch  den  Pol  derselben  und  liegen  harmonisch  sa 
beiden  gemeinsamen  Tangenten. 

Um   auf  ein    bestimmtes,  ausgezeichnetes  Coordinatendreieek 
kommen,  kann  man  dasjenige  wählen,  welches  durch  die  Dopj 
und  die  in  den  beiden  Berührungspunkten  gezogenen  Tangentea 
zusammen  auch  einen  Kegelschnitt  des  Systems  geben)  gebildet 
Sind  y.,  =  0,  y.,  ==  0  diese  Tangenten,  ist  femer  y^  «>  0  die 
linie,   X'  die  einfache,  A"  die  Doppel- Wurzel  von  ^  (A)  «» 0,  so 
man  die  Linienpaare: 


(^ 


*)  Dies  Letztere  kann  auch  nur  bei  einer  Doppelwurzel  eintreten,  dena  W  \ 
dJU) 


dl 


-ZJ,,b,, 


Uk^ik^ 


rJJ 


mit  allen  ^,^  Tcrschwindet  also  auch  immer  -^ ,  was  die  Bedingong 

pelwurzel  ist.    Ebenso  würde  ein  Verschwinden  der  zweiten  ünterdetemiM 
nur  bei  einer  dreifachen  Wurzel  eintreten  können. 


=  _  (A'  _  A)  (r  -  ly; 
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abo: 

9=    yi^+    2y2y3. 

Zur  Durchführung  des  betreffenden  Transformationsproblems  benutzen 
wir  wieder  die  Gleichung: 

^'=  ä2.  ^^ 

reiche  jetzt  übergeht  in: 

A'  —  A         0  0      ' 

Ä* .  z/  (A)  ==        0  0         A"  —  A 

0       r  —  i       0 

dll  hieraus  folgt  wieder: 

/^^  =  —  ^  . 

brner  haben  wir: 

1P2:  Jik  {X)  UiUk  =  —  (r  —  ky  t;,^  _  2  (r  —  A)  (A"  -  A)  i;2t;3; 

od  es  ergeben  sich  die  Coordinaten  der  Doppellinie  Vy  {ß(,  ß^,  ß^), 
enn  wir  A  =  A'  setzen  und  die  Coefficienten  gleicher  Producte  uiUk 
sgieichen.     Wir  finden  so: 

P\  P2  —  /^  (v'  _  xV ' 


achdem  die  Doppellinie  gefunden,  ist  die  Bestimmuug  der  beiden 
isgenten  auf  ein  bestimmtes  Problem,  welches  wir  früher  (vgl.  p.  107) 
iliandelten,  zurückgeführt. 

3.  fFenn  alle  drei  Wvrzeln  von  z/ (A)  =  0  gleich  werden,  ohne 
Bf  die  Unterdeterminanten  verschtvinden ,  so  rücken  alle  drei  Linien- 
yore  zusammen,  ohne  jedoch  in  Doppellinien  überzugehen;  denn  das 
nftreten  von  Doppellinien  würde  ein  identisches  Verschwinden  der 
nterdeterminanten  zur  Folge  haben  (vgl.  den  folgenden  Fall).  Von 
sn  beiden  Schnittpunkten  zweier  unendlich  naher  Linienpaare,  welche 
i  ersten  Falle  sich  nicht  in  der  Nähe  ihrer  Doppelpunkte  befanden, 
iiss  noch  einer  diesen  ebenfalls  unendlich  nahe  rücken,  damit  auch 
8  dritte  Linienpaar  sich  mit  jenen  vereinige.  Die  Curven  berühren 
h  also  in  ^inem  Punkte  zweipiinktig,  was  so  zu  verstehen  ist,  dass 
>  eine  Carve  die  andere  in  3  benachbarten  Punkten  schneidet :  sie 
It  in    dieselbe    hinein,   geht   wieder    heraus   und  tritt  dann  sofort 
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Fig.  S5. 


wieder  ein  (vgl.  Fig.  25);  der  vierte  SchDittpnnkt  bleibt  dage^n  iioiii^^ 

und  ebenso  Haben  die  Corren 
isolirte  gemeinsame  Tangente.  Eil 
stirt  kein  eigentliehea  gen 
Polardreieck   mehr;   ein 
netes  Goordinaiendreieek  dagegen  || 
>^«#  uns  durch  die  folgenden  liniflB 
geben:   die   gemeinschafUielie 
gente  im  Berührongspunkte  (yi  ■*( 
die  Verbindungslinie  dieses  mit  dem  isolirten  Schnittpunkte  ^^^i 
und    die  durch   den    letztem    gehende    Linie,    welche    mit  y,« 
und   den  Tangenten   der  beiden  Curven  in  dem  Punkte 
liegt  (^3  e»  0).    Da  die  Punkte  ^^  es  0,  ^2  ""  ^  und' y,  ■»  0,  y| «1 
dann  beiden  Curven  angehören,   so  müssen  in  /*  und  9  die  GS 
t/^\  y^  fehlen;  da  femer  ^i  «=  0  Tangente  ist,  so  mäsaen  ^y 
^,  SB  0  in  Quadrate  übergeben,  also  müssen  auch  die  Glieder  mit] 
fehlen.    Endlich  müssen  die  mit  y,  multiplicirten  Theile,  welche 
Tangenten  im  isolirten  Schnittpunkte  darstellen,  harmoniach  la  y^  «■! 
^josO  sein,   d.  h.   sich  als  Suomie  und  DüBEerens  daistaUen. 
können  daher  setzen: 

/•=2A'y,    (y,  +  y,)    +  A V 


^2' 


9>=     2y,  (-yJ  +  yJ)  + 
In  der  That  gibt  dann  die  Gleichung  f  —  X'ip  =•0  das  einzige  in  < 
BQschel  noch  vorhandene  Linienpaar:  y,  as  0,  y,  **"  0.    Zar 
mung  der  Transformation  von  /*  und  (p  auf  diese  kanonische 
welche  aber  nicht  zu  sich  selbst  dualistisch  ist,  haben  wir: 

0        X'  -{-  X     X'  —  X 
X'  -^X    X'  -  X         0 
X'  —  X         0  0 


Rt  .J{X)  = 


also: 


-(A'-A)S 


Ä-^  =  - 1 

B  ' 

und.  fern  er: 

Setzt  man  hierin  nach  einander  ^  =  A',  k  =  —  X\  Jl  «s  0 ,  so 
man  durch  Combination  der  erhaltenen  Gleichungen: 


P-  s 


4r« 
ß 


-  v,/ 


2''3 


2i'» 


P+^         =--W  (^•^'  +  *'3'  -  ^«'tt's). 
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i  hieraus  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  gleicher 
[>ducte  der  w,-  die  gesuchten  Substitutionscoefficienten  ßf- 

4.  £kr  vierte  Fall,  wo  alle  Wurzeln  von  z/  (A)  =  0  einander  gleich 
rden,  und  zugleich  alle  Unterdeterminanten  ^tk  verschwinden y  vereinigt 
n  zweiten  und  dritten:  die  Curven  berühren  sich  dreipunktig  (d.  h. 
bneiden  sich  in  vier  successiven  Punkten)  und  haben  demnach 
anen  weiteren  Punkt  gemein.  Anhaltspunkte  für  ein  besonders  aus- 
aeichneies  Coordinatensystem  sind  nicht  mehr  gegeben.  Nehmen 
ir  jedoch  die  gemeinsame  Tangente  im  Berührungspunkte  zur  Gera- 
en  y,  :=  0^  und  sei  ^2  '^  ^  irgend  eine  durch  diesen  Punkt  gehende 
inie,  so  können  wir  die  beiden  Curven  in  der  Form  schreiben: 

f  =  yx^  +  ^  («^2^  +  ßyxV'i  +  yy\y^ , 
9>  =  yj^  +    {^y^  +  ßyxy^  +  yy\y:i)  > 

enn  die  Gleichung  f —  l'(p  =  0  gibt  dann  in  der  That  die  einzige 
&  System  noch  vorhandene  Gerade 

—  Während  wir  bisher  die  verschiedenen  Lagen  betrachteten, 
rchihe  bei  zwei  Kegelschnitten  durch  verschiedenartiges .  Zusammen- 
llcken  zweier  oder  mehrerer  der  4  Schnittpunkte  entstehen  können, 
rollen  wir  jetzt  noch  einen  Blick  auf  diejenigen  Lagenbeziehungen 
rerfen,  welche  dadurch  bedingt  werden,  dass  das  Polardreieck  eine 
Mmdere  Lage  gegen  die  unendlich  ferne  Gerade  hat.  Dies  wird 
iriwsondere  eintreten,  wenn  eine  Seite  des  Dreiecks  mit  der  unendlich 
Bmen  Geraden  zusammenfällt,  woraus  dann  folgt,  dass  die  beiden  Kegel- 
ehnitte  einen  gemeinsamen  Mittelpunkt  (den  Pol  der  unendlich  fernen 
reraden)  haben;  und  nach  unseren  früheren  Erörterungen  (vgl.  p.  81) 
Aden  die  beiden  andern  Seiten  des  Polardreiecks  ein  Paar  conjugirter 
Im^messer  in  Bezug  auf  jeden  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte. 
ie  Aufgabe,  bei  zwei  Kegelschnitten  mit  demselben  Mittelpunkte  das 
men  gemeinsame  Paar  conjugirter  Durchmesser  zu  finden,  ist  also 
irch  unsere  obigen  allgemeineren  Betrachtungen  schon  gelöst;  wir 
öUen  nur  noch  die  Gestaltung  der  betreffenden  Gleichungen  unter 
mutzung  nicht  homogener  Coordinaten  näher  verfolgen. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
ireits  in  den  Mittelpunkt  verlegt  sei,  so  haben  die  beiden  Kegel- 
hnittgleichungen  die  Form  (vgl.  p.  87) 


/==  a^^x'^  +  2a^.^xt/  +  a,,,f/  —1=0, 
q)  =  h^^x'i  -j-  2b^2xy  +  * 

d  wir  haben  dieselben  auf  die  Form: 


q)  =  />,,  o:'^  +  2  0^2  xij  +  ^Ti  U^  —  ^  =  ^K 
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(2) 


p*  ^  q* 


ZU  transfonniren.     Die  letzteren  Gleichungen  zeigen»  da  sie  nur  i 
Quadrate   der  Veränderlichen  enthalten,   anmittelbar,  daas  die 
Schnittpunkte  Yon  /  und  q>  symmetrisch  gegen  die  gemeii 
jugirten  Durchmesser  liegen;  und  Gleiches  folgt  für  die  Tier 
samen  Tangenten,  denn  die  Gleichungen  in  Liniencoordinaten 

p'»ii«  +  «»v«-  1  —  0 

p"»«« +  «"*»»-  1  —  0. 
Wir  können  auch  die  Ooordinaten  der  gemeinsamen  Elemente 
der  Gleichungen  (6)  auf  p.  125  und  (9)  auf  p.  127  leicht 
sie  sind: 


Die  Lage  der  Schnittpunkte  ergibt  sich  auch  aus  nnaecer 
allgemeinen  Construction  des  Polardreiecka,  wenn  wir  die  Av 

desselben  niher  yerfolgen.    Die  i 
*■**•  ^'  Linienpaaie  des  Bflaebeb  f—'lf 

bestehen  nämlich  aus  je  zwei 
rallelen  zu  den  gemeinsamen 
jugirten    Durchmessern ,    und 
zwei  Geraden,  welche  sich  im  1 
punkte  schneiden.    Ebenso  sind 
gemeinsamen  Tangenten  von  / 1 
{p  zu  zweien  einander  parallel 
^  schneiden  sich  auf  den  beiden 
meinsamen   conjugirten    Dur 
sem  (vgl.  Fig.  26). 

Die  betreffende  Transformati 
möge  nun  durch  die  Gleichungen:  | 
X  =  x'  cos  «  +  y'  cos  ß 
X  =  x'  sin  a  -^  yf  sin  /} 
geleistet  werden;    wir  haben  dann  a,  /J,  p\  q\  p\  q"    zu    bestimi 
Die  Gleichung  z/  (A)  =  0  gibt  uns  hier: 

jö,,  —  A^,,     flr.^,  —  A^2i         ^^ 

0 


(*) 


(4) 


J(X) 


0)2  —  ^1^12 
0 


0 


1-0; 


X  -  1 


1 
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s  ist  uns  eine  Wurzel  l  ^^^  1  anmittelbar  bekannt^  was  dem 
mde  entspricht,  dass  wir  die  eine  Ecke  des  Polardreiecks^  den 
pnnkt,  als  gegeben  annehmen.  Sind  k\  k"  die  beiden  andern 
ein  von  (4),  so  können  wir  nach  dem  Früheren  sofort  eine 
itation  angeben;  wodurch  die  Ausdrücke  /*  und  tp  übergehen  in: 

diesen  Gleichungen  gelangen  wir  dann  zu  der  Form  (2)^  wenn 
reiter  setzen: 

P  '      7  ^ 

V^urzeln  von  (4)  geben  uns  also  unmittelbar  nur  die  Verhältnisse 
ängen  der  conjugirten  Durchmesser^  d.  h.  es  ist: 

[iängen  derselben  selbst  finden  wir  durch  Benutzung  der  Glei- 
ten (18)  ,  p.  133: 

»teile  der  durch  die  Grössen  /3^*^  bestimmten  Substitution  (Glei- 
>  (10),  p.  128)  tritt  nun  hier  die  folgende: 

X  =  p"  cos  a  x'  +  q    cos  /S  %J\ 
y  =  p   sin  a  x"  +  q"  sin  ß  y" . 
r  ist: 

^=^11^22  —  ^2% 

Iso  erhalten  wir  aus  (6): 

p"2cos'a  =       "-^^=^P^ 

p"^  cos  «  sin  a  =  —  -: 

;>      sm   a  =  ^.._^      6„&«-V 

IS  ergibt  sich  sofort: 

»  könnte  man  cos  a,  cos  /3  und  q    berechuen.     Für />'  findet  man: 

/^^       r(r-x")(/in6,,--^,«)'' 

inen  ähnlichen  Ausdruck  würde  mau  für  q    erhalten. 


r  ~  i" 

^11 '^2  — 

V 

//„  —  x'ä„ 

1 

r  —  r 

^*\\h\  — 

h^^^\ 

fli,  — X"ä„ 

1 
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Der  hier  eingeschlagene  Weg  wird  wieder  unmöglich,  res 
bestimmt^  wenn  einer  der  soeben  behandelten  Ausnahmefalle  € 
d.  h.  wenn  sich  die  Kegelschnitte  irgendwie  berühren.  Da  m 
aber  immer  eine  isolirte  Ecke  (der  Mittelpunkt)  und  eine  isolirt 
des  Polardreiecks  (die  unendlich  ferne  Gerade)  gegeben  sind,  s 
nen  nur  die  Fälle  1.  und  2.  vorkommen,  in.  denen  sich  die  Cur\ 
einer  Seite  des  Polardreiecks  in  einem,  bez.  in  zwei  Punkten  bei 
Im  Falle  2.  gibt  es  unendlich  viele  gemeinsame  Polardreiecke j 
eine  Seite  immer  die  Berührungssehne  ist,  während  die  beiden 
Seiten  immer  durch  den  Pol  dieser  Linie  gehen.  Die  unendlicl 
Gerade  wird  daher  Seite  eines  solchen  Dreiecks  sein  können, 
sie  selbst  Berührungssehne  ist,  oder  wenn  sich  die  beiden  Kegels 
auf  einem  gemeinsamen  Durchmesser  berühren,  wo  dann  der  I 
Berührungssehne  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  liegt.  Für 
jetzige  Betrachtung  tn(t  also  ein  Ausnahmefall  ein,  wenn  die 
eine  oder  zwei  gemeinsame  Asymptoten  haben,  oder  wenn  die  beidd 
gemeinsamen  Durchmesser  zusammenfallen. 

Im  erstem  Falle  sind  die  beiden  conjugirten  Durchmesser 

Asymptote  zusammengefallen^  was  damit  übereinstimmt,  dass  eii 

Pig  j7  Asymptote    (vgl.   p.    82)    ein 

Y     conjugirter     Durchmesser     v 

Das  bei  unserer  obigen  Beha 

(p.  136)  ausgezeichnete  Coord 

dreieck  wird  durch  die  gerne 

Asymptote     {x  =  0) ,     die    1 

dungslinie  der  beiden  noch  g« 

^  liegenden  Schnittpunkte  {y  = 

die  unendlich  ferne  Gerade  g 

(vgl.   Fig.  27).     Unter    Zugrundelegung    dieses    Dreiecks    werd( 

Gleichungen  der  beiden  Kegelschnitte  von  der  Form: 

f.=  a  (.t'+  1)  +  2bxy  =  0 
g;  =       a;2  +  1    +     2  xy  =  0  . 

Haben  die  Kegelschuitte  beide  Asymptoten  gemeinsam,  s 
unsere  Aufgabe  unbestimmt:  die  Curven  haben  alle  Paare  conj 
Durchmesser  gemein.  Dieser  letzte  Satz  gilt  gleichmässig  für 
sen  und  Hyperbeln,  nur  dass  bei  crstereu  die  beiden  Asymptote 
ginär  sind.  Man  nennt  in  diesem  Falle  die  KegehchnUle  ähnlich  ui 
lieh  gelegen.  Zur  Bestimmung  der  Asymptoten  von  f  und  g 
uns  nämlich  bez.  die  Gleichungen  (p.  84): 

//,,a:^  +  2öf,2^r?/  +  a^^y'^  =  0, 

^1  •^'■'  +  -  ^i-*-V  +  ^'-nV'  =  <^  • 
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Uen  ntin  die  Asymptoten  zusammenfallen,  so  können  sich  beide 
sichnngen  nur  um  einen  eonstanten  Factor  unterscheiden,  d.  h. 
ist: 

^11  •  ^12  •  ^22  =  ^11  •  ^12  •  ^22  f 

d  deshalb  werden  die  Curven  ähnlich  genannt.  Ihre  Gleichungen 
ben'  alsdann  die  Form: 

/•=        aiia;2  +  2ö,2^y +  «22^^  —  1  =  0, 
g)  =  m  (a^iX^  +  2öi2^y  +  ^22^^)  —  1  =  0. 
Der  erste  oben,  genannte  Fall  dagegen  kann  bei  zwei  Ellipsen  überall 
«ht  vorkommen,   weil  die  beiden  Asymptoten  einer  solchen  immer 
»yngirt  imaginär  sind.     Fallen  also  zwei  derselben  zusammen ,  so 
niBB  dies  auch  mit  den  beiden  andern  der  Fall  sein. 

VII.    Der  Kreis. 

Wir  haben  in  unseren  bisherigen  Betrachtungen  immer  zwischen 
Bcirischen  und  rein  projecti vischen  Eigenschaften  geometrischer 
Bebilde  unterschieden.  Die  letzteren  waren  im  Wesentlichen  da- 
inrch  charakterisirt,  dass  bei  ihnen  von  Winkeln  und  Entfernungen 
lidtt  die  Rede  war^  dass  vielmehr  gewisse  Doppel verhältnissrelationen  *) 
fbnptsachlich  harmonische  Theilung  bei  der  Polarentheorie)  den 
haptg^enstand  der  Untersuchung  bildeten.  Wir  werden  jedoch  nun- 
idir  im  Anschlüsse  an  die  Kreistheorie  eine  Methode  entwickeln, 
Imh  welche  es  gelingt,  alle  auf  Winkel  bezüglichen  Sätze  als  be- 
Hdere  Fälle  allgemeinerer^  auf  den  Begriff  des  Doppelverhältnisses 
qpründeter  Beziehungen  aufzufassen.  Es  führt  dazu  der.  folgende 
mdamentale  Satz:  Alle  Kreise  haben  zwei  imaginäre  (bei  allen  Bewe- 
mgen  der  Ebene  in  sich  absolut  feste) ^  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
kgene  Punkte  gemein. 

Zwei  Kreise  können  sich  bekanntlich  nur  in  zwei  reellen  Punkten 
[meiden;  und  in  der  That  erhalten  wir  bei  Benutzung  Cartesischer 
»ordinaten  zur  Bestimmung  der  Schnittpunkte  nur  eine  quadratische 
eichung.  Als  charakteristisch  für  die  Kreisgleichung  erkannten  wir 
[her  den  Umstand^  dass  ihre  höchsten  Terme  (bei  rechtwinkligen 
ordinaten)  immer  die  Form  x^  -f"  V^  haben  und  das  Glied  mit  xy 
dt  (vgl.  p-  88).     Die  Gleichungen  zweier  Kreise  sind  also: 

x"^  +  y'^  +  2  a  X  +  2b  y  -^  c  =0, 

x'^  +  y'^  +  2dx  +  2b'x  +  c  =0. 
s  ihnen  ergibt  sich  durch   Subtraction  eine  lineare   Gleichung,   die 
Verbindungslinie  der  beiden  Schnittpunkte.     Die  letzteren  selbst 

*;  In  der  That  kann  man  nach  v.  Staudt  (vgl.  Geometrie  der  Lage.  1847.) 
1  ein  Doppelverhältniss  ohne  Benutzung  des  Begrift's  der  Entfernung  definiren, 
;i«bsch,  Vorleauogen.  10 
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sind  also  dann  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimmt.  Das 
Aufsuchung  der  Schnittpunkte  hier  in  so  einfacher  Weise  möglic 
ist  lediglich  in  der  speciellen  Beziehung  des  Kreises  zum  recht 
ligen  Coordinatensysteme  begründet.  Führen  wir  nämlich  mittels 
Substitution : 

yi  ^1  +  y2  ^t  +  yz^z       ^ 
homogene  Veränderliche  ein,  wo  dann  C^  =  0  die  unendlich  fem( 
rade  darstellt,  so  werden  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise: 

j2  4.  ß-2  ^  2a  AC  +  2b' AC  +  c'6^  =  0 ; 

und  zur  Bestimmung  der  Schnittpunkte  erhalten  wir: 

C(2{a^  a)A  +  2(b  —  b')  B  +  {c-c)C)  =  0, 

also  ein  Linienpaar.  Der  eine  Factor  desselben,  (7  =  0,  gibt  die 
den  früher  nicht  berücksichtigten  Schnittpunkte.  Die  biquadrat 
Gleichung,  welche  im  Allgemeinen  die  vier  Schnittpunkte  von 
Kegelschnitten  bestimmt,  ist  also  in  unserem  Falle  durch  zwei  qu 
tische  Gleichungen  lösbar.  Es  liegt  dies  daran,  dass  sich  die  fi 
zur  Lösung  benutzte  cubische  Resolvente  {J  (A)  ==  0)  auf  eine 
dratische  Gleichung  reducirt-,  denn  wir  werden  sehen,  dass  eine 
des  zwei  Kreisen  gemeinsamen  Polardreiecks  immer  mit  ihrer  Cei 
zusammenfallt,  und  dem  entsprechend  ist  eine  Wurzel  der  cubii 
Gleichung  z/  (A)  =  0  von  vornherein  gegeben.  Die  durch  C  = 
gebenen  Schnittpunkte  sind  durch  den  Schnitt  der  unendlich  f« 
Geraden  mit  dem  imaginären,  zerfallenden  Kegelschnitte: 

A"^  +  B'^  =  0 
oder :  x^  -[-  j/^  =  0 

bestimmt,  also  unabhängig  von  den  Coefficienten  öf,  b,  c,  d,  b', 
den  Gleichungen  der  beiden  Kreise.  Wir  haben  somit  den  Satz 
Alle  kreise  der  Ebene  gehen  durch  dieselben  beiden  imaginären  P\ 
die  der  unendlich  fernen  Geraden  angehören.  Wir  wollen  dieselbe 
der  Folge  kurz  als  die  imaginären  Kreispunkle  der  Ebene  bezeic 
Die  Gleichung  dieser  Punkte  in  Liniencoordinaten  ergibt  sieh  < 
Elimination  von  A,  /y,  C  aus  den  Gleichungen: 

A   +iD  =0 

C  =  0 
Au  +  ^y  +  6'=0 
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\ 


der  Form: 


\l     ±i     Oj 

!»     V     \\ 

Es  ist  daher  das  Product  der  Kreispunkie  dargestellt  durch: 

1)  t/«  +  t;2  =  0. 

)ie  Richtangen  nach  diesen  ausgezeichneten  Punkten,  d.  h.  die  der 
bymptoten  des  Bjreises,  sind  durch  die  Gleichung: 

tang2  a  +  1  =  0 

ibo  durch  tang  a  =  +  Y —  1  bestimmt.  Wir  können  somit  den  er- 
vihnten  Satz  auch  folgendermassen  aussprechen: 

Die  Asymptoten  aller  Kreise  sind  parallel  ^  wenn  anders  wir  auch 
non  parallelen  imaginären  Linien  sprechen  wollen.  Die  so  bestimmten 
ikhtungen  haben  noch  andere  merkwürdige  und  wichtige  Eigen- 
Khaften,  von  denen  zunächst  die  folgenden  beiden  erwähnt  sein  mögen : 

1)  Sie  bilden  mit  allen  anderen  Richtungen  denselben  (unendlich 
rossen)  Winkel.     Ist  nämlich  tang  a  =  i  =  y —  1,  so  ist: 

°  ^^  ^        1  +  tang  <p  .  tang  a        1  +  i  tang  qp  ' 

80  Ton  tp  unabhängig;  ebenso  fär  tang  a  =  —  i.  Der  Grund  hierfür 
Bgt  darin^  dass  der  Winkel  a,  und  also  überhaupt  der  Winkel  einer 
nue,  welche  durch  einen  der  Sjreispunkte  geht^  mit  einer  beliebigen 
Mieren  Geraden  als  ein  unendlich  grosser  aufzufassen  ist.  Wir  haben 
imlieh: 

a 

,  r  fix 

arc  tang 


r  fix 


1  +  a« ' 

id  dies  Integral  wird  unendlich  für  x  =  +  i.  Während  also  die 
mkte^  deren  Entfernung  von  einem  beliebigen  Punkte  unendlich 
08S  ist,  auf  einer  Geraden,  der  unendlich  fernen  Geraden,  liegen, 
thüllen  die  Linien,  welche  mit  einer  beliebigen  andern  Linie  einen  un- 
tflich  grossen  Winkel  bilden,  und  die  man  daher  als  unendlich  ferne 
fiien  bezeichnen  könnte,    ein  Punktepaar:    die  imaginären  Kreispunkte, 

diesem  verschiedenen  Verhalten  der  unendlich  fernen  Punkte  und 
r  unendlich  fernen  Linien  ist  weiterhin  die  Ungültigkeit  des  Prin- 
»s  der  Dualität  bei  metrischen  Relationen  begründet. 

2)  Zwei  auf  einander  senkrechte  Linien  sind  harmonisch  zu  den 
\  ihrem  Schnittpunkte  nach  den  beiden  imaginären  Kreispunklen  gezo- 
\en  Geraden,     In  der  That  sind  dann  die  beiden  letzteren  Asymptoten 

einen  jeden  Kreis,  der  seinen  Mittelpunkt  in  ihrem  Sclinittpunkte 

10* 
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hat;  und  die  beiden  gegebenen  Geraden   sind  conjugirte  Durchmesser 
eines  solchen  Kreises ^  also  nach  früheren  allgemeinen  Sätzen  harmo- 
nisch zu  den  Linien  nach  den  imsiginären  Kreispunkteu^  w.  z.  b.  w. 
Diese  beiden  Satze  zeigen,  in   wie  inniger  Beziehung  die  beides 
ausgezeichneten  Punkte  der  Ebene  zu  allen  Winkelrelationen  stehen; 
insbesondere  ist  durch  den  zweiten  Satz  das  Ziehen  von   senkrecbtea 
Linien  auf  die  rein  projectivische   Aufgabe  einer  harmonischen  Tkai*  i 
lung  zurückgeführt.    Dieser  Zusammenhang  geht  aber  noch  weiter.  Die  j 
Theorie  der  Kreise  muss  zufolge  unserer  Definition  des  Kreises  übereu-j 
stimmen  mit  derjenigen  der  Kegelschnitte  mit  2  gemeinsamen  Pankie&  j 
Die  Untersuchung  dieser  letzteren  erfordert  aber  nur  rein  projectiTiecta] 
Betrachtungen;  und  somit  erscheint  die  gewöhnliche  metrische  Gemilrii^\ 
insofern  sie  auf  der  Kreistheorie  beruht^  nur  als  Anwendung  unserer  i 
heren   rein   von    Lagenverhältnissen  abhängigen  Erörterungen,*) 
sondere  ist  die  Definition  des  Kreises  selbst  als  eines  die  Kreispn 
enthaltenden  Kegelschnittes  jeder  metrischen  Gestalt   entkleidet; 
auch    den  Begriff  des    Winkels    können   wir,    wie    sogleich 
werden  soll,  direct  durch  den  eines  Doppelverhältnisses  ersetzen,  we 
letzterer  ja  in  unseren  bisherigen  Betrachtungen  als  fundamental 
alle  projecti vischen  Untersuchungen  auftrat    Der  Winkel  zweier  Lii 
mit  den  Coordinaten  t/,  v  und  u,  v  wird  bekanntlich  gegeben  da 


a  =  arc  cos 


uu  +  vv' 


und  dies  ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  Analysis**): 


i    j    ^  ?/?/  +  vv   +  V{uu   +_vify_--  (u*  +  y»J  {u*  +  V*)  ^ 

-  uu   +  vv  —  Viuu   +  vv')^  —  (u*  +  V^j  (//'*  -j-  »'*) 

liier  haben  wir  den  Logarithmus   eines  Ausdrucks   vor  uns,   welcl 
wir  sofort  als  den  Quotienten  der  Wurzeln   erkennen,   die  sich  fflrJ 
aus  der  Gleichung: 

w2  +  y2  +  2  A  (uu  +  vv)  +  r  (u^  +  r  0  =  0 
ergeben.     Dies    ist    aber    nach    (1)    die   Gleichung  des  Productes 
imaginären  Kreispunkte  (1),  wenu  man  darin  die  Coordinaten  w  +  ^'q 
u  +  ?,v    einsetzt;  und  somit  haben  wir  den  Satz: 

Der  IFinkel  zweier  Geraden   ist  gleich  dem  mit     ■  mulfiplicirten 

gaj'ithmus  des   /Joppe/rerha'i/nisses,    irelches    dieselben  mit  den   von  ik 
Schnittpunkten  nach  den  imaginären  Kreispunkten  gehenden  Linien  bili 
ein    Satz,     durch    den    die    projectivische    Auffassung    der    Win 
Geometrie  in  jeder  Weise  durchgeführt  werden  kann:    Man  unter 

•)  \h  Begrün d«.'r  dieser  Anschauungäweise  ist  besonders  Chasles  zu  ne 
**)  Diese  Definition  gab  Laguerre:  Nouvelles  annales  de  math.    1853, p.l 
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zu  betrachtenden  Gebilde  in  ihrer  Beziehung  zu  zwei  beliebigen 
nkten  und  zu  deren  Yerbindungslinie;  man  ersetze  diese  Punkte 
Düi  durch  die  imaginären  Ereispunkte^  also  ihre  Verbindungslinie 
rch  die  unendlich  ferne  Gerade,  und  es  ergeben  sich  aus  den  ge- 
adelten projectivischen  Sätzen  metrische  Relationen  in  ihrer  ge- 
^hnlichen  Form.  Als  Beispiele  mögen  noch  für  den  Sjreis  die  fei- 
nden Beziehungen  erwähnt  werden: 

Ein  Kreis  ist  durch  drei  Punkte  der  Ebene  vollkommen  bestimmt; 
snn  er  ist  ein  Kegelschnitt,  der  ausserdem  noch  durch  die  beiden 
ireisponkte  gehen  muss,  für  den  also  fünf  Punkte  gegeben  sind. 

Der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  wie  überhaupt  eines  Kegelschnittes, 
i  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  in  Bezug  auf  denselben;  in 
blge  dessen  sind  concentrische  Kreise  dadurch  definirt^  dass  sie  ge- 
uinsame  Asymptoten  haben.  Sie  berühren  sich  also  in  den  beiden  Kreis- 
imkten,  können  sich  daher  nicht  mehr  schneiden.  Ein  solches  System 
im  Kreisen  wird  dargestellt  durch  die  Gleichung  (vgl.  p.  139) 

ro  X3  »s  0  die  unendlich  ferne  Gerade  gibt,  während  x^  =0,  x^  =  0 
Ik  Gleichungen  der  beiden  Asymptoten  sind.  Um  auf  rechtwinklige 
Soordinaten  zu  kommen,  müssen  wir  setzen  (/  =  j/^^f): 

Xi  =  x  +  it/,    Xr^  =  x  —  iyy    x.;^  =  1 , 
md  erhalten  dann  die  gewöhnliche  Form: 

ro  nun  der  Parameter  X  das  Quadrat  des  variirenden  Radius  ist. 

Auf  demselben  Bogen  stehende  Peripheriewinkel  sind  gleich,  denn 
ies  ist  nur  eine  andere  Form  des  bekannten  Satzes,  dass  das  Doppel- 
erhaltniss  der  von  einem  Punkte  des  Kegelschnittes  nach  vier  festen 
'onkten  desselben  gezogenen  Strahlen  constant  ist.  Diese  vier  Strahlen 
imlich  gehen  in  unserm  Falle  von  dem  Scheitel  des  betreffenden 
Kinkels  nach  den  Endpunkten  des  betrachteten  Bogens  und  nach 
en  beiden  imaginären  Kreispunkten. 

Je  zwei  conjugirte  Durchmesser  eines  Kreises  stehen  auf  einander 
ifikrechij  denn  zwei  solche  Linien  sind  der  Definition  nach  harmonisch 
I  den  beiden  Kreisasymptoten  (vgl.  p.  82).  Da  wir  nun  früher 
»eben  haben,  dass  jede  Asymptote  eines  Kegelschnittes  als  ein  Paar 
isammenfallender  conjugirter  Durchmesser  zu  betrachten  ist,  so  könnte 
an  den  paradox  scheinenden  Satz  aussprechen:  Jede  Kreisasymptote 
^de  unendlich  ferne  Gerade)  steht  zu  sich  selbst  senkrecht. 

Durch  die  obigen  Erörterungen  ist  nur  der  Begriff  des  Trinkeis 
irch  den  rein  projectivischen  eines  Doppelverhältnisses  ersetzt;  in 
nlicher   Weise  muss  aber  auch  die    Strecke  definirbar    sein,    wenn 


■>~^-v^ 
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man  alle  metrischen  Sätze  in  projectivische  übertragen  wüL  LeMerei 
gelingt  jedoch  nicht  so  unmittelbar,  denn  zur  Messong  eines  Winkdi 
ist  ims  eine  bestimmte  Einheit  (etwa  der  Winkel  Ton  90^)  tob  Tom- 
herein  gegeben;  zur  Messung  einer  Strecke  dagegen  mflasen  wir  mm 
willkürlich  zu  wählende  Einheit  zu  Grunde  1^^.  BezeiehnfiD  wir 
nun  mit  r,  s,  bez.  r ^  s'  die  Entfernungen  zweier  Ponkte  A,  C  im 
zwei  anderen  Punkten  B,  D  ihrer  Verbindungslinie ,  die  in  d< 
Sinne,  wie  früher,  gemessen  sein  mögen  (vgl.  p.  33),  so  ist  das  Doppetj 

9 

▼erhältniss  der  Tier  Punkte  gleich  -  •  ^ ,  also  gleich  r  für  «■»/,  /«> 

Nehmen  wir  insbesondere  s  mm  $'  tr^  oo^  so  haben  wir  den  Sati: 
Entfernung  zweier  Punkte  A  und  B  ist  (bei  richüger  Wahl  des 
gleich  dem  Doppeiverhäitnisse,  welches  mit  ihnen  der  unendlwh  ferne 
und  der  um  die  Einheit  van  B  entfernte  Punkt  bilden.    Dieser  Sati 
von  Nutzen  werden,  wenn  wir  auch  Streckenrelationen  prcjeoti^ 
auffassen   wollten.     Um   dann  auf   verschiedenen   Geraden 
Strecken  zu  vergleichen,  muss  man  noch  die  Festsetzung  machen, 
die  Punkte  eines  Kreises  von  seinem  Mittelpunkte  gleich  weH 
heissen  sollen;  wir  gehen  darauf  im  Folgenden  jedoch  nicht 


*)  Zufolge  dieser  AusfÜhnmgen  kann  man  die  metriBehe  Geometrie 
als  die  Theorie  der  Beziehungen  ebener  Figuren  zu  einem  in  ein 
zerfallenden  Kegelschnitte.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  auch  alle 
sehen  Beziehungen  ebener  Figuren  za  einem  allgemeinen  Eegelachnitte  ia  i 
metrisches  Gewand  einkleiden,  wodurch  dann  die  betreffenden  S&tze 
kürzer  und  praciser  auszusprechen  sind:  Man  wird  die  Tangenten  des 
zeichneten  ^Fundamentalkegelschnittes"  ebenso  einführen,  wie  die 
fernen  (durch  die  Ereispuukte  gehenden)  Geraden,  die  Punkte  desselben, 
unendlich  fernen  Punkte,  und  somit  den  (mit  einer  Constanten  mnltiplieid 
Logarithmus  des  Doppelverhältnisses,  welches  zwei  beliebige  Linien  mit  den  1 
den  durch  ihren  Schnittpunkt  gehenden  Tangenten  des  Fundamentalke 
bilden,  als  Winkel  der  beiden  Linien  bezeichnen.  Ist  also  Za^i^  h.  «^  «b  o  die  Gle 
des  Kegelschnittes  in  Liniencoordinaten,  so  ist  der  Winkel  zweier  Geraden  i 

,    //  +  Vgl  -  ff* 

wo  (f,  //,  //  die  frühere  Bedeutung  haben  (p.  111),  und  woraus  für  2^«,-^  v,-  Hj^  =  s**!-^ 
und  c  =»  -    wieder  die  Definition  der  gewölyilichen  metrischen  Geometrie 

Unter  Benutzung  eines  allgemeinen  Kegelschnittes  ist  aber  auch  das  Prineip< 
Dualität  für  metrische  Relationen  vollkommen  gültig;  man  hat  daher 
Messung  von  Strecken  eine  bestimmt  gegebene  Einheit  und  man  wird  die  i 
fernnng  zweier  Punkte  definiren  als  den  (mit  einer  Constanten  multipli 
Logarithmus  des  Doppelverhältnisses ,  welches  mit  ihnen  die  SchnittpnoÄie  i 
Verbindungslinie  mit  dem  Fundamentalkegelschnittc  bilden.  Die 
zweier  Punkte  x^  y  wird  also 
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Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  in  den  angeführten  Sätzen 
lagesprochene  Beziehung  der  metrischen  Geometrie  zur  projectivischen 
ir  eine  systematische  Behandlung  geometrischer  Aufgaben.  Nur  zu 
\  beruht  die  Losung  der  letzteren,  wenn  man  von  den  imaginären 
od  anendlich  fernen  Elementen  keinen  Gebrauch  macht,  auf  Kunst- 
riffen,  deren  Zweckmässigkeit  eben  nur  der  Erfolg  lehrt.  Mit  Hülfe 
nserer  Anschauungsweise  gelingt  es  jedoch  metrische  Aufgaben  so- 
ort  in  ein  allgemeineres  Gewand  einzukleiden  und  dann  auf  die- 
dben  die  allgemein  gültigen,  directen  Methoden  der  projectivischen 
jeometrie  anzuwenden.  Andererseits  können  wir  auch  aus  jedem 
bekannten  metrischen  Satze  einen  allgemeineren  ableiten,  wenn  wir 
onfach  die  Kreispunkte  durch  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene  er- 
leben. Für  beide  Fälle  werden  uns  im  Folgenden  noch  verschiedene 
Baspiele  begegnen.  Wir  wenden  uns  jedoch  zunächst  dazu,  die  Ge- 
Mtang  unserer  allgemeinen  Kegelschnitttheorie  für  die  Kreise  weiter 
a  Terfolgen,  indem  wir  die  Beziehungen  zwischen  zwei  Kreisen 
Butersuchen. 

Dieselben  können  sidh  (ausser  in  den  Kreispunkten)  nur  noch  in 
twei  reellen,  oder  conjugirt  imsiginären  Punkten  schneiden.  Jedenfalls 
ilt  daher  die  Verbindungslinie  dieser  Schnittpunkte  stets  reell.  Wir 
vollen  sie  als  die  Chordale  der  beiden  Kreise  bezeichnen;  für  dieselbe 
pbt  die  folgende  Betrachtung  eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft. 

Es  sei  die  Gleichung  des  einen  Kreises  gegeben  durch*): 
K={x-ay  +  {y^  by  -  r^  =  O5 

ibdann  hat  der  Ausdruck  A'  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Hesse 'sehe 
fonnalform  der  Geraden  (p.  23),  für  jeden  bestimmten  Punkt  (x,  y) 
me  geometrische  Bedeutung.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Entfernung 
es  Punktes  (xy)  vom  Mittelpunkte  (a,  b)  mit  q,  so  ist 

K  =  q'  —  r^^t\ 

enn  t  die  Länge  der  von  dem  Punkte  an  den  Kreis  gezogenen  Tan- 
ente  bedeutet.    Ist  nun 


0  Pf  Q,  R  die  früher  so  genannten  Ausdrücke  bedeuten.  Insbesondere  sind 
iemftch  zwei  Linien  zu  einander  rechlicinklig^  wenn  //  =  0  (wm'  -)-  vi;'  =  0  für  die 
Kwöhnliche  Metrik),  also  wenü  die  Linien  harmonisch  sind  zu  den  von  ihrem 
:hnittpunkte  ausgehenden  Tangeuten.  Mit  den  so  als  Winkel  und  Entfernungen 
^finirten  Grössen  lässt  sich  weiterhin  ebenso  operircu,  wie  mit  denen  der  ge- 
Shnlichen  Metrik.  Vgl.  Näheres  hierüber  bei  Cayley:  A  sixth  memoir  upon 
lantics,  Philos.  Transactions,  vol.  U9,  1859  und  Klein:  lieber  die  sogenannte 
icht- Euklidische  Geometrie,  Math.  Annalen,  Bd.  IV  und  VI. 

•)  Vgl.  für  die  Darstellung  des  Folgenden  Plücker:  Analytisch  -  geometrische 
itwicklungen,  Bd.  l.,  und  über  die  Eigenschaft  der  Chordale,  Radicalaxe  oder 
tenzlinie:  Steiner  in  Crelle's  Journal,  Bd.  1  und  Gaultier:  Journal  de 
:ole  polytechnique,  cah.  16. 
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der  beiden  Aehnlichkeitspvnkie.  Sie  liegen  harmonisch  gegen  die  Mi 
punkte  der  Kreise  und  theilen  den  Abstand  dieser  im  Yerhalti 
der  Radien  (daher  der  Name).  Ersteres  zeigt  unmittelbar  die  ( 
chungsform-,  das  andere  folgt,  weil  die  Abstände  einer  Linie  (t 
von  den  Mittelpunkten  bez.  gegeben  sind  durch: 

P P' 

und  weil  diese  Abstände,  wenn  die  Linie  durch  einen  Aehnlichk 
punkt  geht,  wegen  (2)  und  (3)  noch  bez.  den  Bedingungen: 

M^  P         r  P  r 

W  ^  =  7,    77  =  -  -, 

genügen  müssen.  Im  ersten  Falle  sind  beide  Radien  in  derse 
Richtung  von  der  Centrale  aus  gemessen,  dies  gibt  den  äusseren  A 
lichkeüspimkt,  im  zweiten  Falle  in  entgegengesetzter  Richtung:  im 
Aehnlichkeitspunkt.    Für  ersteren  haben  wir  aus  (2)  die  Coordinat 


y  = 


r  r 


r  r  r         r 

für  den  innern  Punkt  dagegen  aus  (3): 

a     .    a                          h     .    b' 
'  — ' 

y.  I  y,  y.  I  y. 

r   ~^  r  r  ^~  r 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  können  wir  nunmehr  die  Coordinaten 
gemeinsamen  Tangenten  unmittelbar  berechnen,  und   zwar  wie   bei 
Schnittpunkten   mit  Hülfe  von  nur   quadratischen  Gleichungen, 
haben  wegen  (4)  für 

den  äussern  Punkt:  den  innern  Punkt: 

P=r  z  \  P  =r  z 

P  =  r  z  !  P'  =  r  z 

t/2  +  t;^  =  ^2^  i  w2_|.j;2=^2^ 

woraus  durch  Elimination  von  w,  v  jedesmal  eine  quadratische  G 
chung  für  z  resultirt.  Die  ("oordinaten  der  beiden  durch  den  bet 
fenden  Aebnlichkeitspunkt  gehenden  Tangenten  sind  dann  linear 
stimmt.  Sie  werden  für  beide  Punkte  imaginär,  wenn  der  eine  K 
innerhalb  des  andern  liegt,  nur  für  den  innern,  wenn  sich  die  bei 
Kreise  in  reellen  Punkten  schneiden.  Die  Aebnlichkeitspunkte  8 
jedoch  immer  reell  vorhanden;  der  innere  fallt  bei  äusserer,  der  i 
sere  bei  innerer  Berührung  mit  dem  Berührungspunkte  zusamn 
Der  Satz  von  der  Theilung  der  Centrale  im  Verhältnisse  der  Ra« 
behält  jedoch  immer  reelle  Gültigkeit.  — 
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Betrachten  wir  ein  System  von  drei  Kreisen: 

K  =  Oj   i5r'  =  o,   r'  =  o., 

80  sind  die  Gleichungen  der  bez.  durch  je  zwei  derselben  bestimmten 
Chordalen : 

Ä-  —  A"  «=  0 .     Ä^'  —  A"'  =  0  ,     K"  —  f{'  =0i 

und  da  die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  Null  ist,  so  haben  wir 
unter  Berücksichtigung  einer  oben  für  die  Punkte  der  Chordalen  er- 
wähnten Eigenschaft  den  Satz: 

Die  durch  drei  Kreise  bestimmten  drei  Chordalen  schneiden  sich  in 
einem  Punkte^  dem  Mittelpunkte  eines  Kreises,  welcher  die  drei  gegebenen 
wUer  rechtem  JVinkel  schneidet,  des  sogenannten  Orthogonalkreises.  In 
Ider  Tbat  sind  nämlich  die  Längen  der  Tangenten,  welche  man  vom 
iMittelpunkte  des  letzteren  an  die  drei  Kreise  legen  kann,  einander 
rgleich.  Bezeichnen  wir  die  Längen  dieser  Tangenten  mit  9,  die  Coor- 
dinaten  des  Mittelpunktes  mit  a,  ß,  so  haben  wir  zur  Berechnung  dieser 
Grossen  die  drei  Gleichungen: 

(a  _«'  )i  +  (/5  _*•)'_  r'  2  =  pJ, 

(a  -  a"y  +  C/J  -  by  -  r"'  =  (.', 

und  dies  sind,  wenn  man  noch 

w  =  «2  +  |32  —  Q-i 

l mÜLi ,  drei  für  a,  ß,u  lineare  Gleichungen. 

Der   zuletzt  bewiesene  Satz  gilt,  wie  man  leicht  übersieht,  nicht 
aar  für  die  drei  gegebenen  Kreise,  sondern  für  alle  die  einfach  unend- 
Jlich  vielen  Kreise  des  Systems*): 

K+  kK'  +  iiK'  =  0, 

IcWO  A ,  ft  veränderliche  Parameter  sind.    Entsprechendes  muss  aber  auch 

^Är  Curven  zweiter  Ordnung  überhaupt  gelten,  die  zwei  feste  Punkte 

^^ipmein   haben.     Uebertragen    wir   die    für  Kreise    gewonnenen    Sätze 

:  Äenmach  in  eine  allgemeinere  Form ,  indem  wir  die  imaginären  Kreis- 

durch  zwei  beliebige  Punkte  ersetzen,  so  erhalten  wir: 

Von  allen  Kegelschnitten,  welche  dieselben  zwei  Punkte  enthalten, 

^aben  je  zwei  eine  bewegliche  Sehne  gemein.     Zieht  man  von  einem 

'mkte   derselben  die  vier  Tangenten  an  die  beiden  Kegelschnitte,   so 

igen   die    vier  Berührungspunkte  mit  den  beiden  festen  Punkten  auf 


♦)  Ein  System  von  Kegelschniiten,  in  dem  jede  Curve  von  zwei  linear  vor- 
ounenden  Parametern  abhängt,  wird  als  Keßelschnitinetz  bezeichnet.  Auf  die 
igemeinen  Kegelschnittnetze  werden  wir  in  der  St^n  und  5*«^"  Abtheilung  die- 
ir  Yorlesnngen  zurückkommen. 
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einer  Curre  zweiter  Ordnung.  Nimiht  man  drei  Oonren  des 
so  schneiden  ihre  drei  Sehnen  sich  in  einem  Punkte;  die  f 
ihm  an  die  Curren  gelegten  Tangenten  berühren  in  sechs 
die  mit  den  beiden  festen  Punkten  auf  einem  Eegelschnit 
Der  Pol  der  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  in  G 
letztere  Gurye  ist  der  Schnittpunkt  jener  drei  Sehnen. 

Von  Interesse  ist  femer  in  dem  System  der  drei  Kreise 
der  durch  je  zwei  bestimmten  Aehnlichkeitspunkte.  —  Die 
seren  von  ihnen  (^^q,  ,  A^2)  ^20  ^  F^-  ^9)  sind  gegeben  * 
Gleichungen: 


P  P'  ^  P"  P"'  r.  P"  p 

—  — —    — y  ^ss  \} .       —r  -ij  ^=s  yj         -77-  —  — 

r  r  '      r  r  '      r  r 

und  die  drei  inneren  (Iq^,  /13,  /20  in  Fig.  29)  durch: 

0, 


^  +  ^ 

r     *     r 


0,  c  +  c 


0, 


0. 


Fig.  S9. 


Da  sowohl 
renz  je  zw 
chungen  d< 
Reihe,  ver 
die  nicht 
stehende  d 
Reihe  y  als 
Summe  < 
ersten  Gl< 
identisch  y 
det^  so  h 
den  Satz: 
.^^^^  ^ie 

«V^  zwei    von 
gehenen   K 

summten  sechs  Aehnlichkeitspunkte  bilden  die  Ecken  eines  vol 
Viersens.  Eine  Seite  desselben  enthält  die  drei  äusseren  y  jei 
einen  äusseren  und  die  ztvei  mit  ihnen  nicht  auf  derselben  Ca 
genden  inneren  Aehnlichkeitspunkte,  Die  drei  Nebenseiten  des 
sind  die  Centi'alen  der  drei  Kreise.  — 

Wir  wollen  die  gewonnenen  Resultate  noch  zur  Lösuri 
Aufgaben  verwerthen.  Unter  Benutzung  des  Satzes,  dass 
durch  drei  Kreise  bestimmten  Chordalen  in  einem  Punkte  s 
kann  man  zunächst  auch  für  zwei  sich  nicht  in  reellen  Punkb 
dende  Bereise  die  Chordale  cönstruireti.  Um  einen  Punkt  die 
zu  finden,  hat  man  nämlich  nur  den  Schnittpunkt  der  Cho 
nehmen,  welche  ein  beliebiger  dritter,  die  ersten  beiden  i 
Punkten  treflFender  Kreis  mit  ihnen  bestimmt.     Wird  der  dr 
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WBhlt,  dass  er  die  beiden  gegebenen  berührt^  so  schneiden  sich 
ingenten  desselben  in  den  Berührungspunkten  auf  der  gesuchten 
ale.  Bei  dieser  Annahme  des  Hülfskreises  fallen  (bei  äusserer 
rang)    die  beiden  inneren  Aehnlichkeitspunkte,   welche  er  mit 

der  gegebenen  Ejreise  bestimmt;  mit  den  Berührungspunkten 
men^  und  da  dieselben  zufolge  unseres  letzten  Satzes  auf  einer  Ge- 

mit  dem   äusseren   Aehnlichkeitspunkte   der   gegebenen  Kreise 

müssen^  so  können,  falls  dieser  Punkt  bekannt  ist;  einfach  zwei 
Ä  der  Chordale  gefunden  werden,  ohne  dass  man  einen  Hülfs- 
zu  zeichnen  braucht.  Man  übersieht  leicht,  wie  sich  diese  Be- 
ung  ändert,  wenn  man  vom  inneren  Aehnlichkeitspunkte  der 
enen  Kreise  ausgeht.  Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Con- 
ion  mit  Hülfe  des  folgenden,  aus  der  Elementargeometrie  be- 
en  Satzes: 

legi  man  durch  einen  Aehnlichkeitspunkt  zweier  Kreise  irgend  zwei 
'e,  so  liegen  je  zwei  nicht  homologe  Schnillpunkte  der  einen  Geraden 
en  Kreisen  und  je  zwei  nicht  homologe  Schnittpunkte  der  anderen 
inem  Kreise.  Man  hat  also  nur  zwei  solche  Linien  zu  ziehen, 
hren  8  Schnittpunkten  zwei  Paare  nicht  homologer  Punkte  her- 
wählen und  je  zwei  auf  demselben  Bereise  liegende  Punkte  der 
ren  zu  verbinden,  um  als  Schnitt  der  Verbindungslinien  einen 
t  der  Chordale  zu  erhalten. 

Lus  dem  zuletzt  erwähnten  Satze  folgt  unmittelbar  der  folgende: 
Fenn  zwei  Kreise  von  zwei  anderen  berührt  werden  ^  so  geht  die 
ale  eines  jeden  dieser  Paare  von  Kreisen  durch  einen  AehnlichkeitS' 

des  andern  Paares,  vorausgesetzt  dass  die  beiden  eisten  Kreise 
en  beiden  andern  gleichartig  berührt  werden.*)  Denn  die  Berüh- 
punkte  eines  jeden  Kreises  des  einen  Paares  müssen  als  Aehn- 
dtspunkte  mit  einem  solchen  des  andern  Paares  auf  gerader  Linie 
i;  xmd  zwei  solche  Geraden  müssen  sich  auf  der  Chordale  des 
tm  Paares  schneiden,  da  die  vier  Berührungspunkte  nach  dem 
;en  Satze  auf  einem  Kreise  liegen. 

Durch  diese  üeberlegungen  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  f ol- 
le, schon  im  Alterthume  als  Problem  des  Apollonius  behandelte, 

*)  D.  b.  wir  haben  die  folgenden  Möglichkeiten : 

Beide  Kreise  berühren  die  gegebenen  Kreise  von  aussen,  oder  beide  von 
iiuien,  oder  jeder  der  beiden  Kreise  berührt  den  einen  von  aussen,  den  an- 
dern von  innen.  Hier  geht  die  Chordale  des  einen  Paares  durch  einen 
äusseren  Aehnlichkeitspunkt  des  andern. 

per  eine  Kreis  berührt  beide  gegebene  von  aussen ,  der  andere  beide  von 
^öen,  oder 

'  "^r  eine  Kreis  berührt  den  einen  der  gegebenen  von  aussen,  den  andern 
^OD  innen,  und  der  zweite  Kreis  verhält  sich  umgekehrt.  Die  Chordale  geht 
'^^  den  beiden  letzten  Fällen  durch  einen  inneren  Aehnlichkeitspunkt. 
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Aufgabe  ziemlich  einfach  zu  löaeji:    Es  sali  ein   Mreii  Cümituirt  wer* 
den,  weicher  drei  gegebene  Kreise  herührL 

Es  seien  a^  ß  die  Coordmaten  des  Mittelpunktes,    ^  der  Radios 
für  den  gesuchten  Kreis;  alsdann  haben  wir  zur  Bestimtniuig  ditäk^rj 
Grössen,  wie  man  unmittelbar  aus  der  Lage  der  Kreise  ersieht^  diu  | 
drei  Gleichungen: 

(6)  {a    -ar  +  ib'  -ßf=^^±r'Y 
(r  —  af  +  {b"  -  ßf  =  (?  +  ry . 

Es  sind  hier  in  den  rechts  stehenden  Ausdrücken  im  Gatixail 
8  yerschiedene  Vorzeichencombinatioüen  möglich.  Da  sich  jedodJ 
durch  gleichzeitige  Aenderung  sämmtlicher  Yorseichen  die  atifgesiellt 
Gleichungen  nieht  ändern ^  so  haben  wir  die  folgenden  vier  Comhi*s 
nationen  zu  berücksichtigen: 

9  +  r,     9-^r\     Q  —  r\ 

Durch  *  Benutzung  einer  jeden  dieser  Reihen  erhalten  wir  nun  zir«i| 
Lösungen,  und  es  sind  daher  im  Ganzen  ac/ti  Lümngen  der  Aufgabe  m{^'] 
lieh.    Setzen  wir  nämlieh: 

(7)  «3    +j3'^   _^7    =n, 

d'^  -(-  b"-   —  r^  =  c\ 

so  erhalten  wir,  wenn   wir  die  Vorzeichen  von  r,  r\  r*  in  dtt 
chungen  (5)  z.  B,  alle  positiv  nehmen,  die  Gleichungen: 

-^  =  a  u-\-h  ß^r  if 
^  =  fl'  «  +  b'  ß^rg 

Hieraus   können  wir  a^ß,9  linear  durch  w  ausdrücken,   und   dies  i| 
die    quadratische  Gleichung  (7)   eingesetzt,   erlaubt  in  der  That 
Lösungen. 

Die  gestellte  Aufgabe  enthalt  eine  Reihe  specieller  Fäll-  ,    .^  V  ^^^ 
durch  sie  von  selbst  mit  gelöst   sind:  je  nachdem  man  dm  Bi 
eines  oder  mehrerer  der  gegebenen  Kreise  unendlich  klein  oder  na 
lieh   gross   werden   lässt.     Setzen   wir  z.  B.  r  «=«  0,  so  .aind  in 
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Gleichungen  (5)  nur  noch  vier  Vorzeichencombinationen  möglich,  ist 
auch  r' =  0,  so  sind  nur  noch  zwei  Combinationen  vorhanden;  also: 

Es  gibt  vier  Kreise,  welche  zwei  gegebene  berühren  und  durch  einen 
gegebenen  Punkt  gehen. 

Es  gibt  zwei  Kreise^  welche  einen  gegebenen  berühren  und  durch 
zwei  gegebene  Punkte  gehen.    Und  endlich; 

Es  gibt  einen  Kreis,  welcher  durch  drei  gegebene  Punkte  geht. 

Lassen  wir  dagegen  r  unendlich  gross  werden,  so  muss  der  Punkt 
(a,  ß)  von  der  dadurch  entstandenen  Geraden  um  g  entfernt  sein,  und 
es  ist  die  erste  der  Gleichungen  (4)  zu  ersetzen  durch  (vgl.  p.  23): 

a  cos  ^  -{-'  ß  Bmq)  —  ^  =  +  (*  • 

Da  hierin  nur  +  q  und  nicht  q'^  vorkommt,  so  sind  immer  noch  8  Lö- 
sungen möglich;  ebenso  wenn  gleichzeitig  /  =  oo  wird.  Ist  dagegen 
such  r"  =  oo,  so  haben  wir  statt  der  Gleichungen  (5)  die  folgenden: 

a  cos  tp  -{-  ß  mi(p  —  d  =  +  ^ 
a  cos  9'  +  /J  sin  9'  —  d  =  +  (> 
a  cos  9>'  +  /J  sin  tp  —  d'  =  -]-  g. 

Diese  sind  alle  in  g  linear,  und  es  gibt  nur  noch  vier  wesentlich  ver- 
schiedene Zeichencombinationen.     Wir  haben  also: 

Es  gibt  vier  Kreise^  welche  drei  gegebene  gerade  Linien  berühren. 
Es  gibt  acht  Kreise,  welche  drei  gegebene  Kreise,  oder  ztvei  Kreise 
und  eine  Gerade,  oder  einen  Kreis  und  zwei  Gerade  berühren. 

Die  constructive  Behandlung  unserer  allgemeinen  Aufgabe  ergibt 
sich  nun  einfach  aus  den  sogleich  zu  erwähnenden  beiden  Sätzen,  die 
\  eine  unmittelbare  Folge  der  früheren  sind.  Es  sei  zuvor  bemerkt,  dass 
;  wir  durch  unsere  Construction  immer  zwei  der  acht  Kreise  gleichzeitig 
\  finden,  und  zwar  sind  diese  vier  Paare  dieselben,  welche  durch  das 
\  Schema  (6)  gegeben  sind,  nämlich: 

1)  ein  Kreis,  der  alle  drei  von  innen  und  einer,  der  sie  alle  von 
aussen  berührt; 

2)  ein    Kreis,  der  K   von  innen,    A^  und  K"  von  aussen  berührt , 
und  einer,  der  K  von  aussen,  K'  und  K"  von  innen  berührt; 

3)  ein    Bjreis,  der  K'  von  innen,    K   und  K"  von  aussen  berührt, 
und  einer,  der  K'  von  aussen,  K  und  K"  von  innen   berührt; 

4)  ein    Kreis,  der  A'"  von  innen,    K  und  A''   von  aussen  berührt, 
und  einer,  der  K'  von  aussen,  K  und  K'   von  innen  berührt. 

Nehmen  wir  nun  eines  dieser  Paare  {K'"  und  A'^^  in  Fig.  30) 
mit  je  zwei  der  gegebenen  Kreise  zusammen,  so  muss  die  Chordale 
\  jedes  Paares  durch  einen  Aehnlichkeitspunkt  des  andern  gehen;  und 
'  somit  folgen  die  Sätze: 

Der  Mittelpunkt  des  Orthogonalkreises  der  gegebenen   Kreise  ist  ein 
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Aehnlichkeitspunkt  für  jedes  der  vier  Paare  der  gesuchten  Kreise ,  tmd 
zwar  ein  innerer  für  das  erste  Paar,  ein  äusserer  fßr  jedes  der  beiden 
anderen  Paare.  ' 


Fig.  30. 


M^'^  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises  K^'K 

Tjf^    „    der  innere    Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  A'^'^  und  Ä^*\ 
Aik    r,      n    äussere  „  „        -       A*''^      „     A'^^'^ 


^i7.      » 


die  Chordale  derselben  Kreise. 


/'^'*     „    der  Pol  von  c,,  in  Bezug  auf  A'^'\ 

Die  Chordale  jedes  der  vier  Paare  ist  eine  Seite  des  durch  die 
Aehnlichkeitspunkte  der  drei  gegebenen  Kreise  bestimmten  Vierseits  (a 
lichke'itsaxe) ;  und  zwar  enthält  die  Chordale  des  ersten  Paares  &, 
drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkte,  die  eines  der  anderen  je  ein« 
äusseren  und  zwei  innere  Aehnlichkeitspunkte.  Die  drei  Berühnmgl'i 
sehnen  für  eins  der  vier  Paare  müssen  nun  als  Verbindungslinien  W 
zwei  Aehnlichkeitspunkten  (hier  den  Berührungspunkten)  noch  ein« 
bestimmten  dritten  enthalten,  d.  h.  wie  man  nach  dem  Vorhergehöh 
den  leicht  übersieht,  durch  den  Mittelpunkt  des  Orthogonalkreises  d* 
gegebenen  Kreise  gehen.  Ferner  schneiden  sich  die  in  den  Berthi 
rungspunkten  eines  der  drei  Kreise  gezogenen  Tangenten  auf  i^ 
Chordale  des  betreuenden  Paares  (vgl.  einen  Satz  auf  p.  157),  d.  k 
der  Pol  der  Berührungssehne  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Kreis 
auf    dieser    Chordale.      Daher    muss    der   Pol    der    Chordale    auf  dfll 
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Berührungssehne  liegen,  und  wir  können  so  einen  zweiten  Punkt  der- 
selben finden,  da  die  Chordalen  als  Äehnlichkeitsaxen  der  gegebenen 
Kreise  bekannt  sind. 

Wir  constroiren  also  die  Pole  [P,  /^,  P"]  einer  der  vier  Äehnlich- 
keitsaxen (in  Fig.  30  ist  die  äussere  [c^J  gewählt)  in  Bezug  auf  die 
drei  Kreise,  und  verbinden  dieselben  mit  dem  Mittelpunkte  des  Ortho- 
gonalkreises  (/^i);  diese  Verbindungslinien  schneiden  die  gegebenen 
Kreise  in  6  Punkten,  in  welchen  zwei  der  gesuchten  Kreise  berühren; 
und  damit  ist  unsere  Aufgabe  gelöst.  In  der  That  bietet  die  Construc- 
tion  der  Mittelpunkte  M"\  ßf^  der  drei  Kreise,  welche  mit  I.^^  auf  einer 
SU  e^^  senkrechten  Linie  liegen  müssen,  keinerlei  Schwierigkeiten  mehr. 

VIII.    Die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte. 

In  der  Einleitung  lernten  wir  bei  Hyperbel  und  Ellipse  zwei 
Punkte,  bei  der  Parabel  einen  solchen  kennen,  welche  zu  diesen 
Curven  in  einer  besonderen  metrischen  Beziehung  standen^  und  welche 
wir  als  Brennpunkte  derselben  bezeichneten.  Auf  diese  Punkte  wer- 
den wir  jetzt  naturgemäss  wieder  geführt,  wenn  wir  einen  Kegelschnitt 
in  seiner  Beziehung  zu  den  imaginären  Kreispunkten  betrachten;  erst 
dadurch  sind  wir  im  Stande,  die  wahre  Natur  dieser  merkwürdigen 
:  Punkte  in  voller  Allgemeinheit  aufzufassen. 

Von  einem  jeden  der  Kreispunkte  gehen  nämlich,  wie  von  jedem 
Punkte  der  Ebene,  zwei  (hier  imaginäre)  Tangenten  an  einen  gegebenen 
[K^lschnitt;  so  entstehen  vier  Linien,  welche  sich  noch  in  weiteren 
[lier  Punkten  schneiden:  in  den  vier  Brennpunkten  des  Kegelschnittes. 
[Ton  letzteren  sind,  wenn  die  Curve  selbst  reell  ist,  zwei  (nicht  auf 
[derselben  Tangente  liegende)  Punkte  imaginär,  die  beiden  anderen 
&11;  und  wir  werden  sehen,  dass  die  reellen  Brennpunkte  mit  den 
Iher  so  genannten  Punkten  identisch  sind.  Analytisch  werden  die 
definirten  vier  Punkte  folgendermassen  gefunden. 
Es  seien 

F  =  0    und     a>  =  () 

r4ie  Gleichungen  zweier  Kegelschnitte  in  Liniencoordinaten ;   alsdann 

id  in  der  Schaar 
[(1)  Z'  —  A  a>  =  0 

^^In  Allgemeinen  (vgl.  p.  126)  drei  Punktepaare  enthalten :  die  Sclinitt- 
l^unkte  der  gemeinsamen  Tangenten  von  F'  und  <2>.  Lassen  wir  insbe- 
sondere eins  dieser  Paare  mit  den  iraaginllren  Kreispunkten  zusaninion- 
lallen,  so  geben  die  beiden  anderen  Paare  die  vier  Brenn})unkt(».  Um 
analytisch  auszudrücken,  brauchen  wir  nur 

0  =  1/2  _|_  j,? 
Olelifch,  Vortenangen.  11 
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zu  setzen,  denn  da«  System  (1)  wird  dadurch  nicht  geändert,  und  df 
können  wir  F  in  der  Gestalt  annehmen :  *)  * 

Dadurch  geht  die  Gleichung  (1)  über  in 

(2)  («2  _  A)  w  +  (^2  _  ;t)  t;  —  1  =  0. 

Das  eine  Punktepaar  der  Schaar  erhalten  wir  für  A  =  3o  (die  Kjm 
punkte);  für  die  beiden  andern  Paare  bestimmt  sich  k  durch: 

ö«  -  A         0         0 

0         h'^  —  k    0   =(ö2  — A)(^  — A)  =  0. 
0  0         1 , 

Setzen  wir  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  in  (2)  ein.  so  ergeben  9 
die  Gleichungen  der  beiden  Paaxe  von  Brennpunkten   in    der  Foi 

(3)  (b''  —  «2)  y2  _  1  =  0 

(4)  {ä^  _  ^2)  ,^2  _  1  ^  0. 

Nehmen  wir,  wie  gewöhnlich  a^  >  ft'  an,  so  stellt  (2)  die  imaginä 
(3)  die  reellen  Brennpunkte  dar.  Für  die  Coordinaten  der  letzte; 
findet  man: 

^  =  +  /«^  —  b'^, 

dieselben  stimmen  daher  in  der  Thai  mit  den  früher  so  hezeichnt 
Punkten  überein  (vgl.  p.  8). 

Wie  diese  vier  Punkte,  so  werden  auch  ihre  Polaren  in  Bea 
auf  /'  eine  ausgezeichnete  Stellung  einnehmen.  Die  (iloiclnmg  voi 
in  Punktcoordinaten  ist: 

::+■:! -1=0, 

also  die  der  Polare  eines  Punktes  (.r',  ij) : 

Setzen  wir  hierin  iVio  Coordinaten  eines  reellen  Brennpnnkt^^s   ein, 
f^elit  dies  über  in: 

,         fi^ 

d.h.  in  die  Gleichung  einer  der  Directricen  von  Z' (vergl.  p.  11).    AI 

*)  Die  Transrormatioii  der  Schaar  F-{-X^  =  {)  auf  die  kanonis4^he  Fe 
kommt  also  auf  die  15estimniiing  der  Hauptaxon  von  /^=0  zurück.  Das  letzt 
Problem  erscheint  somit  jetzt,  als  spocieUer  Fall  für  die  Aufsuchung  des  ^exu( 
MaiiH'u  Polardreierlv^;  es  hänj^t  nur  von  einer  quadratischen  Gleichung  al»  i'p.  i 
da  eine  Seite  des  !>n'ie(ks.  di«'  inieiidli<di  ferne  (Jerade,  Hchou  bekannt  ist 
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Die  DirecUicen  eines  KeyelschniUes  sind  die  Po/arm  seiner  reellen 
Brennpunkte. 

Es  gibt  nun  eine  Menge  von  Sätzen  über  die  merkwürdigen 
Eigenschaften  der  Brennpunkte,  die  bei  unserer  Behandlungsweise 
dieses  Gegenstandes  sich  einfach  als  Specialfdlle  allgemeinerer  Botraeh- 
tungen  ei^eben.  Um  den  Charakter  dieser  Sätze  zu  zeigen,  mögen 
nur  noch  einige  derselben  erwähnt  werden. 

Wir  haben  früher  gesehen  (vgl.  p.  49),  dass  das  Doppelverhält- 
niss,  nach  dem  eine  beliebige  Tangente  eines  Kegelschnittes  vier  feste 
Tangenten  desselben  schneidet,  constant  ist.  Nehmen  wir  nun  statt 
■1er  vier  festen  Tangenten  die  zwei  durch  einen  der  Brennpunkte 
gehenden  und  zwei  beliebige  andere  Tangenten,  so  ist  also  das  Doppel- 
verhultniss  der  vier  Strahlen  constant,  welche  von  dem  Brennpunkte 
nach  den  imaginären  Kreispunkten  und  nach  den  Schnittpunkten  der 
beweglichen  Tangente  mit  den  beiden  festen  gehen,  oder  mit  anderen 
Worten: 

Die  Strecke,  welche  auf  einer  beweglichen  Tangente  des  Kegelschnittes 
9€m  zwei  festen  Tangenten  ausgeschnitten  wird,  erscheint,  von  einem 
Bretmpunkte  aus  gesehen,  immer  unter  demselben  Winkel, 

Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkt«  die  beiden  Tangenten  an 
einen  Kegelschnitt,  so  sind  dieselben  bekanntlich  harmonisch  zu  je  zwei 
conjngirten  Polaren,  welche  durch  den  Punkt  gehen.  Nehmen  wir 
daher  statt  dieses  Punktes  einen  Brennpunkt,  so  haben  wir,  da  die 
Tangenten  dann  durch  die  Kreispunkte  gehen,  den  Satz: 

Je  zivei  Linien,  welche  durch  eitien  Brennpunkt  gehen  und  auf 
einander  senkrecht  stehen,  sind  conjugirte  Polaren  in  Bezug  auf  dtn 
Kegelschnitt.  — 

Das  Kegelschnittsystem: 

F—kO  =  (), 

Ton  welchem  wir  ausgingen,  ist  ein  specieller  Fall  der  allgemeinen 
früher  behandelten  Kegelschnittschaar,  und  nur  dadurch  ausgezeichnet. 
dass  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  desselben  durch  die  Kreispunkt(> 
gehen.  Alle  Curven  dieser  Schaar  haben  mit  F  dieselben  Brennpunkte, 
denn  diese  waren  als  die  Punktepaar  der  Schaar  bestimmt;  man  nennt 
daher  die  Gesammtheit  dieser  Curven  ein  System  von  confocaJen  Kegel- 
schnitten, Solche  Systeme  kommen  in  den  Anwendungen  häufig  vor; 
wir  wollen  deshalb  noch  einige  Eigenschaften  derselben  anfuhren,  in- 
dem wir  einfach  unsere  früheren  allgemeineren  Resultate  entsprechend 
particularisiren.     Wir  erhalten  so  die  folgenden  Sätze: 

Die  Gleit'hxiny  der  Kegelsehnilte  eines  vtmfnenlen  Systems  in  Punkt- 
roftrd/naten  ist  (wegen  (2)): 

11^ 


1G4  Zweite  Abtheiiung. 

_5V  ^-y* 1=0. 

Jede  Gerade  der  Ebene  tvird  von  einem  Kegelschnüie  des  Si 
berührt. 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  zwei  Curven  des  Systems 
Fig.  31). 

Die  in  dem  System  enthaltenen  Punktepaare  sind  die  imag\ 
Kreispunkte  und  die  beiden  Paare  von  Brennpunkten. 

Es  gibt  keine  in  Linienpaare  zerfallende  Cuf*ven  in  dem^  Systen 

Alle  Curven  haben  dieselben  llauptaxen;  diese  bilden  mit  der  i 
lieh  fernen  Geraden  zusammen  das  den  Curven  des  confocalen  S{ 
gemeinsame  Polardreieck. 

Die  Tangenten  der  beiden  durch  einen  Punkt  gehenden  C 
der  Schaar  sind  die  Doppelelemente  der  Involution,  welche  die 
den  Punkt  gehenden  Tangentenpaare  bilden  (vgl.  p.  l«35)y  d. 
sind  stets  harmonisch  zu  je  zwei  von  dem  Punkte  an  eine  a 
Curve  der  Schaar  gelegten  Tangenten,  also  in  unserem  Falle 
harmonisch  zu  den  beiden  Verbindungslinien  des  Punktes  mil 
Kreispunkten,  oder  mit  anderen  Worten : 

Die  beiden  durch  einen  Punkt  gehenden  Kegelschnitte  des  conf 
Systems  durchschneiden  sich  rechtwinklig. 

Unter  den  von  dem  betrachteten  Punkte  an  die  Curvei 
Systems  gehenden  Tangentenpaaren  sind  auch  insbesondere  die  I 
nach  den  beiden  reellen  Brennpunkten  (F  und  F'  in  Fig.  ^U), 
diese  sind  also  harmonisch  zu  den  Doppelstrahlen  der  beiden  ver 
gelegenen  involutorischen  Strahlbüschel.  Sie  bilden  daher,  we 
letzteren  auf  einander  senkrecht  stehen,  mit  diesem  gleiche  ^^ 
(vgl.  p.  40),  d.  h. 

Die  Tangente  in  einem  Punkte  eines  Kegelschnittes  bildet  i 
Jf'inkcl  mil  den  Verbindungslinien  ihres  Berührungspunktes  und  der  1 
punkte.  Und  zwar  gilt  dieser,  besonders  für  physikalische  Anwend 
ausserordentlich  wichtige  Satz  für  jeden  Kegelschnitt,  ganz  uiiabi 
von  dem  confocalen  Systeme,  von  welchem  wir  ausgingen.  — 

Die  Parameter werthe  für  die  beiden  durch  einen  gegebenen 
{x,  y)   gehenden   Kegelschnitte  sind    bestimmt   durch    die   quadn 
Gleichung  für  A: 

Sehen  wir  dann  .r  und  y  als  variabel  an,  so  stellt  dieselbe 
wieder  a"^  >  b'^) 

für  b'^  ^  k  eine  Ellipse , 

für  h'^  <^  ky  ({'  >  k  eine  Hyperbel, 

für  ii'  <  k,  h'^  <  k  einen  iinaginilron  Kogiilsohnitt 


IT'-'- 
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dar.    Wir  werden  jedoch  sehen,  dass  hier  für  reelle  Werthe  von  x  und 
y  immer  die  beiden  ersten  Falle  möglich  sind.     Wir  setzen: 

f(l)  =  x^  ib^  —  X)  +  y^  (a'  —  A)  —  («2  _  A)  (*'  —  A)  =  0, 

dann  ist 

f  {a^)       =  x^  {b^  —  ä^) ,  also  negativ , 

/"(p^)       «=  y'^  {a^  -—  b^)  ,  also  positiv, 

/*(—  (x>)  =  {—  A«  +  .  .  .}i^_  ^,  also  negativ. 

Hieraus    folgt   nach    bekannten    Sätzen  *'*»•  ^*- 

aus  der  Theorie  der  Gleichungen ,  dass  die 
beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (5)  reell  sind, 
und  dass  die  eine  zwischen  a^  und  b^,  die 
andere  zwischen  b^  und  ^-  cx)  liegen  muss. 
Zofolge  der  eben  aufgestellten  Merkmale  für 

die  besondere  Art  der  durch  (2)   dargestell-   \^    J  /  \    j,^'] 

ten  Corven  ergibt  sich  sonach : 

durch  jeden  reellen  Punkt  der  Ebene  geht 
äne  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  welche  dem 
Sifstem  confocaler  Kegelschnitte  angehören,  und 
andere  reelle  Curven  kommen  ausser  dem  Paare  der  Brennpunkte  nicht 
vor.  Es  ist  leicht;  sich  hiemach  ein  Bild  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  Curven  zu  machen  (vgl.  Fig.  31). 

Dass  sich  je  zwei  solche  Kegelschnitte,  die  durch  einen  Punkt 
{x,y)  gehen,  rechtwinklig  schneiden,  ist  unschwer  analytisch  einzu- 
sehen. Die  Gleichungen  der  beiden  Tangenten  in  dem  Punkte  sind, 
unter  A,  f4  die  entsprechenden  Parameterwert  he  verstanden : 


(ö) 


u*-   X^  b'-  l  '■  "  ' 


T-  -  +  i/- --1  =  0. 


Zieht  man  dieselben  von  einander  ab,   so  findet  sich    unter  Veniach- 
ISssigung  eines  Factors  (A  —  (i): 


X* 


(««  —  i)  (a«  -  |[i)    '    (6«  — 


^-      -       =0 

X)  (6«  -  (i)  > 


lind  dies  ist  in  der  That  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Linien  (0) 
luf  einander  senkrecht  stehen.  Den  Factor  (A  —  fi)  konnten  wir  fort- 
lassen, da  derselbe  nur  für  einen  auf  den  vier  gemeinsamen  Tangenten 
gelegenen  Punkt  verschwinden  kann.  In  ähnlicher  Weise  sind  auch 
die  andern  oben  erwähnten  Sätze  leicht  zu  beweisen;  es  ist  dies  aber 
durch  unsere  allgemeinere  Darstellung  nicht  nur  vollständig,  sondern 
auch  in  systematisch  consequenter  Weise  geleistet. 
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Wir  verlassen  hiermit  zuuslchst  die  Theorie  der  Curven  zweiter 
Ordnung  und  Klasse,  um  uns  zu  anderen  Betrachtungen  von  funda- 
mentaler Bedeutung  zu  wenden.  Dieselben  werden  uns  neue  Metho- 
den und  Hülfsmitt^l  kennen  lehren,  deren  Anwendung  auf  die  Kegel- 
schnitttheorie uns  Gelegenheit  geben  wird,  die  Hauptmomente  derselben 
noch  einmal  hervorzuheben  und  von  einem  neuen  Gesichtspunkte  aus 
zu  überblicken.  Es  führt  hierzu  die  allgemeine  Invariantentheorie  der 
algebraischen  Formen,  deren  Wichtigkeit  wir  schon  gelegentlich  bei 
dem  Problejue  der  gleichzeitigen  Transformation  zweier  Kegelschnitte 
in  die  kanonische  Form  erkannt  und  hervorgehoben  haben. 


Dritte  Abtheilung. 
Eiuleitiiiig  iu  die  Theorie  der  algebraischen  rormen. 

L    Vorbemerkungen.  —  Resultanten  und  Discriminanten. 

Unter  der  Theorie  der  algebraischen  Formen  verstehen  wir  die  Theorie 
•  ganzen  homogenen  Functionen  einer  beliebigen  Zahl  von  Veräiider- 
len ,  insbesondere  hinsichtlich  ihres  Verhaltens  gegenüber  beliebigen 
earen  Transformationen  der  Variabein.  Dieselbe  ist  zuerst  für  die 
blentheorie  von  grosser  Bedeutung  geworden;  in  der  Form  jedoch, 
welcher  wir  sie  im  Folgenden  behandeln  wollen,  ist  sie  im  Wesent- 
hen  aus  der  analytischen  Geometrie  erwachsen.  Anfangs  nur  im 
&nste  dieser  verwerthet,  hat  sie  sich  allmählich  zu  einer  selbständigen 
sciplin  erhoben.  Den  ersten  Anstoss  dazu  gaben  wohl  die  Unter- 
jungen  von  Hesse  über  die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung;  ihre 
atige  Gestalt  verdankt  die  Theorie  jedoch  wesentlich  den  Arbeiten 
glischer  Mathematiker,  unter  denen  Cayley  und  Sylvester  vor 
len  zu  nennen  sind,  und  denen  sich  in  Deutsehland  besonders 
ronhold  anschliesst.  Den  Grundgedanken  der  heutigen  Formen- 
eorie  können  wir  in  folgender  Weise  aussprechen:  Man  führe  in 
le  gegebene  algebraische  Form  statt  der  n  Veränderlichen,  von  wel- 
en  sie  abhängt^  n  neue  Veränderliche  ein,  welche  mit  den  Ursprung- 
ihen  durch  n  homogene  lineare  Gleichungen  zusammenhängen.  Als- 
jin  geht  die  gegebene  Form  in  eine  andere  über,  welche  mit 
r  gewisse  Eigenschaften  gemein  haben  wird;  und  das  Shidium 
fcher  durch  lineare  Substitution  unzerstörbaren  Eigenschaften  der  Formen 
als  Hauptaufgabe  der  Formentheorie  zu  bezeichnen.  Es  kommt  dies 
nn  weiterhin  im  Wesentlichen  darauf  hinaus,  solche  homogene  ganze 
mctionen  der  Coefficienten  (die  auch  noch  Variable  enthalten 
innen)  aufzustellen,  welche  bis  auf  eine  Potenz  der  Substitutions- 
rterminante  denselben  Werth  annehmen,  gleichviel  ob  man  sie  für 
e  ursprüngliche  oder  für  die  transformirte  Function  bildet,  oder,  wie 
an  sich  kurz  ausdrückt,  welche  die  ,,lnvarianteneigenschaft^^  haben. 
eispiele  für  solche  „invariante  Bildungen"  haben  wir  schon  bei  den 
egelsclmitten  kennengelernt;  wir  brauchen  nur  an  die  Discriminante 
ner    Curve    zweiter    Ordnung    oder   an    ihre    Gleichung  in    Linien- 
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coordiuatcn  zu  erinnern.     Geht  nämlich  die  Gleichung  einer  solc 
Curve : 

2J  üik  Xi  Xk  =  0 
durch  die  Substitution: 

Xi  =  /J/ y,  +  /J/'y.^  +  ßry^i 
über  in 

2:aik!/i!/k==0, 

so  fanden  wir,  wenn  r  die  aus  den  fl  gebildete  Determinante  bedei 
für  die  Discrimiuante: 


!«u 

«J2 

«13 

«,2- 

«.3'i 

|«21 

«« 

«23 

=     flj,' 

«22- 

«23'; 

«31 

«32 

«33 

«3.' 

«32' 

«33' 

und   für  die  linke  Seite  der  Gleichung  in  Liniencoordinaten ,   v 
letztere  für  das  neue  Coordinatensystem  durch  Vi  bezeichnet  sind: 


^21        ^'22       ^n       ^'2 
(f'U        «19        «;t-i        Ui 


t»11        "12        "1:»         ^1 
^21'       «^22'       ^'23'        ^2\ 

^m'     «3/     ^^33'      ^:^\ 


Wj      f/^     W:,      0    .      j  r,       ^2      ^'6      ö  I 
Es  wird  hiemach  klar  sein,   was  im  Allgemeinen  unter  dei 
Varianteneigenschaft  zu  verstehen   ist.     Gleichzeitig  zeigen  aber  < 
Beispiele   den  engen   Zusammenhang  der  Theorie  der    ternären 
braischen  Formen,  d.   h.   derjenigen  mit  drei  Variabein,  und  der  ' 
metrie  der  Ebene:     Letztere  erscheint  geradezu  als  anschauliches 
der  ersteren.     Sie   entsteht  direct  aus  dieser,    iadem  man  diejeo 
Curven  untersucht,  welche  durch  Nullsetzen  einer  algebraischen  I 
dargestellt    werden;     und     die    zugehörigen     invarianten    Bilda 
geben   durch  ihr  Verschwinden  Eigenschaften  dieser  Curven,   wi 
von  der  Wahl  des  Coordinatensystems  unabhängig  sind,  resp. ,  \ 
sie  noch   Veränderliche   enthalten,  andere   Curven,  die  zu   der  \ 
Irenen    in    einer  durch  Coordinatentransformation   unzerstörbaren 
Ziehung  stehen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  die  Theorie  der  ternären  Formen  mi 
sogenannten  projcrt wischen  Geometrie  der  Ebene  identisch  ist, 
mit  der  Theorie  ebener  Figuren  (so  weit  dieselbe  von  metris 
Verhältnissen  unabhängig  dasteht)  fällt  die  Theorie  der  ^^quaterm 
Formen,  der  Formen  mit  vier  homogenen  Variabein,  mit  der  pro 
vischen  Geometrie  des  Raumes  zusammen,  d.  h.  mit  der  Theori« 
Curven  und  Flächen  im  Räume.  Die  Formen  mit  mehr  als 
Variabein  erlauben  eine  solche  geometrische  Interpretation  nich 
mittelbar;  man  gebraucht  daher  für  solche  auch  keine  besonderen  N; 
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nelir,  sondern  untersucht  dann  sogleich  Formen  mit  ;?  Veränderlichen. 
Neben  diese  Eintheilung  stellt  sich  eine  andere  nach  dem  Grade  ^  zu 
welchem  die  Veränderlichen  in  den  ttntersuchien  Formen  vorkommen; 
und  nach  diesem  Grade  behandelt  man  dann  innerhalb  der  einzelnen^ 
doich  die  Zahl  der  Yariabeln  getrennten  Gebiete  die  verschiedenen 
Formen,  Yon  denen  niedrigeren  Grades  zu  höheren  aufsteigend. 

Ffir  die  Geometrie  der  Ebene  würden  wir  also  zunächst  auf  die 
temSren  Formen  näher  eingehen  müssen.  Es  gibt  jedoch  noch  eine 
Yoretufe,  welche  wir  bisher  nicht  so  explicite  berücksichtigt  haben: 
ik  Theorie,  der  Formen  mit  zwei  homogenen  Verdnderiichen,  der  binären 
azoischen  Formen.  Dieselbe  findet,  wie  wir  weiterhin  sehen  wer- 
den, ihre  geometrische  Interpretation  in  jedem  Gebiete,  dessen  ein- 
leine  In?iduen  nur  yon  einer  Yariabeln  (zunächst  linear)  abhängen, 
ibo  insbesondere:  in  der  Geometrie  auf  einer  Punktreihe  (Geraden) 
9kr  in  einem  StraMbOschel ^*)  Gebilde,  deren  Untersuchung  wir  früher 
beißiifig  durch  Einführung  eines  Parameters  schon  begonnen  haben 
(▼eigl.  p.  33).  Die  weitere  Entwicklung  der  ebenen  Geometrie  und 
Bit  ihr  der  temären  Formentheorie,  sowie  vor  Allem  ein  systematisch 
eonsequentes  Fortschreiten  von  einfachen  Gebilden  zu  complicirteren 
erfordert  unbedingt  ein  genaueres,  directes  Studium  dieser  binären 
Fonnen:  die  Geometrie  auf  der  Geraden  oder  im  Strahlbüschel  ist 
ebenso  ab  ein  selbständiges  Gebiet  aufzufassen,  wie  die  in  der  Ebene 
oder  im  Baume.  In  der  That  hat  sich  diese  Theorie  in  den  letzten 
Jihren  auch  schon  zu  einer  umfassenden  Wissenschaft  selbstständig 
Ätwickelt;  und  wenn  wir  im  Folgenden  auf  dieselbe  eingehen,  so 
Bflasen  wir  uns  darauf  beschränken,  die  Gesichtspunkte  zu  kenn- 
leiehnen,  nach  denen  dieselbe  in  neuerer  Zeit  vorwiegend  bearbeitet 
rurde,**)  Nur  die  weiterhin  geometrisch  unmittelbar  zu  verwerthen- 
en  Abschnitte  werden  wir  ausführlicher  darlegen. 

Die  mehrfach  erwähnte  geometrische  Interpretation  der  binären 
firmen  ergibt  sich  in  folgender  Weise.  Es  seien  auf  einer  geraden 
inie  zwei  Punkte  A^  B  (die  ^firundpunkte^^)  fest  gegeben;  ihr  gegeu- 


•}  Dazu  tritt  im  Baume  noch  das  Ebenenbüschel. 

♦♦)  Die  betreifenden  Untersuchungen  finden  sich  mehr  oder  weniger  voll«täii 
j  in  den  folgenden  Werken  zusammengefasst: 
Caylcy:   Fourth  und  Fifth  Memoir  upon  Quantics,  Philosophical  Traufc^actiuiii-, 

Tol.  148,  1858. 
Salmon:   Lessons   introductory  to  the  modern   higher    Algebra;   deutsch    von 

Fiedler.    Leipzig  1863. 
Fiedler:  Element«  der  neueren  Geometrie.    Leipzig  1862. 
C lebseh:  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen.    Leipzig  1872. 
if  letzteres  Werk  verweisen  wir  insbesondere  für  alle  die  Punkte ,   welche  im 
)lgeDden  nur  andeutungsweise  berührt  werden. 
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sfitiger   Abstand  sei  6*.     Ist    nun  p    der    Abstand    eines    beweglichen 
i*iinktes  C  von  /i,  q  der  desselben  Punktes  von  By  so  ist  immer 

(1)  P  +  q  =  c. 

Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  p  und  q  beide  positiv  gezahlt  werden, 
wenn   C  zwischen    A,  B  liegt  und  dass,  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist^ 
der   Abstand  von  dem   näheren  der  beiden  Punkte  A,  B  n^^tiv  ge- 
nommen wird.    Es  ist  nun  offenbar  der  Punkt  C  vollkommen  bestimmt, 
sobald   für   ihn   eine    der  Grössen  /?,  q   oder  das  VerhSltniss    beider 
bekannt  ist;   denn  man   kann  in   letzterem  Falle  wegen  (1)  p  und  f  | 
einzeln   berechnen.     Dasselbe  gilt  aber    auch    noch,    wenn  nicht  du  \ 
V'erhältniss  der  bezeichneten  Abstände  selbst  gegeben  ist,  sondern  dai  J 
Product  desselben  in  eine  gewisse  Constante;   und  es  ist  zweckmässig  1 
diese  Constante  der  Allgemeinheit  wegen  hinzuzufügen.     Ein  Punkt  \ 
der   Geraden  ist  daher  durch  zwei  Zahlen  a;,,  x.^^   seine  Cuordinaten^  ] 
völlig  bestimmt,  wenn  wir  dieselben  folgendermassen  definiren: 

Bic  Coordinnten  {x^,  x.^  eines  Piwkles  sind  zwei  Zaditen,  toekke 
sich  verhauen,  wie  die  Abstände  des  Punktes  einer  Geraden  von  zwd 
festen  Grundpunkten  derselben,  jeder  Abstand  muttiplicirl  mit  einer  beut' 
big  aber  fest  gewählten  Constanten,'*')  Bezeichnen  wir  diese  Coustantei 
mit  //,  by  und  ist  q  irgend  eine  willkürliche  Grösse,  so  haben  wir  abo 
die  Gleichungen: 

(2)  Q^^=^P. 

QX.^  =  bq. 

Jedmn    Werthe    von   *^'   entspricht  nur  ein   Werth   von   ''  ,   und  somit 

auch    nur  ein   Punkt  der  (ieraden.     Insbesondere  ist  der  eine  Grund- 
punkt  gegeben  durch  ^r^  =  0,  der  andere  durch  x,  =  0.     Die  Bedei^ 

tung   des  Abstands Verhältnisses  *  /    ist  also  für  a  =  b   ganz    dieselbe 

wie   die   des  früher   zur  Darstellung    eines  Punktes    der    iieradeu 
nutzten  Parameters    A,    wo    die  Punkte  der  Verbindungslinie    zwekr 
l*unkte  {x^^,  y„;  r,,  ij^)  gegeben  waren  durch  die  Gleichungen: 


*)  Man  kann  über  diese  Constanten  inöbesondcre  so  verfügen,  das«  die  ( 
diiialen   als   Doppelverhältnissc   aulTiu-Bbiir  sind.     Man   nimmt  alsdann  a  s  A  i 

/eirhnet  nocli  einen  dritten  Tunkt  aus,  iür  d(?n     ^  =  1 :  den  BOgeuanuteii  Eim 

punkt.    I>er  Quotient  *  '    gibt    dann    für    einen    beliebigen    Punkt   (x,.  r^ 

DnppelverhnUmss .    welches    derselbe   mit  den  beiden   Grundpiinkten  (.ij  « 0 
•''2  =  0)  und  dem  Kinheit:<i»unkte  (.r,  =  j,)  bestimmt;  und  dadurch  sind  dum ' 
Koordinaten   rein   i>roiectivi.<ch   detinirt;    vgl.  Fiedler:   Darstellende  Geomct 
Leipzip:  1*<71 ,  Anbang. 
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1/  —  h  +  ^y^ 
y  —  1  +  X  • 

ir  könueii  daher  alle  an  diesen  Parameter  geknüpften  Betrachtungen 
er  die  Geometrie  auf  einer  Geraden  unmittelbar  für  unsere  jetzige 

uchauung^   d.  h.   für  das  Verhältniss  -^'    verwerthen;    mussten  wir 

ch  auch  damals  der  Allgemeinheit  wegen  statt  l  einen  Parameter  /ü 
ifähren,  der  von  X  nur  um  eine  von  der  Lage  des  Punktes  auf  der 
sraden  unabhängigen  constanten  Factor  verschieden  war. 

Durch  dieselben  Gleichungen  (3)  stellten  wir  al)er  auch  die  Strah- 
n  eines  Büschels  dar;  wir  hatten  für  ein  solches: 


u  = 


; 


1+A 

^  — r+  X  ' 

er  Parameter  A  ist  wieder  l)is  auf  eine  Constante  gleich  einem  Ab- 
udsverhältnisse ;  nämHch: 

^        b      s' 

^  r,  5  die  Längen  der  von  einem  Punkte  des  beweglichen  Strahles 
tf  die  beiden  Grundstrahlen  gefällten  Lothe  bedeuteten.  Wir  können 
für  die  Grossen  x^ ,  X2  auch  folgende  geometrische  Interpretation 
ien: 

Es  sind  a;, ,  X2  zwei  Zahlen^  welche  sich  zu  einander  verhalten ,  wie 

'  Lothc  von  einem  beweglichen  Strahle  eines  Strahlbüschels  auf  seine 

Grundsirahlen  y  die  Länge  eines  jeden  Lothes  midiiplicirl  mit  einer 

Mg^  aber  fest  gewählten  Constanten.     Wir  haben  in  diesem  Falle  zu 

Qx^  =  bs , 

hön  a,  h  wieder  die  willkürlichen  Constanten  bedeuten.  Es  braucht 
rtil  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  auch  die  für  Strahlbüschel  früher 
lliacht<fn  Bemerkungen  hier  ohne  Weiteres  ihre  Gültigkeit  behalten. 
\  Folgenden  werden  wir  jedoch  die  geometrischen  Sätze  nur  für  die 
Nwnetrie.auf  der  Geraden  aussprechen;  die  Uebertragung  derselben 
t  Strahl büschel  ist  dann  selbstverständlich. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  linearen  Tron Informationen^  mit 
iehen  wir  es  im  Folgenden  stets  zu  thun  haben,  ist  hiernach  sofort 
(ständlich.  Wählen  wir  als  Grundpunkte  statt  A,  B  zwei  ander«? 
Inkte   y^ifBi  der  Geraden,  von   denen  (um  die  Ideen  zu  fixiren)  A^ 
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um  (i  jenseits  //,  Z/,    um  c  jenseits  B  liegen   mag,  und  nennen 

die  Coordinat^n  des  Punktes  C  in  ^^  3, 

Bezug  auf  diese  neuen  Grundpunkte,      A       ^i  ^  e 

so  sind  y,,  y.^  proportional  zu  den         ^  ^   />    '  7  ^ 

Abstaüden  des   Punktes  C  von  A^ 

und  /?, ,  multiplicirt  mit  zwei  neuen  Constanten  «, /?;  und  wir 

^y\  =  «  Cp  +  ^) ; 

also  wegeif  (1),  wenn  wir  statt  6  .  c  wieder  6  schreiben: 
6y^  =  a(cp  +  d(p  +  q)) 
oy^^ßicq  +  e  (/?  +  q)). 
Drücken  wir  noch  /?,  q  nach  (2)  durch  a:,,  .Tj  aus,   so  koi 

oder,  da  es  nur  auf  das  Verhältniss  —  ankommt: 

'  yt 

öy,  =  a{b{c+d)x^+  adxr,) 

öy^=  ß  {  bcx^  ^  a{c  +  e)  x,^)  , 

Dies  sind  ganz  allgemeine  lineare  Beziehungen  zwischen  den  y 
für  welche  auch  die  Bedingung,  dass  die  Substitutionsdetermina 

aßabc  (c  -{-  d  -{-  e) 

nicht  verschwindet,  erfüllt  ist;  denn  Letzteres  würde  nur  eintret 
c==0,  d.  h.  wenn  die  Punkte  A  und  B  zusammenfallen,  od 
c  -{-  d  -\-  e  =  Oy  d.  h.  wenn  die  Punkte  A^  und  B^  zusammen 
Wir  haben  somit  den  Satz: 

Jede  lineare  Siibstilution ,  deren  Determinante  nicht  verschivina 
identisch  mit  einer  Veränderung  der  Grundpunkte  und  der  multiplici 
Constanten   in  jener  geometrischen  Interpretation,  bei  welcher    dai 
hältniss    der    Veränderlichen    durch    eifien    Punkt  eitler    Geraden 
stellt  mird. 

Auch  die  Coefficienten  in  den  Gleichungen  (4)  haben  eine  < 
geometrische  Bedeutung,  es  sind  die  Coordinaten  der  neuen  ( 
punkte  in  Bezug  auf  die  alten.  Bezeichnen  wir  dieselben  bei 
.r,',  x.^  und  a:,",  x.^'y  so  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Bedeutui 
Grössen  a,b,  c,  d,  e: 

Q x{  =^  —  ad  ,  Q x^'  =        a  (c  +  c)  , 

Qx!  =        //  (c  +  d)  ,     QX.y'  =  —  be  . 
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in  erkennt  dies  auch  daran  ^  dass  für  die  Punkte  A^,  B^  bex.  die 
eichungen 

^1=0,^2  =  0  ^ 

stehen  müssen."^)    Eine  lineare  Gleichung: 

Ut   nämlich  immer  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  a^,  —  öt,  dar, 

B  sich  durch  Auflösung  nach  --  sofort  ergibt;  und  hierdurch  würde 

in  wieder  aus  (6)  die  Relationen  (5)  erhalten. 

üeberhaupt  können  wir  jede  homogene  Gleichung  zwischen  .r, ,  x^\ 

i  eine  Gleichung  für  das  Verhältniss  ^*  auffassen,  für  welches  sich 

3  ihr  im  Allgemeinen  eine  bestimmte  Anzahl  von  Werthen  ergibt, 
er  geometrisch  ausgedrückt: 

Eine  binäre  algebraische  Form  von  der  n'*''*  Ordnung  stellt,  gleich 
tii  gesetzt j  ein  System  von  n  Punkten  auf  einer  Geraden  dar. 

Wirklich  construirbar  sind  diese  Punkte  jedoch  nur  alle,  wenn 

e  Gleichung  für  -*  lauter  reelle  Wurzeln  hat.     um  auch  die  imagi- 
a?2 

üren  Wurzeln  zu  repräsentiren,  werden  wir  auch  von  imaginären 
unkten  der  Geraden  sprechen,  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  früher 
»Iche  Punkte  in  der  Ebene  schon  mehrfach  eingeführt  haben.**)  Es 
t  dann  erlaubt,  alle  algebraischen  Sätze  auch  geometrisch  auszu- 
brechen, unabhängig  von  der  Realität  der  betreffenden  Grössen.  Die- 
dben  gelten  dann  aber  auch  unabhängig  von  der  Realität  der  Coeffi- 
ienten  in  den  betreffenden  binären  Formen.  fFir  können  die  letzteren 
Mer  auch  stets  als  complexe  Grössen  voraussetzen,  wo  dann  der  Form 
B  Allgemeinen  kein  reeller  Punkt  entspricht;    und    es  sei   dies   im 

*)  Vgl.  die  entsprechenden  Bemerkungen  für  die  lineare  Transformation  tcr- 
fber  Formen  auf  p.  69. 

**)  Anch  die  imaginären  Wurzeln  kann  man  geometrisch  repräsentiren,  wenn 
nach  Gauss  die  complexe  Ebene  {x-\-iy)  als  Träger  des  binären  Gebietes 
chtet,  oder  besser  bie  Rie  mann 'sehe  Kugelfläche  (vgl.  z.  B.  C.  Neu  mann: 
orie  der  AbeTschen  Integrale,  Leipzig  1863),  wie  dies  in  der  Functionen- 
ie  üblich  ist.  Vgl.  hierüber  Möbius:  Berichte  der  k.  sächsischen  Gesell- 
der  Wissenschafben;  math.-phy8.  Klasse,  ISfri  und  1853,  oder  Crelle's 
J,  Bd.  52,  p.  218  und  229;  femer  Beltrami:  Sulla  geometria  delle  forme 
le  cubiche,  Acad.  di  Bologna,  1871;  F.  Kloin:  Vergleichende  Betrachtungen 
ker  neuere  geometrische  Forschungen,  Erlangen  1872,  p.  47.  —  In  Betreff  einer 
•öl  projecti vischen  Definition  der  imaginären  Elemente  des  binären  Gebietes 
rt.  V.  Staudt:  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  2.  Heft,  Nürnberg  1857;  Stolz: 
%th«  Aunalen,  Bd.  4  und  Lüroth:  Das  ImaginUro  in  der  Geometrie  und  das 
^chnen  mit  Würfen,  ib.  Bd.  8. 
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Gegensatze  zu  der  in  der  Kegelschuitttheorie  gemachten  Voraussetzung 
ausdrücklich  hervorgehoben. 

Die  Bedingung,  dass  ein  solches  System  von  Punkten  eine  von  der 
Lage  der  Grundpuukte  unabhängige  Eigenschaft  habe,  wird  nach  Jen 
angeführten  allgemeinen  I3enierkunge]i  gegeben  durch  das  Verschwinden 
einer  ganzen  rationalen  Function  der  Coöfficienten  der  das  Punktsystem 
darstellenden  Form,  welche  die  Invarianteneigenschaft  hat.*)  Eine  solche 
Function  der  Corfficienien  ivird  als  Invariante  der  Form  bezeichnet. 

Ferner  wird  es  im  Allgemeinen  für  ein  gegebenes  Punktsystem 
gewisse  andere  Punktsysteme  geben,  welche  zu  demselben  eine  ausge- 
zeichnete, von  der  Lage  der  Grundpunkt«  unabhängige  Beziehung  haben. 
Eine  Punktgruppe  der  Art  wird  dann  durch  das  Verschwinden  einer 
Function  dargestellt,  welche  die  Invarianteneigenschaft  hat,  und  welche 
ausser  den  Coefticienten  der  gegebenen  Form  auch  noch  die  Verander 
liehen  a;, ,  x,  enthält.  Eine  solche  Function  heisst  eine  Covarianie  der 
(jegehenen  Form  Dass  die  Ordnung  einer  solchen  Co  Variante  in  dem 
Veränderlichen,  wie  überhaupt  jeder  Form,  bei  linearer  Transformation 
ungeändert  bleibt,  ist  unmittelbar  ersichtlich.  Betrachtet  man  gleich 
zeitig  mehrere  Formen,  so  wird  es  invariante  Bildungen  geben ,  welcli»; 
gleichzeitig  von  den  Coefficienten  der  verschiedenen  Formen  abhingeftf 
diese  werden  dann  simultane  Covarianten  oder  simultane  Invarianten  da 
Sf/stcms  genannt,  je  nachdem  sie  die  Veränderlichen  enthalten,  oder  nichL 

Bezeichnen  wir  also  durch  </„,  r/,,  a^  .  .  ,  die  Coefficienten  der 
Form  /'ur, ,  ,v.^  und  durch  r/^,',  r/,',  a.,\..  die  einer  Form  F  (y^,  y,), 
wo  /'  aus  /'  durch  eine  lineare  Transformation  entsteht,  ist  femer  TT 
eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argumente  und  r  die  Substitutioni- 
determinante,  so  ist  eine  Invariantr  von  f  drfinirt  durch^*): 

*)  Es  kann  auch  oiiitrctHii,  dii^a  das  Verschwinden  einer  oder  mehrerer  Iik 
Varianten  nicht  f^fonügt,  um  die  betreffende  Kigenschaft  darzustellen,  sondern  dl 
dazu  nncli  das  identische  Verschwinden  von  Covarianten  erforderlich  ist.  --  Nabeff 
wt'nh'n  wir  auf  diese  Frage  bei  «len  ternären  Formen  eingehen,  dort  auch  dif 
l»etn' Menden  Beweis«»  erbringen,  nachdem  wir  in  der  Theorie  der  binären  Fomm 
iM'ixjucb'  lur  dsu-  Verschwinden  von  Covarianten  kennen  gelernt  haben. 

'*■  l>anel»Hn  stellt  sich  r^ine  andere  Definition  der  Invarianten  durch  gewip* 
partielle  l>itbM-entialLrleichungen,  deren  rationale  Lösungen  sie  aind.  Vgl.  CayUj: 
Trellc's  .ionrnal,  F>d.  IT  und  A  ronhold:  U»'ber  eine  fundamentale  Begnludaif 
«b-r  lnvariaut«iitlicnri»',  ib.  Dil.  6-2.  Für  die.-e  Fragestellung  i>t  ferner  von  Wü4»- 
figkcit.  (bT  Antsatz  Di  ri>tot  fr  l's:  Hcw^is  den  Finidamentalsatzes  der  Invariantoih 
tlifori«',  l^-»r<'ha  rdt  ">  Jnurnal,  l)d.  Os;  vgl.  auch  Aronhold,  ib.  Bd.  Gl».  I«eti- 
f.. HM-  '.ribt  nuili  «•ine  andere  Definition,  wobei  die  Invarianten  durch  die  K<I** 
ti<»iHMi  bcstinniit  siml,  webh«;  unabhängig  von  den  TrauBformatiouscöefticieDt«! 
/wisrlu-ii  (b*n  Coi'Hicieuten  zweitn*  Formen  bestehen,  wenn  dieselben  linear  i 
«•inander  tran<tnrniiibar  >ein  >ollen.  l'eber  'jene  Ditlerentialgleichungen  vei]jt 
iinch    ('lel»>.«b:    'riiiMiiii*   »l»M-    l'iniiren    l\Minen,    >i  so,    und    Horclnirdt'>    JounaVi 

IM.  r.:.,  p.  *j»;7. 


Einleitung  in  die  Theorie  der  algebraischen  Forinon. 

TT  K',  flf,',  <  . . .)  =  H  TT  K,  flfj,  öTj .  .  .) , 
^/Vi6*  Covariante  von  f  durch: 

aoge  dies  an  einigen  Beispielen  erläutert  werden. 
Es  seien  zunächst  zwei  Formen  beliebiger  Ordnung: 

iben;  dann  ist,  wie  wir  zeigen  wollen,  die  Form: 
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dxx 


dx^\ 
dxi\ 


sogenannte  Functional-  oder  (nach  ihrem  Ent<lecker)  ^^cohV sehe 
rminanie  von  f  und  ip*),  eine  simultane  Covariank»  der  letzteren. 
ben  wir  nämlich  die  lineare  Substitution: 

^x  =  «yi  +  ßvi 

sind  F  {t/i ,  y^);  ^  (^i ;  ^2)  l^^z.  die  Formen ,  in   welche  /,  9  da- 
ih.  übergehen,  so  sind: 

^^df^  dxt    id£  dxt 
dyx       dxx   dyt'*' dxf  dy\ 

fiF  __  df_  dxx    ,    df  dxf  ^^  a  ^^    \    A  ?/ 
df/t       dxf  dyt    '    dx^  dyt       ^  dx^    '        f),\\  ^ 

ebenso 


dx^     '     '^  ^a?. 


?olge  dessen  geht  unsere  Determinante,  gebildet  für  die  Formen 
>  über  in: 


dtp 


«^+  y 


'^  ^.r,     '  dxt 


nach   dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten  haben  wir  also: 

df\ 


dF    a^j 

dx^     dxf ' 


dxt 


)  Vgl.  .lacobi:  De  determinaiitibuH  functionalilms,  Crelle's  .Toiirnal,  \U\.  ü-i. 
.eich  Null  gesetzt  gibt  dic.Melbo  di<^  Punkte,  deren  linearr  Polaren  (vgl. 
olpeinlen   A>»schnitt)  in  Uezug  auf  f  und  (f>  identisch  sind. 
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d.  h.  die  FunctionaUleterminante  von  f  und  q>  ist  eine  simultane  d 
riante,  q,  e.  d.;  in  unserem  Falle  ist  nämlich: 

Ein  Beispiel  für  eine  Covariante  einer  einzigen  gegebenen  F^ 
/*  (.r, ,  X2)  gibt  lins  die  Determinante  aus  den  zweiten  Differenl 
quotienten  derselben: 

welche  nach  ihrem  Entdecker  Hesse*)  gewöhnlich  als  die  Hesse": 
Detciininanie    von  f  bezeichnet    wird.     Es   sei    wieder    F  (y| ,  y^) 
Form,   in   welche  f  (a?,,  x^  durch  die  Transformation  (7)  überg< 
dann  folgt  durch  Diflferentiation  der  Gleichungen  (8): 

^'J    =  ^^-  a  +  ^V  y 


<^//i  ^yt      ^^1  ^^1  ^-^1  ^-^t 

wo  zur  Abkilrznng  gesetzt  ist: 


(9) 


Setzen  wir  dies  in  die  für  F  gebildete  Determinante  ein,  so  wird: 


und  dies  ist  nach  dem  Determinantenmultiplicationssatze 

dp      dp 
__    ß     y  'd.v\     r)x^ 

ß     d  dg       d^ 

Wenden  wir  endlich  hierauf  unter  Berücksichtigung  der  Gleicl 
gen  (9)  noch  oiunial  den  mehrfach  erwähnten  Multiplicationssatz 
so  kommt: 

*)   V«'l.  rrollr's  .l<uirn;il,   lid.  L>8,  p.  s:{. 
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a«f'      d'F 

av 

..  P'f 

dvt*      dVidVt 
d'F         S'F 

=  r' 

()xi  dxt 

av 

dyt  dtfi      dyt* 

Sx,  3xi 

a^.» 

h.    die  Hesse'^c^ß  Determinante  einer  Form  ist  eine  Covariante  der- 
ben, 

£ine  simuttane  Invariante  zweier  Formen  /",  9  ist  jedenfalls  durch 
3  Bedingung  gegeben,  dass  die  beiden  zugehörigen  Punktgruppen 
len  Punkt  gemeinsam  haben,  denn  diese  Bedingung  ist  von  der 
falligen  Lage  der  Coordinatengrundpunkte  unabhängig.  Sind  beide 
irmen  linear,  so  ist  dieselbe  leicht  zu  bilden.  Es  bestiehen  dann  für 
n  gemeinsamen  Punkt  die  Gleichungen: 

f  =flr,a:,  +  a^x.,  =  0 

id   die  Elimination  der  x  ergibt  für   die   fragliche    Bedingung   das 
»Tsch winden  der  Determinante: 


1) 


1^     ^ 


2  I 


ies  ist  aber  nichts  anderes,  als  die  Functionaldeterminante  von  /*,  q) ; 
i  hat  daher  in  der  That  die  Invarianteneigenschaft.  Letzteres  ergibt 
ih  auch  direct  in  derselben  Weise,  wie  das  Entsprechende  für  Func- 
>naldeterminanten  nachgewiesen  wurde.  Durch  Anwendung  der 
ibstitution  (7)  nämlich  gehen  f  und  q)  bez.  über  in : 

0  =  (^,  «  +  b.^  y)  y^  +  {h,ß  +  b,  d)  y,  ; 

id  unsere  Determinante,  gebildet  für  diese  beiden  Formen,  zerfällt 
tfort  wieder  in  das  Product: 


\ß  *i 


«2 


e.  d. 


Ist  nur  eine  lineare  Form  gegeben,  so  stellt  dieselbe  einen  ein- 
dnen  Punkt  dar;  ein  solcher  kann  aber  offenbar  keine  geometrische 
Sgenschaft  mehr  haben  ausser  der,  dass  er  überhaupt  vorhanden  ist, 
.  h.  dass  die  betreffende  lineare  Form  nicht  identisch  verschwindet, 
.  h.  nicht  jeder  ihrer  Coefficienten  einzeln  Null  ist.  Also:  Es  gibt 
eine  Invariante  einer  linearen  Form  Anders  ist  dies  schon,  wenn 
ine  quadratische  Form  vorliegt;  denn  hier  können  die  beiden  ihr 
ntsprechenden  Punkte  zusammenfallen.  Soll  dies  eintreten,  so  ninss 
ie  durch   Nullsetzen    der  Form    entstehende    quadratische   Gleichung 


Ir  ^': 

Clebfich,  Vorle«nngen. 
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zwei   gleiche   Wurzeln   haben;    und    die   Bedingung  hierf&r  iat  be- 
kanntlich: 

(12)  floÖ2  — V  — 0. 

Dies  ist  aber  bis  anf  einen  Zahlenfactor  die  Hesse'tehe  DetermioaBli 
der  Form  /*,  denn  wir  haben  hier: 


und  somit: 


dx^  dxi     dxf* 


—  4 


-2a,,     g,-2a., 


-  4  («0«,  -  «!*)  . 


beL 


Da  sich  nun  die  Hesse'sche  Determinante,  wie*  soeben  geieigt 
stets  bei  einer  linearen.  Transformation  nur  um  das  Quadrat  der 
stitutionsdetprminante   ändert,    so   ist  dies  auch  mit  dem  Ai 
(12)  der  Fall,  d.  h.  derselbe  ist  eine  InvariopUe  vm  f. 

Die  hier  zuletzt  gegebenen  Beispiele  für  Inyarianten  sind  sf 
Falle  von  invarianten  Bildungen  allgemeinerer.  Art,  die  num 
Resfdtanten  und  IHscriminanten  bezeichnet*);   diese  sind  ftllg^wfnflii 
folgender  Weise  definirt: 

Die  Resultante  zweier  Formen  f  wxd  q>  ist  diejenige  ganze 
tion  ihrer  Co^fficienlen,  welche  verschwinden  muss,   damit  ein  Punkt 
zu  f  gehörigen  Punkigruppe  mit  einem  Punkte  der  zu  q>  gehörigen  Gr 
zusammenfalle;  d.  h.  damit  die  Gleichungen  /"  «=  0,  9)  «=  0  eine 
meinsame  Wurzel  haben. 

Die  Discriminante  einer  Form  f  ist  diejenige  ganze  Ftmctian  ik 
Coüfficienteny  welche  verschwindet^  sobald  zwei  Punkte  der  zu  f  geh 
Gruppe  zusammenfallen^  d.  h.  sobald  die  Gleichung  /*  «=»  0  zwei  gle 
Wurzeln  hat. 

Für  diese  Functionen  kann  man  nun  ganz  allgemeine  Bildi] 
gesetze  angeben ;  und  zwar  folgen  die  für  die  Discriminanten 
denen  für  die  Resultanten.     Wir  beginnen  daher  mit  den  letzteren. 

Ist  eine  Gleichung  n**°  Grades  für  x:f  =  0  gegeben,  und 
Pf  P^^\  P^^^  . . .  p^""^^  die  Wurzeln  derselben;  so  ist  bekanntlich, 
c  eine  Constante  bedeutet: 

f=c{x—  p)  {x  —  /?(^0  Cr  — /?<2)) (a:  —  pC-  D). 

^)  Vgl.  hierüber  neben  den  erwähnten  Werken  von  Clebsch  und  Salmei 
Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten.  Leipzig  1870,  §  11  v 
für  die  später  zu  besprechende  symbolische  Darstellung  besonder! :  Gordai 
Ueber  die  Bildung  der  Resultante  zweier  Gleichungen,  Math.  Annalen»  Bd.  t. 
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Setzen  wir  nun  x  =  ^* ,  so  ist  f  eine  binäre  Form,   und  setzen  wir 

gleichzeitig  />  ==  ?^,  p(0  =  ^.^-  ,  .  .  .  .  j^^^-i)  =    \--_2)  >   so  sind  die  p 

die  Coordinaten  der  die  Form  f  repräsentirenden  Punkte.  Wir 
haben  dann  für  y  «=  ^  .  /^jPa^^^  .  .  .  Pi^"  "  *^ : 

oder  wenn  wir  zur  Abkürzung  (rs)  für  die  Determinante  {r^s.^  —  roS^) 
schreiben : 

(13)  r=  y  (xp)  (a;p(i>)  (xp<^>)  ....  {xp^"-'^). 

Ist  femer  eine  zweite  Form  (p  vom  w*^"-  Grade  gegeben,  und  sind  rj 
die  Coordinaten  ihrer  Verschwindungspunkte,  so  haben  wir  ebenso: 

(14)  (p  =  r  i^Q)  iocq^'))  {xq^^))  ....  (a;y<—  ^0- 

'    Soll  nun  ein  Punkt  />^J  von  f  mit  einem  Punkte  //^*^  von  cp  zusammen- 
fallen, so  muss  die  Determinante 

verschwinden.  In  diesem  Falle  muss  auch  immer  die  gesuchte  Resul- 
tante R  ihrer  Definition  nach  Null  werden,  und  zwar  für  jedes  Werthe- 
paar  der  hidices  ft,  v.  Andererseits  darf  diese  Function  aber  auch  nur 
unter  dieser  Bedingung  yersch winden;  sie  muss  daher  das  Product 
aller  der  Determinanten  {p^^^ q^^^)  sein,  und  wir  haben: 

(15)  R=    (pq)         {p  q)         {p  q')     (;>   q^-"'^) 

.     (/^'^)        (/O         (P'O     (P^^'^'-'O 

.    (>'V)       ipq)       ^pO     (p'V/'«-i); 


uns  kommt  es  jedoch  wesentlich  darauf  an,  die  Resultante  in  Func- 
tion der  Coefficienten  von  f  und  g),  ohne  Benutzung  der  Verschwin- 
dongswerthe  /?,  q  zu  bilden.  Die  Coefficienten  einer  dieser  Formen 
gind  leicht  in  R  einzuführen;  denn  die  Horizontalreihen  in  dem  ge- 
gebenen Ausdrucke  (15)  entstehen,  wenn  man  in  g)  die  x  der  Reihe 
nach  durch  die  verschiedenen  p  ersetzt  und  die  Verticalreihen ,  indem 
man  in  /'  die  x  durch  die  q  ersetzt.     Es  ist  somit  auch : 

R=  r  {Qx,   a-^'f  (^,',   (h)  .  /'  {q;\   Qi")  .  .  .  /•  ((y/'"-^  q^-'^) 
und  die  Form  dieser  Bildungen  ergibt  unmittelbar  den  Satz: 
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Die  Resultante  zweier  Formen  der  m!"*  und  n^'"  Ordnung  ist  in  äe^B 
Co^'fftcienten  derselben  homogen  und  vom  n'*"  Grade  in  den  Coifficmkn 
der  ersten^  vom  m*"*  Grade  in  den  Coefficienten  der  zu>eiten. 

Zur  directen  Darstellung  der  Resultante  in  Function  der  Coeffi- 
cienten beider  Formen  hat  man  verschiedene  Methoden,  die  jedoch 
im  Ganzen  keinen  Einblick  in  die  eigentlichen  Bildungsgesetze  liefen,  I 
wenigstens  nicht  in  dem  Sinne^  wie  es  die  In  Varianten  theorie  fordorn 
muss.  Man  kann  z.  B.  nach  dem  Vorgange  von  Sylvester  in  fol- 
gender Weise  verfahren: 

Wenn   für  einen  Werth  von  x  f  und    w  verschwinden   (x  =  —   I 

gesetzt),  so  müssen  auch  die  folgenden  m  -^  n  Gleichungen  bestehei^: 

/=0,     x.f=Q,    a:2./-=0, a;«-»./'=0, 

^  =  0,     X  ,  ^>  =  0  ^     a;^. 9  =  0, ....a:*"^. 9  =  0. 

Aus  ihnen  können  wir  dann  die  (m  +  n)  Grössen:  1,  o;,  o;*, . . .  a:*  +  *-* 
eliminiren  und  erhalten  so  die  Resultante  in  der  Form  einer  (m  4*  ^ 
gliedrigen  Determinante.  Ist  z.  B.  f  vom  zweiten;  9  vom  dritten 
Grade,  also: 

f  =flr„a:2  +  2flf,a;   +     a^ 

9,  =  Z;^  ar»  +  3  b^x'^  +  3  ^2^  +  *3  ^ 

so  bestehen  für  eine  gemeinsame  Wurzel  die  Gleichungen: 

x'-  .  /•  =  a^x'  +  2  flf,  x^  +     a.^x^  =  0 

X    .  /  ==  «„o:**  +  2  ff,  .r"^  +     ^2^  =  0 

/  =  äTj) o:^  4"  2  «i a:  +  «2  ===  ^ 

X  ,^=  h^x^  +  H  b^  x'^  +  3  ^2^2  _f.     ^.^^  ^  0 

9,  =  h^x'^  +  3  b^  a-^  +  3  />2-^  +  *3  =  0  , 

und  die  Elimination  von  x^,  x\  x'^,  x,  1  ergibt: 

IßT,)  2ff,        a,,       0      0! 

0  a^  2flf,       flf,     0 

/?  =    0  0         ff„     2flr,      «2    =^^- 

b,,  3Z/,  3^.,       />3     0 

0  />,  3^^,     3^?2     ^3' 

Schon  etwas  übersichtlicher  wird  das  Eliminationsresultat  bei  zw« 
Formen  gleicher  Ordnung  nach  einer  von  Bezout  und  Cayley  ge- 
gebenen Methode.  Sind  iiilmlich  /'  und  (p  beide  von  der  n**"'  Ordnung, 
so  ist: 

/'  (^0  9  (y)  —  9  (^)  /  iy) 

ein  Ausdruck,  welcher  unabhängig  von  y  für  einen  gemeinsamen  Punkt' 
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TOii  f  und  9  verschwindet,  und  der  durch  {x  —  y)  theilbar  sein  muss, 
ii  er  för  a:  —  y  Null  wird.    Daher  ist 

eme  Form  von  der  Ordnung  (n  —  1)  in  den  x,   die  für  jeden  Werth 
^on  y  verschwindet,  sobald  x  eine  gemeinsame  Wurzel  von  f  und  gp 

it    Ordnen  wir  F  nach  Potenzen  von  y,  so  erhalten  wir  dafür  die 

form: 

+  y^       (        ^20+       '^2i^+         ^220;«  +  ...+        ra^-ia;"-^ 

+ 

+  y  -  H^«  - 1. 0  +  ^«  - 1, 1^  +  ^«  - 1. 2^:^  +  . . .  +  <^«  - 1. «  - 1^"  ""  0  • 
Soll  diese  Function  nun  unabhängig  von  y  verschwinden,  so  müssen 
die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  y  sämmtlich  Null  sein. 
Dies  gibt  n  Gleichungen,  aus  denen  wir  die  Grössen  1 ,  o-,  o;^ . . . ,  a;"  ~"  * 
eliminiren  können,  um  dann  die  Resultante  in  Gestalt  einer  Deter- 
minante zu  bekommen,  nämlich : 

^00  ^01  ^02  •       •       •       ^0  n  ~  l 

?j0  Cj  j  Cj2  •       •       •       ^1 » —  l 

^20  ^21  ^22  '       *       •      ^2 » —  1  ;  =^  ^  • 


Mit  Hülfe  der  eingeschobenen  Form  F  haben  wir  in  diesem  Falle 
die  Resultante  auf  eine  ngliedrige  Determinante  reducii*t,  während  sie 
nach  der  Sylvester 'sehen  Methode  2n  Reihen  enthalten  würde.  — 

Auf  die  Elimination  von  x  aus  zwei  Gleichungen  von  gleich 
hohem  Grade  lässt  sich  auch  immer  die  Bildung  der  Discriminante 
zurQckführen.  Soll  nämlich  eine  Form  n*'  Ordnung  f  {x^,  x^)^  wenn 
man  sie  wie  in  (13)  in  ihre  linearen  Factoren  auflöst,  das  Quadrat 
eines  derselben  enthalten,  so  kommt  dieser  Factor  in  den  Functionen 

~  ,   ~    noch  linear  vor,  wenn  man  für  x^yX.^.  ^^^  Coordinaten  des 

betreffenden  doppelt  zählenden  Punktes  einsetzt;  und  man  hat  daher 
für  diesen  Punkt  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  {n  —  1)**^"^ 
Ordnung: 

<17)  1^  =  0,    1^=0. 

Aus  ihnen  sind  x^,  x^  zu  eliminiren.     Die  Gleichung  /'=0  brau- 
chen wir  dabei  nicht  mehr  zu  berücksichtigen,  denn  sie  ist  wegen  der 
I  Selation : 
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eine  Folge  der  Gleichungen  (17). 

Die  Discriminante  einer  Form  ist  also  äie  Besuliante  der  beUen 
Differentialquotienten  der  Form  und  daher  vom  Grade  2  (n  —  1)  i 
Cogffldenien  derselben. 

Als  Funetion  der  Wurzeln  Yon  /*«=-  0  k3nnei|  wir  die  Ois 
nante^  ahnlich  wie  die  BesuUante,  leicht  darstellen.    Sie  mvm  lai 

immer  und  nur  dann  verschwinden  ^  w^nn  zwei  Wurzeln  ^  un 

von  /«-O  einander  gleich  werden.     Eine  Function  Aeat  Art  is 
jedenfalls  das  Product  aller  Factoren 

welche  man  aus  den  n  Wurzeln  rem  f.  bilden  kann,  d.  h.  dei 
druck: 


Das  ^^Differenzenproduct^^  P  ändert  aber  sein  Zeichen^  wenn  man 
zwei  der  Wurzeln  mit  einander  vertauscht,  was  bei  einer  rati 
Function  der  Coefficienten  von  f,  wie  es  die  Discriminante  ist 
eintreten  darf,  weil  diese  Coefficienten  dadurch  nicht  geändert  n 
Da  sich  nun  eine  symmelrisdie  Function  der  Wurzeln  imm 
rationale  Function  der  Coefficienten  darstellen  lässt,  so  ist  die 
minante  durch  das  Quadrat  des  Differenzenproductes  der  fVurzi 
/•=  0  gegeben,  d.  h.  durch  das  Quadrat  von  P. 

Um  ein  Beispiel  für  die  Bildung  der  Discriminante  als  Res 

der  Formen  ~-  und  ^  zu  geben,  führen  wir  dieselbe  noch  fi 

cubische  Form  aus.    Ist  also: 

f=  ax{^  +  ^bx\'^X2  +  Sc.r^Xo^  +  dx^, 

so  haben  wir  die  Resultante  zu  bilden  aus: 

und  daher  ist  die  Discriminante  von  /*,  wenn  wir  das  Sy  Ivest 
Eh'minationsverfahren  anwenden 
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=  (ad  —  bcy  —  4  («c  —  &-)  (,bd  —  c^) . 


2b  c  0 

_  0      a  2b  c 

'^  b    2c  d  0 

,0       b  2c  d\ 

Diese  Betrachtungen  haben  uns  allerdings  gezeigt,  wie  es  möglich  ist^ 
die Besaltanten  und  Discriminanten  allgemein  aufzustellen;  aber  die- 
selben erscheinen  in  einer  Form,  welche  uns  nicht  ohne  weitläufige 
fiedmongen   ihren    invarianten    Charakter    erkennen    lässt;    obgleich 
kizierer  nach   ihrer    Bedeutung   vorhanden   sein    muss.      Man    kann 
jedoch  die  fraglichen  Bildungen  auch  in  solcher  Form  herstellen^  dass 
Sue  Invarianteneigenschaft^  auf  die  es  uns  hier  wesentlich  ankommt^ 
Botoii  in's    Äuge  fallt;    und    zwar  geschieht  dies  mit  Hülfe   der   im 
Folgenden    zu    entwickelnden    Methoden.      Dieselben   lassen   nämlich 
fiberhaupt  jede  Invariante  und  Co  Variante  so  darstellen ,  dass  sie  als 
solche  ohne  weitere  Rechnung  sofort  erkannt  wird. 

IL  Die  symbolische  Darstellung  der  binären  Formen. 

Die  fQr  die  weitere  Entwicklung  der  Invariantentheorie  funda- 
mentale Betrachtungsweise,  welcher  wir  uns  jetzt  zuwenden,  stützt  sich 
im  Wesentlichen  auf  den  folgenden  Satz: 

Ist  TT  eine  Fvnction  der  Coefficienlen  a^,  a^j  a^  .  .»(fn  ^iner  allge- 
»tetnen  Form  n*^^  Ordnung  f{x^,  x^,  welcJie  die  Invarianteneigenschafi 
btsiizi,  so  hat  die  Form: 

an ,    ,  an  .    ,  an  ,    .         ,  an  . 
a«©  **  •  a«i  ^  '  ctfj  •  '         '  a«„ 

ebenfalls  die  Invarianteneigenschafi,  wenn  die  b  die  entsprechenden  Coef- 
:  fieienien  einer  anderen  Form  n'*"'*  Ordnung  (p  sind. 

Legen  wir  nämlich  statt  f  die  Form  /"  +  x^)  zu  Grunde,  so  muss 
TT  eine  Invariante  dieser  Form  sein,  sobald  man  darin  die  a  durch  die 
Coefficienten  a  •\-  xb  ersetzt,  da  die  Form  f  -\-  xtp  von  ebenso  allge- 
meiner Natur  ist,  als  /*;  und  zwar  muss  dies  unabhängig  von  dem 
Werthe  von  x  stattfinden.    Es  ist  also: 

ia^+xb,;,  a{+xb;,...an+xbn)=r^T\{a^'^xb^,  a^  +  xb^, ,..  a„  +  xb„) , 

wenn  die  gestrichenen  Buchstaben  die  Coefficienten  von  Formen  sind, 
welche  aus  /  und  q)  durch  eine  lineare  Transformation  mit  der  Deter- 
minante r  hervorgehen.  Diese  Gleichung  soll  unabhängig  von  x  be- 
stehen, und  folglich  müssen,  wenn  man  nach  Potenzen  von  x  ent- 
wickelt, die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  auf  beiden  Seiten  dieselben 
»ein.     Insbesondere  hat  man  also  für  die  erste  Potenz  von  x: 


/ 
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and  damit  ist  unser  Satz  bewiesen.    Man  erkennt  aneli  leidit,  dMi 
derselbe    ebenso    f&r  eine    simultane  Invariante   eines  Sjifcenu  voft 
Formen  gilt:    Fügt  man  diesem  Systeme  eine  weitere  Foim  9 
so  erhält  man  eine  simultane  Inyariante  des  so  erweiterten 
indem  man   eine   simultane    Inyariante  des   ursprOnglicli 
Systems  in  der  bezeichneten  Weise  nach  den  CoSCBcienten 
gegebenen  Formen ,  welche  mit  9  von  gleicher  Ordnung  ial^  dilferai-.! 
tiirt|    bez.    mit  den  CoSfficienten  von  ip  multiplidit  und  addirt  ->} 
Setzt  man  dann  in  (1)  bimn^üi^  so  entsteht  nach  dem  Enler'a 
Satze  von  den  homogenen  Functionen  wieder  bis  auf  einen  ZaUaB*| 
&ctor  die  ursprOngliche  Inyariante  TT. 

Der  Grad  von  TT  in  den  GoSf&cienten  von  f  wird  durch 
düng  dieses  Differentiationsprocesses  jedesmal  mn  eine  Einheit 
ringert    Wir  können  daher^  indem  wir  nach  einander  die  CoSfBeie 
verschiedener  neuer  Formen  einführen,  es  erreichen,  dass  ans  TT 
in  den  Coefficienten  aller  dieser  Formen  und  in  denen  von  f 
Invariante  entsteht    So  wird  eine  Invariante  v''"  Grades  «pi  dem 
cienten  einer  gegebenen  Form  n'^''  Ordnung  ynzwddeuüg  vmrgeMUi 
eine  Invariante^  welche  die  Coifficienien  van  v  Formen  n^  OrAnm^je  1 
ersten  Grade  enthält y  und  bis  auf  einen  Zahlenfactor  in  die 
Invariante   übergeht,    wenn  man   die    v    Formen    alte    der 
liehen  gleich  setzt. 

Wir  können  in  dieser  Beduction  aber  noch   weiter   gehen: 
werden  zeigen,  dass  eine  jede  Invariante  formal  so  darstellbar  ist^ 
wäre  sie  eine  simultane  Invariant«  von  lauter  linearen  Formen; 
darauf  beruht  dann  die  sogenannte  symbolische  Darstellung  der  ] 
Formen.     Zu   dem    Zwecke    müssen    wir  zunächst   die   Syateme 
solchen  linearen  Formen  näher  in's  Auge  fassen.    Es  sei  eine 
linearer  Formen  gegeben ,   bez.  mit  den  Coefficienten  a,  ^a^;  fr, 
Cj^  Cj . .  .  ;  wir  stellen  uns   die   Aufgabe ,  den  formalen  Typus  < 
simultanen  Invariante 

TT(«i;  «2;  ^,  *2»  ^i;^2;  •  •  •) 

dieses  Systems  ganz  allgemein  anzugeben.  *)    Es  kommt  im  Wc 
liehen  darauf  an^  den   Ausdruck  TT  als  Aggregat  anderer  Au 
darzustellen^    die   zum   Theil   aus  weniger  linearen  Formen  gebfld 
zum  Theil   auch  von    niedererem    Gesammtgrade    als  TT  sind, 
unter  Gesammtgrad  die  Summe  der  Grade  in  den  Coefficienten 
einzelnen  Formen  verstanden  ist. 


*)  Ausführlichere»  hierüber  vgl.  bei  Clebsch:  Ueber  symbolische  DanI 
lung  algebraischer  Formen,  Grelle •  Borchardt's  Journal,  Bd.  59;  and:  ThM 
der  binüren  algebraischen  Formen,  Leipzig  1872,  p.  24  ff. 
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Wir  bezeichnen  durch  TT'  das,  was  aus  TT  entsteht,  wenn  man 
darin  A,-e=  bi  setzte  also: 

TT'  =  TT(a,,  a^]  Aj,  a.^]  c,,  c^]  .  .  .); 

und   bilden  die  folgende  Reihe    von  Functionen,    die   nach  unserem 
letzten  Satze  sammtlich  simultane  Invarianten  sind: 

TT'        ^TT'    .    ,     an'    . 


an/    ,    ,     an/ 
a«,     ^^  ■'"     da. 


n'       d^i    u    I     an/   , 


/    =  X ^,   +    -        --     ^2  • 


o ^1   +    '       -" 

a«j      '  '      ^fl; 

£!s  ist  dabei  unter  /  der  Grad  von  TT  in  den  Coefficienten  b^ .  b^  ver- 
^   standen;  alsdann  ist  durch  diesen  successiven  Process  aus  TT'   wieder 
^    rflckwärts  eine  Invariante  TT/  gebildet,  welche  die  a  und  b  zu  dem- 
selben Grade  enthält,    wie  TT,    nur  in  anderer  Weise,  denn  TT/  ist 
.    abgeleitet  aus  einer  Invariante  TT'  einer  um  Eins  geringeren  Anzahl 
}    Ton   linearen  Formen*     Ist  femer  k  der  Grad  von  TT  in  den  Coeffi- 
cienten Ä,,  a^,  so  ist  TT'  vom  Grade  ä*  +  /  in  den  <y,  TT/  dagegen 
▼om   Grade   k  -{-  l  —  1 ,  und  allgemein  TT/  vom  Grade  k  -^  l  —  r  in 
■  den   a.     Wir  haben  somit  nach  dem  Eul  er 'sehen  Satze  über  homo- 
gene Functionen: 

!,')♦=,  =  (  1^-   «.+  ^  «v)^^^  =  (A-  + '  -  1)  (A-  +  0  n' 



V).=  «=(%^a.  +  %'-«.X^„=....=(Ar+l)(A+2)...,;Ä-+/).n'. 

So  entsteht  also  TT'  einmal  (bis  auf  einen  Zahlenfactor)  aus  TT/  für 
ai  =  bi,  einmal  aus  TT  für  at,  «=  bi.     Wir  haben  daher  die  Relationen: 

{n/  _  (Ä-  +  1)  (Ä-  +  2) . . .  (A-  +  /)  n}_,  =  0 . 

Wenn  aber  die  links  stehende  Differenz  für  «,  =  b^^  a^  =  b.^  immer 
verschwinden  soll,  so  muss  sie  durch  den  Factor 

(^ab)  =  r/,  b.,  —  b^  a.^ 

tbeilbar  sein;  und  wir  können  setzen: 

n  —  wTT/  =  (^ab)  .  />/, 

wo  M  eine  neue  Function  von  invariantem  Charakter  ist,  und  m  den 
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reciproken  Werih  des  Zahlen&ctors  (A:  +  1)  (A:  +  2)  . . .  (Ar  + 
deutet  Wir  haben  somit  TT  zunächst  zerlegt  in  eine  Inyarianl 
welche  aus  TT'  durch  unseren  invarianten  Process  hervorgeht,  i 
eine  Reihe  von  Coefficienten  weniger^  als  TT  entluUt^  und  ii 
andere  M  von  niedererem  Gesammtgrade,  multiplicirt  in  die  ] 
minante  {aV). 

Es  ist  nun  klar^  wie  man  diesen  Zerlegungsprocess  fort 
kann,  indem  man  TT/  und  M  wieder  derselben  Operation  untei 
u.  s.  f.  bis  man  schliesslich  zu  lauter  Producten  aus  Invariantei 
Gesammtgrade  2  gelangt,  bei  denen  nur  je  zwei  lineare  Formi 
nutzt  sind  (aus  einer  einzigen  Form  der  Art  ist  ja  überall 
Invariante  zu  bilden).  Zwei  solche  Formen^  etwa 
und  «.aj,  +  «,ar, 

haben  aber  nur  eim  Invariante ,  die  wir  schon  oben  betracl] 
(p.  177)  nSmlich 

denn  zwei  Punkte  können  offenbar  keine  andere  besondere  Laj 
Ziehung  zu  einander  haben,  als  die,  dass  sie  zusammenÜEdlen.*)  - 
hier  durchgeführte  Ueberlegung  begründet  nun  den  folgenden  i 
mentalen  Satz: 

Jede  simultane  Invariante  von  linearen  Formen  ist  ein  Aggregi 
Producten  der  aus  je  zweien  der  Foi^men  gebildeten  Invarianten: 
(ac),  (bc)y  u.  8.  f. 

Für   den    allgemeinen    Typus    der    simultanen    Covarianten 
Systems  von  linearen  Formen  brauchen  wir  nunmehr  keine  beso 
Betrachtung  mehr  anzustellen.    Eine  Form 

gleich  Null  gesetzt,  stellt  nämlich  einen  Punkt  dar  mit  den  C 
naten  yy^  —  a,^j  ^2  =  ^1  (vgl.  p.  173).  Wir  erhalten  dabei 
jeder  Invariante  linearer  Formen  eine  Co  Variante,  wenn  wir  darii 
R^ihe  von  Coefficienten  mittelst  der  Gleichungen 

(2)  a^=  x^        öTj  =  —  x^ 

durch  Veränderliche  ersetzen.  In  der  That  erkennt  man  leicht, 
sich  die  Coefficienten  in  derselben  Weise  linear  transformiren,  w 
Variabein,  denn  durch  die  Substitution 

♦)  Ein  algebraischer  Beweis  hierfär  findet  sich  unten,  wo  bei  den  qua 
»eben  Formen  gezeigt  ist,  dass  eine  solche  Form  nur  eine  Invariante  hat,  \ 
durch  ihr  Verschwinden  aussagt,  dass  die  beiden  repräsentirenden  Punk 
sammenfallen. 
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d: 

Q  K^i  +  «2^2)  =  ^t'yi  +  <y2» 

tin  man  setzt: 

.«  Äör/  also  in  den  Svbstiiutionsgleichungen  der  Variabein  nur  die 
rfficienien  zu  Iransponiren ,  um  diejenigen  der  Coe/ficienien  linearer 
inen  zu  erhalten. 

Durch  die  Substitution  (2)  geht  aber  jeder  Determinanteufactor 
>)  über  in  einen  linearen  Factor  b^x^  +  ^2^2?  ^^^  ^^  umgekehrt 
Ai  ans  jeder  simultanen  Covariante  durch  die  Substitution  (2)  eine 
rariante^  also  eine  Bildung  aus  Determinanten  {ab)j  {ac)^  u.  s.  f. 
taBteht,  so  folgt: 

Jede  simullane  Covariante  von  einer  Reihe  linearer  Formen  ist  ein 
ffregat  von  Producten,  deren  Factoren  einen  der  folgenden  Typen 
ben: 

1)  {ab),  Invariante  aus  je  zweien  der  linearen  Formen 

2)  a,Xj  +  ^iX^y  eine  der  linearen  Foi^men  selbst. 

Wendet  man  die  Substitution  (2)  gleichzeitig  auf  mehrere  Reihen 
•n  CoefBcienten  an,  indem  man  auch  mehrere  Reihen  von  Variabein 
[if&hrt,  so  sieht  man,  dass  ausser  den  genannten  Factoren  nur  noch 
Iche  vom  Typus  (xy)  vorkommen:  sogenannte  identische  Covarianten. 
an  könnte  ferner  überhaupt  bei  der  Untersuchung  Formen  mit 
ehreren  Reihen  von  Veränderlichen  (o:,,  x^^  yi,  g-zi  ^17  ^2'^  '  -  •)  ^^^ 
nmde  legen.  Es  lässt  sich  jedoch  zeigen,  dass  man  dabei  nicht  zu 
nen  Bildungen  gelangt,  dass  es  vielmehr  hinreichend  allgemein  ist, 
ei  den  Grundformen  eine  solche  Reihe  allein  anzunehmen;  und  so 
werden  wir  es  im  Folgenden  immer  thun.  -- 

Indem  wir  nun  eine  symbolische  Bezeichnung  für  die  binären  Formen 
iiiführen,  gelingt  es  mittelst  der  hier  für  lineare  Formen  gege- 
inen  Sätze  auch  den  Typus  einer  beliebigen  invarianten  Bildung 
Hgemein  anzugeben.  Wir  erörtern  dies  zunächst  an  einem  einfachen 
Inqiiele,  und  zwar  wollen  wir  die  Discriminante  der  quadratischen 
Rmn: 

/*  =  «11^1^  +  2  «120:,  X.;^  +  flf.,2^2^ 

k  Product  zweier  Determinantenfactoren  {ab)  darstellen.  Zu  dem 
trecke  fassen  wir  f  symbolisch  als  Quadrat  einer  linearen  Form  auf 
•gi.  auch  p.  72)  und  setzen: 

ir  können  dann^  wenn  wir  wollen,  statt  der  Symbole  «,,  öTj  stets 
eder  die  wirklichen  Coefficienten  einführen  mittelst  der  Gleichungen : 
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^11  » 


^22  7 


doch  dies  geht  nur^  wenn  wir  es  mit  einer  in  den  Uik  linearen  Bili 
zu  thun  haben.  In  der  That  könnte  man  z.  B.  für  ö,*  a^^  elw 
wohl  das  Product  ff],  a.^^,  als  das  Quadrat  a^^  setzen;  es  würden 
Mehrdeutigkeiten  möglich  sein.  Um  das  zu  vermeiden,  führen  w 
der  unsere  Discriminante  darstellenden  Determinante: 


/  = 


^22 


in  der  ersten  Verticalreihe  die  angegebene  Substitution  aus,  sehn 
aber  in  der  zweiten  Reihe  neue  Symbole  h  statt  der  a^  welche 
diesen  gleich werthig  sein  sollen: 


K 


Dann  wird: 


flfiflf, 


b^b, 


a,b,, 


=  a^b^{ab). 


\  ^2       «^2 

Da  es  aber  gleichgültig  sein  muss,  in  welcher  Verticalreihe  wir  c 
in  welcher  die  b  einführen,  so  ist  auch 


^«2 


=  —  ^jörj  (^^)? 


^2       "2 

und  wenn  wir  die  Summe  beider  Ausdrücke  bilden: 

I=i{a,b,-b,a,)(^ab)=\iiaby, 

womit  die  verlangte  Darstellung  geleistet  ist.  Statt  der  Symbole 
können  wir  nun  umgekehrt  unzweideutig  wieder  die  Coefficiente 
einführen;  denn  man  findet  unmittelbar 

2  /  =  ^  b.^  -  b^  a^Y  =  a{^b.;^  —  2a^  a.^b^  b.,  +  b{^  a.^'^  =  2  («, ,  r/,.  —  i 

—  Im  Allgemeinen  gestaltet  sich  die  Einführung  der  verschied 
Symbole  jedoch  nicht  so  einfach;  vielmehr  ist  dazu  die  wieder! 
Anwendung  des  bekannten  DiflFerentiationsprocesses  nöthig.  Die 
treffenden  Erörterungen  stellen  sich  folgendermassen. 

Wir  haben  gesehen  (p.  184),  dass  man  eine  beliebige  Invari 
in  eine  solche  überführen  kann,  welche  die  Coeftieienten  jeder  f 
einer  Reihe  von  Formen  gleicher  Ordnung  linear  enthält,  wobei 
uns  nachher  diese  Formen  als  mit  der  Grundform  identisch  a 
nommen  dachten.  Statt  der  Coefficienten  jeder  dieser  Formen  koi 
wir  nun  weiter  die  einer  linearen  Form  einführen,  indem  vnr 
jede  der  Hülfsformen  durch  die  Potenz  einer  linearen  Form  ersei 
Wir  schreiben  also  statt  der  Coefficienten  a  der  gegebenen  Grundl 
die  entsprechenden  der  Form 

(«1^1  4-  «2^2)" 
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ebenso  statt  der  Coefficienten  b  einer  der  anderen  Formen  n*®' 
img  die  der  Form 

TT.  Alsdann  ist  unsere  invariante  Bildung  unzweideutig  durch  die 
cienien  dieser  linearen  Formen:  a,;r,  +  ^2^2*  ^1^1  +  ^2^2»  "•  ^-  /• 
lirückt;  denn  man  kanii^  von  dieser  „symbolischen  Darstellung'^ 
ben*)  jederzeit  zu  der  wirklichen  Darstellung  zurückkehren.  Sei 
ch  die  Grundform  f  gegeben  durch : 

ben  wir  nur  die  folgenden  Substitutionen  zu  machen: 
^0  =  ^1"  =  ^^  =^i"  =  .  .  . 

^1=^1""  ^^2     =&i'*""*&2     =^i'*~^C2     =... 


nothwendige  Bedingung  für  die  Möglichkeit  dieser  Substitutionen 
A  darin  liegt  der  Grund  für  die  Einführung  obiger  Hülfsformen  — 
imer  die^  dass  die  invariante  Bildung  in  der  That  linear  in  den 
icienten  einer  jeden  der  Hülfsformen  angenommen  wird.    Anderii- 

wurde,  wie  schon  obiges  Beispiel  lehrte,  der  Rückgang  zur 
ünglichen  Function  nicht   mehr    eindeutig    möglich    sein;    denn 

z.  B.  ein  Glied  mit  dem  symbolischen  Coefficienten 

SO  könnte  man  dies  für  i=s  k  -{-  l  auf  sehr  verschiedene  Weise 
urei  Factoren  von  der  Form: 

gen  und  die  zugehörigen  wirklichen  Coefficienten  «a,  Oi  würden 
unbestimmt  werden.  —  Einige  Beispiele  werden  diese  Methode  der 
)olischen  Rechnung  am  besten  erläutern.  Wir  beginnen  wieder 
der  Invariante  einer  quadratischen  Form 


)  Die  symbolische  Darstellung  in  der  hier  angewandten  Form  wurde  zuerst 
Lronhold  mit  Erfolg  gebraucht  (Borchardt's  Journal,  Bd.  39,  55  und  62) 
ron  C  leb  seh  zur  Grundlage  der  ganzen  Invariautentheorie  gemacht  (vgl. 
i.  59).  Schon  vorher  wurde  von  Cayley  eine  Symbolik  benutzt  (vgl.  be- 
rs  die  Memoira  upon  Quantics  und  Salm on 's  Introductury  lessons  etc.), 
e  sich  von  der  unsrigen  eigentlich  nur  durch  die  Bezeichnungsweiae  unter- 
et  und  in  dieser  sich  mehr  an  die  auch  sonst  in  der  Theorie  der  DifFeren- 
jchungen  (von  Cauchy,  Boole  u.  A.)  oder  in  der  Darstellung  der  Tay- 
hen  Reihe  angewandte  Symbolik  anlehnt. 


190  Dritte  Abthtllmig^ 

/■  —  ^11  «i*  +  2  Ä,,a:,  x^  +  a^  Xj« 
d   h.  mit  der  Function 

Sind  nun  b^^,  ft,,,  b^^  die  Coefficienten  einer  zweiten^  nachher  z 
identisch  zu  setzenden  Form^  so  haben  wir  bei  Anwendung  der  s 
meinen  Methode:  * 

^  ""  ä^  *'^  "^  ä^  ^"  "^  ä^  *"  "  ^"  *"  "^"  *" «M  —  2  «1,*« 
Hierin  sind  noch  die  auc  durch  die  CoSf&cienten  der  Form: 

K«l  +  «2^2)*> 

die  bik  durch  die  der  Form 

zu  ersetzen;  um  unsere  Invariante  /  symbolisch  in  der  Gestalt 

zu  erhalten.  Da  für  b  ^^  a  nun  7'  =>  2/  wird,  und  da  wir  hi< 
der  That  die  Symbole  by  ebenso  wie  die  a,  durch  wirkliche  6ri 
auc  ersetzt  denken  müsseni  so  haben  wir: 

2  /  =  flr|2^j2  _  2a^a^b^b^  -f-  V*iS 
oder,  wie  schon  früher  gefunden: 

als  symbolische  Darstellung  unserer  Invariante. 

Ein  anderes  Beispiel  möge  uns  die  Functionaldeterminante  zi 
binären  Formen  liefern,  welche  wir  ebenfalls  schon  als  Coyari 
erkannten  (vgl.  p.  175).     Es  seien 

/  =  (<»i^i  +  ^2^2)*"  =  (^  ^i  +  h  ^^Y 
(p  =  («jx,  +  a^Xj)"  =  {ß^x^  +  /JoXj)- 

die  beiden  Formen  in  ihrer  symbolischen  Gestalt,  die  wir  noch  kl 
durch  Einführung  der  Bezeichnung: 

in  der  Form  schreiben  können: 

Die  Functionaldeterminante  ist  dann  gegeben  durch: 

I  ^C.    ^/.  I 
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tif  unsere  symbolischen  Potenzen  fy  q)  können  wir  nun  die  gewohn- 

ihen  R^eln  der  DifPerentiation  anwenden ;  denn  der  Grad  der  Form 

den  Coefficienten  wird  durch  diese  Operation  nicht  beeinflusst,  und 

kann   also  dadurch  keine  Zweideutigkeit  entstehen:    Wir  erhalten: 

:d  die  Functionaldeterminante  wird  symbolisch  dargestellt  durch: 

ganz  analoger  Weise  stellt  sich  die  (Hesse 'sehe)  Determinante  A 
r  zweiten  Dififerentialquotienten  einer  Form  f=  aar"  =  ^.r"  dar.  Wir 
bzen  in  ihr: 

_^/_  =  „  („  _  1)  V-«*.6„       gj    =  «  (n  -  1)  V-^V    , 

id  erbalten: 

A  =  n'  (n  —  1)2  a^b^  {ab)  ^^"-2V-^ 
BO  auch  wegen  der  gleichen  Bedeutung  der  a  und  b: 
A=    n^{n  —  1)2  a^b^  (ab)   a^r^'-^bj^-'^ 
=  j^.„?(n  —  1)2  {abfa^rT-^b:,''-^. 

Es  erinnert  die  sogenannte  symbolische  Bezeichnung  an  eine  ab- 
Arzende  Schreibweise,  deren  wir  uns  schon  in  der  Theorie  der  Kegel- 
ehnitte  bedienten  (vgl.  p.  72);  aber,  während  sie  dort  eben  nur 
k  erleichterndes  Hülfsmittel  verwerthet  wurde,  bietet  sie  uns  jetzt 
Be  principielle  Grundlage  für  die  ganze  Theorie;  und  zwar  gewinnt 
ie  diese  hohe  Bedeutung  durch  den  folgenden  Satz^  der  sich  aus  unse- 
en  bisherigen  üeberlegungen  unmittelbar  ergibt: 

Jede  Invariante  einer  binären  algebraischen  Form  stellt  sich  symbo- 
hch  ah  das  Aggregat  von  Producten  symbolischer  Determinanten  vom 
Typus  {ab)  dar;  jede  Covariante  als  das  Aggregat  von  Producten  sym- 
^ischer  Determinanten  {ab)  mit  linearen  sy?nbolfschen  Facto? en  vom 
Typus  o. 

Der  zu  diesem  Satze  führende  Gedankengang,  welcher  durch  die 
Jeispiele  wiederholt  unterbrochen  war,  ist  kurz  folgender.  Wir  haben 
[ezeigt,  dass  jede  solche  Invariante  oder  Covariante  als  simultane  Bil- 
hng  mit  Invarianteneigenschaft  eines  Systems  von  linearen  Formen 
Bgesehen   werden   kann,  deren  Potenzen   als  symbolische   Ausdrücke 
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für  die  Grundform  dienen;  ferner,  dass  jede  solche  luyariantenbildimg 
linearer  Formen  ein  Aggregat  von  Producten  ans  Factoren  vom  Typus 
(^b),  resp.  C:e  sein  muss;  und  diese  beiden  Bemerkungen  haben  wir 
nur  zusammenzufassen.  —  Die  principielle  Wichtigkeit  des  Satzes  ist 
evident;  denn,  während  wir  früher  erst  durch  Rechnung  die  Invarian- 
teneigenschaft nachweisen  mussten,  können  wir  letztere  nunmehr  an 
der  symbolischen  Form  ohne  Weiteres  direct  aus  der  Natur  ihrei 
Bildung  abnehmen:  jeder  einzelne  Factor  hat  eben  für  sich  invariantei] 
Charakter.  —  Dass  der  Satz  auch  umkehrbar  ist,  braucht  wohl  kann 
hervorgehoben  zu  werden:  Man  kann  jede  Invarianie  oder  Covarianit 
linearer  Fortnen,  welche  die  Coefficienten  dieser  Formen  in  geeignetCM 
Dimensionen  enthält,  als  symbolische  Darstellung  einer  Invarianie  oder 
Covariante  höherer  Formen  auffassen-,  die  Dimensionen  müssen  daba 
nur  bez.  dieselben  sein,  wie  die  Ordnungen  der  entsprechenden  hoherea 
Formen.  In  der  That  ist  es  auch  evident,  dass  die  Symbole  einer 
Form  sich  durch  dieselben  Gleichungen  linear  transformiren,  wie  die 
wirklichen  Coefficienten  linearer  Formen  (vgl.  p.  187).  — 

Die  Beispiele,  welche  wir  soeben  für  symbolische  Bildongoi 
angeführt  haben,  bestätigen  obigen  Satz;  ihre  Invarianteneigenschaft 
tritt  nunmehr  unmittelbar  hervor.  In  derselben  Weise  müssen  sick 
aber  auch  die  Resultanten  und  Discriminanten  durch  symbolische 
Determinanten -Producte  darstellen  lassen.  Es  führt  dazu  eine  Methodei 
mittelst  deren  es  überhaupt  gelingt,  eine  jede  symmetrische  Functim 
der  Coordiiiaien  der  Verschwindungspunkte  einer  Form  (d.  i.  der  Wur 
zelu  einer  Gleichung)  in  eine  rationale  Function  der  Coefficienten  da 
Form  überzuführen,  und  zwar  in  die  symbolische  Darstellung  diesa 
rationalen  Function.*)  Wir  werden  jedoch  von  dieser  allgemeinei 
Methode  weiterhin  keinen  Gebrauch  mehr  machen,  und  beschranke! 
uns  daher  darauf,  später  bei  Besprechung  der  quadratischen,  cubischei 
und  biquadratischen  Formen  die  Discriminantenbildungen  in  ihre 
symbolischen  Form  zu  geben.  Liegt  es  doch  überhaupt  im  Charakte 
solcher  allgemeinen  Methoden,  dass  sie  verhiiltnissmässig  umstandlic 
werden,  wenn  specielle  Fälle  vorliegen,  wo  dann  andere  Behandlung» 
weisen  schneller  zum  Ziele  führen.  — 

Bei  längeren  symbolischen  Rechnungen,  wie  sie  in  den  folgende 
Entwicklungen  nicht  immer  zu  vermeiden  sind,  kann  mau  durch  gi 
sehickto  Anwendung  gewisser  idenfisrher  Gleichungen  sehr  oft  eir 
wesentliche  Vereinfachung  erzielen.  Wir  stellen  dieselben  daher  hit 
kurz  zusammen.  Durch  Elimination  von  1,  »r,,  .r,  aus  den  drei  idei 
tischen  Oleiehungen: 

•)  Vgl.  «^  -Ju  in  dem  Werke  von  (üebscli. 
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Cjc  ^  C^  X^  -f-  ^2  X^ 

folgt  zunächst  die  ebenfalls  identische  Gleichung: 

bs     b,     h^\  =  0, 

oder  nach  den  Gliedern  der  ersten  Yerticalreihe  entwickelt: 
(!)  ipc)  a,  +  {cd)  hx^{ah)c^  =  ^. 

Schafft  man  ein  Glied  auf  die    andere  Seite  und   quadrirt^   so   folgt 
veiter  die  Identität: 

(H)      {ah)  {ac)  h,c,  =  i  {{aby  cj^  +  {acf  bj  -  {bcy  aj}. 

Ersetzen  wir  in  (I)  x, ,  x^  bez.  durch  d^  und  —  tf i ,  so  erhalten  wir : 

(IDj  \{hc)  {ad)  +  {ca)  {bd)  +  {ab)  {cd)  =  0. 

Setzen  wir   dagegen  in  (I)  ^2  ="  ^i  >  ^i  =  —  t/2}  ^^  folgt  die  wichtige 
^  Gleichung : 
I'  (IV)  aa: by  —  b:cay  =  {ab)  {xy) . 

Ein  anderes  häufig  anwendbares  Mittel  zur  Umformung  symbo- 
lischer Ausdrücke  und  zur  Herstellung  ihrer  einfachsten  Form  besteht 
ih  der  Vertauschung  zweier  Symbole,  wodurch  bei  der  gleichen  Be- 
deatong  beider  der  wahre  Werth  des  betreflfenden  Ausdrucks  unge- 
hindert bleiben  muss.  Ein  Beispiel  hierfür  bietet  uns  die  Function 
F{Xj  y),  welche  wir  früher  bei  Bildung  der  Resultante  zweier  Formen 
/  and  9  gleicher  Ordnung  benutzten  (vgl.  p.  181).    Es  sei  symbolisch: 

dann  ist  F{Xj  y)  gegeben  durch: 

oder  wegen  der  Identität  (IV;: 

Nehmen   wir  insbesondere  an,   dass  /  und   ip  die  ersten  Ditferential- 
quotienten  einer  Form  a^J"  seien,  also : 

80  wird,  da  wir  in  9  neue  Symbole  h  einführen  müssen: 

Cl<b«ch,  Vorlesungen.  13 
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^(«,  y)  —     ißVy  «1*«  {«*"- V"'  +  «-"->•»/•"•«»**+'•  •  •}» 

oder  wenn  wir  a  und  h  verUnuchen: 

F(x,  y)  —  —  (ab)  a^b^  {<?,—«*/"•  +  a,— »»/""*«»*-  +  •  •  •) »  ■ 

und  wenn  wir  beide  AnsdrQcke  addiren,  bo  kommt: 

^(«,  y)  -  i  (fl^)'  {flx"- V"  +  «-— V"'«r»*  +  1  - .}  . 

Setzt  man  hierin  insbesondere  it  -»2;   so   erbSlt    man   ^  G'fr)'»  <fii 
Discriminante  der  quadratischen  Formen«',  wie.  es  seiii  miua. 
Aus  dieser  Yerfohmngsweise  folgt  noch  die  oft  nütaliclie 
kung:    IVenn  ein  iymboiischer  Awdruck  äitrch    Verknuthunff . 
glewkiaerlhiger  Symbole  sein  Zeichen  ändert,  so  verst^wMlei  er  Mem* 
tisch.    Es  ergibt  sich  z.  B.  mit  Hülfe  dieses  SoImb  das   idantinhi 
Verschwinden  eines  jeden  Ausdrucks: 

iabYaJ'-nj'-^, 

in  welchem  k  eine  ungerade  Zahl  ist,  und  a,  b  Sjrmbole  dpirsuBlji 
Form  n^^  Ordnung  f^aj'^^  bj"  bedeuten.  Fflrn  —  2»  ür  —  1  M 
diese  Behauptung  auch  leicht  direct  zu  Terifioireiiy  denn  wir  halier- 

(ab)  ä^bg^^iflibt  —  bi'at)  .  £ (öfft*  +  **<**) «^«* 

=  £  (ßi  Oibibk  —  a% aibibk  —  afakbibi  +  aiäkbtbi)  XiXk 
=B  £  {auatk  +  Otiaik  —  ffw^u  — anOu)  o^«*- 

Weitere  Anwendungen  der  hier  bezeichneten  Hülfsmittel 
sich  im  Folgenden  noch  in  grosser  Zahl  darbieten;  und  die  soi^gfiitt^ 
Durchrechnung    aller    dieser   Beispiele    dürfte    als   bestes   Mittd 
Einführung  in   die    symbolischen  Operationsmethoden   zu   empi 
sein.  — 

Wir  erwähnen  hier  nur  noch  eines  Resultats^  welches  die 
lische  Darstellung  sofort  ergibt;  und  das  uns  gelegentlich  nüi 
sein  wird.  Jede  invariante  Bildung  TT  einer  Form  n*"  Ordnung 
ändert  sich  bei  linearer  Transformation  um  eine  Potenz  r^,  wo  r 
Substitutionsdeterminante  bedeutet.  Die  Transformationsformeln 
Symbole  (p.  187),  lehren  aber,  dass  dabei  jeder  lineare  Factor  a, 
n  imgeändert  bleibt,  während  jede  symbolische  Determinante  [ab)  den] 
Factor  r  erhält.  Um  die  Zahl  k  zu  bestimmen ,  haben  wir  also  nur 
nach  der  Zahl  solcher  Determi;^antenfactoren  zu  freien.  Es  sei 
n  vom  p^^  Grade  in  den  Coefficienten  und  von  der  !«*•"  Ordnung 
den  Variabein*),  so  enthält  TT  —  wie  aus  der  Einführung  der  Symbok 

*)  Wir  werden  in  der  Folge  das  Wort  „Grad*^  immer  für  die  Dimensioa  _ 
wenden,  zu  welcher  die  Coefficienten  der  Grundform,  das  Wort  j,Ordmm^  A 
die  Dimension,  zu  welcher  die  Variabein  vorkommen. 
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sofort  folgt  —  p  verschiedene  Symbole  und  jedes  zur  w*®"  Dimension, 
3o  (lass  im  Ganzen  p  .  n  Symbolreihen  vorkommen.  Diese  vertheilen 
sich  zum  Theil  paarweise  auf  die  A  Determinantenfactoren,  zum  Theil 
einzeln  auf  die  m  symbolischen  linearen  Factoren  von  TT.  Man  hat 
also   die  Gleichung: 

2  A  +  w  =  /> .  /i , 

und  den  Satz:  Eine  invariante  BUdtmg  eitler  binären  Form  n'^*'  Ordnung^ 
vom  Grade  p  und  der  Ordnung  m  erhält  k  =  \  {pn  —  m)  symbolische 
Determinantetifactoren^  ändert  sich  also  um  die  U*'  Potenz  der  Substitu- 
iionsdelerminanie  bei  einer  linearen  Transformalion, 

m.    Projectivische  Pnnktreihen.    Polarentheorie.    Involutionen. 

£ine  lineare  Transformation  haben  wir  früher  als  analytischen 
Ausdruck  für  die  Veränderung  der  Coordinatengrundpunkte  erkannt. 
Man  kann  aber  noch  eine  andere  geometrische  Deutung  für  dieselbe 
angeben;  und  diese  ist  für  die  Auffassung  der  Invariantentheorie  von 
hervorragenderer  Wichtigkeit.  Wir  werden  durch  dieselbe  gleichzeitig 
wieder  auf  die  Grundlagen  der  synthetischen  Geometrie  geführt,  die 
wir  schon  früher  eingehend  behandelten. 

Diese  neue  Interpretation  der  linearen  Substitution  kann  gewisser- 
massen  als  der  früheren  entgegengesetzt  aufgefasst  werden:  Während 
wir  dieselbe  früher  zur  Darstellung  desselben  Punktes  (bez.  Strahles) 
mit  Hülfe  verschiedener  Grundelemente  benutzten,  betrachten  wir  sie 
nunmehr  als  Beziehung  zwischen  zwei  verschiedenen  Punkten,  die  auf 
dieselben  Grundelemente  bezogen  sind,  als  ana\]f^tischen  Ausdruck  ^,einer 
imearen   Verwandtschaft'^.    Durch  die  Gleichungen 

ordnen  wir  jedem  Punkte  der  Geraden  einen  anderen  Punkt  derselben 
€reraden  zu,  und  umgekehrt,  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Deter- 
minante der  Substitution  (a,,  nicht  nothwendig  =  e/.^,): 

r=  I  =  «11^22  — «12  «2t 

;  Ton    Null    verschieden   ist;    und    zwar    ist    diese    Zuordmwg    dieselbe ^ 

ttelche  üherhttupt  zwei  projectivische  Punkheihen  mit  einander  verbindet. 

Diese  Reihen  sind  hier  nur  als  vereinigt,   d.  h.  auf  demselben  Träger 

\  gelegen  anzusehen.    Die  projectivisclie  Zuordnung  ist  bekanntlieh  da- 

[   durch   charakterisirt,  dass  das   Doppel verhältniss   von  je  vier  entspre- 

[  chenden  Punkten  der  Reihen  denselben  Werth  hat;  der  letztere  ist,  wenn 

¥•1'  S^'j  !hy  ."4  ^*^  Parameter  der  vier  Punkte  sind  (vergl.  p.  '57) 
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(f »  —  N)  (Ml  —  f*4) 

Nach  einer  oben  gemachten  Bemerkung  erhaltm  wir  das  Dop]p«l' 
haltniss  ffir  vier  Punkte  x,  y^  z,  t  gebildet  in  deren  Goordina; 
.wenn  wir  setzen: 

und  es  wird  also  (wie  man  auch  leicht  direct  ans  der  Definition 
binaren  Coordinaten  ableitet): 

Ebenso  ist  das  Doppelverhältniss  der  entsprechenden  Punkte  S*  i}«  ( 

und  dass  dieser  Ausdruck  gleich  dem  WerUie  u  ist,  ergibt  sich  mf 
da  jeder  der  Pactoren  (xz),  (y(),  (xt),  (yz)  heim  Üebergange  sn  c 
entsprechenden  Factor  (£g),  (i}r),  (Sv),  (i}C)  sichi  wie  wir  wiaaen,  : 
um  die  Snbstitutionsdeterminante  r  änd^rt^  diese  Determinante  a 
in  dem  Quotienten  (2)  sich  forthebt.  Es  ist  damit  obige  Behanpb 
bewiesen;  und  wir  köxmen  in  Folge  dessen  auch  die  geometrisehe  '. 
.deutung  der  invarianten  Gebilde  folgendermassen  aussprechen: 

Invarianten  und  Covarianien  gleich  NtM  gesetzt ^  tiefem  solche  G 
cfivngen,  welche  projectivische  Beziehungen  zwischen  Elementen  von  Pm 
reihen,  bez.  Strahlbiischeln  darstellen.  Dabei  sind  unter  „projectivisd 
Beziehungen''  diejenigen  verstanden ^  welche,  wenn  man  ein  mit  d 
ursprünglich  benutzten  Qebilde  projeetivisches  construirt,  ffir  die  e 
sprechenden  Elemente  dieses  neuen  Gebildes  erhalten  bleiben. 

Der  Begriff  des  Doppelverhältnisses,  dem  wir  hier  wieder  begegn« 
und  den  wir  früher  als  fundamental  für  die  neuere  synthetische  6< 
metrie  erkannten  ^  ist  auch  für  die  Invariantentheorie  als  solche  i 
hervorragender  Bedeutung.  Er  gibt  nämlich  zunächst  ein  erstes  u 
einfachstes  Beispiel  einer  „absoluten  Invariante^',  d.  h.  einer  Functi 
der  Coefficienten  der  Grundform,  welche  bei  einer  linearen  Transf 
mation  vollkommen  ungeändert  bleibt.  Solche  Functionen  kann  m 
immer  bilden,  sobald  die  Grundform  mehr  als  eine  Invariante  besil 
Seien  z.  B.  /  und  /,  zwei  Invarianten  derselben,  die  bei  einer  lineai 
Substitution  in  /'  und  /,'  übergehen  mögen,  so  haben  wir: 


und  also  ist  der  Quotient 


/'M   _  y^ 
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eine  absolute  Invariante.  Eine  solche  kann  man  weiter  immer  gera- 
dezu als  Function  von  Doppelverhältnissen  darstellen.  Jede  Inva- 
riante nämlich  ist  auch  Invariante  der  linearen  Factoren  der  Grund- 
form  und  in  Folge  dessen  ein  Aggregat  von  Producten  der  Form 

"WO  Xy  1/ ,  z  .  .  .  die  Coordinaten  der  Verschwindungspunkte  der  Grund- 
form sind,  und  wo  die  a,  ß,  y  ,  .  .  so  bestimmt  sein  müssen^  dass  die 
Function  in  den  Coordinaten  aller  dieser  Punkte  symmetrisch  wird. 
Dividirt  man  nun  das  Aggregat  durch  eines  seiner  Glieder,  so  erhält 
man  unmittelbar  eine  absolute  Invariante,  deren  Zusammensetzung  aus 
Doppelverhältnissen  evident  ist.  Erinnern  wir  uns  ferner  daran,  dass 
jede  Co  Variante  als  simultane  Invariante  linearer  Formen  und  der 
Grundform  aufgefasst  werden  kann  (p.  186);  so  haben  wir  also,  wenn 
die  Function  auch  noch  von  Veränderlichen  abhängig  gedacht  wird, 
den  Satz:*) 

J^ine  Invariante  oder  Covariante  einer  binären  Form  ist  der  ZulUcr 
einer  ganzen  raiionaleti  Function  von  Doppelverhältnissen,  welche  aus  den 
Verschwindungselementen  der  Grundform  und  im  Falle  der  Covariante  aus 
anderen  (veränderlichen)  Elementen  zusammengesetzt  sind. 

Die  Theorie  der  Doppelverhältnisse  selbst  haben  wir  bereits  ge- 
nauer behandelt,  ebenso  diejenige  der  projectivischen  Punktreihen  und 
Strahlbaschel ;  auch  erwähnten  wir  schon  gelegentlich  (p.  51),  da.ss 
zwei  vereinigt  gelegene  projectivische  Punktreihen  im  Allgemeinen 
zwei  Elemente  entsprechend  gemein  haben.  Dieselben  ergeben  sicli 
hier  analytisch,  wenn  man  in  (1)  ^^  =  x^,  ^.^  =  x.,  setzt,  indem  man 
dann  durch  Elimination  der  x  eine  für  q  quadratische  rUeiehung 
erhält : 

Setzt  man  die  gefundenen  Werthe  von  q  in  (1)  ein,  so  ergeben  sich 
daraus  die  Coordinaten  der  Doppelelemente.  Man  kann  dieselben  auch 
direct  aus  der  Gleichung: 

(3.)  (ßu  —  «22)  ^1  -n»  +  ^]-V  —  ^21  •'^'1"  =  ^^ ; 

welche   man   durch  Elimination   von  q   findet,    berechnen.     Die   con- 
!  fltnictive   Bestimmung  dieser  Punkte  wird,  indem  man  das  binäre  (ro- 

biet  verlädst,  mit  Hülfe  eines  Kegelschnittes  ermöglicht,  wie  ebenfalls 

schon  früher  ausgeführt  wurde.  — 

Eine  andere  Darstelhuifj  projcclivischcr  Pimklreihvn^  an  welche  sich 
'  weitere  interessante   Betrachtungen    knüpfen,   ergibt  sich  in  folgender 

Weise.     Die  Gleichung 

•;  Vgl.  Woitercä  hierüber  im  zweiten  Aliächnitte  des  Werkod  von  Clebach. 


-•ir   '»■■  .TfTK  t*'%'i 


f"-.:'?^!?SS3i 
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(4)  a.  +  lh^^O 

stellt  offenbar;  wenn  man  A  als  yeribaderlidien  Fftnuneter  betneUd^ 

alle  Punkte  der  Geraden  dar,  welche  zur  BepiSseniaiaoii  des 

Gebietes  dient     Dabei  ist  k  gleich  dem  negatiren 

Abstandes  eines  beweglichen  Punktes  von  zwei  festen  CSentren  (n«  «• 

h^  o»  0)  multiplidrt  mit  einer  constanten  Zahl.    Diese  PonktieSie 

zu  einer  anderen 

(6)  «g  +  Aft-0 

projeotiyischy  wenn  zwei  Punkte  beider  Beiheni  filr  die  1 
Werth  hat^  einander  entsprechend  gesetzt  werden;  denn  das 
verhaltniss  der  Punkte  A-bO,  A—xx),  A«»A|,  A-«A,  ist  dann 

beide  Reihen  gleich  -^ ,  und  aus  den  Gleichungen: 


ff*  +  Aft*  = 


{x-r)(«,+r6j-.(i-r)t^^+A-*j 


«^  +  */*€  — — 1^3:71 5 1 

folgt|  dass  die  Beziehung  beider  Reihen  zu  einander  xüolrfp 
wird,  wenn  man  die  Punktepaare,  a^f,  b,]  a^f  ß^  durch  zwei 
zusammengehörige  Paare  a«  -|~  ^'^«>  ^^  +  A'^fr^rl  o|  +  ^'/^l»  ^^  +  ' 
ersetzt     An  Stelle  des   reihenden  Elementes  A  tritt  dum   nur 
andere: 

(6)  ^ i^. 

Man  kann  übrigens  auch  direet  wieder  aus  (4)  und  (5)  eine  Knei 
Transformation   herstellen,    indem   man    das   Yerhältniss    p    aus 
Gleichung 

berechnet. 

Für  die  Doppelpunkte  der  beiden  Reihen  (d.  i.  für  Xj  =  gj ,  jPj  ■«  | 

erhält  man  durch  Elimination  von  A  die  für  ^-  quadratische  Gleicha 

ö.rAr  —  b:,ar  =  0, 

welche  an  Stelle  von  (3)  tritt,  oder  durch  Elimination  von  Xj,  Xj 
in  A  quadratische  Gleichung: 

:;:»;:;:i?:l-<»«>+M(««+(».)]+"w 


(7)     0  = 


*)  Man  kann  überhaupt  die  lineare  Yerwandtschaft  darch  eine  in  den  x  M 
J  bilineare  Gleichung 

Oiiccy  S,  +  fl„ar,  f ,  +  ri„  .rj  £i  +  «a  «"t  Jt  —  0 
vermittelt  annehmen;  vgl.  Clebsch,  a.  a.  0.  p.  66. 
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Es  gibt  also  in  der  That  im  Allgemeinen  zwei  Doppelpunkte,  wenn 
nicht  etwa  die  Bedingung: 

(8)  [{aß)  +  (.l^a)Y  =  4{aa){bß) 

erfüllt  ist;  wo  dann  die  beiden  Doppelpunkte  zusammenfallen.  Es 
könnte  endlich  auch  vorkommen,  dass  geradezu  alle  Coefficienten  von 
(7)  verschwinden,  wodurch  die  lineare  Transformation  eine  sogenannte 
ideni/sche  wird:  jeder  Punkt  der  Geraden  entspricht  dann  sich  selbst. 
Setzen  wir  voraus,  dass  diese  Fälle  nicht  eintreten,  so  können  wir  die 
Doppelpunkte  als  Coordinatengrundpunkte  einführen.  Seien  A',  A"  die 
Wurzeln  von  (7),  so  müssen  wir  zu  dem  Zwecke  setzen: 

^^  tf.  +  A"Z.,  =  X2  =  ^.,, 

und  dadurch  muss  auch  identisch  sein: 

[    wo   Cj  c    Constante  sind.     Die  Gleichungen  der    beiden   Punktreihen 
sind  dann  nach  (6)  gegeben  durch 


oder  für 
durch : 


^1 

— 

X 

T 

X, 

ü 

Äl 

— 

c 

i 

X 

—  r 

^2 

- 

0, 

Q 

== 

X  — 

X' 

Die  hier  auftretende  Constante  -    ist  für  die  Transformation  charak- 


c 


I 


teristisch;  sie  gibt  nämlich  unmittelbar  das  DoppelverhäUniss  zweier 
tntiprecheuder  Punkte  mit  den  beiden  Doppelelementefi;  und  dies  ist  somit 
constant.  Es  bietet  daher  Interesse,  die  Constanten  c\  c  durch  die 
Coefficienten  der  Transformation,  d.  h.  in  unserem  Falle  durch  die 
Coefficienten  ciy  h,  a,  ß  auszudrücken.  Für  A',  A"  haben  wir  aus  (7j 
die  Werthe: 

2{bß)):  =-[{aß)  +  [bcc)\  +  yi 

2  {bß)  r  =  -  [(aß)  +  (/;«)]  -  j/l  \ 

wo 

l  =-[{üß)  +  ibci)Y  -  ^^{aa)  {bß) 
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gesetzt  ist.     Wegen  der  IdentilSt  (vgl.  (I)  p.  193):  ^ 

gehen  dann  die  Gleichungen  (9)  über  in: 

(12)  ^^''^^  ^  ^^""^  +  /^  »*  -  2(afr)^,- 2(ft/Dp. 

((a^)  -  (fta)  - /7)  &, --.  2  (a»)  ^,  -  2  (ft/l)  ff,  j 

und  diese  Gleichungen  sollen, auch  fOr  x,- 1-«  S{  bestehen.  Setaet  «h^», 
andererseits  die  Werthe  von  X',  k"  in  (10)  ein  und  bennist  dii^ 
Identität: 

so  kommt 

2(&^)(«g  +  A'^«)-(*  +  KT)ft  +  2(«/l)*l 

2{bß)ii 
wo  Eor  Abkflnung 


^^^^  2  (bß)  («j  +  k"ßi)  -  (Ar  +  /T)  ft  +  2  (a/D  ^^ 


gesetet  ist    Mit  Hülfe  der  Ideniii&t 

(««)  (ft/J)  -  (aft)  («/J)  +  iflff)  (ba) 

kann  man  nun  die  Invariante  /  auch  auf  die  Form 

/  —  [(a/J)  —  {btt)y  -  4  (ab)  (aß)  —  *»  —  4  (ab)  (aß) 

bringen.    Unter  Berücksichtigung  dieser  Relation  erhalt  man, 
man  in  (12)  die  .r  mit  den  |  vertauscht,  daraus  />£,  ß(  berechnet  vai 
in  (13)  einsetzt,  das  Resultat: 

+   -//  /i  k  -4-  f  l  f 

^  ^^  =  "^r  ^^^^  ^^* 

Wir  können  somit  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Das  Doppelverhältniss  zwischen  den  Doppelpunkten  und' zwei  enisprt^ 
chenden  Punkten  der  beiden  projectivischen  Reihen  ist  eine  Constanie; 
und   zwar  drückt  sich  dieselbe  durch  die  Invarianten  Ar,  /  aus  in  dir 

Form: 

c  ^  ^/' 
^'  ~  k  +  Vi'  ' 

Für   besondere  Werthe  dieser  Constanten  ergeben  sich  auch 
sonders  ausgezeichnete  Beziehungen  der  beiden  Punktreihen  zu 
ander.     Zu    einer   weiterhin   noch  öfter   anzuwendenden  Invariaatti 
relation  gelangt  man  z.  B.  in  folgender  Weise.     Jedem  Punkte  ■ 
dem  Parameter  q  der   ersten   Ileihe  (13)    entspricht   in   der 
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Reihe  ein  Pimkt^  welchem,  insofern  er  der  ersten  angehört,  .der  Para- 
meterwerth  q  •  4  zukommt,  d.  h.  welcher  gegeben  ist  durch: 


Xi  +  9^  X2  =  0. 

Diesem  entspricht  wieder  ein  dritter  Punkt  der  zweiten  Reihe,  dessen 
Paxazneter,  insofern  er  der  ersten  angehört,  gleich  q  (^A    ist,  u.  s.  f. 

bis  zu  einem  (w  +  l)**^'*  Punkte  mit  dem  Parameter  (>(/)'•     Wir  hü- 
ben dann  eine  Reihe  von  Punkten: 

▼on  denen  jeder  folgende  dem  vorhergehenden  durch  unsere  ])rqjecti- 
vische  Zuordnung  der  beiden  Punktreihen  entspricht.  Wir  fragen 
nach  der  Bedingung  dafür,  dass  wir  durch  Fortsetzung  dieses  Processes 
SU  dem  Ausgangspunkte  q  zurückgeführt  werden.  Soll  dies  z.  B.  für 
den  (/i  +  1)*®"  Punkt  eintreten,  so  haben  wir  oflfenbar  nur 


Q-y-t^^'y- 


anzunehmen.     Bezeichnen   wir  nun  ein  Systen   von    solchen  Punkten 
als  ein  cyclisch-projectivischesj  so  haben  wir  den  Satz: 

frenn  das  eine  projectivischc  Vcrwaridtschfift  charakterisircndc 
Doppelverhältniss  gleich  einer  n'*"^  Wurzel  der  Einheil  isl ,  so  kann  man 
9(m  jedem  Punkte  der  Reihe  ausgehend  ein  cijclisch-projcctivisches  Syslem 
won  n  Punkten  angeben,*)  D.  h.  sind  A,,  A.^  .  .  .  A„  die  Parameter  dieser 
Punkte  in  der  Reihe 

so  sind  die  durch  folgendes  Schema  angegebenen  Systeme  von  Punkten 
alle  zu  einander  projectivisch : 


•)  Le^  man  statt  der  Punktreihe  ein  Stnahlbüschrl  als  ^'coiiHdrisclics  JliM 
XQ  Gninde  und  wählt  die  lieiden  vom  Mittelpunkte  desselben  nach  den  imaj^i- 
aären  Kreispunkten   gehenden  Linien  als  Dopjjelstralilen   für  eine  lineare  Trans- 

-.  formation,  ho  ist  die  letztere  identisch  mit  einer  Dreliunpj  des  Büsr.hels  um  seinen 
Mittelpunkt.     Die   Forderung  der  cyclischen   Projectivitüt  geht  dann   in   die  an- 

,-  dere   über,    dafeb    ein   Strahl  durch  n- malige  Wiederholung  einer  Drehung  um 

einen  bestimmten  Winkel  (welcher  durch  das   Doppelverhältniss     .  gegeben  isf.; 

in  leine  Anfangslage   zurückkehre.    Man   wird  also  dann  zu  den  h'reist/itiliniys- 
^Mchtngen  geführt. 
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0,  A, 

,       A..2f       A3  .  .  .  A„  .  1  ^ 

A. 

,  00 

0,  X, 

5        ^'6}        A|    .    .    .   A„          ,^ 

'Li 

,  00 

0,  X, 

,       Aj,       Aj   .  .  .   Aj           , 

A, 

,  00 

0,  A;,      ,     Aj ,     A.^  .  .  .  A,,  _  2,     A„  _  1 ,  00  . 

Es  darf  hier  jedoch  nicht  -»  =  1  werden,  denn   dies   würde 

für  /  «=  0  eintreten,  also  nur,  wenn  die  Doppelelemente  zusami 
fallen.*)     Die   n    Punkte    können    bei    reellen   Doppelelementen 

sämmtlich  reell  sein  für   ~,  =  —  1,  d.  h.  für  n  =  2.    In  diesem  / 

c  ' 

den  man  als  Involution  bezeichnet,  entsprechen  immer  zwei  Punkte  eina 
wechselseitig y  so  dass  es  gleichgültig  ist,  welchen  von  ihnen  man 
einen,  welchen  der  andern  Reihe  zuzählt.  Wir  sind  auf  diese  I 
lution  schon  früher  in  der  Kegelschnitttheorie  geführt  (p.  135);  sie 
wie  wir  schon  damals  sahen,  dadurch  charakterisirt,  dass  je  ztoei 
sprechende  Punkte  mit  den  Doppelpunkten  ein  harmonisches  System  bii 
Die  Gleichungen  der  beiden  Reihen  werden  in  der  That  von  der  F( 

X  1  —  A  .^2  =  0 
X,  +  AX,  =  0; 
und  wegen 

ist  allgemein  die  Bedirnjung  der  Involution: 

(14)  A  =  {aß)  —  (^a)  =  0. 

Wir  können  eine  Involution  auch  durch  eine  einzige  Gleichung: 

(15)  X,"-  -  ()2X,2==0 

tliirstellen,  wo  wir  dann  für  jeden  Werth  von  q  das  Product  der  be 


*)  Es  sei  ferner  l»cmerkt,  duüs  f  und      (f  ==  /    i  )  nichts  Vei'öchiedencdi  gc 

denn  sie  bewirken  nur  eine  Vcrtaiiöchunj^  von  Vi  und  Y — /,  also  nur  eine 
taiiö<hun;^  der  l)eidcn  projectiviscben  Gebilde.  Man  hat  daher  bei  ungerar 
nur  .luf  i  (n  —  1)  Werthe  von  f-  Rücksicht  zu  nehmen.  Ebenso  ist  l>ei  ger 
;/,  öobald  n  >  2  der  Fall  f  =  —  1  auszulassen;  und  es  bleiben  wieder  nur  \  ;« 
Werthe  von  f.  —  Gibt  es  eine  mte  Potenz  von  ?,  welche  niederer,  als  die  n 
und  für  die  schon  f«  =  1,00  bestellt  der  Cyclus  nur  aus  m  verschiedenen  1 

ten,    die  —  mal  durchlaufen  werden,  indem  dann  m  ein  Factor  von  n  ist. 
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einander  entsprechenden  Punkte  erhalten.'*')  Uoter  diesem  Gesichts- 
punkte erscheint  die  Involution  als  Specialfall  eines  allgemeineren 
Gebildes,  das  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

ilargestellt  wird.  Ehe  wir  jedoch  auf  diese  sogenannten  Involutionen 
höherer  Ordnung  näher  eingehen  ^  müssen  wir  kurz  einen  Blick  auf 
eine  Art  von  Co  Varianten  mit  zwei  Reihen  von  Variabein  werfen,  die 
aus  der  Grundform  /  durch  wiederholte  Anwendung  des  Processes 

ü^y^  +  lij-^ 

entstehen  und  eben  dadurch  schon  als  invariante  Bildungen  gekenu- 
zeichnet  sind. 

Wir  erhalten  dieselben  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze  cinfacli 
als  CJoefficienten  einer  Reihenentwicklung,  wenn  wir  in  der  Form 
/■-=  a^"  setzen: 

^2  =  2/-2  +  ^2:„ 

WO  dann  der  veränderliche  Parameter 

proportional  zu  dem  Abstandsverhältnisse  eines  beweglichen  Punktes 
X  von  zwei  festen  Punkten  y  und  z  ist.  Durch  diese  Substitution 
geht  die  Gleichung  /=0,  nach  Potenzen  von  k  entwickelt,   über  in: 

Die  w  Wurzeln  dieser  Gleichung  geben  die  n  Punkte,  durch  welche 
die  Form  f  geometrisch  dargestellt  wird. 

Die  Coefficienten  der  Gleichung  sind  bekanntlich  proportional  zu 
den  Combinationssummen  ihre\  Wurzeln;  und  hieraus  ist  die  geome- 
trische Bedeutung  einer  jeden  Gleichung: 

:  evident.  Dieselbe  ist,  je  nachdem  die  y  oder  z  als  gegeben  angenom- 
men werden,  eine  Gleichung  von  der  r^"  Ordnung  für  die  z  oder  von 
der  (n  —  rf*"^  Ordnung  für  die  y.  Man  nennt  im  ersten  Falle  die 
Punkte  z  das  Polarsf/siem**)  r''''  Ordnung  oder  das  (n  —  r)^'*  PoUtrsf/sfem 

•/  Vgl.  Näheres  hierüber  iu  dem  folgenden  A))öchniUe  über  biniiro  quiuhii- 
tische  Formen. 

**^i  System  der  harmonischen  Mittelpunkte  nach  der  JJozeiohnung  von  Pon- 
celet:  Memoire  sur  Ics  centres  des  moyennes  harmoniqiica,  Crelle's  Journal, 
Bd.  3,  1828.  —  Der  PolarenbegrifF  im  ternären  Gebiete  (vgl.  die  folgende  Ab- 


■■<fivj 


204 


Dritte  Abtfaeüiing. 


des  Poles  y  in  Bezug  auf  das  gegebene  System  deor  fi  Puiikle  «,  ini^j 
letzteren  Falle  die  Punkte  y  das  Polarsystem  (fi  —  ry^  Ordmm§  mi 
Poles  z.  Wir  können  also  sofort  die  folgenden  Sitn  aiuipreoliC9 
Das  r*'  Potarsyslem  eines  gegOenen  Poies  x  in  Bezug  auf  etm 
benes  System  von  n  Punkten  besieht  aus  n-^r  Punitten  y,  woelche 
Eigenschaft  haben,  dass  für  sie  die  Summe  der  ComMnatümem  der 

iienten  (Abstandsverhaltnisse)  ^^  zu  n  —  r  verschwMkL 

Gehört  y  zum  r^  Polarsysteme  des  Poles  z,  so  gehört  z  zum  (m  —  i 
Polarsysteme  des  Poles  y. 

Der  letztere  Satz  ist  in  dem  folgenden  allgemeineren  ftnUaylim^ 
sich  aus  Betrachtung  einer  Gleichung 

fl^a/...V— 0,    (»*  +  v  +  ,.,  +  i  —  ii)- 
von  selbst  ergibt:    Bildet  man  fOr  die  gegsiene  Punk^fnqppe  da$ 
Polarsystem  eines  Poles  t,  für  dies  neue  Punktsystem  das  f»* 
eines  Poles  z,  etc.  und  gelangt  man  so  schliesslich  zu  einet  GUskikmug 
Grades,  welcher  k  Punkte  y  entsprechen  ^  so  bleibt  dersdbe  Zus 
hang  noch  bestehen,  toenn  man  in  irgend  einer  Wdse  glei^zeH^ 
Punkte  y,  z,  t . . :  und  die  Ordnungen  A,  f»,  v  . . .  Ar  dnzelnen 
Systeme  verlauscht. 

Femer  folgt  aus  der  Gleichung 

Bildet  man  für  die  gegebene  Punktgruppe  das  v^  Polarsystem  < 
Poles  z  und  für  dies  neue  System  das  fi*®  Polarsystem  desselben  Po 
so  ist  das  letztere  auch  das  (fi  -|-  v)^  für  diesen  Pol  in  Bezug  anf 
gegebene  Puuktgruppe. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  noch  eine  Menge  Sätze  fiber 
Polargruppen  ableiten.*)    Wir  erwähnen  nur  die  folgenden: 

Das  {n  —  !)'•  Polarsystem  besieht  aus  einem  einzelnen  Punkte. 
nun  das  gegebene  System  entstanden  aus  einem  Punkte  b^^^O 


einer  Gruppe  von  (n  —  1)  Punkten  Cx 


0;  so  ist 


thcilung  dieser  Vorlesungeu)  findet  sich  bereits  bei  Gramer,  der  jedoch  nur  i 
unendlich  fernen  Punkt  der  K-Axe  als  Pol  nahm  (Introduction  k  ranalyM  i 
lignes  courbes,  Genf  1750,  p.  135);  die  (n  —  l)ton,  d.  h.  linearen  Polaren  mit 
endlich  fernem  Pole  hat  schon  Newton.  Die  Bezeichnung  der  ganzea 
als  erste,  zweite  .  .  .  Polare  stammt  von  Bobillier  (Oergonne,  Annales 
und  19,  1828);  die  einfache  Behandlung  der  Theorie  mittelst  homogener 
naten  von  Plücker  (Crclle^s  Journal,  Bd.  5,  1829).  Vgl.  femer  Grastmai 
'Hicorie  der  Centralen,  ib.  Bd.  24,  1842;  Jonquiäres:  Memoire  bot  la 
des  poles  et  polaires,  Liouville*s  Journal,  aoüt  1857;  Cayley:  YWä 
upon  quantics,  Philos.  Transactions,  t.  148,  1858;  und  Cremona's  E2inleitoii| 
die  Theorie  der  algebraischen  Curven. 

*)  Es  sei  bemerkt,  dass  diese  Sätze  später  für  die  Theorie  der  algebniid 
Curven  von  Wichtigkeit  werden. 
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na^a^"-^  =  byC:"-^  +  (n  —  1)  hCyC^'*^^ . 
iQgt  also  y  zugleich  den  Gleichungen 

^y  =  0    und  CyCJ*-^  =  0 , 

verschwindet  auch  0^0^"-^,  d.  h.: 

I^r  («  —  2Y''  Polarpunkt  eines  Systems  von  (n  —  1 )  Punkten  ist 
h  der  (n  —  1)''  Polar punkt  des  Systems,  welches  aus  jenen  (w  —  1) 
tkten  und  aus  ihm  selbst  gebildet  wird. 

Fallen  p  Punkte  der  gegebenen  Gruppe  zusammen^  so  enthält^ 
an  p  >  r,  die  Gleichung  0^« -'"«;'•==  0  den  betreffenden  Punkt  (y) 
—  r)-mal  als  Factor,  oder: 

fallen  in  dem  gegebenen  Systeme  p  Punkte  zusammen^  so  fallen  in 
iseiöen  Punkt  {p  —  r)  Punkte  des  r*'**  Polarsystemes  eines  jeden  belie- 
en  Poles. 

Ist  der  vielfache  Punkt,  dessen  Gleichung  f ^  =  0  sein  mag,  zu- 
»ch  der  Pol,  so  folgt  aus  der  Form 

i  Bildung  der  r*»°  Polare  für  diesen  Pol: 

V •  ^a/  =  (i .  c/b/'  -P-'b/^ 

D  fi  einen  Zahlenfactor  bedeutet,  d.  h. 

Das  r^'  Polarsystem  eines  p-fachen  Punktes  bcateht  aus  diesefn  Punkte 
ibstf  p-mal  gerechnet^  und  aus  der  r^"""  Polare  dieses  Punktes  für  die 
Wigen  (n  —  p)  Punkte  des  Systems. 

Für  p  +  r  >  n  verschwindet  aber  der  Ausdruck  r/,/'-  '  ä/  identisch 
.  h.  unabhängig  von  den  z;  und  das  Polarsystem  wird  unbestimmt. 
Jbo: 

j^lle  Polarsysteme  des  p  -fachen  Punktes  von  einer  höheren ,  als  der 
m  —  py"  Ordnung  sind  unbestimmt. "^^ 

Die  hier  entwickelte  Polarentheorie  gibt  sofort  Gelegenheit  zur  geo- 
■etrischen  Interpretation  einiger  sehr  wichtiger  Covarianten,  die  noch 
twihnt  sein  mögen.  Es  gibt  nämlich  solche  Pole  fy),  für  welche  zwei 
hnkte  des  ersten  Polarsystems  (z)  zusammenfallen.  Zur  Bestimmung 
knelben  haben  wir  (vgl.  p.  181): 

er  wegen 

•  Df:m  entspricht  z.  B.  in  der  Kbene  der  Satz,  daas  für  oirieii  zerfallr'iidoii 
^kchDitt  jede  Gerade  als  Polare  des  Doppelpunktes  aufgefa.s«t  werden  kann 
.  p.   101;. 


■(:T-??7V5?Bai 
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(16) 

Eliminirt  man  aus  diesen   beiden  Oleiehongen  y^^  Vff   so    Bind 
Doppelpunkte  der  Polaraysteme  gegeben  duieh  (rMhts  mflsBen  in  d 
Oleichnng  neue  Symbole  b  eingeführt  werdeni  vgl.  p.  191): 

Dies  ist  aber  die  jons  schon  bekannte  Hesse'sche  Determinante  ' 
ft  die   wir  oben  auch  in  ihrer  symbolischen  Gestalt  bildeten.     \ 
wollen  dieselbe   abgesehen  von  dem  Factor  ^n^  (n  —  1)'  mit  A 
zeichnen,  und  also  setsen: 

(18)     A  —  a,— « V-*  {ab)  (ä,6,  —  fr^o,)  —  («*)« «,-  - «*.- -  « 

«t  (,  -  i)t  \^a2t«  öx,«     ^5i;W  y ' 

Eliminirt  man  dagegen  aus  den  Oleichungen  (16)  die  z,  so  erl 
man  eine  andere  Gleichung  P «»  0,  die  ebenso  wie  A  «« 0  von 
Ordnung  2it  —  4  ist.    Also: 

Für  jedes  System  von  n  Punkten  gibt  es  eine  Gleichung  (2  »  —  A 
Ordnung  (R  =  0),  welche  die  2w  —  4  Pole  angibt,  deren  erste  P6i 
Systeme  Doppelpunkte  haben.     Diese  Doppelpunkte  selbst  sind  durch 
lle^se'sche  Covariante  ((17)  bez.  (18))  gegeben. 

Femer  kann  man  nach  solchen  Polen  fragen,  deren  erste  Pol 
Systeme  in  Bezug  auf  die  Grundform  und  in  Bezug  auf  die  Hesi 
sehe  Form  einen  gemeinsamen  Punkt  haben.  Diese  Pole  bestimn 
sich  durch  das  Zusammenbestehen  der  Gleichungen: 

0  =  It  yi  +  |r  y.  =  (n-2)(«t)H«z--*ft»"-»*,+ft,--«a/-»< 

Die   Elimination  der  y  führt  hier  auf  die  Functionaldeterminanie  < 
Grundform  und  der  Hesse  sehen  Covariante: 


0, 


]df     df 

(20) 

■ll  ^2'  =  "(^"~^)^''^)'''""'^'*""' 

:cz,     ölt' 

wo  A, 

Aj  Symbole  von  A  sind,  indem 

A,«"-"  =  (A,.r,  +  AjX^y--*  =  A 
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gesetzt  ist.  Um  für  dieselben  die  Symbole  der  Grundform  (ö,  ft,  c) 
einzuführen,  haben  wir  nur  die  Elimination  aus  den  in  (19)  rechts 
stehenden  Ausdrücken  auszuführen.  Wir  müssen  dabei  jedoch  die  n 
einmal  durch  neue  Symbole  c  ersetzen,  weil  sonst  beim  Rückgange 
za  den  wirklichen  Coefficienten  Mehrdeutigkeit  entstehen  könnte. 
Femer  bemerken  wir,  dass  die  beiden  Glieder  der  zweiten  Gleichung 
mit  einander  identisch  sind,  denn  das  eine  geht  aus  dem  andern  durch 
Vertauschung  von  a  und  b  hervor.  Wir  haben  demnach  die  y  aus 
den  folgenden  beiden  Gleichungen  zu  elimiuiren: 

a^a:"-^  =  0 

und  erhalten  dadurch  an  Stelle  von  (20): 
(21 )  r  c==:  (ab)  {b  cy  a^"  -  ^  r/  -  =^  Z^,"  -  ^  =  0 

=  __J___  (^  d£a  __  c£i  dr\ 

Die  Elimination  der  z  aus  (19)  ergibt  eine  andere  Gleichung 
O  =  O,  die  ebenso  wie  T  =  0  von  der  Ordnung  3n  —  6  ist;  wir 
haben  also  den  Satz: 

£s  gibt  3  n  —  6  Pole  (0  =  0),  deren  erste  Polarstjsteme,  gebildet  für 

äas  gegebene  System  und  für  das  System  der  Doppelpunkte  (d,  i.  der 

\^esse' sehen  Form),  einen  gemeinsamen  Punkt  haben.     Die  gemeinsajnen 

[Pimkte  bestimmen  sich  dur&fi  die  Gleichung  T  =  0  von  der  (3/?  —  0)'"' 

lOrdnung. 

—  Von  der  Polarentheorie  werden  wir  nun  in  der  Theorie  der 
meinen  Involutionen*)  Gebrauch  machen,  zu  der  wir  uns  jetzt 
den.     Eine  Involution  «''*'*  Ordnung  ist  durch  die  Gleichung: 

a)  ö,«  +  AV  =  0 

iben,  wo  unter  a  und  b  Symbole  verschiedener  Formen  verstanden 

id,  und  2,  ein  veränderlicher  Parameter  ist.     Die  Gleichung  stellt  eine 

e  von  Punktgruppen  (in  Anlehnung  an  Ourvenvorstellungen  auch 

'hei  genannt)  vor,  deren  jede  aus  n  Punkten  besteht,  so  dass  jeder 

ikt  der  Geraden  nur  in  einer  Gruppe  vorkommt;  und  das  ganze 

ischel   ist  durch  irgend  zwei  Gruppen  bestimmt.     Die  Betrachtung 

ipricht  sonach  durchaus   derjenigen   eines  Kegelschnittbüschels   in 

Ebene,   wo  auch  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  nur  eine  Curve 

ies  Büschels    geht.     Wie  hierin  drei   zerfallende   Kegelschnitte    (drei 

Curven  mit  Doppelpunkt)  vorkommen,   so    gibt  es  in   der  Involution 

V;,'!.  Cremona:  Einleitung  in  die  Theorie  der  ebenen  Curven;  Jonqui- 
^es:  Gfcueralisation  de  la  theorie  de  rinvolution.  Anniili  di  M;itemiiti(.a  t.  H  ; 
M  CayUiy:  Traosactions  of  tlie  Cambridj^e  Philosophical  Society,  t.  XI,  1805. 
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einige  Gruppen ,  welche  zwei  zusammenfallende  Punkte  enthalten; 
sind  gegeben  durch  die  Bedingungen: 

ö^^-^flr,  +  Iba-^-^b^  =0 

Hieraus  ergibt  sich   durch  Elimination  von  A   das  Verschwinden 
Functionaldeterminante  von  «x"  und  bx" : 
(23)  (a^)ö^«-i^,«-i  =  0, 

und  eine  andere  Gleichung  ebenso  hoher  Ordnung  durch  Elimina 
von  a:,,  x^,  in  welcher  X  die  Unbekannte  ist.  In  einer  Invoiuiim 
Ordnung  gibt  es  daher  2n  —  2  Punktgruppen j  die  einen  Doppelp 
lutben;  und  die  Doppelpunkte  sind  durch  die  Gleichung  (23)  bestimm 
Diese  Gleichung  ändert  sich  nicht,  wenn  man  eine  oder  beide 
Formen  ö^",  ^x"  durch  irgend  eine  andere  der  Involution  erset 
So  ist  z.  B.  die  Functionaldeterminante  der  Formen  Ojc"  +  J 
(f.r'*  +  A'^x",  wenn  a  und  «',  b  und  V  bez.  gleich werthige  (vertai 
bare)  Symbole  bedeuten,  gleich: 

(««')  a^^-^^V-^  +  A  {ba)  V-^ö^'*-»  +  A'  (ab)  aa:"-'^.r"-' 

+  Ar  (^^^')  ^x^-i^'x"-^  =  (A'  —  A)  .  {ah)  a^-'^b,.* 

denn  das  erste  und  letzte  Glied  ändert  bei  der  Vertauschung  v< 
und  a  bez.  b  und  b'  sein  Vorzeichen;  beide  verschwinden  also  i 
tisch  (vgl.  p.  194).  Solche  simultane  invaryitnte  Bitdungen  aus  Foi 
gleicher  Ordnung ^  welche  sich  nur  um  einen  Factor  aridem,  wenn 
eine  dieser  Formen  durch  eine  lineare  Combination  aller  ersetzt,  sind 
ausserordentlicher  Wichtigkeit,  und  wir  werden  denselben  noch  wi< 
holt  begegnen.  Man  pflegt  sie  als  Combinanten  des  betreffei 
Systems*)  von  Formen  zu  bezeichnen:  Insbesondere  ist  also 
Functionaldeterminante  zweier  binärer  Formen  gleicher  Ordnung 
(yombinante  für  die  durch  dieselben  bestimmte  Involution. 

Eine   Involution  kann  man   z.    B.    unmittelbar    durch     die    ei 
Folarsysteme  einer  Form  aj': 

aj'  '  ^  (t,j  =  0 
erzeugt  denken ,    wenn  man  '^^  als  Parameter  ansieht :  also :    Jedes 

^  '  1/2 

/'oiarsfjsfefn  einer  Gruppe  von  n  Punkten  I/ildef  eine  Involution  {^n  — 
th'dnung.     Mit  Hülfe  des  vorigen  Satzes  folgt  hieraus  wieder  die 
metrische  Bedeutung  der  11  esse  "sehen  Co  Variante  einer  binären  F 
Zwei  Involutionen  von  der  Form  : 

«...'•  +AZ,...'.=0 

*)   V^l.  Niihorea  hierüber  bei  (Jordan:  lieber  ('ombiiiautefii,  Math.  Adi 
IM.  f). 
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die  emander  so  zugeordnet  siud^  dass  einer  Gruppe  von  ;/  Punkten  x 

der  enteren  immer  eine  Gruppe  von  m  Punkten  g  der  anderen  ent- 

9fm\it,  wenn  beiden  Gruppen  derselbe  Werth  von  A  zugehört,  heissen 

projectivisch  (allgemeiner  könnte  man  in  der  zweiten  Involution  einen 

Parameter   (i   annehmen,    der    mit    X    durch    eine    lineare    Gleichung 

Terknüpft  ist).    In  diesem  Sinne  ist  folgender  Satz  sofort  ersichtlich: 

H'enn  man  von  einem  Involutionssysleme  ausgeht  und  für  eine  belie- 

^  Anzafü  fester  Pole  in  Bezug   auf  jede    Gruppe  des  Systems  nach 

tmanäer  die  Polarsysteme  derselben  Ordnung  bildet,  so  sind  alle  Reihen 

üeser  neuen  Systeme  involuiorisch  ^  und  die  Involutionen  sind  alle  unter 

einander  projectivisch.     Die    (n  —  1)*®"  Polarsysteme  eines  gegebenen 

Poles  yi 

«/■"^^x  +  Xb,/-^bj,  =  0 

bilden  eine  einfache  Punktreihe.  Das  Doppelverhältniss  von  vier  Punk- 
ten dieser  Reihe  soll  auch  das  Doppelverhältniss  der  entsprechenden 
[d.  i.  för  denselben  Werth  von  k  gebildeten)  Gruppen  der  gegebenen 
[nvolation,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  für  jenen  Punkt  als  Pol  abge- 
eiteten  Polarsysteme  heissen.  Das  Doppelverhältniss  ist  aber  nur 
ron  den  Werthen  des  reihenden  Elementes  k  für  die  vier  Punkte 
ibhangig,  also  unabhängig  von  dem  Pole;  und  somit  folgt: 

Das  Doppelverhältniss  von  vier  Punktgruppen  einer  Involution,  welche 
}urch  Polarenbildung  aus  vier  Gruppen  einer  gegebenen  Involution  ent- 
tanden  sind,  ist  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  letzteren  und  unab- 
hängig von  den  benutzten  Polen,  — 

Die  projectivische  Zuordnung  der  beiden  Involutionen  (24)  können 
rir  auffassen  als  eine  höhere  Verwandtschaft:  Jedem  Punkte  x  der 
Seraden  entsprechen  m  Punkte  g  und  jedem  Punkte  g  n  Punkte  x\ 
md  zwar  ist  der  Zusammenhang  zwischen  den  Punkten  x  und  g  ge- 
geben durch  die  Gleichung: 

[25)  flrx"  ^f  —  ^^r"  a^«  =  0 , 

irelehe  das  Resultat  der  Elimination  von  A  aus  (24)  ist  und  die  Stelle 
ier  bei  der  linearen  Verwandtschaft  auftretenden  Gleichung  (6)  ver- 
tritt Es  kann  nun  insbesondere  vorkommen,  dass  eiu  Punkt  x  mit 
nacm  der  ihm  entsprechenden  Punkte  g  zusammenfällt,  d.  h.  dass  die 
beiden  einander  zugeordneten  Gruppen  der  Involutionen  einen  gemein- 
mmen  Punkt  haben.  Wir  erhalten  diese  gemeinsamen  Punkte  aus 
icr  Gleichung 

(26)  flf^"  /J^»*  —  b:^"  aj"  =  0 , 

oder  aus  einer  Gleichung  für  A  von  ebenso  hohem  Grade.  Es  ergibt 
ieh  also  der  Satz: 

Zwei  Involutionen  vom  m^^*^  und  n^'"  Grade,  welche  projectivisch  sind, 
iben  m  -j-  n  entsprechende  Gruppen ,  denen  ein  Punkt  gemeinsam  ist, 

Clebieb,  Yoiltnugen.  14 
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Dieser  Satz  ist  in  einem  noch  allgemeineren  enthalten;  zn 
letzterem  gelangt  mau  einfach,  wenn  man  die  Gleichung  (25)  durch 
die  andere 

(27)  ()p(x,   |)=.0 

ersetzt,  wo  (p  eine  homogene  Function  w*®'  Ordnung  in  x^,  x^toA 
n**^"'  Ordnung  in  5,,  5^  bedeutet.  Die  Gleichung  (27)  begründet  dann  j 
wieder  eine  Verwandtschaft  (Correspondenz)  allgemeinster  Art,  bei  der 
jedem  x  n  Punkte  |  und  jedem  g  m  Punkte  x  entsprechen.  Die  Be- 
dingung, dass  ein  Punlct  x  mit  einem  entsprechenden  J  zusammen- 
falle, gibt  eine  Gleichung  von  der  Ordnung  /w  +  w,  d.  h.  «+« 
jfioincidenzpunkfe  der  Corrcspondenz  9?''.  Wir  sprechen  dies  im  fol- 
genden Satze  aus,  der  als  Chasles'sches  Correspondenzprincip*) 
bekannt  ist,   und  den  wir  noch  sehr  oft  anwenden  werden: 

Hat  man  auf  einer  Geraden  eine  Vencand tschaft  (Corrcspondenzj^ 
durch  welche  jedem  Punkte  x  m  Punkte  | ,  jedem  dieser  Punkte  \  d0 
n  Punkte  x  entsprechen,  so  kommt  es  (jn  +  n)'mal  vor^  dass  ein  PM 
X  mit  einem  entsprechenden  Punkte  5  zusammen fdlU.  — 

Wenn  in  (24)  die  Functionen  ^/.,." ,  &./'  einen  gemeinsamen  Factor 
p*<^'  Ordnung  enthalten,  so  kommen  die  ihm  entsprechenden  PnnUll 
in  jeder  Gruppe  der  Involution  vor,  und  letztere  besteht  aus  diesen 
festen  Punkten  und  einer  Involution  (//  —  py^^  Ordnung.  Ist  dassdba 
mit  der  zweiten  Gleichung  (24)  für  einen  Factor  vom  />''*^'*  Grade  drf 
Fall,  so  zernillt  die  Gleichung  (2())  in  die  beiden  Factoron  von  der 
Ordnung  p  und  //  und  in  einen  Factor  von  der  [tn  -{-  n  —  p  —  //)•• 
Ordnung.  i\.lso:  vs  gihl  duftn  nach  Ausschciduwj  dieser  festen  Punktt 
nur  noch  m  +  //  —  p  —  p  Gruppen  der  Jnvoluliunen  mit  je  einem  gt' 
meitisatnen  Punkte. 

Enthält  dagegen  eine  bestimmte  Gruppe  der  einen  InvoluticM 
einen  linearen  Factor  r-fach,  die  entsprechende  der  andern  deusell 
Factor  s-fa<jh  und  ist  /•  >  s,  so  enthält  die  Gruppe  der  gemein* 
Punkte  der  Involutionen  diesen  Factor  s-fach;  und  so  lassen  sich  nod 
eine  Keihe  ähnlicher  Sätze  aufstellen.  Wir  verlassen  indessen  ilii 
allgemeinen  Krörterungon ;  wir  werden  im  Folgenden  noch  Gelege» 
lieit  haben  auf  die  quadratischen,  sowie  auf  einige  besondere  cubischl 
und  biquadratiselie  Involutionen  näher  einzugehen. 

IV.    Die  binären  quadratischen  und  cubischen  Formen. 

Wenn  wir  uns  jetzt  dazu  wenden,  die  Formen  niedrigster  Ord« 
nung  systeniatisoli   zu   behandeln  (um  hauptsächlich  die  geometrisch 

*)  Vjg'l.  (Jllasl«•^:  CoDii)t«*.s  rcndiis  di'  racadt'mio  dos  dciencoö,  -JT.  .luiii  19 


Einleitang  in  die  Theorie  der  algebraischen  Formen.  211 

dentungen  ihrer  Invarianten  und  Covarianten  kennen  zu  lernen)^ 
ist  es  nach  den  obigen  formentheoretischen  Ausführungen  zunächst 
isere  Aufgabe,  für  die  betrachtete  Grundform  alle  möglichen  Inva- 
mten  und  Covarianten  aufzustellen  und  die  etwaigen  Abhängig- 
iitsgesetze  derselben  unter  einander  anzugeben.  Es  drängt  sich 
)mit  die  Frage  auf:  Giebt  es  für  eine  gegebene  Form  eine  endliche 
Lnzahl  von  unter  einander  unabhängigen  invarianten  Bildungen, 
lurch  welche  sich  alle  andern  rational  und  ganz  ausdrücken  lassen? 
D  der  That  hat  nun  Gordan  den  Beweis  gegeben*),  dass  eine  jede 
märe  Form,  sowie  ein  jedes  simultane  System  solcher  Formen  ein  endliches 
tFormensyslem^^  besitzt,  d.  h.  eine  endliche  Anzahl  von  Invarianten  und 
]loTarianten  der  verlangten  Art.  Der  Beweis  dieses  Satzes,  auf  den 
rir  hier  nicht  näher  eingehen  können,  beruht  wesentlich  auf  der  von 
IM  schon  sonst  als  wichtig  erkannten  symbolischen  Darstellung  der 
^ormen.  Wir  sahen  früher,  wie  man  mittelst  derselben  ganz  allge- 
lein  die  äussere  Gestalt  der  invarianten  Bildungen  angeben  kann;  es 
ommt  also  nur  darauf  an,  einen  Process  anzugeben,  durch  welchen 
lan  im  Stande  ist,  die  zunächst  unendliche  Zahl  derselben  in  syste- 
atischer  Weise  nach  einander  und  aus  einander  zu  bilden;  und  dann 
it  man  nachzuweisen,  (dass  dieser  Process  alle  Invarianten  und  Co- 
irianten  gibt,  und)  dass  derselbe  nicht  ins  Unendliche  fortgesetzt 
?rden  kann,  ohne  auf  Verbindungen  von  schon  vorher  erhalteneu 
Idungen  zurückzuführen.  Diese  Bildungsmethode  besteht  in  Fol- 
ndem. 
Es  seien  zwei  Formen  gegeben 

f  =  öj"     und    (p  =  ccjc*" ,     wo     n  >  m  y 

kann  man  in  einfachster  Weise  aus  denselben  Covarianten  erzeugen, 
lern  man  die  Ausdrücke 

)  (aa)*«^"-^*«^»"-^' 

r  Ar  =  1  bis  k  =  m  bildet.  Dass  diese  sogenannten  ,jUehcrschiehmigen 
%  f  Ober  9"  die  Invarianteneigenschaft  besitzen,  ist  aus  ihrer  Gestalt 
ir;  und  gleichzeitig  sind  es  die  einzigen  Formen,  in  welchen  die 
»efficienten  von  «x"  und  «r"*  linear  vorkommen.  Für  k  =  0  würden 
r  das  Product  der  beiden  Grundformen,  für  k  ==  i  ihre  Functional- 
tenninante  erhalten.  Das  nicht  symbolische  Bildungsgesetz  für 
ztere  kennen  wir  bereits;  es  ist  dargestellt  durch  die  Gleichung: 

(aa)  «.->«."-  '  =  -'-  (i^  ^'f-  -  ¥-  1?^  ; 


♦)  För  eine  einzelne  binäre  Form  im  69.  Bd.  von  Grelle' s  Journal;  vereiu- 
i  und  VXr  ein  simultanes  System  im  2.  Bd.  der  Math.  Annalen.  Vgl.  auch 
Tferten  ond  sechsten  Abschnitt  in  dem  erwähnten  Werke  von  C  leb  seh. 

14* 
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ebeoso  lässt  sich  aber  auch  die  A*®  Ueberschiebung  (1)  auf  eine 
bination  der  Differentialquotienten  von  /  und  qp  zurückführen.    I 
Entwicklung    der   Potenz    {aay    und    nachherige    Multiplication 
r/./  -  ^  aj"  -  ^  erhält  man  nämlich  lauter  Glieder  von  der  Form 

^/__  yi k{k-\)..Ak-i+\) df'f _ 

^  ^    1  .  2  .  .  .  I  .  w  .  .  .  (71  -  Ä  +  1)  .  w  .  .  .  (m  -  Ä  +  1)  ^.r,*-  'aa-,'   Cx,*^ 

und  man  übersieht  nun  leicht,  wie  sich  durch  Einsetzung  c 
Werthe  die  wirklichen  Bildungen  gestalten.*)  Für  A-  =  2  bek( 
man  z.  B. : 

(«  a)  «^        «...         —  ^^  ^^^  _  ^ ^  ^^^  ^^^^  _  ^^  ^^^ ,  ^^^,       ^  ^^^  ^^^  g ^^^  ^^^  -f-  ^ 

Statt  zweier  Formen  f,  (p  kann  man  bei  Bildung  einer  U 
Schiebung  auch  zweimal  dieselbe  Form  /*  =  «**•  =  bj/*  anwenden 
entstehen  dadurch  Invarianten  und  Covarianten  von  /*,  welche  die  ( 
ficienten  im  zweiten  Grade  enthalten,  und  von  denen  man  nach 
oben  genannten  Principien  beweist,  dass  sie  die  einzigen  Bildungen  s 
ten  Grades  sind,  nämlich: 

Für  /i*  ==  2  erhält  man  so   z.    B.   wieder  die  Hesse'sche    Covarii 

Eh  verschwinden  hier  aber  alle  diejenigen  Ueberschiebungen  ident 
für  welche  A  eine  ungerade  Zahl  ist,  weil  diese  Formen  durch 
tauschung  der  beiden  gleichbedeutenden  Symbole  das  Vorzeii 
ändern  (vgl.  p.  194).  Ist  nun  eine  Form  /'  gegeben,  so  bildet  r 
um  ein  vollständiges  Formensystem  zu  erhalten,  zunächst  alle  üe 
Schiebungen  von  f  über  sich  selbst;  darauf  die  der  erhaltenen  n€ 
Formen  über  /',  u.  s.  f.  Es  wird  dtinn  in  dem  von  Gordan  g 
benen  Beweise  gezeigt,  dass  man  auf  diese  Art  sämmliche  Covariai 
und  Invarianten  erhalten  kann,  und  dass  die  Zahl  der  von  eiuai 
unabhängigen  eine  endliche  ist.  —  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  i 
ilurcli  diesen  Process  unmittelbar  eine  Anordnung  der  erhalt« 
Formen  nach  dem  (r raffe  in  den  Coefficientai  der  Grundform  erj 
denn  dieser  wird  bei  jeder  neuen  Ueberschiebung  über  die  Grundf 
um  eine  Einheit  erhöht.  Es  ist  diese  Eintheilung  wichtiger,  als  € 
die  nach  der  Ordnung  in  den  Variabein,  da  sie  gleichzeitig  Covariai 
und  Invarianten  umfasst. 

AVir  wollen  diese  Principien  nun  zum  Studium  der  quadratiscl 


♦)  Oiene  Bildunjjfcii  wurden  von  Cayley  an;:,'ogeben:    A  fourth  memoir  i 

(iu.iutics;  IMiilo!-'.  TransactionH,   18.')8. 


Einleitung  in  die  Theorie  der  algebraischen  Formen.  213 

bischen  und  biquadratischen  Formen  benutzen.    Es  sei  zunüchät  chw 
adraiische  Form 

^ben.     Die  erste  üeberschiebung  derselben  über  sich  selbst  liefert 
^  uns  schon  bekannte  Invariante 

/>  =  (««')■'  =  2  K".  •-«.'), 

d  -weiter  können  wir  den  Process  des  Ueberschiebens  nicht  fort- 
zen.  In  der  That  lässt  sich  hier  auch  leicht  direct  zeigen  ^  dass  D 
einzig  mögliche  invariante  Bildung  von  f  ist.  Ein  jedes  Punktepaar 
mlich  kann^  wenn  es  nicht  aus  zwei  zusammenfallenden  Punkten 
tieht^  in  jedes  andere  Punktepaar  (oo  oft)  linear  transformirt  werden, 
in  eine  lineare  Transformation  ist  erst  festgelegt,  wenn  man  drei 
nkte  dreien  anderen  zuordnet.  Ein  Punktepaar  hat  daher  keine 
lolute  Invariante,  d.  h.  es  kann  nur  die  eine  Invariante  auftreten, 
«n  Verschwinden  das  Zusammenfallen  der  Punkte  des  Paares  aus- 
[t;  und  diese  Bedingung  ist,  wie  wir  schon  froher  sahen  (p.  190) 
rch  D  =  0  gegeben.  Eine  Covariante  von  /  müsste  nach  unseren 
gemeinen  Sätzen  (p.  187 J  von  der  Form  sein: 

T]  =  {ab)a^hy,M, 

'  m  die  Symbole  a,  h  nicht  enthält,  und  wo  x,  y  beliebige  Grössen 
id  (entweder  selbst  Punktcoordinaten  oder,  indem  z.  ß.  y^  =  c^, 
■SS  —  Cj ,  Symbole  von  /,  die  durch  weitere  in  M  enthaltene  Sym- 
le  zu  wirklichen  Coefficienten  von  /*  ergänzt  werden).  Vertauschen 
r  in  TT  die  Symbole  (ö,  b)  und  nehmen  die  halbe  Summe  beider 
isdrcicke;  so  kommt  nach  Identität  IV: 

TT  =  -J-  (ab)   {a,r  by  —  b-c  a^)  M 
=  i(aby{xy)3/. 

U  also  eine  Covariante  von  f  den  Factor  (ab),  so  liat  sie  auch  den 
fciar  {fib)"^.  Indem  man  nun  auf  M  denselben  Process  anwendet, 
kennt  man,  dass  alle  Covarianten  Aggregate  von  Producten  der  Form 
"./"'.  N  sein  müssen >  wo  N  die  Coefficienten  von  /"  nicht  mehr 
ASli 

Die  Theorie  einer  quadratischen  Form  wäre  damit  vollständig 
liandelt;  es  sei  nur  noch  erwähnt,  dass  der  Pol  eines  Punktes  y  zu 
Bsem  Punkte  und  den  Punkten  der  Grundform  immer  harmonisch 
gt     Die  Gleichung 

(tx  (iy  =  0 
j^  nämlich  unseren  allgemeinen  Bemerkungen  zufolge  aus,  dass  die 
mme  der  Abstandsverhältnisse    des    Poles    und  des   Punktes  y  von 
Ol  gegebenen  Punktepaare  Null,  d.  li.  das  Doppelverhältniss  der  vier 


^T^sn 
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0, 


Pknkte  ^eieh  —  1  seL  Ffihrt  man  daher  den  Punkt  y  und  d 
Pol,  „zwei  m  Bezug  auf  f  c&Rßi^firie  PimJtie^j  ak  Ooozdinateng 
paskte  eioy  so  wird  f  bei  passender  Bestimmung  der  in  die  i 
Coordinalen  £,  eingehenden  Constanten  Ton  dor  Form  (^L  p.  8 

—  Sind  zwei  quadratische  Farmen  gegeben: 
2)  /-»ax*  -=*x'    und    9  =  a,'  — /!,«, 

M>  Tenmkssen  dieselben  zum  Studium  der  InTolution  zweiter 
Bong: 

(3)  a,«  +  Jla,»  =  0. 

I>ülztere  laast  sich  immer  auf  die  schon  erwShnten  projectivi 
Panktreihen  zurQckfBhren,  deren  entsprechende  Punkte  zu  denu 
festen  Paare  harmonisch  sind.  Dieses  Paar  wird  nSmlich  durc 
beiden  in  -3)  enthaltenen  Gruppen  gegeben,  welche  aus  sswei  z 
menfallenden  Punkten  bestehen  (vgl.  p.  135).  Wir  erhalten  dies 
hier  aus  der  fSr  1  quadratischen  Gleichung: 

oder  symbolisch;  wenn  man  berftcksichtigt,  dass  (b  ay  = 
■=  {aay  ist: 

(4)  (ßbf  +  2  A  (aay  +  A«  {aßf  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien  A',  A"  und  wir  wolle 
nächst  ausdrücklich  annehmen,  dieselben  seien  von  einander  yer 
den;  dann  ist  identisch  in  Bezug  auf  die  xi' 

^""^  .  Ö.2  +  A"«r2  =  «r/-^  =  1^^ 

wo  nun  die  «',  «"  wirkliche  Coefficienten  linearer  Formen  Oj, 
sind.  Eliminiren  wir  hieraus  und  aus  (3)  aj^^  bj^,  und  führen  s 
das  neue  reihende  Element 

ein,  so  wird  die  Involution  dargestellt  durch 

und  zerfallt  also  in  der  That  in  die  beiden  projecti vischen  Punkti 

welche  die  verlangte  Eigenschaft  haben.  Die  Coefficienten  der 
chung  (4)  sind  gegeben  durch  die  zweite  üeberschiebung  von  , 
sich  selbst: 
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zweite  Ueberschiebung  von  (p  über  sich  selbst: 

/>"  =  (a^)2  =  2(ao«2-«i'); 
i   durch  die  zweite  Ueberschiebung  von  /*  über  (p: 

ff  =5  {aaf  =  üf(j«2  +  ^2^0  —  2 flTj of^. 
e    erste   Ueberschiebung  von  f  über  ^>  führt  dagegen  zu  der  Simul- 
ien   Covariante  (Functionaldeterminante   von  /  und  g?  und  Combi- 
ate   der  Involution  /*+  A^j): 

^  =  {aa)  a,r  «r  =  -ö'.r^. 

irch  diese  vier  Formen  ist  das  vollständige  simultane  Formensystem 
a  f  und  q>  gegeben;  denn  alle  weiteren  Ueberschiebungen  führen 
F  sie  zurück  oder  verschwinden  identisch,  wie  hier  jedoch  nicht 
iter  ausgeführt  werden  soll. 

Die  geometrische  Bedeutung  von  D  und  D"  sind  uns  bekannt;  es 
id  dies  bez.  die  Discriminant^n  /  und  tp.  Die  Bedeutung  der  Simul- 
ien Invariante  />"  folgt  aus  Gleichung  (4);  ihr  Verschwinden  sagt 
mlicli  aus,  das  die  Summe  der  Wurzeln  A'  -f-  A"  verschwinde.  In 
^sem  Falle  erhalten  wir  aus  (5)  durch  Addition 

id  durch  Substitution: 

«.r'  =  r~  i"  (^'  -  '?')  5 

ÜB  Punktepaar  von  f  ist  daher  gegeben  durch 

l  +  ,-,j  =  o,  i-in  =  o  [i  =  y-\) 

ad  das  von  g?  durch 

•as  Düppel verhältniss  der  vier  Punkte  wird  somit 

_  iz:A  ZL1+.1 1 

—  i + r  - 1  _  1  —     ^  • 

Die  Gleichung  7/  =  {aay==^()  sagt  also  aus,  dass  die  Punkte  von 
=  0  zu  denen  von  q)  =  0  harmonisch  liegen."^)  ,  Mit  Hülfe  dieses 
atzes  ergibt  sich  auch  leicht  die  geometrische  Bedeutung  von  d'  =  0. 
ilden    wir  nämlich    die   /?'   entsprechende    simultane    Invariante    der 


♦■  Bedient  man  sich  der  geometrischcu  liepräseutation  auf  der  Kugelfläche 

gl.  die  Anmerkung  auf  p.  173),  so  wordeu  alle  Piuiktepaare,  welche  zu  einem 

sgebeuen  harmonisch  liegen,  durch  diejenigen  geraden  Linien  ausgeticiniitten, 

eiche  die  Verbindungdlinie  der  gegebeneu  Punkte  und  deren  harmonische  Polare 

Bezug  auf  die  Kugelfläche  gleichzeitig  ^reö'en. 
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beiden  quadratischen  Formen  f^amaj  und  d'^^d'J^,  so  isi 

=»  (o^)^;   sie  entsteht  also   aus  9x\  wenn  nfui  darin  die  GiOsmil 

x^,  X2  bez.  durch  a^  »>  ^3,  —  a^  »■  —  fr|.  ersetet^  and  sie  wird  sonaek 

Diese  Form  ändert  aber  durch  Yertauschung  von  a  nnd  b  ihr  Zeicho^ 
verschwindet  also  identisch.     Dasselbe  ist  mit  der  aimulfauien  hxnr  \ 
riante  von  ^  und  ip  der  Fall,  imd  somit  folgt  ans  der  eben  al 
teten  Bedeutung  dieser  Invarianten,  dass  die  beiden  durch  O*  i»  0  4m<^^ 
gestellten  Punkte  zu  den  Verschwindungseiementen  iOwM  von  f,  als  pm  9 
hatmonisch  liegen^  d.  h.  mit  den  Grundpunkten  der  InpoluOtm  (3)  Mm-. 
tisch  sind.*)    Denn  da  die  beiden  simultanen  Invarianten  (aOy,  ('^]^1 
in  den  Coefficienten  von  &  linear  sind,  kann  es  nor  ein  Panktepaen 
dieser  Lagenbeziehung  geben. 

Durch  die  Gleichungen  (5)  ist  das  Problem  gelSati   swei 
quadratische  Form  durch  ein  Aggregat  der  Quadrate  der   Vc 
liehen    darzustellen,    was    der    gleichzeitigen    Transformation 
Kegelschnitte  in  die  kanonische  Form  (p.  124,  ff.)  im  temiren  Ge]b 
entspricht    Wir  erhalten  nämlich: 


9>' 


f i'-x"    • 

Die  Versch  Windungselemente  beider  Formen  sind  nun  gegeben  dar 
die  Gleichungen: 


i-/i;,-o,  i+/r. 


—  0. 


Bei  der  hier  vorliegenden  Trennung  der  vier  Punkte  in  zwei  Pa 
können  wir  das  Doppelverhältniss   derselben   nur    auf    zwei    Weis 
bilden.    Bezeichnen  wir  mit  a  einen  Werth  desselben: 

In'  +  Vi') ' 

so  ist  der  andere  gleich  -  •     Da  aber  A',  A"    die  Wurzeln    der    61 
chung  (4)  sind,  so  haben  wir: 

*)  Diese  Punkte  bind  andererseits  durch  das  Product  der  Gleichungen  (6)  1 
geben.  In  der  That  erweist  man  leicht  durch  Anwendung  der  Identit&lai  1 
p.  193  die  Relation: 

0«  =»  —  4  (/?/-«  —  2  D'f^,  +  />'>«) . 

Es  ist  dieselbe  auch  eine  Folge  einer  später  zu  gebenden  allgemeinen  GleidM 
für  das  Quadrat  einer  Functionaldeterminante. 
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1  :  A'  +  r  :  rr  -=/>:-  2  />'  :  D\ 
■nd  folglich  wird 

Die  beiden  fVerihe  des  Doppelverhältnisses  a  und  -  sind  daher  gegeben 

turch  die  quadratische  Gleichung  (vgl.  das  entsprechende  Problem  der 
Eegelschnitttbeorie  auf  p.  74): 

D'2  („  _  1)2  __  DJ)-  (a  +  ])2  =  0; 

eine  Gleichung,  welche  für  a  =  1  und  a  =  —  1  das  vorhin  über  die 
fiedentang  von  D,  D''  und  D'  Gesagte  bestätigt. 
■         Obige  Herstellung  der  ^^kanonischen  Form^^  ist  jedoch  nur  möglich, 
^  lange   die  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  verschieden  sind.    Ist  dies 
^aicht  der  Fall,  d.  h.  ist 

fallen  die  Punkte  S  ^uid  i;  zusammen^  und  %'  wird  das  Quadrat 
linearen  Ausdruckes.  In  der  That  ist  die  Bedingung  B  =  0 
mit  dem  Verschwinden  der  Invariante  von  d"  (der  zweiten  Ueber- 

iebnng  von  0  über  sich  selbst)  identisch,  denn  wir  haben 

*(aby{aßy^  {aay  {hßy^[{ab)  {aß)  +  {aa)  (Oß)]  [(ab)  {aß)^{aa)  (bß)], 

wegen  der  Identiiat  III,  (p.  193): 

R  =  [(««)  ibß)  +  {ab)  (aß)]  {aß)  {b «) . 
lies  entsteht  aber  aus 

•nn   man  für  a:,,  .Tj,  y^  ^2;  ^^^'  "2*  ■"  ^17  ^2>  ~"  ^1  ^^^'^^  ^^^  ^^^ 
2{ba)  multiplicirt.     Es  ist  daher  auch: 

R  =  —  2  {^ä)  {d'b)  {ba)', 

dieser  Ausdruck  wieder  entsteht  aus 

»  =  »J^={ba)b,ra^, 

man   a*, ,  X2  durch  d'.^,  —  ^'^  ersetzt  und  mit  —  2  multiplicirt. 
Igt  also  in  der  That 

^')^  die  Invariante  von  d^  ist. 

11    nun   auch   in  diesem  Falle  das   Punktepaar  ^  zu  /'  und  cp 

isch    liegen  —  wie  dies  doch  aus  den  früheren  Formeln,  die 
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bier  durchaus  ihre  Geltoog  behalten,  henroigeht^  so  tat  dies  nur  mSg- 
lich  (vgl.  p.  40),  wenn  f  and  9  gleichzeitig  den  dnrch  #  «»  0  doppelt 
dargestellten  Punkt  enthalten;  also: 

Die  Resuiianle  zweier  quadratischen  Formen  kann  durch  die  IHscri- 
mmanie  ihrer  Fvnctionaldeterminante  ersetzt  werden;  sie  ist 

(6)  Ä=  — 2  (dlK)»  — />/>"— /P. 

JNicht  symbolisch  kann  man  dieselbe  darch  Elimination  Ton  X|^ 
2^,0:21  X2^  aus  den  drei  Gleichungen 

/•  =  «0  «1*  +  2  Ä,  a:,  o:,  +  «j  «i*  «»  0 

^  =  it^x^^  +  2  di^io;,  +  *,«j'  —  0 
in  Gestalt  einer  Determinante  erhalten;  man  findet: 

Ä  = -Oq       Cf  j       «2 

Das  Verschwinden  derselben  ist  gleichseitig  die  Bedingung  dafOir^ 
dass  die  Gleichung  (3)  einen  von  X  unabhängigen  Factor  hat.     *^ 
wenn  identisch  (indem  der  Ausdruck  (4)  ein  Quadrat  wird) 

K  +  A«,)  (a,  +  la,)  -  (a,  +  A«,)«  -  -  (p  +  *«)' 
ist;  80  kann  man  setzen:     ^ 

«0  +  Aao  =  w  {K  +  ^«1)  +  {p+  ^^i)} 
«2  +  Xa^  =  l  {(^2  +  A«2)  —  (/^  +  ^^)}  , 
und  dadurch  geht  die  Gleichung  (3)  über  in:. 
(mxi  +  x^)  {(</,  +  A«,)  (w.r,  +  ,t,,)  +  (;>  4-  A^)  (»la:,  —  .Tj)}  =  Ol 

Z>/V?   Involution    löst  sich  also  für  R  =  0  in  einen  festen  Punkt  M 
in  eine  einfache  Punktreihe  auf.  — 

—  (ielien   wir  nunmehr  zur   Betrachtung  citier  binänti   cubisch 
Form  über.     Für  eine  solche: 

/•=ör,''  =  Z/./»  =  cy»  =  ^,.'* 
=  r/„a:,^  +  3  ayi\Kv.,  +  3  a^x^x^^  +  ^h^^ 

ist  da«  vollständige  Formensystem  gegeben  durch: 

Die  zweite  ü eher  Schiebung  von  f  mit  sich   selbst,    die    Hesse'sr 
Covariante  (zweiten  Grades  und  zweiter  Ordnung): 
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=  2 


.V,Xn 


a^Xi  +  rtjOTj       tfjo;!  +  a^X2 1 

=  2  (flr^jöj— V)V+2K«f3-- 01^2)^1  ^2  +  2(«,fla--«2^)^2'- 
/>itf    zMwV^    Ueberschiehung   von  A  =  A.r^  =  A.,/'  über  sich  selbst j 
die  Discriminante  von  A  (Invariante  vierten  Grades): 

(8)  Ä=(AAT 

=  2  {4  («0^2  -   O  («1^3  —  V)  —  (^0«3    -  öl«2)'}  • 

/>/>  erste  Ueberschiehung  von  f  mit  A,  die  Functionaldeterminante  beider 
Formen  (dritten  Grades,  dritter  Ordnung): 

(9)  0=(cA)  r^^A, 

—  3(flroÄ2Ö3— 2a,'fl3+«i«2^)^iV-K«3^— 3«,rt,fl3  +  2V>r2^. 
/?/V  zweite  üeherschiebung  von  f  mit  A : 

werschwindet  jedoch  identisch;  sie  entsteht,   wenn  man    in    (9)   t,  ,  x^ 
bez.  durch  c^,  —  r,  ersetzt  und  mit  Cx  multiplicirt ;  also  ist 

{cAyc,r  =  (aby{ac){bcr)c.r, 

oder   wenn  man  einmal  c  mit  «,   einmal  c  mit  ^  vertauscht   und   die 
Summe  der  drei  Ausdrücke  bildet: 

(10)     (c A)V.,  =  \  {ab)  (öc)  {bc)  {dab)  c,r  —  (cb) a,,  —  {ac)  b,r}  =  0 . 

[  Dieser  Ausdruck  verschwindet  nämlich,  weil  der  eingeklammerte  Theil 
desselben  nach  der  Identität  I.  p.  193  Null  ist.  Es  lassen  sich  ferner^ 
jwie  hier  nicht  ausgeführt  werden  soll,  auch  alle  weiteren  Ueberschie- 
Jningen  auf  die  Formen  f^  A,  R,  0  zurückführen.  Dass  es  in  der 
That  nur  eine  Invariante  von  f  gibt,  ist  auch  daraus  klar,  dass  jedes 
Panktetripel  in  jedes  andere  linear  transformirt  werden  kann;  denn 
dorch  die  Zuordnung  dreier  Punkte  ist  gerade  eine  lineare  Verwandt- 
schaft festgelegt  Es  ist  dabei  nur  vorausgesetzt,  dass  nicht  ein  ein- 
lelnes  der  Tripel  einen  doppelt  zählenden  Punkt  enthalte,  d.  h.  dass 
nicht'  eine  der  Discriminanten  der  beiden  betretfenden  cubischen 
Formen  verschwinde.  Eine  cubische  Form  hat  also  nur  rinc  Invariante, 
wd  dies  ist  ihre  Discriminante*) j  nämlich 


*}  Der  in  (8)  gegebene  ausgerechnete  Werth  von  f{  stimmt  in  der  That  mit 
f  dem  auf  p.  Ir^S  beispielsweise  berechneten  Werthe  der  Discriminante  bis  auf  den 
^Factor  —  2  uberein.     Diese  Discriminante  ist  bis  auf  einen  Zahlenfactor  gleich 
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liic  Dkcrimmaute  der  Hesse  sehen  Covanante.  In  B  köuuen  wir  statt 
A,  A'  in  folgender  Weise  die  Symbole  «,  b,  c,  d  der  Grundform 
einführen :  es  entsteht  R  aus  A,/  ^  =  (^  by  a,r  b^ ,  indem  wir  darin 
o-, ,  x.y  bez.  durch  A.,,  —  A,  ersetzen,  also  ist: 

/i  =  (^aby(aA^{bA). 
Dieser  Ausdruck  entsteht  nun  aus 

A.rAy  =  ^  {edy  {e,rdy  +  d,rCy) 
=  {edf  Cr  dy, 

wenn    man    darin   für  .-c, ,  x^    die  Symbole  4/2, — a^,   für  y,,  y?  Ji« 
Symbole  ^2*  —  ^1    einsetzt    und  mit   {aby    multiplicirt;    es    ist    also 
endlich : 
(11)  n  =  (aVf  (cdy  (ac)  (bd). 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichungen  A  ==  0  und  0  =  '* 
ergibt  sich  aus  früheren  allgemeinen  Sätzen.  Wir  erwähnten  damals 
im  Zusammenhange  mit  A  noch  einer  anderen  Covariaute  P  »=  0, 
welche  sich  aus  den  Gleichungen  (16)  p.  206  durch  Elimination  der  z 
ergab,  t^ährend  die  Elimination  der  y  die  Hesse'sche  Determinante 
lieferte.     Diese  Gleichungen  werden  für  ;<  =  3 

(tya.a^  =0 

in  ihnen  kommen  also  die  y,  z  symmetriscli  vor.  Die  Elimination 
der  letzteren  führt  somit  ebenfalls  auf  A  =  0,  d.  h. 

Für  ein   PunLtelripcl   yihl  es    zuri  Pole ,    deren    erste   PolaryrupiK 

ilrm  <2'i«i^lratc  des  aus  den  Ditterenzeii  der  Wurzeln  von  /'=0  jj^ebildeten  Pry 
diHtes,  d.  h.  gleich 

.;«,  —  «,)2  («2  -  «,y^  ,«3  —  «,)«, 

wnin  «, ,  «2^  «3  die  aiis/'=  0  öich  (ergebenden  Wertlie  von  '  '  sind.     Um  «Ion  ZuhU-n 

liu-t«»!-  zu  bestininicn,  l^ruuehen  wir  nur  in  den  Ausdruck  (S^  für  l{  die  Wiir/idu  ir 
duiTli  dir  iülgenden  (Ileiohungen  einzuführen: 

■  -  -'^  7  ==  ''1  +  «2  +  «3 
119  .  , 

AUdiinn  tritt  z.  W.  da?  (.ilied  r^,' «j'^  «V^  mil    dem  Zahlenfactor  —  .J  auf.    wiihrfnJ  . 
dasselbe    in    dem    Prodiu-te    1«,  —  «2"''  ;f.'2  —  O:^'^  K^7i  ~  «»'^    den    Kact-or  —  ii  lüt: 
und  es  ist  sonach: 

li  =  -iiv  <;o^  i^cfi  —  «2)'  ,a| 
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ts  zivei  zmammenfallenden  Punkten  besieht;  und  zwar  gehört,  immer 
i  jedem  dieser  Punkte  als  Pol  der  andere  als  Doppelpunkt  der 
}iargruppe. 

Die   Form   Q  entsteht  für  n  =  3  aus  der  im   allgemeinen  Falle 
irch    T  bezeichneten  Covariante  (p.  207)*,   sie  ist  daher^   wenn  man 
a  Symbole  von  f  statt  derer  von  A  einführt,  gegeben  durch: 
?)  0^{ahy{ch)c;'a^. 

Verbindung  mit  Q  erwähnten  wir  noch  eine  andere  Form  0, 
ren  Verschwinden  sich  für  w  =  3  durch  Elimination  der  z  aus  den 
eichuugen 

a,  fl,2  „  0 

A^A,  =  0 
gibt.  Die  Ausführung  dieser  Elimination  geschieht,  indem  wir  in 
as'  =  0  die  Grössen  z^,  z^  durch  AjA^-,  —  A,  A.r  ersetzen.  Da  aber 
r  Ausdruck  Oj^aJ  in  den  z  quadratisch  ist,  so  dürfen  wir  diese 
mbolische  Substitution  nur  in  dem  einen  Factor  ^r,  desselben  aus- 
ihren,  wahrend  wir  in  dem  andern  Factor  a^  z^  =  A^' A/,  c,  =  — A/ Aa' 
i  setzen  haben  (A^-^  =  A^.'^  =  A);  wir  erhalten  somit: 

0  =  «^Aj-A./  (^A)  («A'). 

iese  Form  liisst  sich  auf  f  zurückführen.  Wir  haben  nämlich  wegen 
>T  Identität  H  (p.  193): 

(tf  A)  (aAO  A.A.'  =  {  {(öA)2  A/2  +  {at^y  AJ  -  (AA')^  aj}  . 

etzen  wir  dies  in  0  ein,  so  verschwinden  die  beiden  ersten  Terme, 
on  denen  jeder  die  zweite  üeberschiebung  von  /*  mit  A  als  Factor 
athält,  identisch  wegen  (10);  und  wir  erhalten: 

13)  0  =  ~i(^^T«.'  =  -  !i/*. 

Geometrisch  gibt  dies  wegen  der  bekannten  Bedeutungen  von 
=  0  und  0  =  0  den  Satz: 

yur  die  drei  Zweigebenen  Punkte  selbst  haben  die  Eigenschaft,  dass  ihr 
^les  Polarsystem  denjenigen  Punkt  enthält,  welcher  ihr  Polarsystem  in 
ezug  auf  das  Punktepaar  A  =  0  bildet;  die  drei  so  entstehenden  Polar- 
tnkie  für  dieses  Paar  sind  durch  0  =  0  gegeben. 

Hieraus  folgt  ferner,  da  der  Polarpunkt  eines  Poles  in  Bezug  auf 
1  Punktepaar  nichts  anderes,  als  der  vierte  harmonische  Punkt  ist: 
iu  erhält  die  Punkte  der  Covariante  ^  =  0,  indnn  man  zu  den  Grund- 
nkien  von  f  =0  die  vierten  harmonischen  Punkte  in  Bezug  auf  das 
nktepaar  A  =  0  construirl;  oder  mit  andern  Worten : 

Die  beiden  durch  0  =  0  und  f  =i)  gegebenen  Punktelripel  bestim?nen 
V  invt'jfuiorische  projectivisclie  Hcihenj  deren  Doppelpunkte  durch  A  =  0 
^öe/i  sind. 


"-^i"  ■^^^' 
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Wegen  der  aosgezeiclmeten  Rolle,  welche  sonach  den  Pu 
von  A  zukommt,  empfiehlt  es  sich,  dieselben  ab  Coordinateng 
punkte  einzufahren,  wodurch  dann  die  weitere  Theorie  der  cabii 
Formen  sowie  der  Involution  dritter  Ordnung: 

wesentlich  vereinfacht  wird.  Um  den  Einfiuss  der  data  fOhn 
Substitution  auf  f  und  Q  leicht  zu  übersehen,  stellen  wir  zunSchsl 
identische  Gleichung  auf,  welche  zwischen  den  drei  Covarianten  /*, 
besteht.  Eine  solche  muss  nämlich  immer  bestehen,  sobald 
binäre  Form  zwei  linear  von  einander  unabhängige  Covarianten  zu 
denn  mau  kann  z.  B.  in  ujnserem  Falle  aus  den  drei  Oleichunge: 

r  --oj 

Q  =,  {abf  (cb)cx^ax 

die  Yariabeln  Xi,  X2  eliminiren,  und  erhält  dann  eine  Gleichunj 
welcher  als  Cogfficienten  der  Ausdrücke  /,  A,  0  Invarianten  v 
auftreten.  Siatt  die  Elimination  direct  auszufahren,  beweisen  wi 
gleich  den  folgenden  allgemeineren  Satz: 

Das  Quadrat  der  Functionaideierminanie  zweier  Formen  (t 
üeberschiebung)  ist  eine  quadratische  Function  dieser  Formen  y  < 
Coefficienten  die  zweiten  Oeberschiebungen  sind. 

Für  die  Fuuctionaldeterminante  zweier  quadratischer  Formei 
und  aj^  haben  wir  nämlich: 


X. 

^J={aa)a^a^== 


2      : 


X, 


Multipliciren  wir  diese  Identität  auf  beiden  Seiten  mit  a^.'^  ~  «,  er 
und  seien  f,  (p  die  beiden  gegebenen  Formen: 

so    folgt    für    die    erste    üeberschiebung    (/",    rp)^    derselben,    \ 
fik=    -, T\  r,     A     ,  QPivt  =  ■  ,      -,\  u—^-  gesetzt  wird: 

{/'}    ^){  =  ^^'«)  '^.«•'^  -  *  «•«"  ~^  =  \/\2       9\2       —  ^1  ^2  !    • 

'/*22       922  ^l'         I 

Wenn  wir  nun  die  oben  für  eine  üeberschiebung  gegebene  nicht  i 
bolische  Definition  benutzen  (p.  212),  so  wird  offenbar: 
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/n  9>n      ^^      \    :     f<i2  <P22         '^i^  |(A/)2    (fy  9)2^1 

ifj  y)i'  =:/'i2  9i2  —x^x^i  •  —2/12  — 29)j2  2a;,a;.^i  =  ^(/,g))o  (?>,  9)2  9>|, 
V22  9«      ^i'  /ii  9n         vi'/  9>       0| 

wo   (/,  g))2  die  zweite  Ueberschiebung  von  f  über  g?  bedeutet,  also: 

Durch    Ausrechnung   der  in  der  letzten  Gleichung   rechts   stehenden 
Determinante  erhalten  wir  schliesslich  die  gesuchte  Relation: 

(/,  fV  =  -  \  {(9»,  9\  .  /^  -  2  (A  (iP)j  .  /y  H-  (A  /),  •  <P'}  . 

—  In  unserem  Falle  haben  wir  f  =  nr.,.'*,  g?  =  A  =  (/,  /).2, 
(9),  qp)2  =  Ä,  (/,  9))^  =  0  (wegen  (10)),  (/",  9),  =  Q,  und  somit  geht 
jene  Identität  über  in:  0 

Q-"' i{Ä/^  +  A3}, 

I    oder : 

I  A=»  =  — (2(>^+ Ä/^) 

(U)  =  -  2  { 0  +  /  /l  "Ij  { p  -  /•  ;/l"f  1; 

Denken  wir  uns  nun  A  in  seine  linearen  Factoren  aufgelöst  und 
f&hren  diese  als  neue  Variable  ein,  d.  h.  setzen  wir*) 

(15)  .A  =  -2^,, 

ao  haben  wir  in  (14)  auf  der  linken  Seite  das  Product  zweier  voll- 
standiger  Guben.  Auf  der  rechten  Seite  steht  das  Product  zweier 
cubischen  Formen;  und  da  diese  im  Allgemeinen  keinen  gemeinsamen 
\  Factor  haben  (wovon  man  sich  durch  ein  Zahlenbeispiel  überzeugt), 
80  muss  jede  dieser  Formen  ebenfalls  den  Cubus  eines  der  linearen 
Factoren  von  A  darstellen.     Wir  dürfen  somit  setzen: 

£>  +  /•//- ~  =  2|3 

und   dadurch   sind  die   linearen  Factoren  g,  rj  bis  auf  dritte  Wurzeln 
fder   Einheit    bestimmt.      Wir   kennen   nämlich    die    Coefficienten    der 

cubischen  Form  0  +  f  y ^  ;    dieselben    seien    a,),   3  aj ,    3  «.,,    a^; 

alsdann     haben   wir  zur   Bestimmung  von   g  =  ^^r,  +  §2^2  die   Glei- 
chungen 

Si^  =  «0 ;     Si^52  =  «1 .     Si  ti-  =  «2  7     U^  =  «:»• 
Wir  brauchen  also  nur  eine  Cubikwurzel  auszuziehen,  denn  es  ist: 

*^    V'orzeicheu  und  Zahleufactor  sind  mit  Kücksicht  uut'daH  Fülgemle  gewühlt. 


Jurcft  llJiiiröhruiig  dieser  neuen  Coordinatengrundpunkte  sind  /, 
gleichzeitig  auf  eine  kanotmche   Form  gebraehi;   und   zwar  erh 
aus  (IG): 

(17)  Q^     %'  +  n' 

Die  Grundfoi'm  f  ist  dadurch  ajugleich  in  ihre  drei  linearen  Fat 
zerlegt.  Bedeutet  niimlich  b  eine  imaginäre  Cubikwurzol  der  Eil 
so  wird 

i 


(18) 


f  = 


V^i 


a-n)a~^n){l-^-n) 


Durch  diese  Transformation  ist  femer  auch  die  Tripelschaar 

welche  wir  näher  untersuchen  wollten,  auf  eine  eiofache  Cies^ 
bracht:  auch  sie  enthält  nur  noch  die  Guben  der  neuen  Veränderii 
Ihre  Gleichuug  wird  nach  (17):  % 

(19)      («+a/i:|)iv+(«-*/^)»j»-o. 

Die  Yerschwindungspunkte  irgend  eines  Tripels  dieser  InTolution 

jetzt  gegeben  durch: 

(20)  5-01^  =  0,    g-€öij  =  0,     6  —  €2aiy  =  0, 


wo: 


-'/^j 
«+'/-? 


Insbesondere  erhalten  wir  hieraus  für  A  =  0  die  Yerschwindangsp 
von  f: 

(21)  5-1^  =  0,   5- 61^  =  0,   i-B^n-^0, 

und  für  x  =  0  die  Yerschwindungspunkte  von  Q\ 

(22)  g  +  i?  =  0,    l  +  en  =  0,    l  +  B'^n  =  0. 

Man  sieht  hieraus  zunächst,  dass  von  den  Wurzeln  von  /"=( 
()  =  0  7iur  je  eine  reell  ist,  wenn  die  Wurzeln  von  A  =  0  reeü 
Nehmen  wir  jedoch  an,  dass  (i  =  }/ —  l) : 

80  wird: 
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/  •  /-  2  =  (P  +  üi?  -{P-  qiY  =  2/(3 p'q  -  ./3)  . 

lud  die  linearen  Factoren  von  /*  sind  also  proportional  zu  q,  p  y*6  +  y, 
7  }/3  —  qy  mithin  reell.  Also:  Bei  reellen  Co^fficienten  hat  die  ciihische 
Gleichung  drei  reelle  Wurzeln  bei  positivem,  Jivr  eine  bei  negativem  R, 

Man  erkennt  femer  aus  (21)  und  (22),  wie  in  der  That  jedem 
Punkte  von  /  ein  Punkt  von  Q  zugeordnet  ist,  welcher  mit  ihm  und 
len  Punkten  von  A  harmonisch  liegt,  wie  oben  erwähnt  wurde.  Aber 
Ewischen  den  Punkten  von  f  und  Q  besteht  noch  eine  andere  Lagen- 
beziehung. Suchen  wir  nämlich  zu  je  zwei  Punkten  von  f  den  vierten 
harmonischen  Punkt  in  Bezug  auf  den  dritten  Punkt  von  /*,  so  führt 
dies    auf   drei  andere    Punkte^   deren  Coordinaten  §,  i]  bez.  bestimmt 

sind  durch  ( 9  =     ) : 

und  hieraus  ergibt  sich  für  -  bez.: 

Dies  sind  aber  nach  (23)  gerade  wieder  die  Punkte  0  =  0;  also: 

Die  drei  Punkte  ()==0  liegen  so,  dass  jeder  zu  einem  Punkte  der 
;  fegebenen  Form  in  Bezug  auf  die  beiden  arideren  derselben  harmonisch 
emjuffi'rf  ist;  und  ebenso  überzeugt  man  sich,  dass  die  Punkte  von 
/osO  zu  denen  von  0  =  0  in  derselben  Beziehung  stehen,  dass  also 
zwischen  f  und  Q  in  dieser  Beziehung  völlige  Reciprocität  stattfindet.  *) 
^  Die  Elemente  von  /  =  0  und  die  von  Q  =  0  liegen  femer  so 
jn  denen  von  A  =  0,  dass  sie  mit  diesem  Punktepaare  ein  cyklisch- 
"^rojectivisches  System  bilden  (vgl.  p.  201);  denn  das  Doppelverhältniss 
ie  zweier  Elemente  von  f  mit  den  Punkten  5  =  0,  i^  =  0  ändert  sich 

bd    cyklischer    Vertauschung    nicht,    es    bleibt  immer  gleich      ,  und 

4mselhe  gilt  für  die  Punkte  von  Q,  sotvie  für  ein  jedes  Tripel  der  Schaf tr 

[19).     Wir  haben  für  jeden  Werth  von  *  die  folgenden  drei  projecti- 

Vischen  Punktreihen: 

'1)§  =  0       S—     arj  =  ()      l'-eaf]  =  i)      g  — £-^//;  =  ()      ?;  =  0 
g  =  0       I  —  £«i;  =  0      I  —  a^at}  =  0      §  —      ^  /;  =  0      tj  =  {) 
S)  I  ^=  O       ^  —  s-ai]  =  0      g—      öf?;  =  0      ^  —  e  atj  =  0      ti  =  i). 
Sind    andererseits    beliebig    <lrei   Punkte   gegeben    mid    veriauschl 

^)  Vj^l.  V.  Stau  dt:  Geometrie  der  J/d^a,   Nürid»erg  1847,  p.  UM,   und:   J{»m 
trilge  zur  fieoiiietrie  der  Luge,  ib.  1857,  p.  178. 

Clebftch,  VorlMongen.  15 
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man  dieselben  cyklisch  unter  einander,  d.  h.  macht  mui  eine 
Transformation,  welche  jeden  der  gegebenen  Punkte  in 
Yon  üinen  überf&hrt,  so  sind  dadurch  zwei  Punkte  auf  den 
bestimmt,  welche  bei  diesen  Tnmsformationen  stets  sich  selbst 
sprechen;  und  diese  stellen  die  quadratische  CoTariante  des 
den  Tripels  dar.  *)    Da  nun  die  Verschwindungspunkte  Ton  A'^0 
dem  Vorigen  zu  allen  Tripeln  der  Schaar  x/*  +  A  (^ «.  0  in  diesef 
Ziehung  stehen,  so  folgt,  dass  die  quadratische  CoVariante  irgend 
cubischen  Form   x/  -{-  XQ  sich  von  A  nur  um  einen  FaeCor 
scheiden  kann.    Wir  haben  also,  wenn  wir  überhaupt  dorch  die 
X,  l  andeuten,  dass  die  betreffende  Form  fBr  xf'\'  IQ  siatt  fBr 
gebildet  werde: 

Aja  ■■»  if  •  A  • 

Es  kaun  sich  ebenso  die  InTariante  Rmi  von  B  nur  um 
unterscheiden,  denn  Rmi  ist  die  Discriminante  Ton  A»i,  wie  B  die 
A;  und  da  sie  vom  zweiten  Grade  in  den  C!oSf8cientcai  von  Äja 
muss,  so  wird 

Bmi  —  M^B. 

Diese  Resultate  können  wir  nach  unseren  frOheren  Erörterungen  daki 
zusammenfiussen,  dass  A  und  R  Comhinanien  des  Sysiems  »/"-f^ 
sind  (ygl.  p.  208).  —  Endlich  muss  Ogi  ein  zu  ^nx,  mithin  aneh  a| 
A  cyklisch  projectivisches  Tripel   liefern,   d.   h.   es   muss   die   Fdnjj 

haben: 

Diese  Relationen  fQr  die  Formen  A^ji,  Ruij  Qni  kann  man  in  der  Th^ 
direct  aufstellen  und  so  den  Factor  M  und  die  Ar,  /  bestirnnM) 
Sind  nämlich  a^^,  a^,  a^y  a^  die  CoefQcienten  von  /;  a^,  a,,  cc,,  d 
die  von  Q  y  so  bat  man  in  den  Formen  nur  xa,-  -|-  ^^i  statt  a,* 
setzen  und  nach  Potenzen  von  x,  A  zu  entwickeln.    So  wird  z.  & 

A^i«^x^A  +  xAA, +  A«A,, 
wo:  Ai  =  2;|^a,,       A2  =  2:|-^^a,. 

Indem  man  nun  diesen  Differentiationsprocess  an  den  symboliaebi 
Ausdrücken  ausführt,  wobei  maü  nur  jedes  in  der  betreffenden  FiMi| 

*)  Für  die  Interpretation   des   complexen  Werthgebietea   der  Variabela 


auf  der  Kngelfläche  (vgl.  die  Anmerkung  auf  p.  173}  gelangt  man  für  die 
sehen  Formen  zu  folgenden  Resultaten :  Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeini 
knini   man  /"»O  durch  drei  äquidistante   Punkte   eines   gröasten   Krenes, 
Aequators,  darstellen.    Dieselben  mögen  die  geographische  Länge  0*,  120*, 
haben.    Dann  ist  Q  ^^  0  repräsentirt  durch  drei  Punkte  des  Aequatoim  mit  i 
liüuge  (>o*,  \m^,  300'^,  und  die  Punkte  von  A»0  fallen  in  die  beiden  Fsit. 
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T^  I 


Torkommende  Symbol  von  f  nach  einander  durch  ein  solches  von  A 
n  ersetzen  und  die  erhaltenen  Ausdrücke  zu  addiren  braucht,  wirtl 
maii  schliesslich  nach  passenden  Umformungen  zu  den  folgenden 
Besultaten  geführt;  es  wird:*) 

(8)  A«i-=(x'+§A-^)a 

(24)  Ä,i  =  (>?  -\-\^^R 

(25)  0.i=(x^+  2A^)(xO-f  V). 

Die  Gleichung  (24)  gibt  zu  folgendem  Satze  Veranlassung: 
In  der  Tripeischaar  (19)  kommen  nur  zwei  Tripel  vor,  bei  welchen 
demente  zusammenfallen ;  es  vereinigen  sich  dann  jedesmal  alle  drei  in 
einen   der    Verschwindungspunkte   von    A.      üenn    setzt   man    die    aus 

Ä«i  =  0  sich  ergebenden  Werthe  von    ^   in  (19)  ein,   so  geht  dies  in 

p  =  0  oder  in  iy^  =  0  über. 

Durch  die  Gleichung  (25)    endlich    enispricht   jedem  Tripel    der 
Schaar: 

ein  anderes  Tripel 

rnd  umgekehrt^  so  dass  je  ein  Punkt  der  einen  Schaar  zu  einem 
ler  andern  in  Bezug  auf  die  beiden  übrigen  der  letzteren  conjugirt 
iL     Diese  Zuordnung  ist  ferner  eine  reciproke,  denn  von  dem  Tripel 

\Q  —  i^  ^f  wird    man   durch   Wiederholung   desselben    Processes    zu 

-—  {ocf  -{-  kO)j    also  zu  dem  ursprünglichen  Tripel  zurückgeführt. 

isbesondere  gibt  es  jedoch  solche  Tripel,  welche  sich  selbst  conjugirt 
od.      Diese  bestimmen  sich  durch  die  Gleichung 

d  fallen  daher  mit  je  einem  (dreifach  zählenden)  Verschwindungs- 
nkte  von  A  zusammen.  — 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  erleiden  eine  wesentliche  Modiii- 
lion.  fvetin  die  Discriminante  R  versch winde f,  wenn  also  jede  der  Glei- 
aiigen  /=0,  A  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln  hat.  Man  hat  dann 
=  jy,  und  A  wird  ein  volles  Quadrat,  während  nach  (14)  oder  (17) 
dem   Cubiis  desselben  linearen  Ausdrucks  proportional  wird,  so  dass 


*)  Vgl.  NäJierea  hierüber  in  dem  Werke  von  C  leb  seh. 
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£  diesen  Ausdrack  selbst  darstellt.    Die  Doppeiwurzd  van  A  iü  m 

awh  gleichzeitig  Doppelnmrzel  von  /l  Die  GoSfficieiileii  der  swei 
Ueberschiebimg  von  f  mit  A  nämlich  venehwinden  nadi  (lü)  identw 
setssen  wir  nun  A  «»  —  2  (d^r,  —  £2^1)'»  ^  gehen  dieselben  Ober 
die  ersten  Differentialquotienten  Ton  f  ttr  xtmmj^*  wir  haben: 

0  -  («,s,«  +  2 «,  I,  I,  + «,  V)  li  -  i  (^.),^j. 

0  -  (a,  6.»  +  2  flr,|,  fe  +  «,«,»)  g,  - 1  (ä).^  ji  «•«•«»- 

Während  diese  Doppelwurzel  ans  x  ""  ^  direct  bestimmt  wird,  In 

man  also  die  einfache  Wunel  .aus  der  line«en  Glmehimg  £- 
finden. 

Hat  endlich  /  eine  dreifache  Wnrzel;  d.  h.  ist/*—  (S|dP|  -|-  i^x 
so  wird  A  —  (SS)^  gjr'  =  0:  A  verschwinde  (denütch.  d.  h.  es  hesim 
die  Relationen: 

fltoflTj  — «,«  =  0,    ao^3~^i^2  — 0,    Hiir,  —  a,<— >0, 

welche  sich  auf  die  beiden  reduciren: 

??  «=*  ?i  -=  5 . 
«I       ''t      ^» 

V.  Die  binären  biqnadratischen  Formen.  —  SohlnssbemerknngsE 

Verwickelter,  als  die  Theorie  der  cubischen  Formen  ¥rird  ben 
die  der  biquadratischen,  d.  h.  der  Formen  vierter  Ordnung.^)  Ist  ei 
Form  vierter  Ordnung  symbolisch  gegeben  durch 

fc^  a^^  =  bjr*  .  .  .  ,  ,    oder  in  gewohnlicher  Weise : 

80  kann  man  zeigen,  dass  sie  durch  die  folgenden  vier  Bildung^a 
ihrem  vollständigen  Formensysteme  ergänzt  wird: 

Die  zweite  Ueherschiehung  von  f  über  sich  selbst**),  die  Hesse 'sc 
Co  Variante  (zweiten  Grades,  vierter  Ordnung): 


*)  Für  die  Theorie  dieser  Formen  vgl.  neben  den  mehrfach  erwtUmten  A 
sutzen  von  Cayley,  besonders:  Hesse,  Crelle's  Journal,  Bd.  41;  Uermite, 
Bd.  52  und  Brioschi,  ib.  Bd.  53. 

**)  Dieselbe  ist,  wie  üblich,  mit  ft  bezeichnet,  während  wir  sie  aUgew 
A  nannten  (p.  206),  zum  Unterschiede  von  der  entsprechenden  Bildung  bei« 
bischen  Formen. 
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1)  ^  =  {abfa^HJ  =  Ä,*  =  HJ  * 

fe   Vierte   üeherscMehung  von  f  über    sich    selbst    (Invariante    zweiten 
irrades): 

2)  I  =  {aby 

fie   erste  üeberschiebung  von  f  mil  H,    die  Covariante  T  nach  unserer 
rQheren  (p.  207)  Bezeichnung  (dritten  Grades,  sechster  Ordnung): 

r={cH)  c^^HJ^  =  {abY  {cb)  cjajb^  =  TJ 


^^'  \dx\ 


4-  5  («o<5^i^4  —  3  00^2^3  +  2  «i^fiTg)  x^^x^"  +  10  (</,'^/,  —  ^/„«.,2)  a:/^;./ 
+  5  (— tfo«3fl4+3a,a2a4— 2aifl3^)Xj-a;2^+(9ffjff./~rtjX~2rtr^^///,-ü^//rtr2)^^^ 
+  (3  a^  «3  Ö4  —  ö,  «4^  —  2  «3^)  a:./ ; 

emllich  ^/c  vierte  üeberschiebung  von  f  mil  //  (Invariante  dritten  Grades): 
[4)  j  =  {cH)^  =  (aft)-^  {acf  {bcy 

«0     «I     «j 

Alle  weiteren  Ueberschiebungen  un<l  somit  nach  dem  Gordan- 
iehen  Satze  alle  weiteren  Invarianten  und  Covarianten  von  /'  hissen 
jeh  auf  diese  zurückführen,  wie  wir  bei  einzelnen  auch  noch  gelegent- 
ich  nachweisen  werden.  Insbesondere  gilt  dies  also  für  die  Formen 
'  und  0,  deren  Verschwinden  uns  Gruppen  von  vier  und  sechs 
anktcn  liefern,  welche  mit  denen  von  //  =  0  bez.  T  =  0  in  })e- 
mnter  Relation  stehen  (vgl.  p.  206).  Mit  der  letzteren  ist  in  unserem 
die,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  Punktgruppe  0  =  0  identisch; 
B  Covariante  P  di^egen  erscheint  als  lineare  Combi nation  der 
»rmen  /"  und  B,  wie  die  folgende  Rechnung  zeigt.  Das  Verschwin- 
n  von  P  gibt  diejenigen  Punkte,  deren  erste  Polargru])pen  einen 
;ukt  doppelt  zählend  enthalten;  P  selbst  ist  dahor  die  Discriminante 
r  cubischen  Form 

li.   wir  haben  (vgl.  Gleichung  (U)  p.  220) 

P  =  iaßy{ydy{ay){ßd) 
)  =  (a  by  (c  dy  («  6-)  {b(l)  ff,.b,.r,.r/r . 
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Zur  Umformung  tlieses  Ausdrucks  benuteeti  wir  stmäcU  die  b 
Identitäten  (vgl.  (II)  p.  193): 

-  {ab)  (ca)  h,  c^  =  .1  {{abf  Cx*  +  (J  cf  J,'  -  (ne)'  n,«} 

-  {ab)  {hd)  a^d.  -  ^  {{ab)^  ü,^  +  {b€f  aj'  —  (ff rf)^  b^j. 

Setzen  wir  dies  in  (5)  ein,  so  werden  bei  AoBfUhrang  der  Muli 
tion  zweimal  zwei  Glieder  einander  entgegengesetzt  gletefa^  da  m^^ 
auf  das  Vorzeichen  durch  Yertauschung  von  a  und  b  aus  öinander 
entstehen;  und  es  bleibt,  wenn  wir  zweimal  zwei  andere  sich  nur 
durch  die  Stellung  der  Symbole  a^  h  unterseheidende  Glieder 
das  Doppelte  eines  derselben  ersetzen: 

(6)  4  P  =  {aby  {cdy  c^^rf.^^  -  2  {hcf  {bäf  {cdp  a,* 

+  2  {cd)^  {acf  (bäf  ajbj^ 
=  i//—2jY+2{€if)^(a€y(bd)^aJbJ. 

Den  letzten  Term  dieses  Ausdruckes  kennen  wir  ebenfoUi  leidit 

/*  und  ff  ausdrQcken^  indem  wir  seine  Bildung  in  der  folgendem  W'ct^v 

geschehen  lassen.    Quadriren  wir  die  Identität  (11)  p.  193^  so  %ommi: 

(7)  (^aby  (acy  b^'^cj  +  (bay  {bcf  aj  cj'  +  (eay  (r*)»  n^»  V 

-  i  {^^'  i^cy  +  b^^  {aey  +  cj  iaby}  , 

und  sehen   wir   hierin    a,  b,  c  uIb   gleichbedeutende  Symbole 
biquadratischen  Form  an,  so  wird  diea^  wenn  wir  b  durch  d 

(8)  (cay  {cdy  ajdj  =  i  (ady  o*  =  {  if. 
Durch  Polarenbildung  folgt  hiemus  weiter: 

2  {cay  {cdy  {aj'd^dy  +  d^U^a^^  =  4  {cay  {cdy  iU^d,.d,  =  2  le/^ 
und  : 

(9)  {cay  {c dy  (2  a^rfr,  ^. d,  +  a^^  tf/)  -=  |  icjc^'^ . 

Nun  ist  aber  identisch,  wie  sich  durch  Quadriren  der  Uleichung 
p.  193  ergibt: 

a,ra,jd,rd,  =  \  {a,r'd,'  +  a^d^  —  {aäy  (xyy}  , 
oder,  da  in  unserem  Falle  a  und  d  vertaiisclibar  sind: 

(10)  a^rayd,rd,,  =  ajd^  —  i  {ffdy  {a^jy. 
Dadurch  erhalten  wir  aus  (9): 

3  (cdy  {cay  ajdy^  =  i  ic,r'c/  +  {cay  {cdy  {ady  {xyy 
=  iicjcy^+j  {xyy. 

Setzen  wir  hierin  endlich  y,  =  b^,  y.,  =  —  i^j  und  multiplidnan  i 
beiden  Seiten  mit  h,,'^ ,  so  erscheint  links  der  in  Gleichai^  (6)  n 
umzuformende  Term;  es  wird  nämlich: 


I- 

5^ 
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I )  {cdy  {acy  {bdf  ajüj  =  ^  /  (bcY  Cr'O,;'  +  J  jOJ 

d    für   die  gesuchte  Covariante  finden  wir  demnach: 

/>/Vr  I^unkitj  deren  erstes  Polar  System  in  Beztig  auf  f  =  0  einen 
o§ßcip9inkt  enthalten^  bilden  also  ein  Quadrupel  der  Schaar  xf-^-  A//=  0, 
'eb^wt    durch  die  Gleichung: 

3iH  —  2j/  =  0. 

Cjhe  i?rir  auf  das' Studium  letzterer  Involution  vierter  Ordnung  näher 
gehen ,  iwrollen  wir  die  Lage  der  Punkte  J  =  0  untersuchen.  Es 
Lpfen  sich  diese  Betrachtungen  wesentlich  an  eine  identische  Glei- 
mg,  welche  einer  früheren  Bemerkung  zufolge  zwischen  den 
-men  /",  fij  T  bestehen  muss.  Dieselbe  ergibt  sich  wieder  aus  dem 
ze,  nacli  welchem  das  Quadrat  der  Functionaldeterminante  zweier 
nneji  als  quadratische  Function  dieser  Formen  selbst  darstellbar 
Wir  Ilaben  somit  in  unserem  Falle,  wenn  wieder  (g),  x)r  ^^^^  '**° 
berscliiebung  von  <p  mit  %  bedeutet  (vgl.  p.  223): 

;)    7^  =  (/•,  //y  =  -  i  {(/•,  rh  H'  -  2  (/;  //\  m  +  ( //,  h\  p) . 

.rin    noch    die   Ueberschiebungen  (/*,  H).^  und  {II,  H\  zu    berechnen 
id.       Zu    dem   Zwecke  gehen  wir  von  den  Polaren  der  Form  //  aus. 
ist 

4  HJ^H,,  =  {ahY  (2  b^rhya^r''  +  2  ^..«^  V), 

er    da    beide    Glieder  durch  Vertauschung    von  u  und  b  in  einander 
vergehen 

IlJUy  ^{aby  a,raybr\ 

ieraus   folgt  ferner  für  die  zweite  Polare  von  y: 

3  //..'^/  =  (aby  {OyHJ  +  2  a,ra,jb^,by), 
ler  nach   Gleichung  (10): 
4)  ^r*^/  =  {aby  ay'bj'  —  -J  i  {xy)\ 

rtzen    wir   nun  y,  =  Cj,  ^2  =  ""  ^i  ^^^  multipliciren  mit  o^,   so  er- 
ilten   wir: 

(/•,  //)2  =  (^^^y  ^ArV..^  =  {abY  {acy  b^^r,,:'  -  .\  />,', 
ler   unter   Berücksichtigung  von  (8): 
ö)  •       (/,^h  =  li/\ 

Die  zweite  Ueberschiebung  von  /^  mit  sich  sell)st  entsteh i  dagegen 
OS  (14),  indem  man  y,,  y.^  bez.  durch  ///,  —  //,'  ersetzt  und  mit 
f^'^  multiplicirt;  man  erhält  dann: 


I 

I 


Dritie  Äbt^tuliing* 

(//.  //),  ^  {lUff  IfJ  HJ'  =  {abf  [ftliy  bJMj^  -  I  iffJK 

folgt  aber  aus  der  identischen  Glöichutig  (7),  mdßm  man  //'  aiSL\ 
schreibt  und  die  Vertau&chbarkeit  vun  a  und  ^  berticköichtigt 

2(aby  {aHj  k.Hj^  +  («//T  {bi/y  ajbj 

=  ^  {(aby  ff.;'^2infrYbj^ 

iiml  dadurch  erhalten  wir: 

{If^  //y^  =  iH  +  \jf-  ^  {üHJ  ibliy  fiJkr^ 

Das  letzte  Glied  dieses  Ausdruckes  enteteht  wieder  um  ///-  H/^, 
luaii  in  bekannter  Weise  die  z  durch  Symbole  er,  die  >j  durch  Symli 

Ä»  ernetzt  urtd  mit  <i^^/'.r'  multiplici-^ '  *"egen  (14): 

ergibt  Kich  daher: 

Urnf  {ifhf  a^^b^  =  (cd)^  (c.  y  (äbfnjbj  ^  ii7/, 

oder  wegen  (II): 

=  iifi+    jr. 

SelÄCti  wir  dies  schliesslich  iu  den  Ausdruck   für  (//.  //J^  ein,  50 
kaUen  uir  für  ffk  zweite  lieber svhidmn(^  von  U  mit  sieh  .<r//?x/.- 

was  nebenbei  den  Öatz  ergibt,  dass  dit^  Kqbb e'ssche  Furm  der  He^s« 
sehen  Form  ton  f  ein  fjuadrupel  der  hwotu/ion  ä/  +  kfi  hiidei^  wie 
sein  mu@s,  wenn  obiges  Fonueusystcni  ein  vonsUlndiges  ist. 

Wir  haben  somit  alle  in  (13)  vorkommenden  Ueberschiehuügü 
^obildei;  uud  diese  Gleichung  geht  wegen  der  erhalt-enen  Re^ulti 
über  Im 

(17)  r  =  ^  i  {H^  -  i  iftr  +  4,jr} . 

Die  (.fleieluing   J^  ^^  0  kann  daher  als  eine  cnbische   fiir  die  GrdsMii 

.  aufgefk^sst  werden;  und  folglieh  muss  sich,  wenn  —  wjjj  —  m^^  —  "^ 

die  Wurzeln  dieser  cubischen  Gleichung  sind^  der  Au!»druek  {17\ 
der  Form 

dai*8tellen  lassen*  Hier  steht  links  ein  vollständiges  Quadnit^  dji^mdli^ 
nmss  abo  auch  auf  der  rechten  Seite  der  Fall  sein«  Aber  keiner  iks 
drei  biquadratischen  Factoren  hat  im  Allgemeinen  mit  den  aadeni 
einen  linearen  Factor  gemein;  denn  ein  solcher  wurde  dann  » 
gemeineamer  Factor  von  /  und  ii  werden,  und  Letzteres  triti 
Allgemeinen  nicht  ein^  wovon  man  sich  durch  folgendea  Bei 
überzeugen  mag:    Es  sei 
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n  wird: 

ler  moss  jeder  der  Factoren  {H  +  w,/)  das  vollständige  Quadrat 
»s  Ausdrucks  zweiter  Ordnung  sein^  dessen  Goefficienten  sich  mit 
Ife  von  Coefficientenvergleichung  durch  Ausziehen  einer  Quadrat- 
rzel  bestimmen  lassen  müssen.  Wir  können  demnach  diese  qua- 
tischen  Factoren  von  Ty  welche  durch  g>^  tp,  %  bezeichnet  sein 
gen,  als  bekannt  ansehen  und  dieselben  durch  die  folgenden  Glci- 
ingeu  bestimmt  annehmen: 

ff  +  m^/'=  —  2(p'^ 

//+ ;/.,/•= -2f 

bei  das  Vorzeichen  zweier  Formen  beliebig  gewählt,  das  der  dritten 
Dn  aber  aus  der  letzten  Gleichung  bestimmt  ist,  und  wo  ///|,  w.^,  tn^ 
j  negativ  genommenen  Wurzeln  der  Gleichung: 

id.  Durch  die  Möglichkeit  dieses  Verfahrens  ist  7'  als  eine  Form 
chster  Ordnung  von  sehr  speciellem  Charakter  gekennzeichnet,  denn 
i  den  allgemeinen  Formen  dieser  Art  ist  eine  Zerlegung  in  quadra- 
che  Factoren  durch  eine  cubische  Gleichung  nicht  möglich.*) 
nschen  den  Punkten  von  J  =  0  bestehen  in  der  That  entsprechend 
r  Eintheilung  in  drei  Punktepaare  noch  besondere  Relationen.  I)i(! 
nctionen  q>,  ^»,  %  genügen  nämlich  der  folgenden  Bedingung,  die 
li  aus  (18)  durch  Elimination  von  //  und  /  ergibt: 

1     //^i     g)^ 

1     m^     f' !  =  0  , 

r,  wenn  wir  die  Determinante  entwickeln: 

se  Gleichung  sagt  aus,  dass  jedes  der  drei  Punktepaare  (p  =^  i), 
^  O,  %  =  0  zu  den  beiden  anderen  harmonisch  liegt.  Bilden  wir 
Jich  nach  einander  die  ersten  Ueberschiebungen  der  KornH'u 
p »  X  mit  dem  Ausdrucke  (20),  so  erhalten  wir,  da  die  erste  U(*l)er- 
ehvLXLg  einer  jeden  Form  mit  sich  selbst  verschwindet: 

^  Ueber  die  Bedingungen,  denen  eine  binäre  Form  6.  Ordnung  zu  j:fcnü;;on 
damit   aie  als   Covariante   T  einer  biquadratischon  Form  iiufgefaKst  werden 
Q,  Tj^L  Clebsch:  a.  a.  0.  p.  447,  und  CrcUe's  Journal,  13d.  67. 


»i 


Dritie  A^bÜi«ilUD|f, 


(»,  -  ^l)  ♦  -  {*,  SP)t  +  C^i  —  ^f^2)  X  '  (;i!;  V)|  =  <> 
(%  --  '^'a)  9  •  (9>i  *)i  +  f«i,  —  ^,)  Z  -  {»,  S^)i  ^  <* 

(»1  —  «»s)  flp  •  (Vj  x)i  +  (*W3  --  '»j)  i' '  (f^  i)i  =  '>; 

uuä  hieraiM  folgt  xiniachst,  dmg  Jede  der  Formen  ^,  ^%  ;]f  prt>im^_ 
M  zu  der  FnncimnaUieierminantf  da^  hdden  midrrrn.  Jede  M 
FnnetHmaldetermmauk'ii  äkllt  aber  die  beiden  üoppet[niiikte  cl^r  dur 
die  betvrfEencleü  zwei  Funktepaare  beatimraten  Involution  dar  (tj 
p.  21^}  QIkI  somit  haben  wir  den  Satz: 

JHe  $e^is  Punkte  T  ^  0  lassen  sich  dtr  Art  in  drei  Paare  emiktk 
da$g  jede$  Pam-  gteichzeidg  zu  den  beidcH  nndern  harmonheh  lk0\  orf( 
um$  4d$»dbe  ht,  dms  immer  dm  eine  Paar  die  Ihppeipwikte  der  dm 
die  beide»  ündrrcn  btüdmmhm  qumiratkchcn  inrnttititm  darauf eltt. 

Die  betraiilitetoii  sechs  Pirnktö  stehen  ferner  uuch  /.u  d<*m  geg 
benen  Piniktquadrupel  in  einer  wichtigen  Beziehung.  Aub  den  Gl 
1,(18)  ergibt  sieh  numlich: 


(21) 


r=2 


d.  b.  die  rorni  /  ist^    wenn   qp,   ^%   x  hekannt  sind,  in  /,vvei  qiiAil 
tisdie  Factoren  verlegt  und  zwar  auf  drei   vei'sehiedene   VVeiiefl: 
rieac  Punkte  von  f  sind  danji  dargestellt  durch  jedes  Paar  im  0! 
chongen:  —     ^  ^^  ^^ .^ 

(22)  ;^+<p  =  0,    z-9  =  0 

^««  diesen  kann  man  nun  die  Coordinaten  der  vier  Grundpunkie  raUOi 
berechnen;  und  damit  wäre  die  vollständige  Losung  der  Gleiebi 
vierten  Grades  f=0  gegeben,  worauf  wir  hier  jedoch  nicht  nil 
eingehen  wollen. 

Der  geometrische  Inhalt  dieser  Beziehung  der  Punktepaare  t 
7  =  0  zu  denen  von  /*  =  0  folgt  ebenfalls  aus  unseren  frfihfll 
Betrachtungen  über  quadratische  Involutionen.  Nach  denselben  üflg 
alle  Punktepaare  tf;  -{-  X(p  =  0  harmonisch  zu  dem  Paare ,  wda 
durch  das  Verschwinden  der  Functionaldeterminante  von  ^,  f  gegrfi 
ist,  also  zu 

Diese  Functionaldeterminante  aber  ist  nach  einem  soeben  bewteMi 
Satze   proportional   zu  der  dritten  Form  %]  und  also  li^^  das  da 
letztere  dargestellte  Punktepaare  harmonisch  zu  allen  Paaren  dtf 
volution   xj^  -^  X(p  ^=^  0,  und  insbesondere  daher  auch  zu  den  bei 
Paaren 
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naloges  gilt  für  die  anderu  Formen  (22),  und  somit  haben  wir 
!ii  Satz : 

Theilt  man  vier  gegebene  Punkte  auf  die  drei  möglichen  Arten  in 
M  Paare  und  sucht  jedesmal  das  zu  beiden  Paaren  harmonische  Punkte- 
Wf  so^nd  die  entstehenden  drei  Paare  auch  unter  einander  harmonisch. 
t  letzteren  werden  y  wenn  die  vier  Punkte  durch  das  Verschtvinden 
\er  biquadratischen  Form  f  gegeben  sind,  durch  das  Verschwinden 
r  Covariante  sechster  Ordnung  T  bestimmt.  —  Dieser  Satz  lehrt  uns 
}  Punkte  von  T  construiren,  wenn  die  von  f  gegeben  sind,  wie  man 
mittelbar  einsieht. 

Damit  sind  die  Covarianten  von  f  geometrisch  vollständig  iuter- 
itirt,  und  es  bleibt  uns  noch  übrig  die  geometrische  Bedeutung  der 
arianten  /,  j  aufzusuchen,  Ihr  Verschwinden  niuss  unseren  allgc- 
inen  Betrachtungen  zufolge  (p.  1!)7)  eine  Relation  für  das  Doppel- 
bältniss  der    vier    Punkte  /  =  0  ergeben ,   und    ebenso    muss    die 

)lute  Invariante  ^  mit  diesem  Doppelverhältnisse  in  enger  Bezie- 

g  stehen.  Das  letztere  (a)  ist  aber,  je  nachdem  wir  die  vier 
sbenen  Punkte  in  zwei  Paare  eintheilen,  durch  eine  der  folgenden 
chuugen  bestimmt  (vgl.  p.  217): 

D.;-^  («  —  \y  -  />^/>;'  («  +1)^  =  0 

Es  bedeuten  hier  i?, ,  D^j  D.^  bez.  die  Invarianten  der  quadraiischeu 
nen  t  -{-  %,  Z  +  9^;  9^  +  V';  A";  P^y  ^i  ^®^^-  ^^^  Invarianten 
Formen  ^  —  %,  Z  —  9??  9^  —  ^5  ^^^  ^i'?  ^V>  A  '^^2.  die  siniul- 
in  Invarianten  aus  je  einem  Paare  der  quadratischen  Formen  (22). 
L  den  Wurzeln  einer  jeden  dieser  Gleichungen  ist  die  eine  der 
proke  Werth  der  'andern ;  und  alle  sechs  Wurzeln  zusammen 
en  uns  daher  die  sechs  Werthe  des  aus  den  vier  Punkten  von  / 
bildenden  Doppel  Verhältnisses,  nämlich,  wenn  a  einer  dieser 
rUie  ist: 


^       1  —  _1_        "t:J         « 

ä^  ^y      i--«'      "«      »      a-l 


ch  Multiplication  der  Gleichungen  (23)  erhalten  wir  also  eine 
chuDg  sechster  Ordnung  für  dies  Doppelverhältuiss,  von  deren 
•zeln  sich  je  fünf  durch  eine  derselben  in  angegebener  Weise 
nicken,  und  bei  deren  Bildung  die  Formen  (p,  ty  x  ^^  symnietri- 

•   Weise    benutzt   sind.      Dieselbe   wird,    wenn    wir    ;    ~"   •.  =   '' 

(a  +  1)«  y 

d: 

A.,/^3  __  A,/>V/  +  A./y^'  -  A,y'  =  0, 


1--  -r.-rf-Kirir^s, 
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Dritte  Abtheflong. 


wo  zur  Abkflnang  gesetct  ist: 

m 

Die  Coeffidenten  dieser  Gleichmig  laaaen  neh  nun  rational  durch  t 
Inyarianten  i,  J  ausdrücken.  Wir  können  sie  nimlieh  ab  qrnunetriac 
Functionen  der  Grössen  m^,  m^»  m^  daistellen  und  somit  auch  i 
Functionen  der  Coef&cienien  der  Gleichung: 


(25) 


Q(x,  A)  — x3_.^.xiJ  ^Ip^O, 


als  deren  Wurzeln  ^  eben  —  «i|,  —  m^f  —  m^  g^eben  waren. 

Zunächst  führen  wir  erstere  Darstellung  aus.  Wir  sahen  ach 
früher,  dass  sich  die  erste  Ueberschiebung  zweier  dar  Formen  9,  t 
von  der  dritten  nur  um  einen  Zahlen&ctor  unterscheidet.  Letstei 
können  wir  durch  die  folgenden  Bildungen,  welche  sieh  ans  (18)  u 
(19)  ergeben,  bestimmen.    Es  ist: 


49>^(9>^)9,^ar 


^  +  SI,^ 


die. 


9«t 


=  (;;i,  —m,^T=2{p^i{jn^  —m 


dH      df 

Wf  —  W/|    i  (/A'i        ^JTj 

Hier  kann  man  auf  beiden  Seiteu  den  Factor  2 9^  fortlassen  u 
erhält  so,  wenn  man  die  analogen  Bildungen  für  die  beiden  ander 
UeberschiebuDgen  macht,  die  drei  Gleichungen: 

^  ix,  qp)i  =  (^'3  —  '''1)  * 

Andererseits  lässt  sich  (vgl.  p.  223)  das  Quadrat  jeder  der  links  stehe 
den  Uebersehiebuugen  durch  die  beiden  betreffenden  Formen  ai 
drücken:    Mau  erhält  z.  B.: 

(g),  ^0,^  =  -  i-  {<p*  (^',  t).  -2iptl;{q>,  ^),  +  t^  (qp,  q>\]  , 

oder  wegen  der  soeben  abgeleiteten  l{.elationen  und  mit  Hülfe  i 
Identität  (20): 

woraus  sich  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  g)',  ^»^  c 
Werthe  der  Invarianten  (g>,  (p)^,  (q),  ^\^  (ty  ^)2  ergeben.     Bildet  m 
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die  beiden  entsprechenden  Gleichungen  für  die  Quadrate  der  Ueber- 
schiebnngen  (^i',x)i>  CZ' f)!)  ^^  kommt  man  also  zu  den  folgenden 
Resultaten  : 

(gj,  9))j  =  ^  (fft,  -  ffjj)  («3  —  «,)  , 

(26j  (^.    ^fr)i  =  i  (»Jj  —  OTj)  (»J,  —  OTj)  , 

ix,  x)-i  =  i  («3  —  «i)  (»»2  -  »'.•«) . 
(27)  (««•,Z).  =  0,    (z,9)),  =  0,    {,p,t),  =  0. 

Die  letzten  drei  Gleichungen  ergeben  sich  auch  aus  dem  Satze,  dass 
jedes  der  drei  Punktepaare  (p,  ip,  %  ^^  ^^^  beiden  anderen  harmonisch 
liegL  Mittelst  dieser  Relationen  können  wir  nun  die  Invarianten  /) 
durch  die  Wurzeln  m,,  i7t2,  m^  darstellen.  Es  wird  nämlich*)  wegen 
des  Verschwindens  der  simultanen  Invarianten: 

J>t  =  K  =  (z,  z)2  +  (<)p,  9)2  =  -  i  (^3  -  »»1)' 

^3  —  V  =  (9>;  9>)2  +  (^;  ^02  =  -   2  (^1  -  ^2)*; 

und  wenn  wir  berücksichtigen,  dass  wegen  des  Fehlens  des  zweiten 
Gliedes  in  der  Gleichung  Q  (x,  Aj  =  0  die  Summe  der  Wurzeln 
«, ,  fn,,j  m-^^  verschwindet: 

d;  =  {i>,  i^\  -  (x,   z)2  =  ^  (^«2  —  ^3)  ^'1 

J>1  =  (Z;   Z)2  —  (9>>  9)2  =  I  (^;j  —  ^^i)  '^'2 

^3'  =  (9>,  9>)2  —  (*;  *)2  =  \  (^'1  —  ^''2)  '^3  • 

Die  Coefficienten  der  Gleichung  (24)  sind  mittelst  dieser  Ilelationcn 

als  symmetrische  Functionen   von    wi,,  m.^,  m^  dargestellt;    um    diese 

inn  weiter  durch  1  und  j  auszudrücken,  müssen  wir  uns  der  folgenden 

ff&Jeichungen  bedienen: 

f  Z  /w,      =  w,  +  m.,  +  ^h  =  ^^ 

21m^  m^  =  »ij  ;W2  +  »«2  ^'^j  +  %  ^^'1  =  ""  ', 

^1^2  ^3  =  fj  * 
Aus  ihnen   leitet  man  ferner  die  folgenden  Gleichungen  ab: 

2.'///,  '*        =  —  Sm^^m^  =  3  w,  ;w., w.{  =  > , 

•J  V^l.    Gleiehiing  (4),  p.  214,  worin  i    -  1  zu  ju*hiii<'n  ist. 


2m 

wo  zur  Alikflmii"- 


Dritic 


.^.  ■""  ^^,  je;i  Froductes  der  Diu 
>'  ^^.    Oassulbe  ist  bekanntlv 

«'''  "'^    ■*,,./(  Form  Q  (x,  A)  mir  um  ein« 


a,/»* 


i'A' 


l>ii'    t 


.t  f 


y^rem  Fattti  nach  Gleichung  iß)  [i.  21j 


f//^' 


,^'^'*' 


^.>""^"^-^Cf='-6/). 


jt^J 


>^ 


/t'J 


.^■ 


)^im,  -  %)-  K  -  '''iF  -  i  (/^  -  6/), 


**^'  ,  At'f  auigestidltea    llektioneu    und   der    Irleiclitini] 
.     j/iW^^'^'^'^u  fjnii  *»r  die  Cüi'fficienten   der  Glticbung    (24) 


»»)'  »»,'''V»'a* 


F    A3  =  6^f  0«,  —  tn^y  (Wj  -  w,)»  («3  —  m^y 

Setzen  wir  die  so   gefundenen    Werthe  in  die  Gleichung  (^4)  ein, 
geht  (Ueselbej  abgesehen  von  dem  Factor  ^\^  (/•'  —  6/')  Ober  in: 

8t  ;»V  -^\p'q  (:J  -/)  +  9jö^'  C'-'  +  3/)  -  i  9'  Ci»  -  &ß)  =  0, ' 
od«jr  anders  geordnet: 

II  Pq  i2pq  -  U'  -  9/»')  +  3/  (27/1»  +  27  p'^-y  +  g^./-'  +  y»)  «( 
wuruus  sich  der  Wecth  für  die  absolut«  Invariante  ergibt,  unmlicb; 
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CNlery  wenn  wir  statt  ^  wieder  das  Doppelverhältniss  a  einführen,  d.  li. 

—  =  , --,   ,7«  setzen: 

.28^  ''-24  ^^-«  +  «1^- 

Diese  (ileichung  stellt  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  dem 
r  JJoppelverhältnisse  der  Grundpunkte  von  /  und  der  absoluten  Inva- 
1^  riante  dar.  Sie  lllsst  uns  auch  die  Bedeutung  des  Verschwindens  der 
*'  InTarianten  /,  j  unmittelbar  erkennen.  Soll  nämlich  das  Doppelver- 
:  luUiniss  a  äquianharmonisch  werden,  so  muss  a*  —  «+1=0  sein, 
rd.  h.  der  Zähler  in  (28)  verschwinden.  Die  Bedingung  der  äquian- 
hmrmonischen  Lage  ist  also 

1  =  0. 

^Dieselbe  ist  ferner  nach  Gleichung  (16)  dadurch  charakterisirt,  dass 
^die  Hesse  scfie  Form  der  VLesse'schen  Form  von  f  mit  der  Grundform 
■f  identisch  ist.  Sollen  dagegen  die  vier  Punkte  f=i)  harmonisch 
^  80  wird  «  ==  —  1 ,  +2  oder  +  \,  und  in  allen  drei  Fällen 
^Tenchwindet  der  Nenner  in  (28).  Die  Bedingung  der  harmonischen 
]lXjage  ist  also 

tDer   Werth  des  Doppelverhältnisses  wird  endlich  gleich  der  Einheit, 
[wenn   zwei   der  vier  Grundpunkte  zusammenfallen.     Setzen  wir   also 

(28)  a  =  1 ,   so   folgt  als  Bedingung   dafür,  dass  die  biquadratische 

chung  /"==  0  eine  Doppelwurzel  habe: 

|3  _  6/  ==  0. 

Discriminante   R  der  cubischen  Form  Q  (x ,  A)  ist  daher  gleich- 
iüg  die  Discriminante  von  f  — 

Durch  das  Verschwinden  von  R  werden  die  vorstehenden  Betrach- 
Bgen  mehrfach  modificirt.     Es  möge  in  diesem  Falle  m.^  =  m^  wer- 
llen,  flagegen  f»,    und  m.2  noch  verschieden  sein;  dann  wird  zunächst: 

Fand  also: 


j 


Aus   (1«)   folgt    femer  ^  =  ;t,   und  aus  (20)  (p,  ^.).,  =  0;  es  ist  also 
p  sB=  i^  tlas  Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks  §,  und  es  wird: 

//  4-  m./=  H  —  •!  /•=  —  2g» 

Die    Identität    (,27)  (9,  V\,  =  0  geht  hier   üher  in  ((jpg)' =  0;  es  ver- 
KhwiBdet  also  ^,   wenn  man  .r,  =  g.,,  x,,  =  —  £,  setzt,  d.  h.  man  liat 


m 


persrh/edener  linearer   Ausdruck  ist;    denn    m  ll 


wo  q  em  voü 
naeh  {2G) 

<*p>  ^h  =  4  {m  inn)  -  (in)'}  =-  -  i  ÜnT 

==  (i?i,  **  m,^ft  also  uieht  =^  0  , 

Setzt  man  nun  die  augegeWneu  Werthe  von  i^n  m,   in  die  UIimcIi 
gen  (18)  eiH;  so  findet  uian; 


I 


r  = 


i'  (1^  -  n'y 


und  dies   gibt   den   Satz:     IFftm   R  pensch windet j  so  wird  dit^ 
faeior  |  tmi  f  bcslimml  durch  die  Glckhmi^  iH — jf^iVl   »^^  i 
sdbe  ist  auch  zwmfmher  Fmtor  pon  II  und  fünffacher  von  T. 

Diese  Bestimmung  der  Doppelwurzol  wird  aber  niusoriscb;  H 
neben  li  auch  *  yeisch windet;  dann  muss,  da  Ä  =  ^^^  (i*  —  6 
aadi/KuU  sein«  Dadurcli  wird  aber  Q  =^  k-^.  Die  drei  quadratiisi 
Vaetoren  von  7*  sind  also  unter  einander  identisch:  ^  ^  ^  ^  j|r ^ 
zwar  aUe  gleich  dem  Quadrate  eines  linearen  Ausdrucks  |;  denn 
(26)  folgt  {tp,  93)2  ^  0,  Femer  wird  nach  (18)^  da  w^  ^==  1/?;,  ^==  i«j^  ^ 
H  das  Biquadrat  dieses  linearen  Ausdrucks ^  und  T  proporiiona] 
der  sechsten  Potenz  desselben: 

Nun  ist  aber  nach  (15),  wenn  i  =  0,  auch  (/*,  ff)^=^0,  d.  h. 

unabhängig    von    den   x^    also    (c^y  ■=  0:    f  enthält   den    Facti 
Setzen  wir  demnach: 

/'  =  aj  =  i  .u,  (u  =  ccj) 
und  bilden  wieder  die  Form  (/",  H)2j  so  wird: 

also    auch    {a^Y  =  0;    und    eine    Fortsetzung    desselben    Verfah 
zeigt;  dass  wir  setzen  müssen: 

f=V>v^ 

wo  17  ein  von  §  verschiedener  linearer  Ausdruck  ist.    Umgekehrt  f< 
wenn  /  =  g-* .  ly  und  somit  H  =  —  i  (S^)  •  ^S  ^^^s  dann  immer  1 
j   verschwinden;   denn  wegen  iH — jf=i^^   muss  ^  s=:- 0    sein, 
dann  ergibt  sich  wegen  Ä  =  0  auch  /  =  0. 

tVenn  also  H  ein  Biquadrat  ist,  so  hat  man  1  =  0,  y  «»  0,  m 
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hai  einen  dreifachen  Factor;  so  wie  umgekehrt  im  tetzteren  Falle  immer 
H  ein  Biquadrat  und  i  =«  0,  >  =  ü  ist. 

Die  Bestimmung  der  Doppel wurzel  von  f  durch  die  Gleichung 
^  =  X  =  '^  — jf='  0  wird  aber  auch  illusorisch,  wenn  die  einzelnen 
CToefficienten  dieser  Gleichung  Null  sind,  fn  dem  Falle  verschwindet 
also   x  =  ^  identisch,  und  wir  haben : 

iH-jf=0,     T=0. 

Femer  gibt  die  erste  der  Gleichungen  (18): 

Ist  umgekehrt  f  das  Quadrat  einer  Form  zweiter  Ordnung:  /=  (or./')^, 
deren  Invariante  D  =  (a/S)*  ist,  so  wird  i  =  />*,  j  =  />•*  und  H  =  D  ,f\ 
also  haben  wir  den  Satz: 

Wenn  H  von  f  nur  um  einen  constnnten  Factor  verschieden  ist 
(iü  ^=*jf)j  dann  und  nur  dann  hat  f  zwei  verschiedene  Doppel factoren^ 
rf,  A.  ist  f  das  Quadrat  einer  quadratischen  Form. 

Dieser  Fall  ist  also  nicht  mehr,  wie  die  beiden  vorigen  durch  das 

YezBcIiwinden  von  Invarianten  zu  charakterisiren;   vielmehr  geschieht 

dies   durch  das  identische  Verschwinden  der  Covariante  ilf  —  j/'  (vgl. 

p.  174).     Dies  führt  auf  5  Gleichungen,  zwischen  den  5  Coefficienten 

Ton  /",  während  doch  das  Auftreten  zweier  Doppelwurzeln  nur  die  Be- 

[«timmang  von  2  Constanten  involvirt.     Wir  haben  also  zwar  eine  zu 

Zahl  von   Gleichungen;   aber  keine  von  ihnen  ist  überflüssig, 

1  vnd  ihr  Zusammenbestehen  wird  eben  nur  durch  die  erwähnte  Ausartung 

lanseres  Punktquadrupels  /'=0  ermöglicht.     Aehnliche  Vorkommnisse 

[verden    uns   später   bei    den  Kegelschnitten  und  den   Curven   dritter 

lung  wiederholt  begegnen ;  wir  heben  den  soeben  behandelten  Fall 

als  erstes  Beispiel  hervor.*)     (Vgl.  hierzu  auch  unten  p.  272,  f.) 

Endlich   kann  es  noch  eintreten,  dass   //  identisch  verschwindet, 

fitss  also  die  Gleichungen  bestehen: 

a^^a^  +  2  «,«3  —  3«./  =  0 , 
0,^4  —  a2a^  =  0 ,     «2^4  ""  ^3^  =  ^• 
|>Min  wird  «2  =  ^*.  «3  =  ^!>  ^'4  =  ^3;  ^n^': 

AJsdann   verschwinden  alle  Invarianten  und  Covarianten  von  /*,  indem 

•  'i    Der  Fall  einer  dreifachen  Wurzel  bei  einer  cubischen  Gleichung  (p.  2J8) 
M^K  allerdings  schon   ein  Beispiel  für  das  identische  Verucliwinclen  einer  Cova- 
ite    (A);    aber  dies  lieferte  gerade  so  viele  Bedingungsgleichuugcn  (niimlicli 
,),  als  durch  das  Auftreten  einer  dreifachen  Wurzel  gefordert  öind. 
Cl*bsob,  VorlMUDgen.  10 
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die  symbolische  Darstelluiig  in  die  wirkliche  fibergeht;  wir  haben  t 
Wenn  H  identisch  verschwindet^  so  ist  f  immer  das  Biquadrat  i 
linearen  Ausdrucks,  und  umgekeihrL  — 

Zu  den  vier  Punkten  /  und  den  covariauten  Panktgmppen 
selben  steht  die  Schaar  von  Panktqaadmpeln 

in  besonders  merkwardigen  Besiehougen.  Es  ergeben  sieh  dieael 
wenn  wir  die  Formen  H,  T,  i,  J  ffir  die  znsammengeeetste  Fnm 
vierter  Ordnung  •x/'-f- ^^  ebenso  bilden,  wie  dies  froher  f&r 
Form  /*  geschah«  Wir  wollen  diese  invarianten  Bildongen  bes.  d 
ffait  Tta,  f«!,  Jmi  bezeichnen.    Es  ist  dann,  nach  dem  Taylor'» 

wo  der  Definition  zufolge  (/,  /)^^=s  ff  ist,  mhrend  sich  die  U« 
Schiebungen   (/,  H)^,   (ff,  ff\  ans  den  Oleichnngen   (15)    und 
ergeben.    Durch  Einsetzen  der  dort  gefundenen  Werthe  erhalten 

Diese  Formel  können  wir  in  eine  elegantere  Gestalt  mit  Hülfe 

Function 

Q  (x,  A)  =  x3  -  i  xA2  ^  l  A3 
bringen;  es  wird  nrunlich: 

(29)  "'^-^{«t-ff:)- 

Die  Einführung  der  Function  Q  erleichtert  auch  die  Berechnung 
Tjtx ;  denn  diese  Form  ist  nach  (3)  als  die  Functionaldeterminante 
x/+  A//  und  Ifxx,  dividirt  durch  16,  definirt;  d.  h.  wir  haben: 

X  ^^  +  A  r^     ^  ^R  —  ^f.  L? 

y,      l  r.r|     '      '  r.r,        CJC\    C*         Ca't    cl 

"^  ~"  :\    in    ^  f  r     .    .  in      ?n  rQ  _  cf   fQ 

1  rj"!      rx, 

"■  8  .  Ifi    _  r  Ö     /Ö    "    il^      (  H    ' 

Dif  rraW  (lt»r  rechts  stellenden  Determinanten  hat  aber  den  W 
."iQ  IX.  AI,  die  andero  den  Werth  IG  (/,  //),  =  10  T,  und  also  ist 
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Diese  Gleichung  giebt  geometrisch  den  folgenden  Satz: 
Die  drei  quadratischen  Facioren  von  T  stehen  zu  allen  Quadrupeln 
der  Schaar  xf  -{-  XH  =  0  in  derselben  Beziehung y  wie  zu  dem  Qua- 
drupel /«SS  0.  D,  h,  die  Involution  vierter  Ordnung  x/''{-  Xff=0  Idsst 
sich  auf  drei  verschiedene  Arteti  in  zwei  projectivische  Involutionen  zweiter 
Ordnung  auflösen,  deren  Gruppen  einander  wechselseitig  entsprechen.  Je 
zwei  solche  projectivische  Involutionen  haben  immer  ein  Paar  der  Punkte 
7^0  gemeinsam;  das  zweite  dieser  Punktepaare  aber  bildet  für  die  eine, 
das  dritte  für  die  andere  dieser  Involutionen  die  beiden  Doppelelemente,  *) 


♦)  Bei  Betrachtang  der  drei  möglichen  Collineationen,  welche  die  vier  Punkte 
«•  6,  r,  d  einer  binären  biquadratischen  Form  in  einander  überführen,  insofern: 
{(tbcd)  projectivisch  zu  {bade) 
y,  n    (cd  ab) 

\  n  n    (dcba), 

L  encheinen  die  Punktepaare  von  T  bez.  als  die  Doppelelemente  dieser  Collinea- 
V  tiooen.  Man  gelangt  dadurch  für  die  Dai-stellung  auf  der  Kugel  (vgl.  die  An- 
merknn^en  auf  p.  173  und  p.  215)  zu  folgenden  Resultaten.  Die  drei  Punktepaare 
Ton  7*  kann  man  sich  durch  drei  zu  einander  rechtwinklige  Durchmesser  der 
Engel  ausgeschnitten  denken.  Sind  in  Bezug  auf  letztere  Xj  y,  z  die  Coordinaten 
eixes  Punktes  des  Quadrupels  x/'-f-^^^O,  so  sind  die  vier  Punkte  des  Qua- 
dropelB  dnreh  das  Schema 

X         y         i 
X    — y     —  z 

—  X         y     —  2 

—  X     —  y  z 

daLTgeatellL     Es  sind  die  Ecken  eines  symmetrischen  Tetraeders,  dessen  gegen- 
flberstehende  Seiten  von  den  Axen  des  Coordinatensystems  halbirt  werden.    EintMu 
jeden  Qnadrupel  der  Schaar  ist  ein  anderes  zugeordnet,  dessen  Punkte  conjugirt 
imaginäx  zu  denen  des  ersteren  sind.    Dieselben  haben  dann  die  Coordinaten 

X  y  —  : 

X  —  y         z 

—  X  y         z 

—  X  —  //  —  z  .  — 

Die  auf  drei  Weisen  mögliche  Zerlegung  von  %f-\-XU  in  zwei  quadratische 
nvolutionen  wird  geometrisch  übersichtlich,  wenn  man  als  Träger  des  binären 
J^Terthgebiet-es  statt  der  Geraden  einen  Kegelschnitt  zu  Grunde  legt  (vgl.  Hesse: 
^\^Y  Vorlesungen  ans  der  analytischen  Geometrie;  Leipzig,  1866).  Führt  man 
la  dem  Zwecke  die  drei  quadratischen  Factoren  (p,  iA,  x  ^^^  '^  ^^  teniäre  Va- 
-iatble  ein,  so  ist  die  Gleichung  des  Kegelsclmittes  durch  (20)  gegeben.  Die  6 
Punkte  von  T  werden  also  durch  die  Seiten  eines  Polardreiccks  ausgeschnitten. 
Benutzt  man  zwei  dieser  Seiten  als  Doppelelemente  einer  Strahleninvolution ,  so 
icbneiden  je  zwei  zusammengehörige  Strahlen  dieser  Involution  nach  (21)  auf 
dem  Kegelachnitte  eine  Form  des  Büschels  x/*+  A//aus.  Der  verschiedeneu  He- 
nntzung  der  drei  Ecken  des  Polardreiecks  entspricht  die  dreifache  Zerlegung  des 
Büacbels  in  quadratische  Involutionen.  —  Aehnliches  gilt  auf  der  Kugel. 

16* 


*»*^'*r^r:-7T! 
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Durch  Vergleichung  der  CoSfficienten  von  Ifl,  kP,  l*  in  (33)  finden 
wir  schliesslich: 

und  also: 

(34)  /.a  -  -  3  Afl  -  /x»  +  2>x  A  +  J  1» 

(35)  y,,=  _3öfi=>x'+J«U+^-«i«  +  (5-^)i». 

Diese  Invarianten  haben  fär  die  zusammengesetste  Function  xf-^Xff 
dieselbe  Bedeutung,  wie  i,  j  für  die  Form  /.    Ihr  Verschwinden  gibt 

Gleichungen  bez.  vom  zweiten  und  dritten  Orade  in  j,  und  folglich 

haben  wir  den  Satz: 

Es  gibt  in  der  Invoiuiion  xf-\'  XH'^O  zwei  Punktquadrupel  mh 
äquianharmotmchem  wid  drei  Quadntpel  mit  harmonischem  üoppelver^ 
hältnisse. 

Im  Allgemeinen  dagegen  ist  das  Doppelverl^tniss  a  eines  sol* 

chen  Quadrupels  gegeben  durch  die  Gleichung  sechsten  Grades   in  ^: 

'**'  =94  (1- a4-aV 


Es  gibt  daher  in  der  hwolution  x/+  XH==0  sechs  Punkt  quadrupel  mit 
gegebenem  Doppelverhältnisse. 

Soll  letzteres  gleich  der  Einheit  sein,   d.  h.   das  Quadrupel  einea 
Doppelpunkt  enthalten,  so  muss 

werden.  Diesen  Ausdruck  können  wir  mit  Hülfe  der  Form  Rsi  •» 
iV  ('^  —  ^ß\  der  Discriminante  von  /,  leicht  durch  i  und  /  darstelleu. 
Zwischen  den  Formen  Q,  A,  (),  Ä  besteht  nämb'ch  die  Identität 
(vgl.  p.  223): 

und  hieraus  folgt  wegen  (34)  und  (35): 

(36)  i,x'  -  &jn{'  =  [ß  (x,  A)]2  (,-3  -  6/) . 

Hier  steht  links  die  Discriminante  von  x/^-  XH\  dieselbe  kann  wegen 
<le8  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  im  Allgemeinen,  d.  h.  so  lange 
//  %,  0,  nur  verschwinden,  wenn  Q  ix.  A)  =  0  ist.  Die  letztere  61d- 
chung  bestimmt  aber  die  Punktepaare  von  7  =  0,  und  somit  folgt: 
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Unier  den  Quadrupeln  der  Involution  x/+  ^H  =0  kommt ^  ausser 
den  doppeil  zählenden  Punktepaaren  von  r  =  0,  kemes  vor^  für  welches 
zwei  Punkte  zusammenfallen. 

Es  sei  schliesslich  noch  erwähnt ^  dass  man  die  biquadratischc 
Form  /  auf  eine  kanonische  Form,  in  der  nur  noch  die  Quadrate  der 
Veränderlichen  vorkommen^  bringen  kann,  wenn  man  die  linearen 
Factoren  einer  der  quadratischen  Formen  9^  ^;  ;|^  als  neue  Variable 
einführt.  Da  jedes  der  letztere  darstellenden  Punktepaare  zu  den 
beiden  anderen  harmouisch  liegt^  so  können  wir  z.  B.  setzen 

In   der   That  erhalten   wir  alsdann  wegen  der  Gleichungen  (21)  für  / 
die  folgende  kanonische  Darstellung: 

Hierin   kommt  eine  absolute  Constaute   -  vor,  und  dieselbe  ist  dadurch, 

dass  man  die  gegebene  Form  für  /  verlangt,  völlig  bestimmt,  soweit 
es  die  Gleichberechtigung  der  Functionen  q>j^,x  erlaubt;  und  zwar 
wird  sich  zeigen,  dass  sie  bei  derselben  Form  /  6  verschiedene  Werthe 
annehmen  kann.  Der  Werth  dieser  Constanten  ist  daher  charakteri- 
stisch für  die  biquadratische  Form,  und  man  kann  nur  solche  Formen 
der  Art  linear  in  einander  überfuhren,  für  welche  diese  Constante 
einen  von  6  zusammengehörigen  Werthen  hat.  Es  erhellt  hieraus, 
]ass  letztere  mit  der  absoluten  Invariante  von  f  in  enger  Beziehung 
rieht,  wie  wir  auch  sofort  erkennen  werden.  Die  Invarianten  und 
>>varianten  von  /  erhalten  für  die  kanonische  Darstellung  die  fol- 
rende  Gestalt.  Es  wird,  wenn  wir  die  neuen  Bildungen  durch  beige- 
«tzte  obere  Striche  bezeichnen,  und  wenn  r  die  Substitutionsdeter- 
ainan tc  (gi?)  bedeutet: 

//  =  r-^H'  =  (g1?)^  {2pq  {V  +»?*)  +  2  (p''  -  'dq'^f  g'^V^}  ' 

T  =  r^ r  =  {Inf  .  4 gl?  (§2  +  n^)  (g*^  -  ri^) 

\us   diesen   (Jleichungen  folgt  für  die  absoluta?  Invariante: 

|3  _  2  (p^  +  3  q^)^ 

wodurch    der    Zusammenhang  derselben,  sowie,    nach    (28),    der   des 
Doppelverhältnisses  mit  der  Constanten  '^    gegeben    ist.     Wir   haben 
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eine    Gleichung    sechsten    Grades  fOr  - ,   die  sich  jedoch  auf  eine 

_t 
cubische  für  ^  reducirt.     D^n  drei  Wurzeln  für  den  letateren  Ani- 
r 

druck  entspricht  der  Umstand,  dass  man  die  Formen  q>,  i^f  t  ^^i^SA- 
massig  zur  Herstellung  der   kanonischen  Form   benutzen   kann.    Zi 

jeder  Wurzel  -  gehört  femer  eine  andere  —  -;  und  zwar  ftthrt  uf 

die  letztere  die  Einführung  von  /—  l£i}  statt  einer  der  qnadrattsciiei 
Formen,  wenn  die  erstere  der  Einführung  von  gq  entspricht. 

Das  angewandte  Verfahren  zur  Bestimmung  von  p«  fi^«  der  Co^  ' 
ficienten  der  transformirten  Form  ist  überhaupt  von  Nutzen,  w«iii 
man  eine  als  möglich  erkannte  kanonische  Darstellung  nur  in  der 
Endform  angeben  will,  ohne  dabei  auf  die  linearen  Substitotiona^- 
chungen  zu  achten,  welche  die  Transformation  selbst  leisten.  In  eiiMB 
solchen  Falle  braucht  man  nur  die  absoluten  Invarianten  der  Fon 
aus  den  Coefficienten  ihrer  kanonischen  Darstellung  zu  bilden,  voi 
erhält  so  unmittelbar  Gleichungen  zur  Bestimmung  dieser  GoSf&eies- 

ten,  ebenso  wie  wir  oben  die  Gleichung  sechsten  Grades  für  -  «rf-.; 

stellten.  — 

An  die  Theorie  der  biquadratischen  Formen  würde  sich  natoigi- 
mäss  die  der  Formen  fünfter  und  höherer  Ordnung  anschliessea. 
Wir  werden  auf  dieselbe  jedoch  nicht  eingehen,  zumal  da  wir  sie  fOr  die 
späteren  geometrisch -algebraischen  Untersuchungen  nicht  nöthig  haben. 
Zur  Orientirung  in  den  betreffenden  Theorien  erwähnen  wir  nur  dM 
Folgende.  Soweit  man  auf  die  Theorie  der  höheren  Formen  bisher 
näher  eingegangen  ist,  verfolgt  man  dabei  wesentlich  andere  Gesichts- 
punkte und  bedient  sich  demgemäss  anderer  Methoden,  als  wir  ei 
bisher  gethan  haben.  Während  wir  nämlich  nach  solchen  invariaih 
ten  Bildungen  fragten,  aus  denen  sich  alle  anderen  nach  des 
Gordan'schen  Satze  rational  und  ganz  zusammensetzen  lassen,  kaai. 
man  sich  auch  die  Aufgabe  stellen,  ein  System  von  Formen  anzugebei^ 
durch  welche  alle  anderen  nur  rational  darstellbar  sind.*)  Zu  einem  sol- ' 
chen  Systeme  von  ,,associirten  Formcn^^  gelangt  man  am  einfachsten,  ' 
indem  man  zwei  lineare  Covarianten  einer  Form  als  neue  Variable  j 
einführt;  die  Coefficienten  der  neuen  Form  sind  dann  Invarianten  der 


♦)  Die  in  dieser  Richtung  liegenden  Fragen  wurden  zuerst  von  Hermitc ; 
{Cambridge  and  Dublin^  matli.  Journal  1864  und  Crelle's  Journal,  Bd.  52)iiaii 
Brioschi  (Annali  di  matem.  t.  I)  aufgeworfen  und  behandelt.  Vgl.  die  weiten 
Entwicklung  der  Theorie  in  dem  erwähnten  Werke  von  Clebach,  sowie  eia«] 
Aufsatz  von  01eb»ch  und  Gordan:  Annali  di  matemat.,  Bd.  I,  2.  Serie,  iMIr 
und  Gundel fingen  Crelle's  Journal,  Bd.  74. 
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egebenen  und  es  tritt  eine  Potenz  der  Substitutionsdeterminante;  also 
Qch  eine  luYariante ,  in  den  Nenner.  Bei  Formen  gerader  Ordnung 
nstiren  jedoch  keine  lineare  Govarianten;  man  bedient  sich  in  diesem 
'alle  der  Polaren  von  anderen  Covarianten  in  Bezug  auf  einen  varia- 
eln  Punkt  y.  Sind  nämlich  zwei  der  letzteren  durch  g? ,  ip  bezeichnet, 
0  setzt  man 

iid  hierdurch  werden  die  alten  Veränderlichen  y^ ,  y^  durch  die  neuen 
,  1?  ausgedrückt,  welche  für  y  =  x  in  Covarianten  der  gegebenen 
onn  f  übergehen.  Man  wird  so  auf  die  folgende  „typische  Darslelhmg 
«/"  gefahrt;  es  ist: 

f  (yi ;  ^2)  = Ji ; 

)  nun  D^  y^o,  A^^  ,  .  ,  An  Covarianten  von  f  sind;  und  zwar  ist  D 
}  Substitutionsdeterminante,  d.  h.  in  unserem  Falle  die  Functional- 
terminante  der  Formen  9?  und  ^.  Ist  nun  TT  (y, ,  y^ '  '^o »  ^1  •  •  •  ^«) 
16  Covariante  von  /*,  wo  ö^,  «i  .  .  .  ün  die  Coefficienten  von  /  be- 
uten, so  wird  durch  unsere  Substitution: 

n  (y,,  va;  «Ol  «2  •••««)  =  TT  (g,  1?,  ~j,  ^; . . .  -;) , 

d  wenn  wir  hierin  y  =  x  setzen,  nach  dem  Satze  von  den  homo 
aen  Functionen: 

c  .  TT  (y,,  yo»  «0;  «i  •••««)•  ^  =  TT  (9,  ^,  Aq,  A^  .  .  .  A„)  , 

c  ein  Zahlenfactor  ist.  Eine  jede  Covariante  von  f  ist  daher 
rch  die  n  -}-  4  Covarianten  D,  A^,  ^, ,  .  ,  ,  A„,  9 ,  ^  rational  dar- 
Ilbar.  Die  letzteren  sind  jedoch  nicht  von  einander  unabhängig, 
idem  sie  lassen  sich  noch  auf  eine  niedrigere  Anzahl  reduciren. 
ir  haben  nämlich  früher  hervorgehoben  (p.  222),  dass  eine  binäre 
rm  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Covarianten  haben  kann; 
rch  dieselben  müssen  sich  alle  anderen,  wenn  auch  irrational,  aus- 
Icken  lassen.  Femer  hat  eine  Form  n*^'  Ordnung  im  Allgemeinen 
-  3  absolute  Invarianten,  denn  mittelst  einer  linearen  Transforma- 
a  können  wir  bei  passender  Wahl  der  vier  Substitutiouscoefficienten 
ner  vier  von  den  w  +  1  Coefficienten  einer  Form  n*^^  Ordnung 
timmte   Werthe   annehmen   lassen;   und  es  bleiben  also  nur  ?i  — 3 

die  Form  charakteristische  Zahten  oder  absolute  Invarianten.  Jede 
selben  muss  der  Quotient  zweier  Invarianten  sein,  und  um  n  —  3 
he  Quotienten  bilden   zu    können   haben   wir   n  —  2   Invarianten 
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ngehender  beschäftigen  müssen,  insbesondere  um  uns  über  die  geo- 
etrische  Bedeutung  derselben  völlig  klar  zu  werden. 

Bei  den  binären  Formen  erkannten  wir,  dass  die  lineare  Trans- 
irmation;  welche  zunächst  eine  Veränderung  der  Coordinatengrund- 
inkte  repräsentirte,  auch  als  der  allgemeinste  analytische  Ausdruck  für 
€  projectivische  Beziehung  zweier  Punktreihen  oder  Strablbüschel 
i%e&88t  werden  kann.  Dem  entsprechend  lässt  auch  die  lineare 
nmsformation  im  temären  Gebiete  eine  doppelte  Interpretation  zu: 
e  kann  einmal  —  und  so  haben  wir  sie  bisher  allein  betrachtet  — 
8  Coordinatentransformation  angesehen  werden,  dann  aber  auch  — 
id  diese  Auffassung  entspricht  der  geometrischen  Begrifi^bildung  der 
LTariantentheorie  in  höherem  Masse  —  als  Beziehung  der  Punkte 
reier  verschiedener  Ebenen  auf  einander,  sei  es  dass  dieselben  ge- 
ennt  oder  mit  einander  vereinigt  liegen. 

Denken  wir  uns  die  beiden  Ebenen  zunächst  vereinigt  liegend 
nendlich  benachbart)  und  die  Punkte  derselben  auf  dasselbe  Coordi- 
itendreieck  bezogen.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Punkte 
t  einen  Ebene  mit  x,  die  der  anderen  mit  y,  so  wird  durch  die 
mren  üleichungen  (^,vt  nicht  nothwendig  gleich  aui): 

)  Py2  =  ^21^1  +  ^22^2  +  ^23^3 

Qy-i  =  ^31^1   +  0^32^2  +  ^33^*3 

nuiig  eine  Jineare  Verwandtschaft^^  oder  y,Collmeaiion'^  zwischen 
üen  Ebenen  begründet*),  dass  jedem  Punkte  x  der  einen  Ebene 
ft  Punkt  y  (Bildpunkt  von  x)  der  anderen  Ebene  entspricht.  Es  ist 
aees  Yerhältniss  im  Allgemeinen  nicht  unmittelbar  umkehrbar;  einem 
Ulkte  y  entspricht  nicht  wieder  derselbe  Punkt  o:,  sondern  der  ihm  zu- 
ibSrige  Punkt  der  ersten  Ebene  bestimmt  sich  durch  Auflösung  der 
leichangen  (1),  vorausgesetzt,  dass  ihre  Determinante  nicht  verschwin- 
iki  mittelst  der  Formeln: 

ÖX^  =  ^11^1  +  ^12^2  +   ^13^3 
0  ^^2  =  ^21^1   +  ^^22^2  +  ^232/3 

öx^  =  >^3,y,  +  A^^y^  +  43J^3  f 
D  die  Aik  in  bekannter  Weise  die  aus  den  Oik  gebildeten  zweiglie- 
3gen  Determinanten  bedeuten.  Die  Formeln  sind  also  dieselben  wie 
ie  der  Coordinatentransformation  (vgl.  p.  69);  aber  während  dort 
feBelbe  Punkt  auf  zwei  Coordinatensysteme  bezogen  wurde,  sind  hier 
wi  verschiedene  Punkte  auf  dasselbe  System  bezogen. 

•)  Die  Collineationen  sind  zuerst  eingehend  behandelt  von  Mob  ins:  liary- 
■trischer  Calcul.  Leipzig  1827,  p.  266  fF. ,  dann  von  Magnus:  Aufgaben  und 
Inätze  aus  der  analytischen  Geometrie,  Berlin  1833.  Vgl.  auch  Chasles: 
ier9u  historique  etc.,  Note  4. 
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Durchlauft  einer  dieser  Punkte  eine  Curve  f  {x^ ,  x^  ^  x^)  =^ 
durchlaoft  sein  Bildpunkt  eine  andere  ^(^u  ^2?  ^3)  "^ '^  ^^  ^ 
durch  die  Gleichuagen  (2)  entsteht.  Da  letztere  linear  sind^  sc 
der  Satz: 

Einer  algebraischen  Curve  enHprichi  hei  einer  linearen  Ver 
Schaft  immer  eirw  andere  von  flerndhen  Orilnung. 

Beide  Curven  werden  nun  gewisse  Eigenschafteo  mit  eij 
gemein,  haben,  die  eben  durch  CoUineationen  überhaupt  nn^eni 
sind;  und  zwar  mtlBäen  dios  dieselben  Eigenschaften  sein,  welcl 
früher  durch  ihre  Unabhängigkeit  vom  Coordiuatensyateme  cha 
risirten^  denn  Coordinatentransformation  und  lineare  Verwand! 
sind  ja  nur  verschiedene  Äuffas^siiugen  für  dieselbe  algebraische 
ration.  Diese  Eigenschaften  werden  daher  durch  das  Verhalti 
zu  der  temaren  Farm  f  {x^ ,  x^^  x^  gehörigen  Invarianten*)  ange| 
und  somit  haben  wir  für  letztere  selbst  einen  neuen  und  wicl 
Oesiehtspunkt  gewonnen ,  dessen  volle  geometrische  Bedeutun 
Folgenden  entwickelt  werden  wird. 

Betrachten  wir  zunächst  eine  gerade  Linie  mit  den  Goordina 

so  entspricht  derselben  in  der  Bildebene  eine  von  Punkten  y  < 
laufene  Gerade,  deren  Coordinaten  v  ebenso  wie  bei  der  Coordii 
transformation  durch  die  transponirte  Substitution  von  (1)  ge 
sind^  d.  i.  durch  die  Gleichungen: 

(4)  HUi=  auVi  +  «21^2  +  ^3i t^s  . 

Diese  Gleichungen  haben  dieselbe  Form,  wie  die  für  Punktcoordi 
bestehenden;  es  gilt  daher  der  Satz^  welcher  übrigens  auch 
directe  Folge  des  allgemeine^  Dualitätsprincips  ist: 

Zwei  durch  Collineation  einander  entsprechende  Curven  sim 
gleicher  Klasse, 

Drücken  wir  einen  Punkt   der  Geraden    u   mittelst    eines 
meters  k  durch  zwei  feste  Punkte   «,  h  derselben  aus,  so  habei 
bekanntlich 

0Xi  =  üi  +  khi ; 

seien  ferner  «,  ^  die  den  Punkten  a,  h  entsprechenden  Bilde 
wird  die  von  y  auf  v  durchlaufene  Punktreihe  gegeben  durch 

wo 


*)  Solche  Eigenschaften  können  statt  durch  das  Verschwinden  von  Invai 
auch  durch  identisches  Verschwinden  von  Covarianten  angezeigt  werden, 
wir  bei  den  binären  Formen  Beispiele  hatten  (vgl.  p.  241).  Wir  gehen  I 
weiter  unten  näher  ein  (p.  272,  f.). 
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Q€Ci  =  anüi  +  öjsflg  +  ^»8  «3 
Qßi=  anhi  +  «Ä*2  +  ^'^^3  . 

In  beiden  Gleichungen  kommt  aber  derselbe  Parameter  k  vor,  und 
mit  folgt: 

IFenn  ein  Punkt  eine  Punktreihe  durchläuft,  so  beschreibt  der  ent- 
rechende  Punkt  eine  ihr  projectivische  Punktreihe;  und  Analoges  gilt 
r  StrahlbtlscheL 

An  diesen  Satz  knüpft  sich  unmittelbar  die  Beantwortung  der 
dl  sonaehst  aufdrangenden  Frage:  wie  construirt  man  zu  einem  ge- 
ebenen  Punkte  den  Bildpunkt?  Dieselbe  wird  durch  eine  rein  geo- 
wtrische  Bestimmung  einer  Gollineation  ermöglicht;  welche  in  fol- 
eodem  Satze  ausgesprochen  ist: 

Ordnet  man  vier  Punkten^  von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie 
tgeHy  bez,  vier  andere  zu^  von  denen  ebenfalls  keine  drei  in  gerader 
kne  liegen  y  so  ist  dadurch  die  lineare  Vertvandtschafi  völlig  bestimmte 
I  der  That  kann  man,  wenn  die  Gleichungen 

ir  vier  Punkte^  o;®,  x\  x",  x"  und  für  die  vier  entsprechenden  y^,  tj\ 
,  tf"  bestehen  sollen,  die  Coefficienten  «.vt  eindeutig  bestimmen;  denn 
m  hat  für  sie  12  lineare  Gleichungen  mit  13  homogen  vorkommen- 
a  Unbekannten  (den  9  Grossen  «,*  und  4  Proportionalitätsfactoren 
9 7  9%  9'")-    ^^^  irgend  dreien  der  vier  Gleichungen: 

!echnen  wir  nämlich  die  Coefficienten  a,i,  an,  dr,^.  Anderseits  kann 
n  letztere  aus  je  dreien  dieser  Gleichungen  eliminiren  y  und  erhält 
hirch  bez.: 

ar  bedeuten  die  J(S^^  die  vier  aus  den  x  zusammengesetzten  Deter- 
üanten^  z.  B.  ist 

X\  Xn  Xn 


JP>: 


1 

ff  ff  I 

X|  X2  X3 

fff  fff 

X\  X»%  Xo 


selben  verschwinden  nicht;  weil  keine  drei  der  vier  Punkte  x  auf 
ader  Linie  gelegen  vorausgesetzt  sind.  Aus  den  drei  Gleichungen; 
che  sich  so  für  die  q  ergeben  {i  =  1,  2,  3),  iBnden  wir  für  die 
'haltnisse  derselben  folgende  Ausdrücke: 

die  Y  die  aus  den  y  zu  bildenden  Determinanten  sind,  also  z.  B.: 


f '••.«*/«"■ 
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r», 


Vi     Vi     y» 

Vi      92      Vi 

vi"  Vi"  y^ 

und  wo  m  einen  unbestimmt  bleibenden  Factor  bedeutet.  Aus  (8) 
werden  somit  die  Verhältnisse  der  (»,  aus  (5)  dann  die  der  a«  bend> 
net;  und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen.*) 

Vorausgesetzt  nun,  dass  vier  Punkte  der  einen  Ebene  ab  vir 
Punkten  der  andern  bez.  entsprechend  gegeben  sind,  so  construirt  bh 
zu  jedem  f&nften  Punkte  afl^  den  ihm  entsprechenden  Punkt  ^  m 
folgender  Weise.  Nach  einem  soeben  bewiesenen  Satze  ist  das  BüsM 
der  vier  von  x^  nach  x\  x'%  x\  q(P^  gehenden  Strahlen  zu  dem  vm 
y®  nach  y ,  y\  y"\  y^\  und  das  der  Strahlen  von  x  nach  a:*,  x\  x*^, iP^ 
zu  dem  von  y  nach  y^,  y'",  y*\  y^^^  projectivisch.  Man  kann  (Um| 
nadh  bekannten  Sätzen  die  Strahlen  y^y^^  und  yy^^^  constmireSi  q 
dass  y(^  selbst  als  Schnitt  beider  bestimmt  ist  Diese  Consinii 
tion  wird  in  der  That,  ebenso  wie  die  Rechnung^  nur  dann 
ausführbar,  wenn  drei  der  Punkte  x  oder  drei  der  Punkte  y 
gerader  Linie  liegen. 

Tritt  jedoch  dieser  zunächst  ausgeschlossene  Fall  ein,  so 
wir  dadurch  zu  dem  Begriffe  der  sogenannten  CenfyralpenpecüH  | 
führt.  Die  dabei  vorkommenden  Besonderheiten  entsprechen  gewiM| 
massen  denjenigen ;  welche  wir  im  binären  Gebiete  bei  der  penpsfl 
vischen  Lage  zweier  projectivischen  Punktreihen  und  Strahlbüschel  Im 
vorgehoben  haben.  Wir  wollen  dieselben  in  den  folgenden  Ueberlegl 
gen  um  so  mehr  näher  erörtern,  als  wir  sehen  werden,  dass  man 
jede  Collineatiou  aus  diesem  besondern  Falle  hervorgegangen  denken 

Die   linearen    Gleichungen    (1)    oder   (2)    beziehen   sich   aaf 


*)  Die  Bestimmung  einer  Collineation  durch  vier  Punkte  und  die  ihnea 
geordneten  kann  man  auch  in  folgender  Weise  einsehen.    Der  Verbind) 
zweier  Punkte  in  E^  entspricht  jedenfalls  die  Verbindungslinie  der  eni 
den  Punkte  in  E^^  und  dem  Schnittpunkte  zweier  Geraden  in  E^  der  Schnil 
der  entsprechenden  Geraden  in  E^.    Verbinden  wir  nun  die  vier  in  iS,  gegel 
Punkte  unter  einander,  so  bestimmen  die  C»  Verbindungslinien   3  neue 
deren   zugehörige   in   ^2  durch   die    eutsprechende    Construction   sofort  g«g>k( 
sind.    Verbinden  wir  die  3  neuen  Punkte  in  A',  wieder  unter  einander  und  i 
den  4  ursprünglich  gegebenen^   und   setzen  diese  Construction  beliebig  foitf 
erhalten  wir  immer  neue  Punkte  in  £, ,    deren   entsprechende   in    £,  sofoit 
geben  sind.    Schliesslich  wird  die  ganze  Ebene  Ex  mit  einem  Netze  von 
vielen    Geraden    bedeckt,   und   zwar   lilsst  sich   zeigen,    dass   man  durch 
gesetzte  Verdichtung  des  Netzes  jedem  Punkte  von  Ex  beliebig  nahe 
kann.    Denkt  man  sich  nun  gleichzeitig  das  entsprechende  Netz  in  E^  conKtl 
so  ist  durch  diese  Netze  die  gegenseitige  Zuordnung  der  einzelnen  Punkte  In 
Ebenen  festgelegt;   und  also  die   CoUhuntion  völlig  bestimmt.    Vgl.  hierüber 
bius,  a.  a.  0.  p.  273.  1 
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ges  Coordinatendreieck ;  bei  Aenderung  desselben  werden  ihre 
ienten  immer  andere  Werthe  annehmen.  Legen  wir  z.  B.  ein 
inkliges  Coordinatensystem  zu  Grunde^  so  werden  sie  (wenn 
eselben  Coefficienten  der  Einfachheit  wegen  beibehalten)  von 
^rm: 

p  .  l  =  a^^x  +  a^^y  +  «.^3 

'^ll«  +  ^«y  +  «88  '  «81^  +  ÖSty  +  «88  ' 

Dgekehrt: 

A,,X+Anr+A^ 
eichung 

n  die  einer  geraden  Linie ^  deren  Punkte  den  unendlich  fernen 
n  des  Bildes  (X  =  (X),  F=oo)  entsprechen  und  ebenso  sind 
okte  der  Geraden 

-^31  ^    1     -^32  ^  "1     -^33  ""^  ^ 

der  der  unendlich  fernen  Punkte  der  ersten  Ebene  (x  =  cx>, 
).    In  der  That  müssen  wir  ja  überhaupt  die  unendlich  fernen 

der  Ebene  als  auf  einer  Geraden  gelegen  annehmen    (vergl. 

aus  einer  solchen  kann  aber  durch  CoUineation  nur  wieder 
&rade  werden, 
e  erwähnten  beiden  geraden  Linien  wer- 

Fluchtimien  hezeichnet;    durch  eine    be-      ^ 
i  Lage  derselben  gegen  einander  können   -^''  t-^ 

Q  die  Centralperspective  charakterisiren : 
Dllen  uns  die  eine  der  beiden  unendlich 

Bbenen  {E  und  E')  —  ohne  beide  von  ein-        |  ^  a' 

;u  entfernen  —  so  gegen  die  andere  ge- 
enken;  dass  die  beiden  Fluchtlinien  ein- 
parallel werden.  Alsdann  entspricht  der 
rh  ferne  Schnittpunkt  P  der  beiden  Flucht-        \  /,       |/2 

und  f  sich  selbst;  denn,  insofern  er 
jgt,  muss  ihm  ein  unendlich  ferner  Punkt 
ne  E\  insofern  er  auf  /'  liegt,  ein  solcher 
me  E  entsprechen,  und  dies  kann  nur 
lüg  eintreten,  wenn  er  mit  dem  ihm  Z* 
leten  zusammenfallt.  Einem  beliebigen 
Punkte  A  auf  f  entspricht  dagegen  ein 


Fig.  33. 
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unendlich  femer  Punkt  in  E',  der  durch  die  von  A  nach  ihm  fahrende 
RichtuDg  a  gegeben  ist  (vgl.  Fig.  ^);  diesem  unendlich  fernen  Pdnkfa^ 
betrachtet  als  Punkt  von  E,  entspricht  wieder  ein  auf  f  gäegemi 
Punkt  A\  so  dass  seine  Verbindungslinie  a'  mit  diesem  an  a  pinlU  ] 
wird.  Gehen  wir  ebenso  von  einem  Punkte  B  auf  /  aus,  so 
wir  in  derselben  Weise  zu  einem  Punkte  B'  auf  /'  geführt,  so  im 
zwei  parallele  bez.  von  B  und  B'  ausgehende  Linien  b  und  b'  den 
endlich  fernen  Punkt  bestimmen  ^  welcher  zu  B  und  B'  in 
Beziehung  steht.  Durch  ParallelverBchiebung  der  beideii  Ebenen  { 
einander,  können  wir  es  nun  insbesondere  so  einrichten,  dass  bet.  dal 
Linien  a  und  a,  b  und  b'  zusammenfallen*)  und  so  durch  ihren  Sdoitt} 
punkt  0  einen  dann  besonders  ausgezeichneten  Ponkt  bestimmen;  aif| 
zwar  ist  dies  auf  zwei  Weisen  möglich,  da  wir  die  eine  Ebene  in 
noch  um  180^  drehen  können,  ohne  das  Resultat  zu  findem. 
Fluchtlinien  bleiben  dabei  einander  parallel  und  andern  nur 
gegenseitigen  Abstand. 

Die  Beziehung,  in  welche  die  Ebenen  nunmehr  gebracht 
ist  es,  welche  als  die  perspeciivische  Lage  der  ebenen  Systeme 
wird;    der  Punkt  0  heisst  das  Centrum  der'  Perspecüpitdi  oder 
Coiiineation.    Dieser  Punkt  ist  in  der  Weise  ausgezeichnet,  dass 
nur  die  Strahlen  a  und  b  mit  ihren  entsprechenden  Strahlen  «', 
zusammenfallen,  sondern   dass  Jeder   durch  ihn  gehende  SlraU 
selbst  entspricht.    Es   folgt   dies  unmittelbar  daraus,  dass  ausser 


Dil 


Fig.  34. 


Strahlen  Oy  b  auch  die 
bindimgslinie  von  0  mit 
unendlich  fernen  Punkte 
der  Fluchtlinien  mit  ihrem  < 
sprechenden  Strahle  zd 
menföUt,  und  sonach  die  1 
durch  0  gehenden,  ein 
projectivischen  Strahlbfl 
der  Ebenen  E  und  E' 
zusammenfallen  mflssen  (v| 
p.  44).  Bei  dieser  per 
sehen  Lage  können  wir 
zu  einem  beliebigen  Ponktei 
in  E  gehörigen  Punkt  Ä 
E'  sehr  einfach  cons 
Letzterer  nämlich  muss 
nächst  auf  der  Linie  ^Olie 


*)  Dass  dies  in  der  That  immer  möglich  ist,  ergibt  sich  auch  aus  dett  f 
gendeu  analytischen  Entwicklungen. 
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dieselbe  mit  A'O  zasammenfällt.  Auf  diesem  Strahle  sind  dann 
d  projeetivisehe  Punktreihen  in  perspectivischer  Lage  bestimmt, 
r  eine  Doppelpunkt  derselben  fällt  in  das  CoUineationscentrum  0 
;1.  Fig.  34);  femer  entspricht  dem  unendlich  fernen  Punkte  der 
en  Reihe  der  Schnittpunkt  F'  von  AO  mit  /',  und  dem  Schnitt- 
akte F  von  AO  mit  /*  der  unendlich  ferne  Punkt,  insofern  er  der 
lern  Reihe  angehört;  durch  diese  Zuordnung  ist  die  Projectivitiit 
tgelegi  Der  zweite  Doppelpunkt  0'  ist  ebenso  weit  von  dem 
hnittpmikte  mit  der  Fluchtlinie  F'  entfernt,  wie  0  von  dem  mit  /*; 
der  That  ist  nämlich  das  Doppelverhältniss  dieses  Punktes  mit  den 
ä  erwähnten  Punkten  der  einen  Reihe  gleich  dem  Doppelverhältnisse 
t  den  drei  entsprechenden  der  andern ,  nämlich 

n 

OO n 

n  -{-  m  n  -\-  m  ' 

>  n  die  Entfernung  FF^,  m  die  Entfernung  FÖ  =  F'O'  bezeichnet. 
JT  Punkt  0\  und  ebenso  jeder  Punkt  der  durch  ö'  zu  den  Flucht - 
ien  gezogenen  Parallele  entspricht  daher  sich  selbst.  Diese  Paral- 
B  wird  als  Collineationsaxe  (c  in  Fig.  34)  bezeichnet.  Wir  haben 
im  die  Sätze: 
Bei  der  perspectivischen  Lage  coUinear  verwandter  Systeme 

spricht  jeder  Strahl  durch  das  \  entspricht  jeder  Punkt  auf  der  Col- 
lineationscentrum  sich  selbst.  \  lineationsaxe  sich  selbst. 

*■  Punkte  der  Ebene  werden  also  in  diesem  Falle  durch  die  Trans- 
mation  auf  den  durch  0  gehenden  Strahlen  verschoben^  und  die  Linien 
'  Ebene  um  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Collineationsaxe  gedreht.  Mit 
Ife  dieser  Sätze  können  wir  nun  die  verlangte  Construction  des  dem 
okte  A  entsprechenden  Punktes  A'  auch  ohne  Benutzung  der 
ichtlinien  ausführen,  vorausgesetzt,  dass  Centrum  (0)  und  Axe  (c) 
'  Collineation,  sowie  zwei  entsprechende  Punkte  {B,  B')  (deren 
rbindnngslinie  durch  0  geht)  oder  zwei  entsprechende  Gerade 
ren  Schnittlinie  auf  der  Äxe  liegt)  gegeben  sind.  Es  müssen 
nhch  auch  die  Verbindungslinien  von  B  und  A,  B'  und  A\  als 
ander  entsprechend,  sich  auf  der  Axe  schneiden.*)  Verbinden  wir 
ler  den  Schnittpunkt  (5)  der  Linie  und  der  Axe  mit  B'y  so  wird 
Je  Verbindungslinie  von  dem  Strahle  0^  in  dem  gesuchten  Punkte 
geschnitten. 
Die  hier  betrachtete  perspectivische  Beziehung  gibt  eine  klare 
ichauung    über    die    durch    eine   lineare    Transformation    hervorge- 

*)  In  Fig.  34  ist  für  B  ein  Punkt  auf  f  und  also  für  B'  der  unendlich  ferne 

rt  Ton  OB  gewählt. 

lebscb,  Torlesangen.  17 
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brachten  Yerandenrngen  ebener  Figuren  überhaopi  Es  gilt  niinM 
wie  bei  projectivischen  Pnnktreilien  und  Strahlbllseheln  der  fol- 
gende Satz: 

Zwei  coilineare  Systeme  können  durch  congryenie  OrUverdniermf 
des  einen  von  ihnen  immer  in  perspectivische  Lage  ffdnachi  werden. 

Zunächst  nämlich  ist  ersichtlich,  dass  wir  eine  projectivische  Be> 
Ziehung  zweier  Ebenen  auf  einander  durch  folgende  raumliche  Coa- 
struction  herstellen  können ,  Ton  der  wir  dann  unmittelbar  zur  p«^ 
spectivischen  Lage  zurückgefElhrt  werden.  Wir  beziehen  zwei  g^ij 
einander  im  Baume  geneigte  Ebenen  dadurch  auf  einander, 
sie  von  einem  Punkte  ausserhalb  derselben  betrachten,  d.  h.  dasivit: 
je  zwei  Punkte,  deren  Verbindungslinie  durch  einen  bestimmten,  wBr, 
kOrlich  gewählten  Punkt  (0)  des  Baumes  geht,  einander  entBpredMii| 
setzen.  In  der  That  sind  dann  entsprechende  Punktreihen  und  eil»; 
sprechende  Strahlbüschel  in  beiden  Ebenen  projectiTisch.  Man 
zeugt  sich  davon  sofort,  weim  man  durch  den  Punkt  0  eine  belielqp| 
Ebene  legt;  diese  schneidet  die  gegebenen  Ebenen  in  swei  I^iiMli|^ 
welche  unmittelbar  perspectivisch  auf  einander  bezogen  sind. 
wir  nun  die  beiden  gegebenen  Ebenen  allmählich  znsammanfiJlia,  i 
dem  wir  die  eine  um  ihre  Schnittlinie  mit  der  andern  drehen,  so 
letztere  Gerade  in  die  Collineationsaze  über  und  der  Punkt  0  filtt^ 
die  eine  Ebene  hinein:  er  gibt  das  Collineationscentmm.  Die 
ebenen  Systeme  befinden  sich  somit  in  perspectiviscber  Lage,  üi 
oben  aufgestellter  Satz  ist  also  bewiesen,  sobald  wir  noch 
dass  durcb  die  angegebene  räumliche  Construction  die  allgemein 
coilineare  Verwandtschaft  erhalten  werden  kann. 

Letzteres  ergibt  sich  nun  folgendermassen.    Wir  können  imi 
in  jeder  der  Ebenen  Ey  E'  zwei  entsprechende  Punktreihen  angdfll 
welche  einander  congruent  sind.    Setzen  wir  nämlich  die  Transfi 
tionsgleichungen  in  der  Form  voraus: 

X  =  ^ii^ +  gtty +  ^13  _.  f< 

SO   muss  für  ein   Punktepaar  einer  solchen  Geraden  und  fQr  das  i 
sprechende  Paar  der  andern  Ebene  die  Gleichung: 

(^'-^y + (y'-y)'= (.v'_.v)^+ (r  -  ry=(^  -  ^J  +  (-^  -^ 

bestehen.     Nehmen  wir  nun  die  Punkte  a;,  y  und  x\  y   auf  einer 
der  Geraden  C  =  i)  (der  einen  Fluchtlinie)  parallelen  Geraden  an,  d. 
setzen  wir: 
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halten  -irir  die  Relation  : 

liese  ist  fOr: 

x'  —  X  ^=^r  cos  « ,     y  —  y  =  r  sin  a 
NUT  erfüllt,  wenn  wir 

U^  =  (ffll  cos  a  +  «12  S^  ")^  +  (^21  ^^^  "  +  ^22  ^^^  ")^ 

en,  und  zwar  unabhängig  von  dem  Werthe  von  r.  Es  gibt 
'  in  jeder  Ebene  zwei  Gerade,  parallel  und  symmetrisch  zur 
läinie  gelegen,  deren  Punktreihen  mit  denen  der  entsprechenden 
len  congruent  sind.  Bei  obiger  Construction  sind  nun  die 
3n  nur  so  gegen  einander  gelegt,  dass  diese  beiden  Geraden  in 
chnittlinie  der  Ebenen  zusammenfallen,  und  dass  je  zwei  einan- 
ntsprechende  Punkte  derselben  über  einander  liegen.  Um  die 
mdtschaft  der  beiden  ebenen  Punktsysteme  durch  Zuordnung  von 
Punkten  festzulegen,  können  wir  daher,  ohne  eine  Specialisirung 
lursaehen,  zwei  Punktepaare  auf  der  Schnittlinie  der  Ebene  E  und 
nehmen,  während  die  beiden  anderen  beliebig,  aber  in  einer 
1  Ebene*),  liegen  mögen.  Die  Verbindungslinien  entsprechender 
e  der  letzteren  Paare  bestimmen  dann  den  festien  Punkt  0,  und 
jeder  andere  von  ihm  ausgehende  Strahl  die  Ebenen  EE*  in 
echenden  Punkten  trifiFl,  ersieht  man  leicht  aus  der  Gleichheit 
Q  der  so  construirten  Figur  auftretenden  Doppelverhältnisse, 
man  insbesondere  durch  0  eine  Parallelebene  zu  der  einen  Ebene, 
meidet  dieselbe  in  der  andern  die  Fluchtlinie  derselben  aus. 
erkennt  hieraus,  dass  bei  allmahligem  Nähern  der  beiden  Ebenen 
bllineationscentrum  0  in  einen  Punkt  fällt,  der  von  der  einen 
Üinie  ebensoweit  entfernt  ist,  wie  die  CoUineationsaxe,  die 
ilinie  der  beiden  Ebenen,  von  der  andern.  Diese  Strecke  {ni) 
lie  gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Fluchtlinien  (w)  sind 
für  die  perspectivische  Lage  besonders  charakteristisch,  &ie  be- 
71  dieselbe  geradezu  vollständig. 

1  der  That  lassen  sich  auch  die  Coefficienten  unserer  Transfor- 
isgleichungen  (7)  durch  diese  Grössen  w,  n  ausdrücken;  wir 
len,  um  dies  zu  erkennen,  nur  das  Coordinatensystem  passend 
;en.  Der  Anfangspunkt  falle  mit  dem  Colh'neationscentrum  zu- 
!n,  und  die  F-Axe  laufe  zu  den  Fluchtlinien  parallel.  Die 
ung  der  einen  Fluchtlinie  C  =  0  wird  dann 

Ties  ist  nöthig,  da  die  Verbindungslinie  des  Paares  in  E  die  Schnittlinie 
ind  f^  in  einem  Punkte  schneidet,  der  mit  seinem  entsprechenden  ver- 
egt  und    der  daher  ebenso  durch  die  Verbindungslinie  des  Paares  in  E' 
werden  muss. 

17* 
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X  —  III  —  n  «bO. 

Femer  rnoss  der  Punkt  x,  y  mit  dem  Punkte  JC,  Y  anf  einer  donA 
den  Anfangspunkt  gehenden  Greraden  liegen;  wir  haben  abo 

Xi  Y ^^x  :y, 
and  die  Transformationsgleichungen  nehmen  daher  die  Form  an: 


X^ 


9^ 


_M 


X  —  m  -^  n 

Für  j;  BS  oo,  y  <=  oo   muss  die  Gleichung  der  anderen   Flnckliinie 
resultiren,  d.  h.  X  =  —  m  werden.  Es  ist  daher 

zu  setzen.    Führen  wir  noch  eine  neue  Constante  tf  «-  m  -j-  n  ein»  m 
erhalten  wir  die  Collineaiion  bei  perspediviseher  Lage  in 
Weise  dargesielU  durch  die  Gleichungen: 

X  —  ff'  m  —  0 

Auf  diese  Form  müssen  sich  nach  dem  Yoiiiergehenden  die  Ol 
gen  für  jede  lineare  Verwandtschaft;  durch  Einf&hrong  nener^ 
winkliger  Coordinaten,  d.  i.  durch  Drehung  und  Yersdiiebang  I 
lassen.  Um  die  betreffenden  Umformungen  durchzuführen,  gehen 
von  den  Gleichungen  (7)  aus.  Wir  verschieben  die  Ebene  der  X,  F^\ 
indem  wir  dem  früher  mit  dem  der  andern  Ebene  vereinigten  Coor-1 
dinatensysteme  die  Verschiebungen  p,  q  und  die  Drehung  tp  ertheüo^/ 
Der  zu  X,  y  gehörige  Punkt  (früher  X^  Y)  erhält  dann  die  Coonfrj 
naten  X\   Y',  und  zwar  ist: 

^'  =  /?  -f  A"  cos  9  —  F  sin  9 

Y'  =  q  -\'  X  sin  9  +  ^  ^^^  9. 

Es  gilt  jetzt,  j9;  9;  9  so  zu  bestimmen ,  dass  die  Bedingung 
dass  ein  Punkt  A",  Y'  mit  einem  Punkte  o;,  y  zusammenfallt,  auf  ( 
lineare  Gleichung  in  x,  y  führt,  die  dann  die  Collineationsaxe  da^| 
stellt.     Setzen  wir  also  die   Werthe  der  X^  Y  aus  (7)  in  die  le 
Gleichungen  ein,  so  müssen  für  X'  =^  x,  Y  =  y  die  entstehenden  < 
chungen  (r  sei  Proportionalitätsfactor) : 

T  {x  —  p)  =  KjO:  +  a^^y  +  «,3)  cos  9  -  (a^^x  +  a^y  +  fl„)  si 
^  (y  —  9)  =  Ki^  +  ^12^  +  ör,3)  sin  9  +  KjO:  +  a„y  +  a^  emf 

T  =     «31^  +  0^32^  +  ^33 

sich  sämmtlich  auf  die  eine  Gleichung 
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xa;  +  Ay+  1  =  0 
redaciren.     Zunächst  haben  wir  daher: 

«33  —  «  '  «3S  —  T    ' 

WO  sich  nun  r  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  durch  üoefRcienten- 
yergleichung  bestimmt.    Man  findet: 

<r||  C08  qp  —  o^i  sin  <p  —  T  /Ig,  a^  sin  9?  +  //ji  cos  q>  a^i 

ffif  C08  9  —  i7f,  sin  qp  ogg'     </|2  sin  «p  -j-  ^'t2  ^^^  9^  —  ^        ^n  ' 

oder,  wenn  man  die  Unterdeterminanten 

-^13  =  ^32^21   —  ^22  ^31  '       ^23  =  ^ai  ^12  —  ^11^32 

einführt: 

i4,3  sin  q>  +  -^i.i  c^s  9  =  —  ta^j., 

//,3  cos  9  +  ^^23  Si^   9  =  ^^31  • 

FOr  den  Werth  von  r  hat  man  also: 


die  Grossen  p,  g,  g>  ergeben  sich  dann  linear;  es  gibt  also  zwei 
Arten,  die  perspectivische  Lage  hervorzurufen,  wie  wir  auch  schon 
vorhin  rein  geometrisch  erkannten  (p.  256). 

£b  liegt  nahe,  auch  bei  der  allgemeinen  Collineation  nach  solchen 

[Pimkten  zu  fragen,  welche  mit  ihren  entsprechenden  zusammenfallen. 

[Wir  finden  die  Coordinaten  derselben  aus  den  Gleichungen 

Q'Ji  =  OnXi  +  a^x^  +  r/,3.r;j , 
wenn  wir  yi^^^Xi  setzen,  wodurch  wir  erhalten: 

(fl„     —    P)    Xi    +  tty^X^    +  (ly^X^    =    0 

(8)  «21«!   +  («22    -   9)  ^2  +  «2.V'**3  =  <^ 

«31  ^'l  +  «32^2  +  («2.<  —  Q)  ^'3  =  ^  5 

«nd  die  Elimination  der  x  ergibt  die  für  q  cubische  Gleichung: 

\^\\  —  Q  «12  «13 

<9)  A(p)  =  ;         «2,  «22  —  P  «23        1  =  0. 

^^  «31  «;J2  «33  -  Q  I 

y»t  AUgememcn  gibt  es  daher  drei  Punk(r,  weiche  mit  ihren  zuge- 
'  köngefi  zusammenfallen.  Ebenso  muss  es  auch  drei  sich  selbst  entspre- 
l  diende  Gerade  gehen;  es  sind  oflenbar  die  Verbindungslinien  der  drei 
^  Punkte,  da  die  Linien,  welche  entsprechende  Punkte  verbinden,  auch 
r  entsprechende  sind.  Das  so  bestimmte  Dreieck  bildet  ein  besonders 
*  einfaches  Coordinatensystem  für  die  Transformation.     Da   unter  Zu- 

r 
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gnindelegung  desselben  der  Linie  Xi  -»  0  die  Linie  y;  •>-■  0  enteprickl^ 
so  mQssen  die  Gleichungen  (1)  dann  die  vereinfieuAte  Form  annehmen: 

(10)  pyj  —  «2«, 

Man  kann  sich  dieselben  aus  (1)  entstanden  denken,  indem  man  jene 
Gleichungen  mit  u^y  v^y  tfj  multiplicirt  und  addirt: 

(11)  Q  O^i^i  +  ^iVi  +  Ws^s)  —  ^^ikViXk  , 

und  dann  die  u  so  bestimmt^  dass  der  lineare  Ansdnick   links  dem 
rechts  proportional  wird;  also: 

Die  Uk  sind  dann  die  Coordinaten  einer  sich  selbst  entsprechende^^ 
Geraden ;  und  die  Elimination  derselben  aus  den  leisten  OleichQngen 
fahrt  für  a  auf  die  cubische  Gleichung  (9).  Die  Gleichung  (11) 
wandelt  sich  in  (t/^  ='«'1^1  +  ^23:2  +  v^^^):  . 

d.  h.  in  eine  der  Gleichungen  (10).    Man  sieht  also,  dass  «i,  a^,  s^ 
die  Wurzeln  jener  cuöischen  Gleichung  sind. 

Die  drei  so  ausgezeichneten  Punkte  sind  im  Allgemeinen 
einander  verschieden*);  und  nur  dann  ist  das  Dreieck  derselben  ni- 
dieser  Weise  einzuführen.  Rücken  zwei  der  Punkte  einander  uneirf- 
lich  nahe,  oder,  was  dasselbe  ist,  hat  die  Gleichung  (9)  zwei  gleiche 
Wurzeln,  so  wird  kein  eigentliches  Dreieck  mehr  gebildet,  und 
kann  die  Transformation  nicht  mehr  in  der  Gestalt  (10)  darstelle!» 
Dagegen  ist  dies  noch  möglich,  wenn  eine  unendliche  Zahl  von  PoidE- 
ten  cxistirt,  die  alle  mit  ihren  entsprechenden  zusammenfallen,  wie 
bei  der  perspecti vischen  Lage  der  Fall  war;  und  zwar  tritt  dies  ei^ 
wenn  alle  Unterdeterminanten  A,/,  der  Determinante  (9)  verschwindea, 
Denn  die  Coordinaten  der  drei  Punkte^  jj^enügen  nach  (8)  den  Be» 
lationen : 

.r,  rx,  :^-3  =  A,,  :  A,,  :  Ajj 

=  A,i  :  A22  :  Aj, 

=  A31  :  A.{.2  :  A33 ; 
ein  solcher  Punkt  wird  also  in  der  That  unbestimmt,   wenn   für  eil» 

*)   Zwei  <]crHclben    küuiion   auch   imaginär  werden.     Ks  tritt  dies   z.  B, 
bei  den  Transformationen,   durch  welclie  eine  Drehung  der  Ebene   in  sich  ■ 
einen  ihrer  Punkte  djirc^estellt  wird.     In  diesem  Falle  lallen  zwei  der  Pnnkte  1 
die  imaginären  Kreispunkte,  der  dritte  ist  das  Rotationscentrum;  ebenso  siods« 
der  Geraden  imaginär,  die  dritte  fällt  in  die  unendlich  ferne  Gerade. 


r 
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Wurzel  von  (9)  alle  A.a  Null  werden.     Diese  Wurzel  ist  dann  aber 
Doppelwnrzel  der  Gleichung  A  (q)  *=  0,  denn  es  wird  auch 

||  =  -p(A„+A,,  +  A,3)  =  0. 

Bezeichnen  wir  diese  Doppelwurzel  durch  ö,  so  können  sich  also  bei 
der  perspeetivischen  Lage^  vorausgesetzt,  dass  A  ((>)  =  0  nicht  eine 
^  dreifache  Wurzel  habe*),  die  Gleichungen  (8)  nur  um  einen  coustanten 
Factor  unterscheiden;  d.  h.  wir  können  die  neun  Coefficientcn  üik  der 
Trafisformation  in  der  folgenden  Weise  durch  sechs  Grössen  ausdrücken  : 

«12  =  ^2ß\  «22  =  «2/^2  +  ^  «32  =  «?^3 

«13  =  «3/*!  «23  =  «3^2  «33  =  «3^  +  ^ 

Unsere  Gleichungen  (1)  nehmen  dadurch  die  einfachere  Form  an: 
(12)  Qyt  =  6Xi  +  ßi  {cc^x^  +  a^.x\  +  a.^x^) , 

und  die  cubische  Gleichung  geht  über  in: 

flßl  —  iQ-^  ^'ißl  «3/^1 

o^ißi  «2^        a3/'3~((>-<y) 

■     Wir   erhalten  also  in  der  That  die  Doppelwurzel  q=  a  und  die  ein- 
fache Wurzel 

P  =  <^  +  «l/5l  +  «2/'2  +  «3/^3- 

Die  erstere  gibt  uns  die  Gleichung  der  Collineationsaxc : 

a,a;i  + «20^2  +  a.^x,,=.0, 
die  andere  die  Coardinaten  des  Collineationscentrums : 

x^  l  X2I  x^  =  Pi  •  P2  •  P3  • 
Die  Gleichung  dieses  Punktes  ergibt  sich  ebenso,  wie  die  der  Axe  aus 
(12),   wenn  wir  die  CoUineationsgleichungen  für  Liniencoordinaten  auf- 
stellen ;  denn  diese  werden: 

(  13)  QUi  =  iSVi  +  cci  {ß^v^  +  ß.^v^  +  /Jgi;.;). 

Aus  (12)  folgt  femer  durch  Elimination  von  q,  0  und  «j,: 


Vi 

Vi 

ya 

x^ 

.Tj 

Xz 

■A 

ß. 

ß:. 

und  ebenso  aus  (13)  durch  Elimination  von  q,  o',  v^: 


*)  Eine  i'oUfltandige  Behandlung   der  verschiedeneu  liier  auitreteudeu  Mög- 
liehkeiteD  findet  sich  in  der  letzten  Abtheilung  dieser  Vorlesungen. 
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w,       ?/..      W3 

i'i       r.»      v.^    =  0, 

«1      «:;      «3 ! 

wodurch  wieder  die  früher  schon  bewiesenen  Sätze  gegeben  sind,  im 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  durch  das  Collineationscen- 
truiu  gehen,  und  entsprechende  Gerade  sich  auf  der  CoUineationsaxe 
schneiden. 

Legen  wir  nun  zwei  Ecken  des  Coordinatensystems  auf  die  Axe,   ; 
die  dritte  in  das  Centrum  der  CoUineation^  so  erhalten  wir  die  Trans- 
formation in  der  kanonischen  Form: 

Ql/i  =  i^*^i ;     Q!/i  =  ^^2 }     QVa  ==  <^^3 

welche  sich  von  der  obigen  Form  nur  dadurch  unterscheidety  dass  dort 
die  unendlich  ferne  Gerade  ^itatt  der  CoUineationsaxe  als  dritte  Coor- 
dinatenseite  benutzt  wurde. 

Auf  andere  Besonderheiten,  welche  bei  den  linearen  Verwandt- 
schaften eintreten  können,  werden  wir  später  von  anderem  Gesichth 
punkte  aus  zurückkommen.  Wir  gedenken  hier  nur  noch  mit  einiges 
Worten  der  sogenannten  duaUstiscUen  Verwandtschaften  oder  Transfür- 
tjtalionen,  von  denen  wir  in  der  durch  einen  Kegelschnitt  begrQndeteo 
Polarreciprocität  einen  speciellen  Fall  kennen  gelernt  haben.*  Eine 
solche  Verwandtschaft  wird  vermittelt  durch  die  Gleichungen: 

QU,  =  ff,i  :i\  -f-  (ti.  X2  +  am  a*3 , 
oder  aufgelöst :  (Sj\  =-  ./,.  ?/,  +  //./ 1/^  +  A^i  ?/j ; 

<if'  ordnet  al.^o  jedem  Punkte  eine  Gerade,  jeder  Geraden  einen  Punkt 
zu  und  kann  somit  als  algebraischer  Ausdruck  für  das  allgemein« 
Dualitätsprincip  betrachtet  werden.  Besonders  ausgezeichnet  sind 
dabei  zwei  Kegelschnitte: 

2J Oik  X.  xt,  ^---  <  >     und     -1'./,/.  u,  u/,  =  0 , 

//(•;  rint:  als  Ort  der  Putihlr,  weiche  auf  den  ihnen  entsprecliendtn 
Geriulen  lier/ru,  der  andere  als  umhü^t  von  diesen  Geraden.  Beide 
('urv«Mi  sind  mit  einander  identisch  für  aik  =  aki^  und  dann  ist 
2,'./,/ //,?//.=  0  di<'  Liniencoordinatengleichung  von  2.' flr,^  .r,  jt/;  =  ": 
In  üir>.rm  Fallr  tjeJil  also  die  dualistische  Vertvandt Schaft  in  die  Polar* 
rer.jtrociiät  in  Itezufj  auf  den  Ketjehchnitt  2Ia,kXiXK  =0  über.  — 
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VIL   Die  ternären  Formen  im  Allgemeinen. 

Bevor  wir  zu  allgemeinen  Sätzen  über  temäre  Formen  übergehen, 
iducken  wir  einige  Bemerkungen  über  die  Natur  der  bei  ihnen  auf- 
tretenden Bildungen  voraus.  Weiterhin  wird  uns  hauptsächlich  die 
symbolische  Darstellung  derselben  und  die  aus  dieser  fiiessende  lieber- 
kngang  der  Resultate  der  binären  Formentheorie  auf  das  ternäre 
Gebiet  beschäftigen. 

Betrachten  wir  zunächst  eine  lineare  Form: 

■0  stellt  dieselbe  bekanntlich  gleich  Null  gesetzt  eine  gerade  Linie 
tr;  und  die  t/,-  sind  die  Coordinaten  dieser  Geraden,  Dies  werden  wir 
iedoch  gemäss  dem  Dualitätsprincip  besser  dahin  aussprechen^  dass  die 
Uleichung: 

"1^1  +  «'2^'2+   «^3^3  =  0 

be  Bedingung  für  die  vereinigte  Lagt  des  Punktes  x  und  der  Geraden  ii 
U  (vgL  p.  69).  Schon  hieraus  ersehen  wir^  dass  unsere  lineare  Form 
Be  Invarianteneigenschaft  haben  muss ;  denn  wir  haben  gesehen^  dass 
Be  vereinigte  Lage  von  Punkt  und  Gerade  durch  eine  Collineatiou 
Bebt  zerstört  werden  kann.  Sei  nun  eine  solche  gegeben  durch  die 
lleichungen : 
I)  QÄi  =  aaXi  +  tti^Xi  -f-  aiviX-i , 

>  werden  die  entsprechenden  Gleichungen  für  Liniencoordinaten 
rgl.  p.  68): 

!)  iSUi  =  «li-  Ui  +  «21  ^2  +  «3i  Uz . 

Durch  Benutzung  dieser  Relationen  und  unter  Anwendung  des 
Fnltiplicationstheorems  der  Determinanten  erkennt  man  zunächst^  dass 
ie  Determinante 

j  ^1   y\   ^i  j 

X2      ^2       ^2 

!  ^3       ^3       ^3 

ie  Invarianteneigenschaft  hat,  ebenso  wie  bei  den  binären  Formen 
!e  zweigliedrige  Determinante  (xy).  Wir  haben  nämlich,  wenn  F,  Z 
6  Coordinaten  der  Punkte  sind,  in  welche  y,  z  vermöge  der  Glei- 
ningen  (1)  übergehen,  unmittelbar: 


Xs 

Y^ 

2x 

a.i 

«12 

«13  j 

i^l 

y\ 

^li 

Q' 

X, 

y^ 

Z, 

—  laj, 

«22 

«23 

.\x. 

Vi 

^■21, 

'^3 

y. 

z. 

las. 

«32 

«33 

'^3 

^3 

1 

^3, 
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oder  wenn  wir  die  aus  den  x,  y,  z  gebildete  Determinante  kurz  durch 
(.ryr);  die  Substitutionsdeterminante  der  atk  durch  r .  9'  bezeichnen: 

(3)  {ÄFZ)  =  r(xyz). 

Die  Coordinaten  einer  Geraden  sind  nun  proportional  zu  den  zwei- 
gliedrigen Uuterdeterminanten  irgend  zweier  auf  ihr  gelegener  Punkte; 
und  die  dabei  auftretenden  Proportionalitätsfactoren  wollen  wir  in  der 
Folge  immer  so  bestimmt  denken,  dass  der  Ausdruck  Ux  X^  +  Ü2  -V,  +  l\X^ 
ohne  Factor  in  w, a-,  +  il^x.^  +  1/3 0:3  überffehi.    D.  h.  wir  setzen: 

rU^  =  F.^Z.^  —  -^3^2 ;  ^^  =  ^32^3  —  2^3-2  ^ 
r(/2=  -^a^i  —  ^^1^37  ^2  =  ^3^1  ~  yi^3> 
r  Ur,  =  I\  Z,  —  }\Z^  ,         w.,  —  yj  Zj  —  y^z^  5 

und  dadurch  erhalten  wir  also  in  abgekürzter  Schreibweise: 

(4)  Ux  =  Kr 

Diesen  Ausdruck  u,r  wollen  wir  in  der  Folge,  da  er  nur  t« 
Punkt-  und  Liniencoordinaten  abhängt,  ohne  sonst  noch  Coefiicieiitai 
zu  enthalten,  als  iden fische  Covariante  bezeichnen. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  geometrischen  Gebilde,  welche  durch  du 
Auftreten  der  Liniencoordinaten  im  ternären  Gebiete  bedingt  i^ 
nöthigt  uns,  auch  den  Kreis  der  invarianten  Bildungen  entsprechet 
zu  erweitern.  Während  nämlich  bei  den  binären  Formen  nur  In«- 
rianten  und  Covarianten  auftreten,  haben  wir  bei  drei  homogene« 
Veränderlichen  die  folgendt'n  Kla^ssen  von  Functionen  mit  der  Inn- 
riantencigenschaft : 

1.  Jnvurianlen,  Dieselben  hängen  nur  von  den  Coefticienten  der 
Grundform  (oder  bei  simultanen  Systemen,  der  Grundformen)  »^ 
und  geben  durch  ihr  Verschwinden  besondere  Eigenschato 
des  durch  die  (Grundform  dargestellten  Gebildes  (Curve). 

2,  Covarianten .  Dieselben  enthalten  ausser  den  Coefficieutou  Jeri 
Grundforiu  noch  die  Coordinaten  eines  Punktes,  oder  aui; 
mehrerer.  Im  ersten  Falle  geben  sie,  gleich  Null  gesetzt,  die 
Gleichung  einer  ( -urve,  die  mit  der  Grundcurve  in  einer  inn- 
rianten  Beziehung  steht. 

^>.  Zuf/chörigc  Formen  oder  ('ontravarianten.  Sie  enthalten  ausser 
den  Coeflicieuten  der  Grundform  noch  Liniencoordinaten. 
Kommt  nur  eine  Keihe  von  diesen  vor,  so  stellen  sie,  gleidi 
Null  gesetzt,  eine  von  den  Linien  umhüllte  Curve  dar. 

4.  Zu^ischenformen.  Dieselben  enthalten  ausser  den  Coefficienten 
gleichzeitig  Punkt-  und  Liniencoordinaten.  Ist  von  jeder  All 
dieser  Veränderlichen  nur  eine  lleihe  vorhanden,  so  wird  durd 
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Nullsetzen  einer  Zwischenform  jedem  Punkte  x  der  Ebene  eine 
von  Linien  u  umhüllte  Curve,  jener  Linie  u  eine  von  Punkten  x 
beschriebene  Curve  zugeordnet.     Man  hat  diese  Gebilde  bisher 
nur  eingehender  betrachtet ^   veo  man^   ausgehend   von  Grund- 
formen mit  Punkt-  oder  Liniencoordinaten^  durch  co Variante  Bil- 
dungen auf  sie  geführt  wurde.     Es  ist  jedoch,    wenn  anders 
man  systematische  Vollständigkeit  erreichen    will,    von    diesen 
Zwischenformen  selbst  als  Grundformen  auszugehen.    Wir  wer- 
den hierauf  später  zurückkommen.*) 
Es  braucht  wohl  kaum  hervorgehoben  zu  werden,   dass  endlich 
jh   absolute    Invarianten*'^)   auftreten,    d.    h.    Functionen,    die   bei 
earen  Transformationen  völlig  ungeändert  bleiben,  und  die,  wie  bei 
i  binären  Formen,  durch  Quotienten  passender  Potenzen  von  Inva- 
iten  gegeben  werden  (p.  196).  —  Alle  diese  Bildungen  wollen  wir 
Folgenden  kurz  unter  dem  Ausdrucke  Functionalinvariante  zusam- 
ufassen.     Wir   theilen    dieselben    ein   nach    dem    ,yGrade^^   in    den 
ifficienten  der  Grundform,  nach  der  ,firdnung^^  in  den   Punktcoor- 
iten  und  nach  der  ^^Klasse'^  in  den  Liniencoordinaten. 
Es  drängt  sich  hier  naturgemäss  die   Frage   auf,  ob  es  möglich 
ganz   allgemein   die    formale    Gestalt    einer    solchen    invarianten 
long  zu   charakterisiren,   wie  uns  dies  ja  bei  den  Invarianten  und 
arianten  binärer  Formen  gelang.     Dies  ist  nun  in  der  That  er- 
hbar;  und  zwar  werden  wir  dazu  durch  Anwendung  ^iner  symbo- 
lien  ßezeichnungsweise  geführt,   welche   der  bei  zwei  homogenen 
iabeln   benutzten   ganz   analog   ist,    und    welche    daher  wohl  nur 
ir   kürzeren  Erörterung  bedarf.    Es  beruht  diese   Symbolik  darauf, 
I  wir  eine  ternäre  Form  n^^^  Ordnung  in  den   x  oder  u  durch  die 
Potenz  eines  linearen  Ausdrucks  ersetzen,  so  dass  dieselbe  in  der 

f  =  («1  ^X  +  «2*^2  +  ^3  ^3)"  =  «.^" 
iglich : 

heint.  Die  Functionalinvarianten  einer  Grundform  sind  dadurch, 
bei  den  binären  Formen,  auf  diejenigen  linearer  Formen  zurück- 
hren.     Von    einem    symbolischen    Ausdrucke    ö^"    einer    solchen 


*i  Vgl.  die  letzte  Abtheilung  des  vorliegenden  Bandes. 
*!  f>ie  Zahl  derselben  für  eine  Form  /<ter  Ordnung  ist 
in  +  1)  (;i  +  2)  _ 

2'        "^' 
Jarch  lineare  Transformation  kann  man  immer  9  von  den  \  (n  -\-  1)  («  +  2) 
:;ienten   der   Form    beliebig  gegebene  Werthe   annehmen  lassen.     Vgl.  die 
echende    Bestimmung   für   binäre    Formen    auf   p.  240  ,    und    A ronhold : 
ß  Journal,  Bd.  62. 
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Bildung  uämlich  kann  man  zu  dem  wirklichen  der  betreffenden  Föns 
nur  in  eindeutig  bestimmter  Weise  zurückkehren ,  wenn  in  jenem  die 
üoefficienten  von  a^r**  linear  vorkommen.  Ist  nun  die  Bildung  rom 
ptcn  Grade  in  den  Coefficienten  von  a^r";  so  können  wir  durch  Anw«- 
düng  des  invarianten  Processes: 

(-^)  ^11'" 

wo  die  Oi  die  wirklichen  Coefficienten  von  /*  bedeuten ,  die  bi  diejeni- 
gen einer  andern  Form  /";  welche  von  derselben  Ordnung  wie  f  in 
den  Variabeln  ist,  aus  TT  eine  andere  invariante  Function  ableiten, 
welche  vom  (p  —  1)*«°  Grade  in  den  Coefficienten  von  f  und  tont 
ersten  Grade  in  den  Coefficienten  von  f  ist.  Durch  {q  —  l)iiud]gB 
Wiederholung  des  angeführten  Processes,  wobei  jedesmal  die  GoÄ 
cienten  einer  neuen  Grundform  eingeführt  werden,  erhalten  wir  n 
schliesslich  eine  simultane  invariante  Function,  welche  die  Coeffidefr 
ten  einer  jeden  von  q  verschiedenen  Formen  w*"  Ordnung  linear  ent- 
hält; und  von  der  wir  zu  der  ursprünglichen  l^\inction  TT  unzweidentf 
zurückgehen  können,wenn  wir  successive  die'  Symbole  dieser  Tenehis- 
denen  Formen  durch  die  wirklichen  Coefficienten  der  einen  Gnmdfooi 
/'  ersetzen.  Denkt  man  sich  andererseits  die  verschiedenen  HülfsfoniMl- 
w*<"  Ordnung  durch  Potenzen  linearer  Formen  &.r",  Cr",  ^.r"  etc.  ersetal^ 
so  ist  TT  als  simultane  Functionalinvariante  linearer  Formen  darge 
stellt.  So  erscheint  z.  B.  die  Invariante  eines  Kegelschnittes  /"=  ffa"=0 
als  sinmltane  Invariante  dreier  Formen  ö.^^,  b,^^,  r.r*-.  In  der  TW 
setzen  wir  in  der  ersten  I  lorizontalreihe  der  Determinante 


,«11 

«,, 

«13  1 

a,^ 

ffj. 

«23  ■ 

«;.! 

«2:. 

«3» 

r/,vt  =  rtr,  rt>t ,    in    der    zweiten    a,ii  =  bibky    in    der    dritten    aiu=^CiCk% 
so  wird: 

A  =  (fib.^c^  (abc), 

oder  wenn  wir  in  der  zweiten  Reihe  die  «,   in  der  dritten   die  b.  in 
der    ersten    die  c  einführen   und    so    alle   möglichen    Vertauschungen  j 
vornehmen: 

=  {abc)\  — 

Dass  der  bnmtztc  Diß'erentatujnsprorcss  in  der  That  die  Invarianten*  . 
eigenschaft    der   Ftntrtion   TT  nicht  ändert,    erkennt    man    in    derselbe« 
Weise,  wie  den   entsprechenden  Satz   bei  binaren  Formen,    denn  der 
dort  gegebene  Beweis  ist  seinem  Inhalte  nach  völlig   unabhängig  voB 


^«" 
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der  Zahl  der  Veränderlichen  (vgl.  p.  183).  Es  sei  nur  bemerkt^  dass 
DIU  in  die  Form  FT  statt  der  &«•,  wenn  die  a,  als  Coefficienten  linearer 
Formen  in  Punktcoordinaten  angesehen  werden,  auch  die  entsprechen- 
iea  zweigliedrigen  Unterdeterminanten  aus  Coefficienten  re,  ß  von 
linearen  Formen  in  Liniencoordinaten :  Ua,  Ufi  einführen  kann;  denn 
diese  Unterdeterminanten  verhalten  sich  ja  bei  linearen  Transforma- 
tionen, wie  die  a^  oder  ^,  d.  h.  ebenfalls  wie  Liniencoordinaten.  Also 
auch  die  Operatioti 

(«)   It.  («»A  -  ^»«3)  +  S  ("»'''  -  ''»">)  +  II  <^"'^»  -  ^»"^^ 

iMderl  die  Invarianieneigenschafl  nicht,  wenn  die  a  Coefficienten  linearer 
AM$drücke  in  Punktcoordinaten  waren,  Dass  ganz  Analoges  für  eine 
EbictionalinYariante  einer  Form  n*«'  Klasse  i/a"  oder  einer  Zwischen- 
Goraiy  sowie  für  simultane  Systeme  gilt^  braucht  wohl  kaum  erwähnt 
Ra  werden. 

Durch  diese  symbolische  Darstellung  sind  alle  invarianten  Bildun- 
gn  auf  solche  von  simultanen  linearen  Formen  zurückgeführt.  Wir 
bnachten  also  nur  die  symbolische  Gestalt  dieser  letzteren  zu  unter- 
Mehen,  um  zur  Beantwortung  der  gestellten  Frage  zu  gelangen.  Auf 
feeeterem  Wege  gelingt  dies  auch^  wenn  wir  das  folgende  fundamen- 
hk  Theorem  voraussetzen  ^  auf  welches  wir  erst  bei  einer  späteren 
Bdegenheit  eingehen  werden;  dasselbe  lautet: 

Ein  System  von  beliebig  vielen  ternären  Formen ,  deren  jede  mehrere 
teihtn  von  Punktcoordinaten  (x,t/, . .  .)  und  Liniencoordinaten  (t/,  r,  . .  .) 
nukät^  kann  stets  durch  ein  ^^reducirtes  äquivalentes  System'^ 
netzt  werden,  d.  h.  durch  ein  anderes  System  von  Formeny  deren  keine 
■eÄr,  als  eine  Reihe  Punkt-  und  eine  Reihe  Liniencoordinaten  enthält^ 
ttnä  dessen  sämmtliche  simultane  covariante  Bildungen  mit  denen  des 
ws^ünglichen  Systems  identisch  sind;*)  und  zwar  besteht  dies  reducirte 
Bjitem  immer  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Formen.  Ist  z.  B. 
MBB  temare  Form  gegeben,  welche  vom  »i*«°  Grade  in  den  x  und  vom 
1^  in  den  y  ist,  so  kann  man  dieselbe  durch  ein  reducirtes  äquiva- 
kntes  System  von  drei  Formen  ersetzen.  Stellen  wir  die  gegebene 
lorm  symbolisch  durch 

lir,  wo  dann  erst  das  Product  von  je  m  Symbolen  a  und  je  n  Sym- 
lolen  b  durch  einen  wirklichen  Coefficienten  zu  ersetzen  ist,  so  wird 
ha  verlangte  zu  /"äquivalente  System  gegeben  durch: 


•)  Vgl.  Clebsch:  Ueber  eine  Fundamentalaufgabe  der  Invariantenthoorie, 
Miaiidliiiigen  der  k.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Bd.  17,  1872; 
id  die  letzte  Abtheilung  dieser  Vorlesungen. 
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Dabei  bedeutet  wieder  (abu)  die  Determinanto 


a^     «2     öTa 

i  ^1        ^2       ^3  !  • 
|w,       W.^      t/31 

Ist  nun  eine  beliebige  Function  TT  mit  der  Invariant^neigenschaft  1 
gegenüber  einem  beliebigen  simultanen  Systeme  von  temären  Poraen  j 
gegeben,  so  können  wir  dieselbe  mittelst  der  Processe  (4),  (5)  sym-  \ 
bolisch  darstellen,  als  wenn  dieselbe  aus  einem  bestimmten  Systeme  1 
linearer  Formen  abgeleitet  sei.  Die  Coefficienten  linearer  Formea, 
in  denen  die  x  variabel  sind,  können  wir  aber  geradezu  als  Linien- 
coordinaten  ansehen,  da  sie  sich  bei  linearen  Transformationen  eben» 
verhalten,  und  in  gleicher  Weise  können  wir  die  Coefficienten  der 
linearen  Formen  von  der  Gestalt  i/«  als  Punkteoordinaten  betrachten. 
Die  Function  TT  kann  also  als  eine  Form  angesehen  werden,  welche 
neben  reinen  Zahlen  nur  verschiedene  Reihen  der  Coordinaten  beider 
Arten  enthält.  Nach  dem  angeführten  Satze  über  äquivalente  Systeme 
muss  daher  TT  auch  als  covariante  Bildung  aus  einem  Systeme  toi 
Formen  ableitbar  sein,  von  denen  jede  ausser  rein  numerischen  Coeffi- 
cienten nur  eine  Reihe  von  Punkt-  und  eifte  Reihe  von  Liniencoordi- 
naten  enthält.  Eine  Form  der  letzteren  Art  kann  aber,  wie  wir  w- 
gleich  nachweisen  werden,  nur  eine  Potenz  von  ?/.,.  =  u^x^  +  »/>.r»  -f  M3I3 
sein.  Es  wird  ferner  in  der  Theorie  der  äquivalenten  Systeme  gezeigt» 
dass  man  die  Formen  des  ursprünglich  gegebenen  Systems  als  simnt 
tane  Invarianten  aus  denen  des  reducirten  Systems  ableiten  kaiin, 
indem  man  auf  letztere  die  Operationen  (4),  (5)  in  passender  Weise  an- 
wendet und  die  so  gebildeten  Formen,  multiplicirt  mit  l)estimmten 
Zahlencoi'fficienten ,  addirt.  Es  uiuss  daher  die  Invariante  TT  iu  der- 
selben  Weise  aus  Ausdrücken  von  der  Form  ?/./",  v,^"  etc.  entstehen. 
Die  erwähnten  Operationen,  auf  diese  identischen  Co  Varianten  ange- 
wandt, liefern  aber  immer  nur  Formen,  welche  sich  aus  Factoreu  von 
dem  Typus 

//.,  if:,f\,v„  {uvw)  (xf/z) 

zusammensetzen;  also  ist  TT  als  Aggregat  von    Produoten    solcher  Bil- 
dungen und  numerischer  Coi'fficienten  darstellbar. 

Wir  hal)en  nur  noch  nachtriiglieh  zu   beweisen,    fiftsa  jede  FuM' 
tioitnlinvarifintc ,     welche    ausser    rcmcn    Zahlen    nur  eine    Iteihe  PiaüA- 
und  eine  Heihe  J/mwucoordinaten   enthüll j    eine   Potenz  von   ?/...,   also 
der  Form  u,^^  sein  muss.     Die  gegebene  Functionalin Variante  sei: 

TTü'i,  X2,  x,;  ?/i,  w-,,  t/;,); 


^5??^: 
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D  ihr  können  wir  die  Coordinaten  der  Geraden  u  durch  die  Unter- 
leterminanten  aas  denen  zweier  ihrer  Punkte  ersetzen,  nämlich: 

Jach  dieser  Substitution  wenden  wir  auf  die  Function  TT  {x,  w)  die 
olgende  specielle  lineare  Transformation  an: 

t,  =  x^T,  +^2^2  + 2:2^3 

robei  die  /,*  die  laufenden  Coordinaten  sein  mögen  ^  und  die  Ti  die 
ntsprechenden  für  das  neue  Coordinatensystem.  Bezeichnen  wir 
lupch  .X,  y,  Z  die  neuen  Coordinaten  für  die  Punkte  x,  f/y  z,  so 
igeben  sich  für  dieselben,  indem  man  t  bez.  mit  x,  y,  z  identisch 
etzt,  die  Werthe: 

jr,  =  i,   ^2  =  0,   Ä,  =  o 
5)  y,  =  o,    y,  =  i,   y,^o 

z,  =0,    z,  =  0,    ^3  =  1, 

nd  hieraus  für  die  der  Linie  u  entsprechenden  Coordinaten: 

ü^  =  l,     U^  =  0,     U^  =  0. 
un  ist  zufolge  unserer  Definition  einer  Functionalinvariante 

enn  TT'  die  Function  TT,  gebildet  für  die  neuen  Coordinaten,  und  r  die 
cansformationsdeterminante  bedeutet.     Letztere  ist  in  unserem  Falle 


^1    y\ 


{xyz), 


r=   x.^    y^     ^ 

^3     2^3     ^3 1 
id  somit  geht  wegen  (6)  die  Gleichung  (7)  über  in: 

T[(x^yX^y  X3;  t/|,  «2,  t/3)  =  {xyzY  n  (1,  0,  0;  1,  0,  0). 

echts  steht  jetzt  aber  wegen  der  über  die  Natur  von  TT  gemachten 
nnahme  neben  der  Potenz  von  u^c  ein  reiner  Zahlenfactor;  bezeichnen 
rr  denselben  also  mit  c  und  führen  statt  der  Coordinaten  von  y 
id  z  wieder  die  ihrer  Verbindungslinie  ein,  so  wird: 

n(x,,  x^,  0:3;  u^,  W^,  W3)  =  w.r^  .  c. 

id  damit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen,  denn  die  angewandte 
ansformation  ist  der  Definition  nach  auf  die  Natur  einer  Invariante 
De  Einfiuss. 

Wir  können  daher  nunmehr  das  folgende  wichtige  Theorem  aus- 
•echen: 


JrC'.  'r -"/'»'»?'*  b}.&^7.»j  Wi->  ^'U'nt^i  f.«  i^fmuren  Farmen  kann 
CA  *::,  A-yiT^y-r  fvm-'VrV^«^  /••^•>flifc'iV  d'jrprsi^U  werdfft^  deren  Factum 
iirtJixh'.'^H  J^r.jrts'Jt'i  d-r  F'^rm  «...  ^x\z    <^der    uwtr    Md. 

W.»  -K'Jü^z  'ür  jTxl-i'üäche  E^arsellimz  der  Fonnen  zanäclut 
Tr-nr^ri-^i. .  -n  ür  NaT:ir  S'i'Ichrr  Fiinciionea  feftzostellen.  durch 
Lrr^L  V-rs..i.TS":i:i-i.  E;2r'isL-?-ä:T«eii  J^s  Svsieinä  Ton  Grundformei 
£^Zr'.>ri.  "^rrirz..  ■a-irivL-e  \jri  £.11  rs  CvlÜneaconeii  erhalten  bleiben,  and 
'-^  ■-!.*  t*:  z'L  -'.erzr-jrn.  dass  oäZu  die  oben  erwähnten  Fanctional- 
:i.TLr.i^*j*^r  ZTi.!l2ri:.  E»er  Einrachheit  wegen  werden  wir  nur  em 
*jrjL7i'jrz,  /==/•*==?,,»  als  eeseWn  Toraussetten:  man  erikenat 
»-.'f  .n-  Si«  zar:z  dirijeiben  S.?hlü5se  für  Systeme  von  beliebig  vieki 
y  jrzL^L  Z'-iT;/  ^iLd.  unter  denen  dann  a^ch  ContraTarianten  nad 
ZwiyiLrZii'.nz.^L,  eiithalten  sein  können. 

Mäi:  ^''.«enieht  nun  sofort.  da>s  eine  einzelne  Bedingung  der  Ai 
Tivr  Cwch  d-Ji  Vergchuinden  einer  Inrariante  dargesieiit  nrrAi 
r;i?7kn.*«  I-n  nattiich  TT  die  Function,  deren  Verschwinden  die  besagto 
Hri':nzzz.2  liefert  Invariante,  und  TT'  eine  daraus  durch  Collineatifli 
Lerr  orgeben  de.  ^*j  musT»  TT  ==•»  sein.  .«•V*a/^  TT  «=  0  und  nur,  w« 
TT  =  '"':  aljio  i:at  mau 

TT  =  r  .  TT  , 

wo  c  2.ur  Ton  den  Sübsritutionscoeflicienten  abhangt.  Um  nun  TT  m 
IfjTa.'^iante  zi  erkennen,  haben  wir  zu  zeigen,  dass  c  eine  PoteÄi 
der  Detr.Ti.iRänte  r  ist.  D.\  wir  es  aber  nur  mit  ffimzen.  algebraischi 
y  ,L'.v.jZ.''L.  /;  th  .11  hiiljvii.  ?o  künueu  wir  wieder  die  schon  geh- 
\£rTii.:r:]i  :.*:':  fl':u  KirL'eI?ohiiiti*rn  benutzte  Schi  uss  weise  anwende« 
vzl.  j...  l:i"    -^iid  »jrhah-:-ii  so  unmiit»^!bar: 

TT '  =  r^ .  TT  .  4.  e.  d. 

^ien-iiTt  üi»^  Furm  /*  jedoch  ffleichzeitig  mehreren  Bedinijungen*^! 

TTi  =  "  ,     TT,  =  •  • ,     TT .  =  « » 

wo  die  TT.  k».'in»*  V<:TäL«l».n-licht'  ».-nthalten.  so  iHsst  sich  zeigen,  d« 
dieselben  dadurch  erhalten  wi^rd».-ii  künneu,  dass  man  die  CoeflicientÄ 
einer  'oder  mehrer».'r .  vr;n  den  Varia) «ein  abhängigen  Funclionalinf»' 
riante  von  /  ».-inzidn  X-.U  set/.t.  wi».'  wir  dies  schon  bei  den  binaren  co- 
bi«cli»:n  i.H'l  biijiiadriiti-chen  Form»-n  irest-hen  haben  vvgl.  p.  --?  Q™ 
I».  iMl  .  I^-nk»-ii  wir  i;n>  iriiiiliLli  eini-n  Ausdruck  TT,  symboiisA 
dari£e>tellt.  -;  wird  derselbe  nebMii  Factv)rfU  vom  Typus  abc\,  welche 
unmittelbar  di»-  luvarianteueiiren^chalt  haben,  noch  eiuzelne  Jfymboll 
^/, .  ///.  od».'r  zw^dirliedriiro  >yiuboIische  Determinanten  vom  Typ* 
^^'^  —  f'.ff:.  als  Fact^reii  t-nthalten.  d.  li.  es  wird: 

•     Vj:1.  Arojilml.l:  I  ■■.-:;. -^  Journ;)!,  Hil.  03,  1».  30'J.  I 

"•j  \'j\.  im  F«»li:«'ink'n  'ir.iui:  Malli.  Annalni,  Bil.  7,  p.  230. 


Einleitang  in  die  Theorie  der  algebraischen  Formen.  273 

TT,  =  n  {{abc)9  ...a^^bkf'...  {a.bk  -  haur  . . .} . 

as  System  der  Functionen  TT,-  soll  nun  durch  eine  Collineation  in  das 
fstem  der  entsprechenden  Fonctionen  TT/  übergehen,  wobei  jedoch 
[cht  nöthig  ist,  dass  jede  Function  TT|  einzeln  in  die  entsprechende 
7  übergef&hrt  wird.  Wir  wenden  dazu  insbesondere  diese  specielle 
neare  Transformation  an: 

^1  =  Ix^A  +  ^i^i  +  Si^3  ;  ^1  =  6i  ^1  +  62  ^2  +  S3  ^3 ; 
^2  -=  It^X  +  1?2^2  +  52^87  ^2  =  n\Ux  +  niVi  +  ^3^3  ; 
^%  =  U^V  +  %«2  +  S3^3.      «^3  =  5l  ^1  +  52  ^2  +  £3  ^3; 

»0  die  \i,  riij  &  Coordinaten  beKebiger  fester  Punkte  bedeuten,  oder 
mfgelost,  wenn  v,  w,  (  bez.  die   Coordinaten  der  Verbindungslinien 
){,  il,  irj  sind  (z.  B.  v,  =  712^2  —  ^^52)  ^^^  ^  =  (S»?S)  gesetzt  wird: 
rar,  =  r,  ^,  +  ^2  JT^  +  «'s  -^3  >     ^^1  =  «'i^i  +  «^1^2  +  ^1^3, 
rxj  =  w^Ä^  +  t£;2^2  +  «^8^3 »     ^^2  =  «^2«'i  +  «''2  «^2  +  ^2^3; 
rz^  =  /j   -r,  +  /j  JTj  +  ^3   JTj,     r^3  =  Vat/,  +  tv^u^  +  /3W3. 

ifir  wissen  nun,  dass  sich  die  Symbole  at  bei  der  Transformation 
erhalten  wie  die  tii,  also  die  zweigliedrigen  Determinanten  aus  den 
and  b,  wie  die  entsprechenden  Determinanten  aus  zwei  Reihen 
iniencoordinaten,  d.  h.  wie  Punktcoordinaten.  Bezeichnen  wir  also 
&  a'f  &'  ...  die  Symbole  der  aus  f  durch  unsere  Transformation 
lisiehenden  Form,  so  wird  z.  B. 

^I  =  5l  0/  +  S2<  +  S3<  =  0/ 

ie  Function  TT,'  enthält  also  nur  noch  symbolische  Factoren,  deren 
iTarianteneigenschaft  evident  ist,  und  welche  noch  von  den  völli'sr 
ükwrlichen  Grossen  iy  r^y  l,  v,  w,  i  abhängen;  und  TT/  muss  wiab- 
bigiff  von  den  Werthen  der  letzteren  verschwinden,  sobald  alle  TT, 
all  sind.     Wir  können  also  insbesondere  setzen: 

Vi  =  Wi  =  ti  =  Ui , 
id  dann  ist  TT,'  von  der  Form 

n  {^ab'cy  .  .  .  ax^bxf"  .  .  .  {ab'  Uy  .  .  .}  , 

10  eine  Zwischen  form;  und  man  muss  das  System  der  Gleichungen 
'  SS  0  erhalten,  welches  dem  Systeme  der  TT,  (oder  einem  Theile  des- 
ben)  entspricht,  wenn  man  die  einzelnen  Coefficieuten  dieser  Zwi- 
lenform  gleich  Null  setzt.     Dann  folgt    aber,    dass    sich  auch  die 

CJebfcb,  Vorleinngen.  13 


.v?'-**i.«'-v-7«y 
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Fanciionw  TT«*  als  Goeffidenten  einer  Zwisehenfonn  awfhawm  ki 
und  wir  haben  das  folgende  Theorem  (wodurch  dann  glddu 
der  entsprechende  Satz  für  binare  Formen  bewiesen  is^  rfßL  p.  1 

Alle  invariamen  Eigenschaften  einer  femdren  Form  kütmen  i 
Verschwinden  van  Invarianien  oder  durch  identisches  Versdsm 
von  Covarianien,  Contravarianten  und  Zwischenformen  dersdben  4 
stellt  werden.*)  — 

An  die  symbolische  Darstellung  der  Formen  knUpfian  sich  £ 
die  folgenden  Erörterungen.  Wir  hoben  schon  firüher  herror, 
auf  derselben  bei  den  binaren  Formen  hauptriUdilieh  der  Beweu 
Oordan'schen  Satzes  von  der  Endlichkeit  der  Formoasysteme  ba 
Einen  entsprechenden  Satz  f&r  teruare  Formen  au&ustelleni  ist  je 
im  Allgemeinen  nicht  gelungen;  nur  f&r  die  quadratischen  und  ( 
sehen  Formen**)  ist  der  Beweis  eines  solchen  geliefert  F( 
liefert  uns  die  Symbolik  hier  ein  Princip,  auf  das  wir  berati  • 
hinwiesen,  und  nach  welchem  es  möglich  ist,  alle  f&r  biniie  F« 
bekannten  Satze  sofort  f&r  temare  Bildungen  zu  verwerihen,  im 
eine  gewisse  Klasse  von  Invarianten  auch  geometrisch  leicht  zo  i 
pretiren,  sobald  dies  ffir  die  entsprechenden  biniren  Formen 
schehen  ist. 

Man  wird  zu  diesem  Uebertragunffsprineipe  naturgemSss  durd 
Studium  des  Schnittpunktsystems  einer  Geraden  mit  einer  gegeb 
Gurve  geführt.  BekannÜich  wird  eine  Curye  n^^'  Ordnung  yon 
Geraden  in  n  Punkten  geschnitten  (vgl.  p.  53).  Dieselben  w< 
im  Allgemeinen  keine  besondere  Eigenschaft  haben,  d.  h.  \ 
welche  durch  das  Verschwinden  einer  bestimmten  Invariante  dei 
Schnittpunktsystem  auf  der  Geraden  repräsentirenden  binären  ] 
gegeben  ist.  Dies  kann  jedoch  sehr  wohl  bei  besonderen  Lagei 
betrachteten  Geraden  eintreten.  So  wird  z.  B.  fOr  eine  Tangeni 
üurvC;  die  ja  dadurch  definirt  ist,  dass  zwei  ihrer  n  Schnittpunk 
den  Berührungspunkt  zusammenfallen^  die  Discriminante  der  betn 
den  binären  Form  n^®'  Ordnung  verschwinden;  und  so  kann  mai 


*)  Betrachtet  man  alle  ternären  Formen  als  identisch,  welche  ans  ein 
durch  lineare  Transformationen  hervorgehen,  so  ist  nach  diesem  Satze  ein 
näre  Form  durch  das  Verschwinden  gewisser  Functionalinvarianten  völlig  de 
d.  h.  bestimmt  bis  auf  solche  Formen,  die  aus  ihr  eben  durch  lineare  1 
formationen  hervorgehen;  und  hieraus  folgt  sofort  der  Satz:  Ztoei  temäre  f 
können  linear  in  einander  transformirt  werden^  sobald  für  beide  dieselben  ReU 
zwischen  den  Functionalinvarianten  bestehen;  (die  Gleichheit  der  absoluten  InvarJ 
ist  in  dieser  Bedingung  mit  eingeschlossen). 

**)  Vgl.  hierüber  Gor d an:  Ueber  temäre  Formen  dritten  Grades,  Hat 
nalen.  Bd.  1.  p.  90.  Zufolge  einer  Mittheilung  an  den  Herausgeber  hat  6( 
die  Endlichkeit  des  Systems  auch  für  temäre  Formen  4.  Ordnung  bewiesf 
das  vollständige  System  einer  solchen  Form  aufgestellt. 
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Gurre  vierter  Ordnung  nach  denjenigen  Geraden  fragen,  deren 
chnittpunkte  mit  der  Curve  ein  Doppelverhältniss  von  gegebenem 
16  bestimmen,  ^a  kommt  also  bei  derartigen  Fragen  nur  darauf 
.6  zugehörigen  binären  Formen  für  die  Schnittpunktsysteme  herzu- 
l;  und  dies  geschieht  einfach,  indem  wir  den  beweglichen  Punkt 

(Geraden   in  bekannter  Weise  mittelst  eines  Parameters  -  als 

ion  zweier  Punkte  y  und  z  derselben  darstellen.  Wir  setzen 
[unter  Vernachlässigung  des  das  Folgende  nicht  beeinflussenden 
rtionalitatsfactors) : 


Xt 

= 

"lyi 

+  XjZ, 

^2 

= 

«1^2 

+  XjZj 

X., 

= 

tiVz 

"1     ^2  ^3  > 

rwi  Xj,  Xj  ^^  binären  Coordinaten  des  Punktes  x  avf  der  Ferbin- 
linie  von  y  und  z  vorstellen;  und  zwar  sind  die  letzteren  Punkte 
rundpunkte  dieser  Coordinaten bestimmung  (vgl.  p.  171). 
''ühren  wir  diese  Ausdrücke  von  x  in  die  Gleichung  der  Curve 
welche  durch 

/•(x, ;  x^,  x,^)  =  aj"  =  bj*  =  0 

en  sein  mag;  so  sind  die  Schnittpunkte  der  Linie  yz  bestimmt 

die  n  Wurzeln  -  der  Gleichung: 

/*=  [Xi  («1^1  +  «2^2  +  a^y^)  +  x^  {a^z^  +  a^i^  +  a.^z^)]- 

=  (Xifly  +  X2är,)''  =  0. 

shnen  wir  daher  die  symbolischen   Ausdrücke  üy,   a^  kurz  bez. 
a, ,  «2,  so  erhalten  wir  eine  binäre  Form 

e  geometrisch  auf  der  Linie  yz  durch  die  n  Schnittpunkte  mit  der 
enen  Curve  /"«aO  repräsentirt  ist.  Eine  einzelne  projectivische 
Schaft  dieses  Punktsystems  ist  nun  durch  das  Verschwinden 
Invariante  der  binären  Form  fp  bedingt.*)     Eine  solche  Inva- 

Ee  gibt  zweifach  unendlich  viele  Linien  in  der  Ebene.  Stellen  wir  also  eine 
rung  för  das  Schnittpunktsjstem ,  so  wird  es  noch  einfach  unendlich  viele 
j  geben,  die  ihr  genügen.  Dagegen  gibt  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
m,  welche  gleichzeitig  zwei  Bedingungen  genügen.  Eine  Bedingung  wird 
i  binären  Gebiete  immer  durch  das  Verschwinden  einer  Invariante  darge- 
and  die  entsprechenden  Geraden  der  Ebene  umhüllen  dann  nach  den  Ent- 
igen des  Textes  eine  Curve  (Contravariante).  Fügt  man  nun  als  zweite 
ung  das  Verschwinden  einer  zweiten  binären  Invariante  hinzu,  so  werden 
ien  Bedingungen  genügenden  Geraden  der  Ebene  durch  die  Gesammiheii 
aeinsamen  Tangenten  zweier  Curven  gegeben.    Werden  dagegen  die  bei- 
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riante  besteht  Bach  den  Sätzen  über  binäre  Formen  aus  einem  Aggre- 
gate von  Producten,  deren  einzelne  Pactoren  durch  symbolische  Detei> 
minanten  von  der  Form  («/3)  =  «j/Sj  "~  i'1^2  gegeben  sind.  Stellen 
wir  sie  demnach  dar  durch 

J=£cTl{aß), 
wo  die  r  die  etwa  hinzutretenden  Zahlenfactoren  bezeichnen  mögen, 
so  wird,   wenn  wir  die  a,  ß  wieder  durch  ihre   Ausdrücke  in  y,  : 
ersetzen,  eine  Invarianteneigenschaft  des  Schnittpunktsystems  gegeben 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

1=  UcTl  {a,jb:  —öyO^)  =  0. 

Hier  können  wir  schliesslich  die  Liniencoordinaten  u  leicht  eioführen; 
denn  es  ist: 

=  (^1  h  —  h  «2)  (^1  -2  —  ^1  ^2)  +  (0^2 h — h  «:0  iyt  ^i  -  ^lyj) 

oder  da  die  Unterdeterininanten  der  t/y  z  zu  den  Coordinaten  u  ihrer 
Verbindungsh'nie  proportional  sind,  wenn  wir  den  Proportionalitäts- 
factor  vernachlässigen : 

Oyh^  —  hyü^  =  (abu)  . 

Die  Bedingung  dafür,  dass  das  Schnittpunktsystem  einer  Linie  t/  mit 
der  Curve  /'=0  die  Invarianteneigenschaft 

2:cT]  (aß)  =  0 

habe,  ist  also  gegeben  durch  die  Gleichung: 

UrJ]  (abu)  =  0; 

dieselbe  stellt  dann  eine  von  den  betreffenden  Linien  //  umhüllte 
Curve  dar,  deren  Klasse  gleich  der  Anzahl  der  symbolischen  Determi- 
nantenfactoren  in  einem  Gliede  der  binären  Invariante  TT  ist.  Wir 
können  den  durch  diese  Entwicklungen  gefundenen  einfachen  und 
äusserst  fruchtbaren  Satz  in  folgender  Weise  aussprechen: 

So/i  ciiir  Gerade  eine  Curve  u^'''  Ordnuuf/  in  einer  Punkt gruppc  schnei- 
den, ivelrhe  eine  besondere  projectivische  Eigenschaft  besitzt,  so  crhäff  man 

d«*ii  Itiuäron  HHcHngnnj^en  durcli  das  identiöoho  Verschwinden  einer  CovanaLie 
da^go^tellt,  so  sind  die  entsprechenden  Geraden  durch  die  gemeinsamen  Tangen- 
ten eines  Systems  von  Curven  gesehen,  wo  dann  je  zwei  Curven  des  System» 
KUFserdeni  noch  andere  Tangenten  gemein  haben.  Ein  Beispiel  wird  sogleich 
nnten  angeführt  werden.  Es  sei  hier  nur  bemerkt,  dass  sich  z.  B.  drei  Gerad« 
der  F^bene  am  oinlaoheten  als  die  gemeinsamen  Tangenten  eine*  zweifach  unend- 
lichen Systems  von  Kegelschnitten  darstellen,  in  dem  je  zwei  Curven  noch  ein«  ; 
bewegliche  Tangente  geiiicin  haben. 
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dk  Gteichtmg  der  von  der  Geraden  umhiUUen  Curve  in  folgender  Weise: 
Man  st^le  die  Invariante  der  binären  Form  n*'"  Ordnung,  deren  Ver- 
ichwinden  die  geforderte  Eigenschaft  aussagt,  stjmbolisch  dar  und  ersetze 
jede  in  ihr  vorkommende  zweigliedrige  Determinante  {ab)  durch  eine 
itreigliedrige  (ßbü),  wo  die  u  Liniencoordinaten  und  die  a,  b  .  ,  .  Symbole 
Her  gegebenen  terndren  Form  bedeuten.*^ 

Einige  Beispiele  mögen  dazu  dienen,  die  Fruchtbarkeit  dieses 
üttzes  zu  erweisen,  sowie  die  Art  von  Problemen  zu  kennzeichnen, 
leren  Losung  durch  denselben  im  Principe  geleistet  ist. 

Stellen  wir  uns  zunächst  die  schon  anderweitig  behandelte  Aut- 
gabe, einen  Kegelschnitt: 

aj  =  b:c'^  =  0 

in  Liniencoordinnten  darzustellen.  Derselbe  wird  von  einer  Geraden 
V,  wenn  wir  uns  der  obigen  Bezeichnungen  bedienen,  in  einem  Punkte- 
paare getroffen,  das  durch  die  Gleichung 

««•  =  (a,  X,  +  «3X1)^  =  0 

gegeben  ist.    Für  eine  Tangente  müssen  die  beiden  Punkte  zusammen- 
Allen,  d.  h.  die  Discriminante  der  Form  er«^: 

rerschwinden.  Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  Liniencoordinaten  ist 
iaher  symbolisch  dargestellt  durch: 

^abuy  =  0, 

lan  kann  leicht  die  Uebereinstimmung  dieser  Gleichung  mit  der 
rüher  gegebenen  nachweisen.  Ist  nämlich  entsprechend  unserer 
Rüstigen  Bezeichnung: 

J^  =  öj  =  a^^x^^+a^^x^'^+a^^x^^+2a^^XiXr^+2a^^Xoa\^+2a^^x.^^^ , 

»  haben  wir  in  (abuy  zu  setzen: 

a,ak  =  bib/c  ==  a,k. 

)ie  Entwicklung  der  symbolischen  Determinante  ergibt  dann: 

abuy  =  t/,^  (^2*3— ^2^3)^  + V  (^3^  — ^3 «1)^  +  ^3^  («1^2  — ^«2)' 

+  21/31/3  K^-*3«l)(«l^-^I«2)+2'/3''lK^-^I^2)(«f2^i-^2«3) 

+  2?/,  Wo  {a.,b.^  —  b^a,;)  (a;^b^  —  b.^ai)  , 

=  2//r  (^3^22033-  «23^)  +  .  .  .  +  4  U.U;^  («^1  >  ^/la  ~  ^^1 1  «23)  +  •  •  •  ; 

!xler  wie  man  leicht  übersieht: 


•)  Diefcr  Satz  läset  sich  auf  beliebig  viele  Veränderliche  ausdehnen  und 
vnrde  in  dieser  Form  von  Clebsch  gegeben  in  der  erwähnten  Abhandlung  im 
».  Bd.  Yon  Crelle's  Journal 
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flaute  besteht  nach  den  Sätzen  über  binare  Former 
gate  von  Producten,  deren  einzelne  Factoren  do*^/ 
minanten  von  der  Form  («/J)  ■«  «1/J2  — /**'        '    " 
wir  sie  demnach  dar  dnrch  ''^      ^ 

wo  die  c  die  etwa  hinzutretende-  .-.'i^  ^^^  Gleichung  einer  m  Pu: 
so  wird,  wenn  wir  die  «,  /J  .  ., iixiiencoordiiiaten  darstellen,  w 
ersetzen,  eine  Invariantenei-  :^ .^isprocheiidon  binären  Form  aus- 
durch  eine  Gleichung  vr       >^^nian  werden.    Wir  crwähneii  hirr  /.i 

'-.i  ^  aer  himxQiL  cubischen  Form 
Hier  können  wir       .■  ;">'  ^^       ,  _  ,        ,  . 

denn  es  ist:  -•  ät         ^  *  ' 

^'•"'  (ahric(li'{or){bii), 

•  »■* 
■"'  ijc  Bedmgaa<*  dafür,  dass  eine  liiuie  u  eine  Ci 

^J^^eIlfaIIenden  Punkten  trifft,  oder  die  (iiekhu/tf/  (In  C 
in  '^^'  ^Ltffi^  '"  Liniencoordinaten : 
f^'''^^'''  (r/  b  vf  (c duY  {ac v)  (hdu)  =  ( » , 

,   (/  mit  a  gleich wei-th ige  Symbole  sind. 
♦'"**    L,fj//f/('Mt'htr('urvedri/UT  Ordfiif/t//  is/  (t/so  von  der  scc/tsfc/'  k' 
Die  Piscriininaute  der  binären  bicpiadratischen   l''i)rni 

'/.'-^•=  ... 
u-ar  (Iargf'«ti.'llt  diircli 

r  —  (.*>/, 

^^,^>^  i=(ah)\  J=z(ftlß)'^  ibcy  (<'^/)"'';    **?<   i^^   daher   dir    Gleirh}in>j 
/'i/rvc  vier /er  //rdnuntj 

in   Linirnroordnin/oi : 

/■•-     (;./.'-^(), 
wenn  man  >ot/t : 

/  =  ia/ni)^ 

./       :  ((t/n/'r  (/fCii)'  \r(/H)''. 

/or  n//,j,:nuiui'  ('urrr  virt (er  //rdnunn  /.n7  .so;;//7  von  der  ztm/fitn  A' 
\h\  man  nun  alliit'nu'im*  M»'lh()d«Mi  hat,  um  die  Discriniii 
'■'iiMT  l»iniiren  Form  /.u  l»il-len  virl.  j».  HL^.  sm  kann  uiaii  a'icl 
Linione()ordinaten;_rleitljun^  eim-r  jt-dm  in  Punktruordinaten  geLTei« 
<'urvc  auf^itellen.      Tn<lw>onden'    kann    man  aUo  aucli  die   Khi.s>e 
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"■\ 

Ordnung  sowie  den  Grad  der  Liniengleichung  in  den  Coef- 

>mein  angeben.  *)     Die  Discriminante  einer  binären  Form 

nmlich   ist  vom  Grade  2  (fi  —  1)   in  den  Coefficienten 

'  also  2(w  —  1)  verschiedene,  einander  gleichwerthige 

T  jedes  zur  w*°°  Dimension  vorkommt.     Diese  Ver- 

r  nicht  geändert,  wenn  man  eine  binäre  Deter- 

ternäre  {abu)  ersetzt;  also: 

irtatenffieichung   einer   Curve   n^''^    Ordnung   ist   vom 

j  in  den  Coe/ficienten  ihrer  Punktcoordinaien- Gleichung. 

wissen  wir  (vgl.  p.  195),  dass  eine  binäre  Invariante  vom 

r  in  den  Coefficienten   einer  Form  s*®'    Ordnung    immer   ^rs 

ViBix)Iische  Determinantenfactoren  enthält.    In  unserer  Discriminante 

bmmen  daher  n  {n  —  1)  Factoren  vom  Typus  {ab)  vor:  und  da  bei 

iavendung  des  üebertragungsprincips   aus  jedem  solchen  Factor  ein 

h  im  u  linearer  Ausdruck  wird,  so  folgt : 

Eine    Curve    7«'*''    Ordnung     ist    im    Allgemeinen     von    der    Klasse 

Wir  kehren  zu  dem  zuletzt  von  uns  behandelten  Beispiele  zurück. 
18  Verschwinden  der  Discriminante  einer  binären  biquadratischen 
im    int    nur   ein   specieller   Fall   davon,    dass    die    absolute    Inva- 

1*3 

ate   derselben  i^  einen  gegebenen   Werth  hat,   d.  h.  dass   die  vier 

akte  ein  bestimmtes  Doppelverhältniss  bilden.  Dem  entsprechend 
nach  oBserem  Uebeitragimgsprincipe  durch  die  Gleichung 

P  —  kP  =  0, 

in  mau  k  als  Parameter  auffasst,  ein  System  von  einfach  unendlich 
en  Corven  zwölfter  Erlasse  gegeben,  deren  jede  die  Eigenschaft  hat, 
8  aUe  ihre  Tangenten  die  gegebene  Curve  vierter  Ordnung  in  einem 
iktquadrupel  mit  gewissem  Doppel  Verhältnisse  triifk;  und  zwar  be- 
amt  sich  letzteres  (a)  mittelst  der  Gleichung  (vgl.  j).  239) 

/._04 (i-g  +  gy 

(l  +"«;« (1  —  2"«)«  (2  —  «/ 

bekannter  Weise  durch   den  Parameter  /..     Geben  wir  demselben 
t>e0Oiidere  die  Werthe  0  und  oo,  so  erhalten   wir  bez.   die  folgen- 
L  Satze: 
Die  geraden  Linien,  welche  eine  gegebene  Curve  vierter  Ordnung 

aj  =  0 
A    aquianharmonischem    Doppelverha'ltnissc    schneiden,    umhüllen    eine 
•pe  vierter  Klasse: 


^  Die  folgende  Abzahlung  bezieht  sich  zunächst  nur  auf  den  Fall,  dass  die 
ve  keine  sogenannte  „mehrfachen  Punkte'*  besitzt:  vgl.  hierüber  die  folgende 
heflong  dieser  YorleBungön. 
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Die  Linien^  tvciche  jene  Curve  nach  harmonischem  Dopi^lverhältnm 
schneiden,  umhüllen  eine  Curve  sechster  k' lasse:*') 

J  =  (^abuy  (pcuy  (cauy  =  0. 

*)  Indem  wir  der  Entwicklung  des  Textes  vorgreifen  und  die  Begriffe  einer 
Wende-  und  Doppeltangente  voraussetzen  (vgl.  die  folgende  Abiheilung),  knüpfen 
wir  hier  im  Anschlüsse  an  die  Anmerkung  auf  p.  275  folgende  Bemerkungen  an.    . 

—  Die  Curve  a^*  =  0  hat  eine  endliche  Anzahl  von  Wendetangenten,  d.  h.  Tan- 
genten, welche  die  Curve  in  drei  successiven  Punkten  treffen.    Für  eine  solche 
musB  die  ihrem  Schnittpunktsysteme  entsprechende  binäre  Form  eine  drei&chi    | 
Wurzel  haben,  d.  h.  es  muss  gleichzeitig  t  «>  0  und  J  =  0  sein  (vgl.  p.  240).  Dai    j 
Uebertragungsprincip  gibt  also  den  Satz: 

Die  Wende tangtsnten  der  Curve  4^<^'*  Ordnung  sind  die  gemeinsatiien  TangenU*  itr 
Curven 

I  =  {abuy  «  0  ,  J=  [abu)*  (6cm)«  (mu)«  —  0  ; 

ihre  Zahl  ist  also  24. 

Stellt  man  das  entsprechende  Problem  bei  Curven  dritter  Ordnung,  so  müwke 
die  entsprechende  binäre  cubische  Form  a^^  ein  vollständiger  Cubus  sein,  d.h. 
ihre  Hesse 'sehe  Form  A  =  (ab)^  a^b^  identisch  verschwinden.  Sind  nun  allge- 
mein zwei  Bedingungen  für  das  Schnittpunktsystem  durch  das  identische  Ver- 
schwinden einer  binären  Coonvariante: 

Jl  (ab)a^b^^O 
gegeben,   so   geht  diese  Gleichung  bei  Anwendung   des   Uebertragungsprincipt, 
wenn  man  wieder  Xj//,-f-  x^,r,-  durch  x^  ersetzt,  über  in: 

T](abu)a^b^==0, 
wo  nun  .r  irgend  ein  Punkt  auf  der  Linie  u  ist.     Der  letzteren  Bedingung  geben 
wir  Ausdruck  durch  die  Substitution: 

wo  die  V-  ganz  willkürliche  Grössen  sind.     Dann  erhalten  wir  den  Satz: 

Soli  für  das  Schnittpunktstfstein  einer  Linie  u  mit  einer  Curve  aj*  s=s  0  eine  binäre 
Covarianle  T\  {nb)  n^b^  identisch  verschwinden,  so  wird  u  von  allen  Curven  des  zwei- 
fach unendlichen  St/stems  (mit  den  Parametern  Vi  :  v^  :  i',)  : 

TT  (obu)  (tiuv)  (buv)  =  0 
berührt. 

Insbcsoudere  folgt  für  das  beregte  Beispiel: 

Die  irendetungenten  einer  Curve  3''<'''  Ordnung  a ^^  =  0  sifid  die  gemeinsamen  Tat- 
fjenten  des  S//stem'i  von   ("uwen  4''"'"  Klasse: 

[abu)^  {nuv)  {buv)  =  0. 

Da  ferner  t  iir  «'ine  biuiire  biqnadratische  Form  f  die  Bedingung  für  das  Auf- 
treten zweier  Dojipelwurzehi  durch  das  identische  Verschwinden  der  Covariaofti 
///  ~Jf  gegeben  ist,  so  haben  wir: 

Die  Dnppeltamjenten  einer  Curve  \f'>'  Ordnung  a  /  =  0  sind  die  gemeinsamen  Tat 
genfen  des  Systems  von  Curven   IC«''"   htusse: 

{abuY  icdti]^  {cuv)^  (duvf  —  {abu)^  {beuy  (cauV-  '^duvY  =  0  . 

—  Vgl.  hierüber:  G  uudelfinger,  Math.  Aunalen,  Bd.  6,  p.   IG. 
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Granz  dasselbe  Princip  findet  anch  auf  die  simultanen  Invarianten 
mehrerer  binärer  Formen  Anwendung.  Sind  z.  B.  zwei  quadratische 
Fonnen  gegeben: 

«x'     und     «x^ , 

80  werden  dieselben  durch  zwei  Punktepaare  repräsentirt,  deren 
Doppelverhaltniss  a  sich  durch  die  Gleichung 

2>'2  (a  _  1)2  _  DD"  («  +  1)-'  =  0 

bestimmt  (vgl.  p.  217),  wo  />'  die  simultane  Invariante  {(tccYy  D  und 
ß"  bez.  die  Invarianten  (ab)^,  {j^ßY  bedeuten.  Hieraus  ergibt  unser 
(Jebertragongsprincip  sofort  den  Satz: 

Die  geraden  Linien^  deren  Schnittpunkte  mit  zwei  Kegelschnitten: 

aj  =  0    und    aj^  =  0 

n  besthnmtes  Doppelverhaltniss  a  bilden  ^  wnhüllen  eine  Curve  vierter 
lasse,  gegeben  durch  die  Gleichung 

D'i  {a  —  \y  —  DD"  («  +  1)'-'  =  0, 
fin  man  setzt: 

D'  =  (aauj  ,     D  =  (abu^ ,     P"  =  {aßuf . 
se  Curve  besteht  insbesondere  aus  dem  doppelt  zählenden  Kegelschnitte 

{aauy  =  0, 

\n  das  erwähnte  Doppelverhaltniss  harmonisch  sein  soll. 

Ebenso  können  wir  auch  die  Gleichung  des  Productes  der  vier 
niitpunkte  beider  Kegelschnitte  in  symbolischer  Form  *  unmittelbar 
schreiben.  Soll  die  Linie  u  durch  einen  dieser  Punkte  gehen ,  so 
jseu  die  beiden  binären  Formen  a^}  und  «x*  einen  linearen  Factor 
leiu  haben,  und  die  Bedingung  dafüf  ist,  unter  Z>,  D' ,  D"  die  be- 
Lnten  binären  Invarianten  verstanden,  nach  Früherem: 

»selbe  Gleichung  stellt  daher  auch  das  Product  der  vier  Schnitt- 
akte dar,  wenn  wir  unter  />,  i>',  D"  die  erwähnten,  eine  Reihe  u 
Jialtenden  dreigliedrigen  Determinanten  verstehen. 

In  derselben  Weise  lässt  sich  allgemein  die  Gleichung  der  Schnitt- 
Qkte  zweier  Curven  ;7i***'  und  n*®'  Ordnung 

jebcn.  Man  hat  die  Resultante  der  binären  Formen  a^'"  ^  «x"  sym- 
isch  zu  bilden  und  durch  Hinzufügen  von  w  die  einzelnen  symbo- 
hen  Determinanten  zu  dreigliedrigen  zu  ergänzen.  Wir  können 
diesem  ßildungsgesetze  der  Gleichung  die  Klasse  derselben  und 
die  Zahl   der  Schnittpunkte  beider  Curven   ableiten.     Die   binäre 
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Resultante  nämlich  ist  vom  n^^^  Grade  in  den  Cocfficienten  von  c 
enthält  also  n  verschiedene  Symbole  a,  b,  c  ,  .  . ,  von  denen  je 
m-mdX  vorkommt;  im  Ganzen  enthält  sie  also  mn  linear  vorkomme] 
Grössen  a,  b,  c  .  .  .  und  ebenso  viele  Grössen  a,  /5,  y  .  .  ..  Von  diö 
2mn  Grössen  werden  je  zwei  in  einen  Determinantenfactor  vereini 
die  Resultante  besteht  also  aus  m  .  n  symbolischen  Determinant 
factoren  (vgl.  p.  195) ;  und  somit  vnrd  die  Gleichung  der  Schnit^nnl 
von  der  Klasse  mn.  Es  folgt  also  der  unter  dem  Namen  des  B 
zout'schen  Theorems*)  bekannte  Satz: 

Zwei  Curven  von  der  w'^*  und  n^*"*  Ordnung  schneiden  sich  in  i 
Punkten.    Dieselben  sind  natürlich  nicht  nothwendig  alle  reell. 

Die  besprochenen  Beispiele  werden  genügen^  um  die  ausserordei 
liehe  Fruchtbarkeit  des  aufgestellten  Uebertragungsprineipes  vorlanl 
darzulegen;**)  wir  werden  dasselbe  überdies  in  unseren  weiteren  E 
trachtungen  wiederholt  anzuwenden  haben.  Gleichzeitig  zeigen  i 
uns  aber  die  grossen  Yortheile^  welche  unsere  symbolische  Darstellai 
mit  sich  führt;  in  der  That  braucht  man  nur  einen  Blick  auf  < 
entsprechenden  wirklich  ausgerechneten  Bildungen  zu  werfen,  um  d 
von  der  unübersichtlichen  Weitläufigkeit  derselben  zu  überzeugt 
Auch  bei  unseren  weiteren  geometrischen  Untersuchungen  wird  i 
diese  Symbolik  wesentliche  Erleichterungen  bieten;  wir  stellen  dal 
hier  einige  identische  Gleichungen  zusammen,  die  oft  zur  Umformi] 
symbolischer  Ausdrücke  von  grossem  Nutzen  sind. 

♦)  Vgl.  Bezout:  Theorie  gän^rale  des  equations  alg^briques,  1769.  Es  i 
den  hier  die  Gleichungen  der  beiden  Curven  ;/i<«'»"  und  n*«'  Ordnung  in  der  Fe 

p      f/  r      s 

angenommen,  wo  /*,  q?  bez.  vom  p*^^j  rt«n  Grade  in  x  und  vom  ^to«,  «*«"  Gn 
in  7/  sind;  alsdann  wird  für  die  Schnittpunkte  die  Zahl  angegeben: 
m  ,  n  —  (m  —  />)  (i  —  ')  —  {m  —  g)  {n  —  *)  . 

Die  an  der  Zahl  des  Textes  angebrachte  Reduction  rührt  daher,  dat^s  die  C 
ven  /"=  0,  9  =  0  in  der  angenommenen  Form  auf  der  A'-Axe  einen  (m  —  p)-»^ 
(n  —  r)- fachen,  auf  der  >'-Axe  einen  (//<  —  y)  -,  bez.  («  —  .v)- fachen  Punkt  hab 
und  dass  die  in  diese  Punkte  fallenden  Schnittpunkte  nicht  mitgezählt  sind.  ^ 
man  nur  die  Zahl  der  im  Endlichen  liegenden  Schnittpunkte  haben,  so  hat  n 
von  obiger  Zahl  noch  die  der  sonst  etwa  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  j 
legeneu  abzuziehen.  —  Es  sei  bemerkt,  dass  sich  das  Bt^zout'sche  Theor 
auch  sehr  einfach  mittelst  des  Chasles'schen  Correspondenzprlucips  (p.  2 
beweisen  lilsst;  vgl.  Chasles:  Comptes  reudus,  t,  75,  1872, 

**)  Vgl.  noch  besonders  die  Anwendungen  dieses  Princips  auf  die  Thec 
der  binären  Formen  fünfter  Ordnung  in  der  Arbeit  von  Clebsch:  Das  Fünft 
und  die  Gleichung  fünften  Grades;  Math.  Anmilen,  Bd.  4,  p.  284.  lu  Bet 
der  oben  erwähnten  Curven  P  —  kJ^  =  n  wird  hier  beiläufig  gezeigt,  da» 
in  sechs  Kegelschnitte  zerfallen,  wenn  die  gegebene  Curve  4. 'Ordnung  an»  ^ 
geraden  Linien  besteht. 
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Offenbar  verschwindet  die  Determinante 
kl     «2     ^3     «*: 

\d^     d^    d.^    d:r 
dflütisch,  denn   indem   man   die   ersten   drei  Verticalreihen  bez.   mit 
hf  ^i9  ^3  multiplicirt  und  von  der  letzten  abzieht,  verschwinden  alle 
Glieder  dieser  Reihe.     Die   Entwicklung  der  Determinante   gibt  uns 
kher  die  Identität: 

I)  {abc)  rf,  —  {abdf)  c,  +  {acd)  h^  —  {bcd)  «.,  =  0. 

Ihn  kann  dieselbe  leicht  dem  Gedächtnisse  einprägen,  wenn  man  be- 
Bukt,  dass  die  drei  Buchstaben  in  den  einzelnen  Determinanten  immer 
«f  einander  nach  dem  Alphabete  folgen,  und  das  Vorzeichen  abwech- 
rind  positiv  und  negativ  ist.  Aus  dieser  Gleichung  leiten  wir  eine 
ädere  ab,  indem  wir  die  x  durch  die  zweigliedrigen  Determinanten 
br  Grossen 

C\       ^2       ^3 

/•.   A   A 

netzen.    £s  ist  dann  identisch 

I)  (abc)  (de/-)  —  (abd)  {cef)  +  iacd)  {bef)  —  {bcd)  {acf)  =  0. 

isrtauschen  wir  femer  die  Buchstaben  d  in  (I)  mit  t/,  so  kommt  die 
leich  bedeutende  Identität: 

II)  {abu)  Cjc  —  {acu)  b,r  =  (abc)  Ujc  —  (bcu)  a,r ; 
id  hierans  folgt  durch  Quadriren: 

V)  {abuf  c^  —  2  {ab u)  (acu)  b:,c^  +  (acuf  b^;^ 

=  (abc)^  uj^  —  2  (abc)  (bcu)  t/.r^a-  +  (bcüf  aj . 

chliesslich  fOgen  wir  noch  die  schon  oben  bewiesene  und  benutzte 

leDtität  hinzu  (vgl.  p.  276): 

?)  (abu)  =  a^by  —  b:,ay , 

idche  besteht;  sobald  i/^.  «=:  0  und  Wy  =  0  ist,  und  i/,  =  (xy)i . 

Die  Verwerthung  dieser  Formeln  bei  symbolischen  Rechnungen 
|BKhieht  ganz  ebenso,  wie  die  der  entsprechenden  Identitäten  bei  den 
iniren  Formen  (p.  193).  Es  sei  noch  besonders  hervorgehoben, 
188  dabei  die  Yertauschung  gleichbedeutender  Symbole  und  Addition 
br  80  erhaltenen,  unter  einander  identischen  Ausdrücke  ein  oft  be- 
lixtes  Hölfsmittel  bildet,  und  dass  daher  insbesondere  der  folgende 
Ih  gilt: 

f^'enn  ein  symbolischer  Ausdruck  durch  Vertauschun//  zweier  ///cichurr- 
per  SymMe  sein  Vorzeichen  ändert,  so  verschwindet  derselbe  identisch. 
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VIII.    Die  temären  quadratischen  Formen. 

Wir    wollen    die  für  die  terniiren  Formen   im  Vorstehenden  ge- 
wonnenen Anschauungen  zunächst  insbesondere  für  die  quadratischen 
Formen,*)  d.  h.  für  die  Theorie  der  Kegelschnitte  verwerthen.    Wir 
haben  letztere   schon    früher,    wenn  auch  in  ganz  anderer  Weise  be- 
handelt und  können  uns  daher  in  Betreff  der  geometrischen  Resultate 
kurz  fassen.     Gemäss  den  Forderungen   der  Invariantentheorie  haben 
wir  hier  nur  nach  solchen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zu  fragen, 
welche  bei  beliebigen  linearen   Transformationen  ungeändert  bleibcBi 
d.  h.  welche  allen  perspectivischen  Projectionen  eines  solchen  gemein-  ■ 
sam  sind.     Es  fallen  demnach  für  unsere  jetzige   Fragestellung  alb 
Unterschiede  zwischen  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  fort;  denn  die» 
selben  beruhen  allein   auf  den  Beziehungen  der  Gurven  zu  der  onenl*^ 
lieh  fernen  Geraden.     Da  wir  nun  durch  eine  Gollineation  die  letzten 
stets  in   eine  im  Endlichen   gelegene  Gerade  überführen,  und  umg^ 
kehrt  jede  beliebige  Gerade  der  Ebene  in  die  unendlich    ferne   proji- 
ciren  können,    so    ist  diese  hier  nicht  weiter  ausgezeichnet.    Neben 
Ellipse  und  Hyperbel  stellen  wir  ferner  den  als  imaginäre  EUip$e  bfr 
zeichneten  Kegelschnitt,   welcher  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  aOfr 
seine  Punkte  imaginär,  die  Coefficienten  seiner  Gleichung  jedoch  redT 
sind.     Wir   können    nun   aber,    wie  schon   früher  (p.  173)    bemerfcl» 
auch    die  Coefficienten    als  eomplexe  Grössen   annehmen,    ohne  da« 
dadurch    die   Gültigkeit    der    algebraischen    Entwicklungen    beeinfluaii 
würde.     Damit  hätten  wir  dann  eine   neue  Klasse   von  Kegelsehnittfii 
bezeichnet.     Es  ist  aber  klar,  tlass  auch  letztere  in  reelle  Curven,  und 
umgekehrt  diese  in  jene  linear  transformirt  werden  können,  wenn  wir 
auch  den  Transformationseoefticienten  eomplexe  Werthe  beilegen,    ll 
diesem  Sinne  können  wir  ganz  allgemein  folgenden  Satz  aussprechen: 
Ein  cif/criüicher  Kegelschnitt  hat  Leine  projectivischen   Besonderheiten;  dt. 
Jeder    kann    in  jeden    anderen    durch    Collineation    id>ergeführt   trerdOL 
Insbesondere    kann    eine    ternäre    quadratische    Form    keine    absolut» 
Invariante   haben;   denn   eine    solche   würde  nur   erlauben,  diejenige» 
Kegelschnitte  in  einander   zu   transformiren ,    für  welche    der  Zahlen-, 
wertli   dieser  Invariante   derselbe   ^väre.      Wir   werden  uns  von  diesei 
Resultaten  im  Folgenden  auch   direct  durch  Betrachtung  der  überhaupt 
möglichen  invarianten  Hildungen  überzeugen. 

Die  Gleichung  des  Kegelschnittes 

(l)  /  =  a,  ■'  =  //  r  =  2.\/,/..r,a'A  =  0 

*)  Vgl.  für  diese  Theorie  iiebon  Cayley't-  mehrfach  erwähuten  Memoire  npe> 
quanticy,  beüonderö  Salmoii:  Lessoiis  iiitroductory  to  the  modern  higber  algebOi 
»odann  dessen  Kegclschnitttheoric  C^ap,  XXXI  der  Fi  edler 'sehen  Bearbeitung 
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n  Liniencoordinaten  haben  wir  in  ihrer  s3miboIischen  Gestalt  schon 
Tfiher  bei  Besprechong  des  Uebertragungsprincipes  aufgestellt;  sie  ist 
largestellt  durch  das  Verschwinden  der  zugehörigen  Form: 

"31       "32       "33       "t  , 
!    ^l         ^h         ^%        ^  i 

Setzen  wir  in  F  die  Coordinaten  u  proportional  zu  den  Unter- 
leierminanten  aus  den  Coordinaten  x,  y,  ^o  erhalten  wir  wegen  der 
dentitat 

{abu)  =  üjcby  —  b^rt,, 

Ge  Gleichung  des  Productes  der  beiden  vom  Punkte  ij  an  den 
[egelschnitt  gelegten  Tangenten^  in  der  bekannten  Form  (vgl.  p.  107) 

0  =  (üjcby  —  b^a^y  =  ajby^  +  bjoj,^  —  2  a^ayb^by 

=  2{/-(.)./(y)-(i2:|f^yyS. 

Die  Gleichung  der  Berührungspunkte  dieser  beiden  Tangenten 
gibt  sich  leicht,  da  dieselben  die  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes 
it  der  Polare  von  y  sind,  deren  Coordinaten  durch 

Vi    =    i   -^-f   =   dytti    =    bybi    =    Cyd 

geben  werden.  Diese  Werthe  haben  wir  nur  in  die  Gleichung  der 
iinittpunkte  der  Linie  v  mit  der  Curve  /"=  0: 

{avuy  =  0 

QZQsetzen,  um  das  Product  der  Berührungspunkte  zu  erhalten.  Dabei 
fissen  wir^  weil  die  Coordinaten  v  in  {avuY  quadratisch  vorkommen, 
nmal  durch  den  bekannten  Differentiationsprocess  (Polarenbildung) 
idere,  gleichbedeutende  Coordinaten  w  einführen,  und  dann  die  «;, 
nch  bibyy  die  Wi  durch  CiCy  ersetzen;  die  gesuchte  Gleichung 
ird  also: 

{avu)  {awu)  =  {abu)  (ac  u)  byCy  =  0. 
fir  sind  hier  zu  dem  ersten  Beispiele  für  eine  Zwischenform  geführt; 
dunen  wir  in  ihr  y  constant,  so  gibt  sie,  gleich  Null  gesetzt,  das 
hxluet  jeuer  beiden  Berührungspunkt«,  nehmen  wir  n  constant,  so 
eilt  sie  die  Gleichung  der  beiden  in  den  Schnittpunkten  der  Linie 
mit  f  an  diese  Curve  gezogenen  Tangenten  dar.  Diese  Zwischen- 
nn  lässt  sich  jedoch  unter  Anwendung  der  für  ternäre  Formen 
Jlenden  Identitäten  (p.  283)  als  rationale  und  ganze  Function 
rfacherer  Bildungen  darstellen.  Zuniichst  ergibt  die  identische 
nebung  IV  wegen 
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/  _  a^i  _  bj  —  cj, 

wenn  wir  x  statt  y  schreibeu  und 

A  =  {abcY 
setzen: 

2  (abu)  (acü)  bx Cx  «=»  fF  —  ^  .  ti,'  +  (abc)  (bcu)  n^a,. 

Vertauschen  wir  femer  in  dem  letzten  Gliede  dieser  Glexehong  dü 
gleich werüiigen  Symbole  a^  b,  c,  so  können  wir  dasselbe  dorck  «■ 
Drittel  der  Summe  der  so  erhaltenen  Ausdrücke  ersetzen;  es  wird: 

(abc)  (bcu)  UxQx'^'i  (abc)  {(bcu)  a,  —  (acu)  b»  -f-  (abu)  c,y . 

Wenden  wir  hierauf  endlich  die  Identitilt  m  an^  so  ezlialten  wir:  ; 

(abc)  (bcfi)  u^a^^^^A^u^^ 

und  somit  haben  wir  fOr  unsere  Zwischenfonn: 

(3)  2(abu)(acu)bxC^^fF  —  \Au^^.  \ 

Die  hierin  auftretende  Invariante  A  muss  nach  dem  Obigen  i^ 
der  Determinante  Yon  /*,  deren  Verschwinden  die  Bedingung  für  ik 
Zerfallen  in  ein  Liniehpaar  ist,  bis  auf  einen  Zahlen&ctor  identai 
sein.  In  der  That  finden  wir,  wie  schon  firüher  ausgeftthxt  wmi 
(vgl  p.  268):  i 

«II      «12      «13  ! 

(4)  A  =  (abcy  =  &  «21     «22    «23  j  • 

«31       «32      «33  i 

Mit  den  Formen  /*,  F^  A  ist  nun  der  Kreis  der  hier  mS 
Bildungen  abgeschlossen.    Der  Beweis  hierfür  gründet  sich   auf 
folgenden  beiden  Sätze:*) 

Jedes  symbolische  Producta  welches  den  symbolischen   Factor  (• 
haty  enthält  den  wirklichen  Factor  A. 

Jedes  symbolische  Product,  welches  einen  symbolischen  Factor  (i 
aber  keinen  symbolischen  Factor  des  Typus  (abc)  mehr  enthält , 
in  Glieder,   welche  theils  den  wirklichen  Factor  F,  theils  den  wirk 
Factor  A  .  Ux  haben. 

Zum  Beweise  des   ersten  Satzes  braucht  man  nur  zu 
dass  man  einen  Ausdruck  mit  dem  Factor  (abc)  jedenfalls  ab 
Summe  einzelner  Glieder  darstellen  kann,  deren  jedes  von  der 
(abc)  OibkCi  .  i!/  ist,  wo  M  die  Symbole  a,  b,  c  nicht  mehr 
Von  diesen  verschwinden  alle  diejenigen,   bei  denen  zwei  der  In* 
i,  k,  l  gleich  sind,  da  sie  durch  Vertauschung  der  betreffenden 


*)  Vgl.  Clebsch:  Zur  Theorie  der  Charakteristiken,  Math.  Amialen,  Bd.i^ 
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bole  ihr  Zeichen  ändern  würden;  und  jedes  der  anderen  Glieder  ist 
wegen  der  Yertauschbarkeit  von  a,  hy  c  gleich  ^  (ßbcY,  hat  also  in 
der  That  den  wirklichen  Factor  A. 

Enthalt  dagegen  ein  symbolisches  Product  den  Factor  {abu),  ohne 
dass  darin  gleichzeitig  ein  Factor  {abc)  vorkommt ^  so  müssen  die 
Symbole  a,  b  noch  einmal  in  einer  der  folgenden  vier  Yerbindungeii 
anftreten 

in  einer  Determinante  (abu),  wo  dann  der  Factor  /'unmittel- 
bar hervortritt, 
oder  in  zwei  Determinanten:  (acu)  (bdu), 
oder  in  einer  Determinante  und  einer  linearen  Form:  (acü)  bj^, 
oder  in  zwei  linearen  Formen:  a^bx. 
Im  letzten  Falle  verschwindet  der  Ausdruck  identisch;   denn  der 
''actor   {abc)aj,bjc  ändert  bei  Vertauschung  von   a  und  b  sein  Vor- 
eichen.    Im  zweiten  Falle  haben  wir  wegen  der  Vertauschbarkeit  von 
,    d  und   wegen  der  Identität  II  (p.  283) ,   wenn  wir  darin  d  und  f 
orch  t/;  e  durch  d  ersetzen,  und  wenn  wir  den  von  a,  b  freien  Factor 
lit  J/  bezeichnen: 

M  (abu)  (acü)  (bdu)  =  ^  (abu)  {{acu)  (bdu)  —  (adu)  {bcu))  M 

=  i  («*«)^  (c^^)  ^i  =  \F  (cdu)  .  M. 
Im  dritten  Falle  erhalten  wir  nach  der  Identität  III: 

(abu)  (acü)  bjc .  3f  =  \  {abu)  {{acu)  b^  —  {bcu)  a^c)  M 
=  ^  (abu)  [(abu)  c^  —  (abc)  m^|  M 
=  ^  Fc,r  ,  M  —  (abu)  (abc)  w^  M. 
Bier    enthält   der  zweite  Term  den  wirklichen  Factor  A   nach    dem 
Satze;  und  somit  ist  auch  der  zweite  Satz  wegen  der  Theilbar- 
it  aller  anderen  Glieder  durch  F  bewiesen. 

Jede  zu  f  gehörige  invariante  Bildung  mit  nur  einer  Reihe  von 

und   einer  Reihe   von  Liniencoordinaten    setzt   sich   nun   aus 

abolischen  Factoren  der  Form    {abc),  (abu),   n^,,    Ujc^   zusammen. 

Rr  können  daher  von  einer  solchen  durch  obigen  Zerlegungsprocess 

le  mit  den  Factoren  A,  F  oder  A  .  Vjc  absondern,  bis  symbolische 

Dren  vom  Typus  {abc)  oder  (abu)  nicht  mehr   vorkommen.     Das 

bleibende    Product    kann    dann    nur    noch    eine    Summe    von 

aen  der   Form   öj.^  .bj^,.,,  uj^  sein,    also   nur   noch  aus  einer 

von  f  und  einer  Potenz  von  u^r  bestehen.     Somit  ist  der  fol- 

Satz  bewiesen: 

Jede   Invariante  y    Covariante,    zugehörige    Form   und  Zwischenform 

er  iernären  quadratischen  Form  mit  höchstens  einer  Reihe  von  x  und 

tt  eine  ganze  Function  der  Formen  ^ 

«X,     f,     F,     A. 
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—  Ungleich  grösser  wird  die  Zahl  der  invarianten  Bildui 
wenn  man  das  simultane  System  zweier  quadratisclier  Formen  betrac 
d.  h.  die  gegenseitigen  Beziehungen  zweier  Kegelschnitte  unters 
Wir  wollen  für  dieselben  zunächst  das  YoUständige  System  aufsi 
d.  h.  diejenigen  simultanen  Functionalinvarianten  angeben;  < 
welche  sich  alle  andern  rational  und  ganz  ausdrücken  lassen; 
zwar  gehen  wir  auf  die  betreffenden  Erörterungen  um  so  liebei 
als  wir  auf  derartige  Fragen  weiterhin  nicht  zurückkommen  we 
Das  Folgende  mag  daher  als  ein  einfachstes  Beispiel  für  solche  I 
suchungen  überhaupt  gelten. 

Die  beiden  gegebenen  Formen  seien: 

,g.  f  =  aj  =bj  .  .  .  =  üaik  Xi  Xu 

^  ^  r  =  aj^  =  bj^  .  .  .  =  Zauc'xiXk  . 

Alsdann    haben   wir   nach    dem    Früheren    zunächst   die    zugeho 
Formen  : 

(6)  F,,  =  (abuy  =  ua\     F^^  =  (a'b'uy  =  i/«.«. 
und  die  Invarianten: 

(7)  ^,11  =  {abcy  =  aa"  ,       ^222  =  («'^'0'  =  «  a -^ 

Durch  principielle  Einführung  der  in  diesen  Formen  benu 
Symbole 


«1    =  ^'J  h    —  f'7  '^{  ' 

ft,  =  n,^  b^ 

--  ^  ^1  > 

«:{ 

=-  a^  b.2   —  b^ 

a 

«/  =  a^b^'  —  b^a.^ , 

<  =  <^i' 

-b^a;. 

«a' 

=  a^'b^'  —  b^ 

0 

werden  nun  die  folgenden  Betrachtungen  wesentlich  vereinfacht, 
nächst  gilt  der  Satz: 

Hat  ein   symbolisches  Product  T\   den    Factor  {abv)  =  Va^   so 
dasselbe  so  umgeformt  werden,  dass  in  ihm  auch  ein  Factor  {abtc)  - 
avftriltj  wo  v ,  w  Liniencoordinaten  oder  Symbole  irgend  welcher  Fot 
also  überhaupt  beliebige  Grössen  sind. 

Alsdann  ist  nämlich: 

TT  =  {abv)  ayb~  .  ;>/, 

wo   M  die  Symbole  a^   b   nicht  mehr  enthält,   und    wo    y,   c    ir 
welche  Bedeutung   haben.     Nach  der  Identität  V,  p.  283  wird  ;ils 

2  n  =  {abv)  (a^b,  —  b^a,)  .  M 
=  (abv)  (abw)  .  J/, 

wenn  Wi^^{yz)i  gesetzt  wird,  q.  e.  d. 

Wir    denken    uns    nun   immer  die   Symbole  a,  b  etc.,   so  wc 
möglich    ist,    zu    Symbolen    a  zusammengefasst;    und    wenn   wir 
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lymbolen  a  sprechen^  so  verstehen  wir  darunter  nur  diejenigen;  welche 
acht  mit  andern  Symbolen  b  zu  Symbolen  a  vereinigt  werden  können. 
hitsprechendes  gilt  für  a,  b'  und  a.  Nach  dieser  Festsetzung 
Snnen  in  einem  symbolischen  Producte  Factoren  vom  Typus  (abv) 
der  (ß'b'v)  nicht  mehr  vorkommen;  denn^  wie  soeben  bewiesen  ist, 
last  sich  dieses  Product  alsdann  so  umformen,  dass  noch  ein  Factor 
\bw)j  bez.  (a'b'w)  auftritt;  dann  können  wir  aber  (aZ>)  =  a  setzen, 
odurch  Factoren  vom  Typus  VatOa  bez.  Va'Wa'  entstehen.  Ganz  das- 
Ibe  gilt  auch  für  die  Symbole  a,  a':  Jeder  Factor  {aßy)  bedingt 
Den  weiteren  Factor  {ccßz),  und  nach  dem  Satze  von  den  adjnngirten 
^terminanten  ist  dann  (vgl.  p.  114): 

S{aßy){aßz)  =  A^^^aya,. 
Aus    diesen   XJeberlegungen   folgt,   dass   in    einem   symbolischen 
oducte    der   von   uns   betrachteten  Art  nur  Factoren  der  folgenden 
pen   vorauszusetzen  sind: 


««9 


(adu)   ,        {aoL  X)  . 
Das  Einfachste  ist  nun,  dass  wir  eine  simultane  Form  aus  zwei 
ichen  Factoren  dieses  Schemas  bilden ;  dadurch  entstehen  neben  den 
(6)  und  (7)  gegebenen  Formen  noch  die  folgenden*): 

^112  =  «a'^       -^122  =  ^«S       ^12  =  (^«'W)^       *|2  =  (««' a;)2. 

Für  eine  aus  verschiedenen  Factoren  zusammengesetzte  Form 
nnen  wir  nun  zeigen,  dass  von  den  in  (8)  aufgeführten  Ttjpen 
rmafs  zwei  verschiedene  Factoren  von  gleichem  Typus  in  ein 
^boiiscfies  Product  eingehen  können,  d,  h.  dass  sich  jede  Form 

Ojcaybtbi     oder    ajüybzbl 
t    Aggregat   anderer   Formen    darstellen  lässt,    die  enttöeder  direct  in 
täerere  Bildungen  zerfallen,  oder  in  denen  sich  die  Symbole  «,  b  (bez. 
f  £>')   zu  a  {bez.  a)  zusammenziehen  lassen. 

Wenn  die  Form  ajga^bzbt  nicht  direct  in  zwei  Factoren  zerfallen 
►11,  so  haben  wir,  damit  zwei  Factoren  des  gleichen  Typus  vorkommen, 
ich  dem  Schema  (8)  folgende  3  Möglichkeiten 

1)  y  =  2:  =  a 

2)  y  =  z  =  a 

3)  y=.  =  (,/,,), 

0  man  statt  y  auch  x  und  statt  z  auch  /  schreiben  kann. 

•;  Nach  der  hier  befolgten  Bezeichnungsweise  würden  O,,  und  O^.^  ^^z.  die 
nnen  (aßa:)*^  {aß'xY  darstellen;  es  ist  aber  (vgl.  p.  114): 

3  <t>„  =  ^„, .  r,        3  <D„  =  An,  .  f  . 
CJtfbsob.  Vorleaungcn.  10 
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—  Ungleich  ^ 
wenn  man  ff 
4   h-   die 
Wir  woü 

zwar 


Dritb  *' 


r^^-"' 


A.'>^"' 


üii  nach  V  (p,  283): 
.^(^     -^.j.  wimdißii  wir  die   Identitui  üu; 


i  ^™         j/idli  wwiiden  wir  die   IdcBtitui  wn: 


#Cr^/ 


öjöf,; 


ikÜeu  fJi<^  Terme  rechts  in  der  Tliat  in  getrennte  Faetore 
w/r^' /^fl  yjj^cfct  Behauptung  bewiesen;  denn  es  ist  klar^  da^  d\ 
P^^^r    AuH  fl./^*^/'v    gflJ^^   ebenso   behandeln  lasst;   mit   Hülfe  d 


l^roL 


i*^^  *'T.i^^^  adjuiigii'tt-*  Determinanten  formf  man  ferner  auch  Aus^rtic 
v  rm  i^^f'a^^fi^ii  *^^^^  i^a'i^wti\ff'^ff  m  entsprechender  Weise   um 


S.t»"*  ''''* 


äef 


ßff  <'»'^ 


^f^^  die  i^eidert  Factor en  a^y  a\  nätr  u^t-^  rtj^  Mrfen    niemniM  i 
^s  imrkommm ;    denn    nach   Vorstehendem   könnten   au»  (8)  B 
^^^.  j^^ei  Fa^^oren  ««♦  ^'ü  (oder  aa  ^  (f'u^)  oder  ein  Factor  (aa'n)  t 
^       ^^'^  hinzutreten.     Es  ist  aber  für  k  ^  (i^c): 

g]0O  gleich  Null;  und  aus  den  Gleichungen  (17)  folgt: 

aada^xax  =  /^i2  —  l  ^iit  •  /';  q-  ö-  d- 
Auch  f&r  die  C'Ombination  zweier  Factoren  ypn  yerschiedeiie 
1^08  aus  unserem  Schema  können  wir  endlich  noch  eine  Einsdui 
kung  hinzufügen.  Es  dürfen  nämlich  niemals  die  beiden  DetermhunUe 
factoren  {aa'ü),  (aax)  vereinigt  vorkommen.  Der  Beweis  hierfür  i 
unmittelbar  durch  die  Identität  gegeben: 


«1 

«1 

«li 

«2 

< 

«,!• 

«3 

«3 

«3' 

d?i! 


^21' 


a^    a. 


I  Ox     aj 


Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  das  vollständige  System  4 
tertiären  quadratischen  Formen  f  und  f  sofort  hinschreiben;  denn  w 
brauchen  nur  alle  Combinationen  aus  den  in  (8)  zusammengesteUti 
Factoren  zu  bilden ,  die  durch  vorstehende  Erörterungen  nicht  aiug 
schlössen  sind.     Wir  erhalten  so  die  20  Formen*): 

*)  Aufstellung  und  Ableituug  des  Systems  verdankt  der  Heramgeber  eil 
Mittheilimg  von  Gordan. 
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1)  Formen  ohne  Determinantenfactor: 


f     -a,2 

/-    -«.'^ 

/"„    -  «a* 

/•„  -«„.» 

^111  —  ««* 

^,„-aV 

^l.J  =  ««'* 

^12J  •=  ««•* 

5,    =>  aäa^ 

»c 

(  9 

^j      ^  fla"  O 

2)  Formen  init  einem  Determinantenfactor: 
N  =  (flfö'tt)  a^a/  i        N  =  (aa'o;)  !/«««»  , 

67j  =  {aa'u)  üaüxUa'     ,         Tj  —  {adx)  OaVa'aJ      , 
/>  =  (aäu)  au'Qatia'^a'j        A  =  {aux)  aa'OaaJajc . 

3)  Formen  mit  zwei  Determinantenfactoren: 

—  Wenn  wir  nun  im  Folgenden  mehr  geometrische  Fragen 
ittelst  der  Formentheorie  behandeln  wollen,  so  wird  es  unsere 
uptaafgabe  sein^  alle  dabei  auftretenden  Bildungen  auf  die  Formen 
•  Systems  (9)  zurückzuführen.  Gleichzeitig  werden  wir  dann  die  durch 
ollaetzen  der  letzteren  dargestellten  Gebilde  kennen  lernen  ^  sowie 
e  Bedeutung  der  durch  das  Verschwinden  der  simultanen  Invarianten 
igebenen  Bedingungen. 

Für  unsere  frühere  Untersuchung  des  Eegelschnittbüschels 

O)  xj+x,r  =  0 

BT  die  Determinante  von  x^/  -f-  Xj/^  und  die  Gleichung  in  Linien- 
»ordliiiaten  besonders  wichtig.  Die  Determinante;  welche  mit  Ax  be- 
ndmet  sei;  entsteht,  wenn  man  in  (abcy  die  ^,vt  durch  x,  A,vt  +  ^2^'a' 
rvetxt  und  nach  dem  Taylor'schen  Satze  entwickelt;  also  wird: 

Au  ^  Ö     Xj^jl      l"  *2^2l  ^1^22     I     ^^2^22  '^l  ^23     1     ^^2^23 

«I  «31  +  «2«3l'  ^1  «32  +  ^2 ^n  ^1  «33  +  ^2 «3»' 

=  {abcy  Xj»  +  3  {abay  x^^x^  +  3  (ab'ay  x,  x^^  +  {ab'cy  x^» 
der  nach  unserer  obigen  Bezeichnungsweise*): 


•)  In  aoBgerechneter  Form  ist  also,  wenn  für  den  Augenblick  A-f^  die  Unter- 
ieterminanten  von  /l„|,  A^'  die  von  A^f  bezeichnen: 


i*M— -S-g-^fl/A  —  ß  {/ri,'/'||+//f,'fltt+^33'^33  +  2i4,2'«ri2+2  ^J8'«28  +  *2^sr«»l}. 


F.  ==  -  2 
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In  derselben  Weise  findet  man  für  die  linke  Seite  der  Li» 
natengleichung: 

X,tf,,   +  X2^,/  X,flf,2  +  «2  «12'  ^I«13  +  ^2< 

«l  «21   +  ^2 «2/  ^1  «22  +  ^2^22'  ^1  «23  +  ^2' 

^1  «31   ~r   ^2  «31  ^1  «32     I     ^2  «32  ^1  «33     I     ^2' 
Wl                                            1/2  1/3 

oder  wegen  der  Vertauschbarkeit  von  a  und  b,  d  und  V '. 

(12)  ^x  =  /-„x.^  +  2/^,2  ^,X2  +  /-^.x^^. 

Die  Coefficienten  von  x,^  Xj^  sind  also  die  zugehörige! 
der  gegebenen  Kegelschnitte;  und  der  Coeffieient  von  x,Xj 
kanntlich,  gleich  Null  gesetzt,  den  Kegelschnitt,  dessen  Tan^ 
Curven  /  =  0  und  / '  =  0  in  harmonischen  Punktpaaren  tr< 
p.  281).  Das  quadratische  Vorkommen  des  Parameters  x  in 
aus,  dass  jede  Gerade  der  Ebene  von  zwei  Curven  des  Bü 
rührt  wird  (vgl.  p.  134).  Nur  wenn  die  Gerade  durch  einei 
Grundpunkte  des  Büschels  geht,  fallen  die  beiden  Berühru 
zusammen;  es  ist  daher,  wie  auch  aus  dem  üebertragun 
sofort  folgt  (p.  281),  das  Producl  der  vier  Schnittpunkte  vc 
gegeben  durch  das  Verschwinden  der  Discriminante  von  F 

Ersetzt  man  in  der  Determinante  F^  die  //,  des  ei 
durch  Viy  so  stellt  F^  =  0  die  Gleichung  des  Poles  der  C 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  x,/-!-  x., /''  =  0  dar.    Ninim^ 

".  =  i  ('i,  ^i^.  +  ^..  ^'^^  =  ^.«."..  +  ^■..".'".' 

d.  h.  betrachtet  man  die  Gerade  v  als  Polare  von  x  in  I 
Kegelschnitt  ^t /^  "h  ^2/' =  0,  so  wird  der  Pol  diese 
Bezug  auf  Xj/'+X2/''  =  0  dargestellt    durch    das   Ver 

Bildung  (/^=ii^.A'=iQ: 

;^i«M  +  >«/'m'        ^\f^\l  +  '^2'Uj' 

oder  symbolisch  aus  (12): 
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Bnl  =  X{^  Ua  { Aj  Ca  C.^  +  Aj  Ca  C./} 

(13)  +  2  jf,  X  2  (flf«'w)  / A,  {aac)  c,.  +  A^  (aac)  r./| 

+  X2^  ?/«•  {A,r„.C.r  +  LCa'C,r}   • 

Das  erste  und  letzt«  Glied  hängen  nur  von  den  Coefficienten  je  einer 
Form  ab  und  haben  bez.  den  Factor  Ca,  Ca]  also  enthalten  sie  bez. 
den  wirklichen  Factor  -<^,,,,  i^j^a-  ^^^  Coefficient  von  «i^  Aj  ist  die 
Fonn  Bi  der  von  Xj'A,  die  Form  B.^  Um  auch  die  andern  Glieder 
auf  einfache  Bildungen  zurückzuführen  setzen  wir  x/  =  A,.  Alsdann 
ist  ßgg  =  0  die  Gleichung  des  Poles  der  Polare  von  x  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  x^f-^-  X2/"  '=  0,  d.  h.  die  Gleichung  des  Punktes  .r, 
und  somit  muss  B^»  den  Factor  w.r  enthalten.  In  der  That  multipli- 
ciren  wir  die  ersten  drei  Horizontalreihen  der  Determinante  B»m  bez. 
fflit  j,,  x^,  x^  und  subtrahiren  sie  dann  von  der  dritten,  so  ver- 
schwinden in  dieser  sämmtliche  Glieder  bis  auf  das  letzte,  wo  an 
Seile  von  0  der  Term  —  u,r  auftritt.     Wir  erhalten  also  nach  (II): 

Bxx  =  i  W  r  .  -^x  . 

Setzen  wir  andererseits  in  (13)   x/=A,;    so  findet   man    durch   Ver- 
gleichung    der  Coefficienten   gleicher  Potenzen    der    A    die   folgenden 

IZelationen,  welche  sich  übrigens  auch  leicht  direct  durch  symbolische 

üeehnung  in  obiger  Weise  ableiten  lassen: 

(abu)  (abc)  C.r  =  tfa  Ca  C,r  =  i   -^111    •  W.r 

^,  +  2  (aau)  (aa'c)  c,r  =     ^n-^  •  ^x 
2  (aaii)  (aac)  c^  +  -^2  =     ^vn  •  ^^ 

(jlb'xt)  {ab'c)  Cj  =  Ma'C\t'Cx  =  \  -^222  •  W,. 

Damit  ist  die  Zurückführung  auf  die  Formen  unseres  Systemes 
^eben.  Ueber  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichungen  B^  =  0, 
fj  ==  0  braucht  wohl  nach  dem  über  B^x  =  0  Gesagten  kaum  etwas 
inzugefügt  zu  werden:  Bi  entsteht  ja  aus'^xi  für  A,  =0,  x.j  =  0; 
f.,  ebenso  für  Aj  =  0,  x,  =  0. 

Aus  Bxi  entsteht  nun  sofort  eine  Reihe  von  quadratischen  Cova- 
anten,  wenn  wir  die  w,-  durch  ^j/*,  +  ^2/»'  ersetzen;  und  wir  werden 
ngen^  wie  sich  dieselben  alle  auf  f,  f  und  0,0  zurückführen  lassen. 
'ie  so  aus  B^i  hervorgehende  Bildung: 

.-^ '  ^1^21  +  ^2^21'    Xjö.j.^  +  Xoa.,/    '^\(^ir.\-\''^i^h'i    1^1/2  +  1^2/2  ! 
'^^  ^  Xi  tf^i  +  x^ 03/    X,  a.y^  +  X. r/32'    ^1  ^^'x.\  +  ^2  ^^33'    ."1 1\\  +  ^2/3' '' 

^,/'i  +  Vi'      Kf'i^Wi      A,/;,+A./';  o        ; 

t     i^leich    Null  gesetzt,  die  Bedingung  dafür,  ilass  die  Polare  eines 
iktes    X    iu    Bezug  auf  den  Kegelschnitt  kj  -\-  \.J'  ^-y)  und  die 
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desselben  Punktes  in  B^^ziig  auf  den  Kegelschnitt  ^^7"+ 1»^/*— '^ 
einander  conjugirt  sein  in  Bezug  anf  die  Ciirve  x,/ +  x^/'^<V  b 
symbolischer  Gestalt  haben  wir  aus  (13): 

+  2j3f  j  x,j  I  fi  I  iß  a  d)  d^  +  li^  {a  n  d^)  dj  }  ^  Ä|  (ö  n'  €j)o  +  ^  ?  («  «'  <^')C 
+      Xj^  1^^  <f^. <^.^  +  ^^ rf'ß. rf^'}  ^  Aj  f a- e,^  +  Xj cV  c.r  }  . 

oder  (wenn  wir  die  hier  auftretenden  Corariaatea  mit  P  he^ekimm 
und  durch  entsprechende  Indices  unterscheiden: 

(15)    ff,j^=       x-^{X,ti,P,,   +  A,ß,P,,  +  AjIi,/',,   +  i,|t,P,,  } 
+  2x,x,  {l,li,Pn'  +^iiitPn   +^,i^iPn    +  ^.f*.^n  } 

woraus  die  Bedeutung  der  einzelnen  i^,t'**  unmittelbar  ersieh  Uieh  ist 
Um   dieselben    auf  die  Formen  unseres  Systemes   (9)  zurückzufülin*B 
setzen  wir  in  der  Determinante  //j^jt^  zuerst  x,  =^  li.     Ziehen  wir  dwuit 
wie  bei  Pg^^  in  (14)  die  bez.  mit  .r, ,  .r^^  x^  multiplicirten  erste»  im 
Horizontalreihen  von  der  vierten  ab,  so  wird: 

(16)  ii,,^^^A,(ii,r+ii,n^ 

Macht  man  andererseits  dieselbe  Substitution  in  (15),  so  erhalt 
durch  Coefficientenvergleichuug  die  Relationen: 


(H) 


Pu     +      Ph    =■ 

^H,  •/". 

2  p,.;  +    p„  = 

Pu"-\''^Pn    = 

^m-r. 

Pn  +  2  /*,;  = 

P,r  = 

A,,^.f, 

/>,;-  = 

'111 


M-i7 


r 


Damit  sind  die  fraglichen  Co  Varianten  zunächst  auf  vier  reducirt 
zwischen  letzteren  bestehen  aber  noch  weitere  Gleichungen  ^  welch 
aich  ergeben,  wenn  man  in  (15)  x  ^  ft,  setzt.  Dann  wird  entsprechciy 
der  Gleichung  (16): 

und  durch  Coefficientenvergleichung  findet  man: 

2Ai'+     Pn=      ^yu'f^     2A;+     P,,  =      A,,^  .  f 


(18) 


Pn  —  i  ^^2  * '  • 


J2 


Die  Formen  P|p    P^,  ^  P13J  ^n'=^  ^11 '>  ^1/'  zerfallen  also  direct 
zwei  Factor en,  und  die  andern  lassen  sich  alle  durch  eine  mit  QlUi 
der  Invarianten  und  der  Grundformen  f,  f^  ausdrücken«     Wir 
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nur  noch  die  ZurückfÜhrung  dieser  einen,  etwa  7^,/',  auf  0,.^  zu  geben. 
Nun  ist  aber : 

0J2  BS  {aaxy  =  {aa'b,r  —  baa^Y 

=  «a«^  .  M  +  ba'^ar^  —  2  aa'ba'a,vb.r  , 

und  hier  ist  der  letzte  Term  eben  unsere  Form  P,/'.    Es  folgt  also: 
(19)  /»„"  =  ^,„./--i0„. 

^/r  A//^^  ÄOWfV  in  der  Thal  die  zwölf  Covananten,  welche  in  HxXfi 
turkmmefiy  auf  die  Formen  unseres  Systems  zurückgeführt. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (19)  können  wir  ohne  Schwierigkeit  die 

«lureh  i^jjo  «=  0   oder  A^^  =  0   gegebenen   Lagenbeziehungen   von  f 

Qod  f  geometrisch  charakterisiren.     Die   Form  O,^  entspricht  duali- 

«&ch  der  Form  /',,;  *i2  =  0  stellt  daher  den  Ort  der  Punkte  dar,  von 

vHchen  zwei  Paare  zu  einandet*  harmonischer   Tangenten  an  f  und  f 

9^.    Femer  entsteht  /^,i"  aus  F^-i^Ua'^,  wenn  man  u;  =  f  setzt; 

P^^' »  0  ist  also  der  Kegelschnitt,  welcher  von  den  Polen  der  Tangenten 

90»  f  =^0  in  Bezug  auf  /=  0  gebildet  wird.   Die  Bedingung  A^.^^  =  0 

ogt  nun    wegen   (19)   aus,    dass   diese   beiden  Curven   identisch   sind. 

JSTehmen  wir  unter  dieser  Voraussetzung  eine  Tangente  u  von  /"  =  0,  so 

entspricht  ihr  vermöge  f=^0  ein  auf  /^,,"  gelegener   Pol,   und  die 

beiden  von  letzterem  an  Z'  =  0  gezogenen  Tangenten  v ,  w  sind  har- 

mom'sch  zu  den  beiden  an  /=»  0  gezogenen,  d.  h.  sie  sind  in  Bezug 

auf  /"■=0  conjugirte  Gerade.     Somit  bilden  die  Tangenten  u,  v,  w 

von  /"  =  0  ein  Polardreieck  von  /*=  0;  und  ein  solches  Dreieck  kann 

man   für  jede   Tangente   u  von  f  construiren.     Da   aber  A^^n  =  ad'- 

symmetrisch  in  den  Coefficienten  von  aj  und  w««^  ist,  so  kann  man 

auch    dualistisch    entsprechend,    von    einem    beliebigen    Punkte    von 

/"ks  O  ausgehend,  ein  Dreieck  construiren,  dessen  Ecken  auf/'=0 

liegen  ^  und  welches    Polardreieck  von  /"  =  0  ist.     Wir  haben  daher 

folgenden  Satz: 

IVenn  die  simultane  Invariante  A^22  =  ^^«'^  ^^^  Kegelschnitte  a,r-  =  0 
vnd  ^oT  =  0  verschwindet,  so  gibt  es  in  Bezug  auf  a,^-  ==  0  einfach 
unendlich  viele  Polardreiecke,  taelche  der  Curve  Ua'^  =  0  umgeschrieben, 
wmd  in  Bezug  auf  Ua^  =  0  einfach  unendlich  viele  Polardreieckc^  welche 
der  Curve  aj^  =  0  eingeschrieben  sind.  *) 

Der  entsprechende  Satz  gilt  selbstverständlich,  wenn  ^,,<>  ver- 
schwindet; man  hat  dann  nur  die  Curven  f=0  und  /'  =  0  zu  ver- 
tauschen. 

Es  ist  leicht  auch  den  durch  A'=  0,  6',  =  0.  €2  =  0  dargestellten 
Gebilden   geometrische  Deutungen  unterzulegen;  dasselbe  gilt  für  N, 


•)  üeber  Kegelschnitte,  welche  in  dieser  Beziehung  stehen,  vgl.  Smith: 
Proceedings  of  the  London  math.  Society,  vol.  2,  p.  04;  Rosaues:  Math.  Aniia- 
len,  Bd.  6;  Darbouz:  Btdletin  des  sciences  math.,  t.  1,  p.  348. 
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Fj  und  r>.  Man  si^lit  %,  B.  sofort^  daes  .V  =^  0  äk  iUtkhimg  des  Seht 
pimkici^  ihr  i^olmrn  von  a^  in  Bezug  auf  f  =^0  tmd  f  =  0  ut^  \ 
betrachtüii  liier  nur  noch  die  Form  6',;  sie  ist  die  Function aldeter 
nante  von  U^^  f  und  u,^\ 

(\  ^=^  (ad  u^  tKkf*äffa  =  4    a^     %—     i 


0£l 
0^1 


4 

iU     IBti 


Nim  ist  B^^^0  die  üleichung  einer  Ireraden  v^  fiir  deren  Piü 
die    Polaren  in  Bezug  auf  /^  ^=^  ü  zu  der  Linie  u  in  Bezug  auf  f » 

conjugirt    sind 5     die    DifferentialquatieuteD    ^^  *  sind  also  di^  Coc 

naten  dieser  Geraden,  und  €^  ^0  hi  dk  Be^imjufig,  dnss  dk*  p€ 

vöH  X  in   Bezug  auf  f  durch  den  Sehniitpunkt  imn  u  und  v  f/cfu. 

Von  grüsserem  Interesse  für  die  Geometrie  sind  die  Form« 
und  A.  Sie  haben  zunächst  die  Eigenschaft^  dass  dk  fint  die  recip 
liiiduntj  dex  andern^  sowohl  m  Bezug  auf  f^  als  m  Bezug  auf  f 
Zum  Beweise  dessen  gehen  wir  von  0  aus  und  setzen: 

Bozetcfanen    wir   die   dadirreh    iiu^s    1^    entistehende    Bildung^ 
so  wird: 

ff  =r       {adb)  äa'itj c^d^*h,r€jfd^r 

==       4  {iiub\  [aa^kr  —  Kf^.*)  *f^*Cadut\eä^ 

=  —  i  V  iß^'^^)  ^^H('ud^i\rd^,. 

Durch  AnweiiduTig  der  Identitilt  {ft^^{ftii)) 

a^tlr  =^  (dnb)  t\r  ^^  {(ifre)  *tj  —  (nifc)  a^  -j-  inac)  d^ 
linden  wir  nun; 

oder  für  {üc)^  ==t  a,: 

Das  letzte  Glied  rechts  unterscheidet  sich  aber  von  dem  Ausdr 
links  nur  durch  den  Zahlenfactor  und  durch  Vertauschung  von  b 
c]  also  wird: 

aa(f{iCaCa^  =  i  ^a*  •  o/ ('x   • 

Setzen  wir  dies  in  />'  ein,  so  kommt: 

/?'=  —  I  .4,„  .  A,  q.  e.  d. 
Ebenso  ist  natürlich  für  t//  =  /'/: 
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/)"=-  i.4,,„.A; 

und  dualistisch  entsprechende  Gleichungen  gelten  /ur  üehcrfülirung 
Ton  A  in  D.  Wir  wissen  aber,  dass  nur  den  Seiten  des  gemeinsamen 
Polardreiecks  von  f  und  /'  die  Eigenschaft  zukommt,  dass  die  Polaren 
ihrer  Punkte  in  Bezug  auf  f  und  /"  dieselbe  Curve  dritter  Klasse 
Qmhüllen;   und  zwar  besteht  letztere  aus  den  Ecken  jenes  Dreiecks. 

Hieraus  folgt: 

Die  Gleichung  j9  =  0  stellt  das  Product  der  drei  Seiten,  A  =  0  das 

der  drei  Ecken  des  gemeinsamen  Polardrciecks  von  f  xmd  f'  dar*) 

Dies  Resultat  war  übrigens  vorauszusehen,  da  nur  die  eino  Cova- 

variante  />  von  der  dritten  Ordnung  in  unserm  Systeme  enthalten  ist, 

und  das  Polardreieck  jedenfalls  durch  eine  Covariante  dargestellt  wird. 

Aas    diesem   Grunde  muss   D  auch  das  gemeinsame   Polardreieck  von 

/*i2   und  0(0  darstellen;,  und  somit  ergibt  sich: 

Aiie    covarianten    k'egelschnittc   von   f  und  f   haben    mit   letzteren 

Curve n   dasselbe  Polardreieck  D  =  0,  A  =  0  gemeinsam ;  oder  mit  andern 

H^'ortcn:     Die  Formen   D  und  A  sind  Combinanten  für  alle  Formen  des 

System  es 

wenn  q>  irgend  eine  zu  f  und  f  covariante  f/uadn/tisehe  Form,  also  am 
emfachsien  0,2,  bedeutet,  Sie  dürfen  daher  alle,  wenn  dies  Dreieck  als 
CJoordinatendreieck  eingeführt  wird,  in  ihren  Gleichungen  nur  die 
Quadrate  der  Veränderiichen  enthalten.     In  der  That  setzen  wir: 

f=   li'+    §./+     V, 

,  w  wird  für  x,  =  x,  x,  =  1,  A,  =  A,  Aj  ^  1 ,  ft,  =  ft ,  pj  =  1  : 

x  +  A'  0  0  (f*  +  A')|, 

0  x  +  r  0         rft  +  r)g,, 

0  0  X  +  r     f.«  +  A"'j  i,  ' 

!(A  +  A')6,     (A  +  r)§,     U  +  n^^  •'  I 

^imd  bei  der   Entwicklung  der  Determinante  treten   nur  die   Quadrate 
$  auf.  — 

Die   bei    der  kanonischen  Form   in  /"   auftretenden    Coefticienton 
bekanntlich  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  Jx  =  ^^     Wir 
FlubeD  ferner    gesehen  (p.  135  ft'.),  dass  die  Transformation  aiit*  diose 
\toTm  nicht    mehr   unbedingt  möglich   ist,    wenn   jene    Wurzeln    zum 

•»  Durch  Zerfallung  von  D  bez.  A  in  die  drei  linearen  Fiictureu  würde  man 
ktait  eine  neue  Ix>suug  für  die  gleichzeitige  Transformation  von  /'  und  /'  aut  tlie 
f'lDonis'jhe  Form  '.p«  1-7)  erhalten.    Mittel  zur  Ausführun«:  d»>r  Zertallun«:  wer- 
fen wir  in  der  Theorie  der  Curven  3.  Ordnung  kennen  lernen. 


//.i^  =  -  2 


r  bii 

2 


Theil  einander  gleich  werden.  In  dieHem  Falle  berühroii  sie 
Curven  /  und  /^  ia  gewisser  Weise,  und  die  Art  dieser  BerQl 
wurde  durch  das  Verhalten  der  Uuterdelerniinanten  von  A^  g^(*i 
der  mehriachen  Wurzel  besagter  Gleichung  bestimmt  Diese  B 
rungsbediogungen  müssen  sich  aber  nach  einem  früheren  Satzajj 
durch  da.^  Verschwinden  von  Functional  invarianten  der  Fonb 
und  f  darstellen  lassen  (vgl,  p.  274).  Es  fuhren  dazu  die  folgi 
Üeberlegungen.  | 

Wir  wissen,  dass  f  und  /'  sieh  berühren»  wenn  sswei  Wurzeln 
Ag  =  0  gleich  sind,  d.  h,  wenn  die  Diserimimuite  der  cubischen  I 
i^„  verschwindet  (vgL  p,  J36J,  Bie  Bedingunff  für  dk  einfache  B 
rimg  ist  aha: 

Hat  dagegen   ^j,  ^  0  drei        ^iehe   Wurzeln,   so   osculiren 
und  ^;  andereiBeits  muse   dann    die  Hesse  sehe   Form    der  bii 
Dubiaehen  Form  A^^  identisch  Null  sein  (vgl,  p,  228) •    Dk  ßeäh 
^für  die  zumpunkfi^e  Berührung  sind  aisQ*): 

(21)  dm^^m^^. 

^m        -"jtt        ^»t 

Berühren  sich  f  und  f  in  xwei   verschiedenen  Punkten,^ 

der  Büschel  Kyf-\-x,^f^^O  sieh  selbst  dualistisch  gegenüber:   E 

jeden   Punkt  geht  eine  Curve  desselben ^  jede  Gerade  wird  vintl 

Curve  berührt     Letzteres   wird   dadurch  möglich^   dass   Fjr=0 

von  den  t/,-  unabhängige  Wurzel  für  -  zulässt,  und  zwar  ist  die 

Doppelwurzel  von  A,t  =p  0.  In  der  That  enthält  der  BQscbel  X|/"-f- 
eine  Doppelgerade^  die  Verbindungslinie  der  beiden  BerQhrungspa 
welche  von  jeder  Geraden  der  Ebene  berührt  wird  (p.  106);  und 
ist  eben  durch  die  Doppelwurzel  von  ^,e  =  0  bestimmt.  Die  lel 
aber  wird  durch  die  Gleichung  A^  =  0  doppelt  zählend  geg 
wenn  A^  die  Hesse'sche  Form  von  A,  ist  Es  muss  daher  dii 
sultante  der  beiden  quadratischen  Formen  F^  und  A^  Null  sein.  ] 
Resultante  reducirt  sich  hier  aber,  da  A^  ein  vollständiges  Qu 
ist,  auf  die  Invariante  (A/')^,  wenn  für  den  Äugenblick 

A^  =  (A,x,  +  A,Xj)S    F,  =  (/\x,  +  F,x^y 

gesetzt  wird.     Nach  Ausrechnung   der  Invariante    (A/^^   haben 
also  den  Satz: 

fFenn  f  und  /'  sich  in  zwei  getrennten  Punkten  berühren^  so  l 
neben  (20)  unabhängig  von  den  Ui  die  Bedingung: 

(22)    (-^111 '^122'"  ^11 2  )'^22~' Mi  11^222"" -^122 -^112)  ^12 +  (-^112  ^«2 — ^%tt] 

*)  Vgl.  Salmon-Fiedler:  Kegelschnitttheorie. 
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Den  Fall  der  dreipunktigen  Berührung  von  /'  und  /"  können  wir 
dlich  als  eine  Gombination  der  beiden  letzten  Fälle  auffassen:  Jx 
A  einen  dreifachen  linearen  Factor  und  F^  enthält  denselben  Factor 
afiaeh.  Da  i^«  >»  (^,  x,  +  ^2  ^2)^  ^^^  ®^^  vollständiger  Cubus  ist,  so 
D  die  gestellte  Bedingung  erfüllt,  sobald  die  binäre  lineare  Cova- 
inte  {AFf  A^  unabhängig  von  den  x  verschwindet.  Tragen  wir 
80  die  wirklichen  Werthe  der  Coefficienten  von  x, ,  x.^  ein,  so  haben 
ir  den  Satz: 

Wenn  sich  f  und  r  dreipunktig  berühren ,  so  bestehen  neben  (21) 
nabhängig  van  den  ut  diei  Bedingungen: 

g\  ^111^22  '^  ^i\2^Vl  +  ^121»  ^11   =  ^ 

-^112^22  ^  -^122^12  +  -"^222^11  *=  ^• 

Die  hier  besprochenen  ausgezeichneten  Lc^en  zweier  Kegelschnitte 
enehen  sich  jedoch  nur  auf  die  geometrisch  besonders  hervortretenden 
tSle.  Vom  Standpunkte  der  Invariantentheorie  aus  müssen  wir  da- 
egen  jedes  System  zweier  Kegelschnitte  von  jedem  anderen  Systeme 
ireier  solcher  Curven  streng  unterscheiden,  sobald  es  nicht  möglich  ist, 
ie  beiden  Systeme  linear  in  einander  zu  transformiren.  Diese  Mög- 
chkeit  hängt  aber  von  dem  Werthe  der  simultanen  absoluten  Inva- 
•nten  beider  Kegelschnitte  ab*),  und  durch  diese  Werthe  ist  daher 
fe  Lage  der  Kegelschnitte  gegen  einander  charakterisirt.  Die  Zahl 
sr  absoluten  Invarianten  ist  leicht  zu  bestimmen.  Die  beiden  Kegel- 
linitte  nämlich  hängen  zusammen  von  10  Constanten  ab;  die  8  Con- 
■Dien  einer  linearen  Transformation  können  wir  nun  so  bestimmen, 
08  8  jener  10  Constanten  beliebige  Werthe  annehmen;  die  beiden 
irigen  sind  dann  aber  absolut  fest  gelegt;  d.  h.  zwei  Kegelschnitte 
Am  zioei  absolute  Invarianten.  Die  letzteren  haben  wir  aus  den  vier 
iTarianten  /rf,,,,  A^^^f  ^122*  ^222  so  zu  bilden,  dass  die  Coefficienten 
a  f  und  f  in  ihnen  in  Zähler  und  Nenner  zu  gleichen  Dimensionen 
■kommen;  und  zwar  legt  man  am  einfachsten  die  folgenden  beiden 
I  Grunde 


A^ 


I  ist  nun  weiter  unsere  Aufgabe,  den  Zusammenhang  dieser  absoluten 
Varianten  mit  den  in  der  Figur  der  beiden  Kegelschnitte  auftreten- 
*  Doppel  Verhältnissen  darzulegen.  Wir  bemerken  zunächst,  dass 
t  Verbindungslinien    eines  beliebigen   Punktes   von  f  =0  mit  den 


*i  Und  zwar  ist  die  Transformation  immer  möglich,  wenn  die  abßoluten  In- 
uten  in  beiden  Systemen  dieselben  Wcrtho  haben,  und  wenn  in  beiden  dic- 
?ii    C'ovarianten,    Coutravariantcn    und  Zwischen  formen   identisch  Null  sind, 

Oberhaupt,  wenn  in  beiden  Systemen  dieselben  Functionalinvarianten  ver- 
inden;  vgL  die  Anmerknngauf  p.  274. 
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vier  Schnittpunkten  von  f  und  f  ein  für  alle  Punkte  von  f  consi 
Doppelverhältniss  bilden  (vgl.  p.  49).  Ein  anderes  constantes  De 
verhältniss  ist  ebenso  durch  die  Verbindungslinien  eines  Punktet 
f  mit  jenen  vier  Punkten  gegeben:  Wir  wollen  beide  Dopp 
hältnisse  durch  Aj,  bez.  k^  ausdrücken.  Zu  dem  Zwecke  bem< 
wir,  dass  in  jedem  der  vier  Schnittpunkte  (y)  von  f  und  f  < 
die  Tangenten  der  Curven  des  Büschels: 

X,  aya,r:  +  'ü^aya^  =  0 

ein  Strahlbüschel  gegeben  ist,  in  welchem  jeder  Strahl  durch  die 
sprechenden  binären  Coordinaten  x,,  x.^  bestimmt  wird;  insbesoi 
ist  also  durch  x,  =  0  die  Tangente  von  /",  durch  x.^  =  0  die  \ 
im  Punkte  y  gegeben.  Demgemäss  stellt  uns  Ä^t  eine  binäre  cub 
Form  dar,  deren  entsprechende  Strahlen  des  Büschels  die  Tange 
der  drei  Linienpaare  in  y  sind,  d.  h.  die  Verbindungslinien  von  y 
den  drei  anderen  Schilittpunkten.  Diese  drei  Linien  bilden  dann 
der  Tangente  von  f  in  y,  d.  i.  mit  der  Linie  Xj  =  0,  jenes  für 
Punkte  von  f  constante  Doppelverhältniss.  Wir  haben  somit  die 
gäbe,  das  Doppelverhältniss  einer  binären  biquadratischen  Fom 
bestimmen,  welche  in  die  cubische  Form  A^  und  in  eine  lineare  ] 
Xj  zerfällt,  und  dies  geschieht  in  bekannter  Weise  mit  Hülfe  de 
Varianten  /  und  j  der  biquadratischen  Form  (vgl.  p.  239).  Ist  lel 
nun  durch 

gegeben,  und  setzen  wir 

so  müssen  wir  in 

/  ==  2  («,,«,  —  4  «,  «.5  +  3  «./) 
«0     a,     «., 

und  /  -•=  ()    «j     «.,     «3 

«.,     «:i     ^1 
substituircn : 

■1  r<:,  =  ^^  //.,'  -\-  o  r/,  ^/,' ,      2  ci,  =  ^,  ^/./  +  a.,a^  ,      4  «3  =  o  //^  </ ,'  -f  / 

Für   uiiseni   Zweck   haben   wir   insbesondere    rir,'  =  (>,  //.'  = 
wühlen,  und  iludurch  erhalten  wir  für  ^z^'  =  //x^ 

":;  7  — '^ ''111 -Mr.»  •']•.'..»         '^111   '^iii         --'ti-j 
und  somit  für  »las  gesuchte  Doppelverhältniss  a: 
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der  xutch  einer  einfachen  Umformung  der  rechten  Seite: 

^    -^  (3A,A,  — 2A,«Ä,— I  •  '   ri  +  a)*i2-a,»(l  — 2«)'' 

/>fls  Doppelverhäihms  a  der  Verbindungslinien  eines  PunAfffs  von  /' 
Mit  den  vier  Schnittpunkten  von  f  und  f  ist  also  durch  Gleichung  (2;')) 
fcffeben;  und  ebenso  das  Doppelverhältniss  ß  der  Verbindungslinien  eines 
hnkles  von  f  «''  jenen  vier  Punkten  durch  die  Gleichung: 

Sß\  f A«  ~  3)'  A,A,«         _  „7  11  -  (J  +  ß^Y 

^  t3  A,  A,  -  S A,«A,  -  1)  —  -^^  (i  +  ßf.(i  _  ^).  (1  ^  2  ß)^   ' 

In  Folge  dieser  Gleichungen  können  wir  unter  Beriick.sichii^iin«^ 
er  Relationen: 

^besondere  den  folgenden  Satz  aussprechen; 

H'efiPi  gleichzeitig  die  Invarianten  A^^^  ""^^  *'^ij2  verschwinden y  so 
'  ito«  Doppelverhältniss  jener  vier  Schnittpunkte  auf  beiden  Kegel- 
kniiten  äquianharmonisch. 

Es  liegt  ferner  nahe  nach  den  drei  Doppelverhältnissen  zu  fragen, 
dche  aof  den  Seiten  des  Polardreiecks  durch  ihre  Schnittpunkte  mit 
n  Kegelschnitten  f  und  f  bestimmt  werden.  Um  die  entsprechende 
bische  Gleichung  aufzustellen,  nehmen  wir  f  und  /"  in  der  kano- 
ichen  Form  an: 

/•=  g,*+    I/+    V, 

of  der  Seite  |]  =»  0  liegen  dann  die  beiden  Schnittpunktepaare : 

l,'  +  g»*  =  o  und  rg,-^  +  r'|;;^  =  o; 

id  zu  dem  Systeme  dieser  beiden  binären  quadratischen  Formen  ge- 
iren  die  Invarianten  (vgl.  p.  215): 

/>  =  2,     Z?'  =  A"  +  A",     //'  =  2  A" A '. 

.118  letzteren  berechnet  man  das  Doppelverhältniss  «,  der  eiitspre<^lieii- 
en  vier  Punkte  mittelst  der  Gleichung  (vgl.  p.  217): 

^'«  _  (r  +  ry      (c^+  iY 

Dlf~      4  TA"      ""  («,  -  1;«* 

in  aJso  r/j   zu  finden,  brauchen  wir  nur  die  absolute  Invariante 

^  (r  +  x-y  _  //' 
'^^        irr'        />//' 

kennen,   d.   h.    wir  müssen  eine  cubische  Gleichung  aufsti^llen,  «leren 
rzeJn  r/ie   flrei    Grössen: 


(27) 


?i  = 


f^  = 


4i 


sind ;  aus  iIulgd  Snden  wir  daun  die  drei  gesuchten  DoppelTerhiUfe 
mittelst  dar  ByelatioDen:  I 


(28) 


(«,  +  i)t 


_  («.  +  ly 


n 


/-l  (0,-1)1' 

Wir  kennen  aber  die  symmetriscben  Kunctionen  dieser  drei  Wurzd 
da  die  der  Wurzeln  K\  i.",  X'"  bestimmt  sind;  und  zwar  findei^ 
aus  den  Gleichungen: 


k 


"^7 


Am 


unter  Berit cksichtignng  von  (27)  die  folgenden  Uelationen 


J'iy'iJ'a 


yj^i  +  nyi  = 


3  ^-.M,, 


-h 


yi  +  j*!  +  ya  =  -  3 


16  ^m'/»«' 

A{i-3A,A,(l-9A, -9A,)} 


Am  Am 


=  ^  B  (1  +  3  A^AJ 


Zfe  absoluten  Invarianten  der  drei  Paare  von  binären  quaäraH 
Formen  y  weiche  auf  den  Seiten  des  Polardreiecks  durch  ihre  Sä 
punkte  mit  f  und  f  dargestellt  werden^  sind  also  die  Wurzeln 
Gleichung: 

(29)y»+3(l+3A,A,)y»+A{l-3AA(l-9A,-9AJ}y-Vr(l-9A 

und  aus  den  Wurzeln  dieser  Gleichung  findet  man  die  DoppelverhM 
a  der  drei  Punktquadrupel  mittelst  der  Gleichungen  (28)*). 


*)  Benutzt  man  einen  der  beiden  vorliegenden  KegelBchnitte  vox  Begr^ 
einer  allgemeinen  projeclivischen  Maxsbestimmung  (vgL  die  Anmerkung  auf  p» 
80  wird  man  entsprechend  den  2  absoluten  Invarianten,  welche  ein  beüd 
Kegelschnitt  mit  ersterem  bestimmt,  zweifach  unendlich  viele,  in  metriacte 
sieht  von  einander  verschiedene  Kegelschnitte  in  der  Ebene  unterscheiden  ] 
sen.  Eine  weitere  Eintheilung  der  letzteren  ist  dann  nach  den  etwaigen 
rührungen  mit  dem  Fundamentalkegelschnitte  durchzuführen,  d.  h.  nach 
Verhalten  der  im  Texte  erwähnten  Functionalinvarianten.  Ee  würde  dki 
Eintheilung  in  Ellipsen,  Hyperbeln  und  Parabeln  bei  gewöhnlicher  Metok 
sprechen,  denn  die  Realität  der  vier  Schnittpunkte  mit  dem  FnndamenidlDl 
schnitte  wird  von  den  Werthen  der  absoluten  Invarianten  abhängen.  Dii 
den  beiden  Kegelschnitten  auf  den  Seiten  des  Polardreiecks  besümmteB  Di) 
Verhältnisse  entsprechen  dann  gewissermasseu  den  Längen  der  Hanptaffi 
gewöhnlicher  Metrik. 
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Wir  fQgen  noch  einige  Bemerkungen  über  das  System  von  drei 
^schniilen   hinzu.     Es   seien   die   drei   quadratischen   Formen    ge- 

in  bietet  sich  zunächst  als  einfachste  simultane  Govariante  die 
wiionai-  oder  Jakobi'^^A^  Determinante  derselben,  d.  h.  die  Deter- 
lante  der  ersten  Differentialquotienten: 

K 

^   ^{aaa  )a:^a^aj  . 

Gleich  Null  gesetzt  ergibt  sie    eine  Gleichung ,    welche   als   das 
ultat  der  Elimination  der  y  oder  x  aus  den  drei  Gleichungen 


dt 

dxt 

dxt 

dxf 

dx. 

(ijody 


0,    ajaj  =  0,    a/ay'  =  0 


«sehen  werden  kann.  Die  durch  das  Verschwinden  der  Ftmctional- 
*rminanie  dargestellte  Curve  dritter  Ordnung  ist  daher  der  Ort  der 
ikie,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  die  drei  gegebenen  Kegelschnitte 
\  in  einem  Punkte  schneiden;  und  gleichzeitig  der  Ort  dieser  Schnitt- 
\kie  selbst.  Diese  Curve  steht,  wie  man  sofort  erkennt,  in  derselben 
dehong  zu  irgend  drei  anderen  Kegelschnitten  des  zweifach  unend- 
len  Systems: 

ren  Gesammtheit  man  als  Kegelschnittnetz*)  zu  bezeichnen  pflegt,  d.  h. 
isi  eine  Comhinante  des  Netzes  (vgl.  p.  208).  Auf  die  Unter- 
diimg  der  so  erhaltenen  Curve  dritter  Ordnung  concentrirt  sich 
■kerhin  wesentlich  das  Interesse  bei  Betrachtung  der  Eegelschnitt- 
ibe.     Wir  erwähnen  hier  nur  noch  einige  besondere  Fälle. 

Zunächst  können  die  drei  Curven  z.  B.  so  liegen,  dass  ihnen  ein 
eieck  gemeinsam  ist,  ein  Fall,  der  schon  gelegentlich  erwähnt 
(p.  297).     Alsdann  können  wir  die  Gleichungen  der  drei  Grund- 
litte  in  der  Form: 


v  =  ^'W  +  ß'U'  +  yU 


0 


buusetzen;  und  die  Functionaldeterminante  wird  daher: 


•1  Yg\,  aber  diese  Netze  Steiner* a  Vorlesungen  über  synthetische  Geo- 
rie  t,  Bd.  bearbeitet  von  Schröter,  Leipzig  1807;  und  Cremoua's  Ein- 
ög  m  die  Theorie  der  algebrainchon  Curven. 
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Dritte  Abtheilang. 

«s. 
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ß'^2     y'h 

=    u 
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V\ 

.1,1.1,- 

«"S, 

ß"i^    y"%. 

a 

f 

r"\ 
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Die  Jd,kohVsche  Curve  des  Netzes  zerfällt  also  in  die  drei 
des  Polardreiecks y  vorausgesetzt,  dass  die  Determinante  der  « 
nicht  verschwindet,  wo  dann  1^.0.  Tritt  dies  jedoch  ein,  so  k 
wir  in  unserem  Falle  setzen: 

a  =  Ha  +  Aa",     ß  =  x/S'  +  ^/3";     y  =  ^y  +  ^y" ; 

d.  h.  die  drei  Kegelschnitte  gehören  demselben  Büschel  an.  I 
aber  auch  allgemein  der  Satz: 

Wenn  die  Combinante  1  der  drei  quadratischen  Formen  /*, 
identisch  verschwindet,  so  gehören  die  entsprechenden  drei  KegeL 
demselben  Büschel  an. 

Um  dies  zu  beweisen,  multipliciren  wir  die  Form  /  mit  i 
die  Ui  ganz  beliebige  Grössen  sind;  nur  darf  u^  nicht  Null  sein 
nutzen  wir  dann  die  Identität  III,  p.  283,  so  wird: 

aa  a  )  Ujc  =  (a  a  u)  a^  —  {aa  u)  a^c  +  {aa  u)  a^  , 

und  wenn  wir  unserer  früheren  Bezeichnung  entsprechend 

*^/v  =  {^«'«)  ^ar«r',     ^yi/;  =  (ß  u" u)  aj aj\     ^ ypf  =^  {a'axi)  a 
setzen,  so  geht  die  Bedingung  7^^  0  über  in: 

Ncpf  .  xp  -T  N^y;  .  f  +  iV,/,/  .  9?,  q.  e.  d. 

Ein  anderes  Kegelschnittnetz  von  speciellem  Charakter  hab4 
schon  früher  bei  Gelegenheit  der  Kreistheorie  erwähnt  (vgl.  p.  1 
Dasselbe  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  alle  Curven  zwei  fest«  1 
gemein  haben.  Man  zeigt  in  diesem  Falle  an  einer  speciellen 
chungsform  leicht,  dass  die  Jakobi'sche  Curve  in  die  Verbinc 
linie  der  beiden  Punkte  und  in  einen  durch  letztere  geh 
Kegelschnitt  zerfallt,  wie  sich  übrigens  auch  aus  später  abzuleit 
allgemeineren  Sätzen  über  Functionaldeterminanten  ergibt,  i 
insbesondere  die  beiden  ausgezeichneten  Punkte  in  die  Kreisp 
der  Ebene,  so  besteht  die  Jacobi'sclie  Curve  aus  der  unendlich  f< 
Geraden  und  dem  Orthogonalkreise  der  drei  gegebeneu  Kreise  / 
gj  =  0,  i^'  =  0,  was  sich  ebenfalls  unschwer  nachweisen  lässt. 

Wir  verlassen  hiermit  diesen  Gegenstand,  da  eine  vollständ 
Theorie  dieser  Netze  ein  genaueres  Studium  der  Curven  dritter  Ord 
voraussetzt;  wir  werden  deshalb  erst  bei  Betrachtung  der  leti? 
auf  jene  zurückkommen. 


Vierte  Abtheilung. 
Allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Curren. 

I.    Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Curve. 

Ln  die  Theorie  der  Kegelschnitte  würde  sieb,  naturgemäss  die  der 
tn  dritter  Ordnung  bez.  Klasse  anschliessen  und  in  Verbindung 
liT  die  Theorie  der  .ternären  cubischen  Formen.  Es  lässt  sieh 
hl  eine  grosse  Zahl  der  bei  denselben  hervortretenden  Prägen 
grossere  Schwierigkeiten  sofort  aUgemein  für  Curven  beliebiger 
iing  beantworten;  und  gleichzeitig  wird  durch  diese  allgemeineren 
.chtongen  von  vornherein  grossere  Uebersichtlichkeit  für  die 
igfachen  invarianten  Eigenschaften  und  covarianten  Gebilde  ge- 
en^  denen  wir  bereits  bei  Curven  dritter  Ordnung  begegnen. 
a  wir  es  daher  im  Folgenden  unternehmen,  eine  allgemeine 
rie  der  algebraischen  Curven  in  ihren  Grundzügen  zu  entwerfen, 
»chieht  dies  wenigstens  zunächst  in  der  Absicht,  um  Gesichts- 
te  zu  gevnnnen,  nach  denen  die  Bearbeitung  der  Theorie  specieller 
en  in  Angriff  zu  nehmen  ist;  und  zwar  wird  uns  hauptsächlich 
Bestimmung  gewisser  für  eine  Curve  charakteristischer  Zahlen 
laftigen.  Selbstverständlich  beschränken  wir  uns  dabei  auf  die 
ichtong  projectivischer  Eigenschaften  der  Curven,  d.  h.  solcher 
ischaften,  welche  bei  beliebigen  linearen  Transformationen  (deren 
minante  nur  nicht  verschwindet)  erhalten  bleiben.  Weiterhin 
m  sich  jedoch  hieran  Untersuchungen  knüpfen,  bei  denen  andere, 
^wissem  Sinn,  allgemeinere  Vorstellungen  massgebend  sind,  als 
sie  durch  die  Invariantentheorie  der  linearen  Transformationen 
)en  werden:  Dieselben  beziehen  sich  auf  die  Frage  nach  solchen 
ischaften  einer  Curve,  die  bei  beliebig  eindeutiger  (nicht  linearer) 
»rmung  ungeändert  bleiben,  und  eröffnen  somit  unserer  Forschung 
resentlich  weiteres  Gebiet.  — 

Eine  Curve  n*«'  Ordnung  ist  durch  eine  Gleichung  gegeben,  in 
lie  Veränderlichen  x^,  x^y  x^  zur  7i*^°  Dimension  vorkommen. 
en  wir  die  Glieder  derselben  etwa  nach  Potenzen  von  x^,  so 
nen  wir,  dass  sie  im  Allgemeinen 

bich,  VorlcflUDgen.  *20 


» 


yi#tte  Abihailim^. 


1+2  +  3 +  »  + 1 


{n  +  n(n  +  2) 


Coef fielen ten  enthält.     Voa  diesau  kaim  Jmnier  einer  gleich  der 

angenommen  werden;  die  Curve  ist  daher  von  o  — I=^i5i-i 

üaüstanten   abhängig.     Da  nun   die  Forderung,  daaa  die  Ourve  dufch 

"--^       gegebene  Punkte  geho^  ebenso   viele   iinearc  Gleichungen  zur 

Bestimmung  der  Coefticienten  gibt*),  ao  können   wir  den    Satz  aus- 

Sprechen:    sie  ist  im  AUgemeinen  durch        J'   ■  i/irer  P%mkte  betiimml. 

Wir  erwuhnen  dies  hier  vorläufige  um  erst  später  auf  die  sich  hier 

anknüpfenden   Fragen   n 

dem  Studium  des  Seh 

zu.     Die  fileiehung  der  j        * 


sn.     Zunächst  wenden    wir  mtä,  ' 
einer  Geraden  mit   der  Ol 

i 


(0 


x^  = 


igEÜnie   zweier  Fnnkt-e  ^  und  r 
70): 


Entwickeln  wir  alsdann  f  nach  Potenzen  von  *-  ,  so  kowtnt  (vgl. 


Entsprechende  für  binare  Formen  auf  p.  2r*3): 

(2)  0--X|^'a/+nÄi''-ix,V"'ö3+-'f^'«,"-'Xj'^ 


I  ,2 


^a.*+. 


Das    Bildungsgeaetz    der    Coefficienten    dieser    Eutwieklung    in    m 
symbolischer  Form  ist    unmittelbar  durch  den  Taylor'siihen  Stttx 
geben.    Seta;©!  wir 


(fr 


80  haben  wir  tlie  recurrirende  Formel: 


BW 


BD^'f 


di^r 


(3)   in  ^  k)  «/-^-'^/  +  ^  =  z,  ^-'  +  z,  ^g^/  +  Z3  -^_(«^i-) 


Ganz  in  derselben    Weise  können  wir  auch  umgekehrt  jeden  Co 
cienten  in  (2)  aus  dem  nächst  folgenden  finden^  denn  es  ist 


•)  V^l.  (las  Eiiti^prechentle  für  Kegelschnitte  auf  p.  48. 
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Die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichungen 

ist  nach  dem  über  binare  Formen  Gesagten  (vgl.  p.  2<)4)  bekannt. 
Durch  die  Substitution  (1)  haben  wir  auf  der  Verbindungslinie  von  y 
nnd  z  eine  binäre  Coordinatenbestimmung  (x,^  Xo)  eingeführt.  Die 
den  n  Wurzeln  von  (2)  entsprechenden  Schnittpunkte  der  Geraden 
yz  mit  der  Curve,  geben  die  n  Grundpunkte  einer  binären  Form.  Die 
Gleichungen  />*/*=  0  stellen  daher  auf  der  Linie  yz  die  verschiedenen 
Polarsysteme  des  Punktes  z  in  Bezug  auf  die  Grundpunkte  dar.  So 
ist  Df=^0  die  Bedingung  dafür,  dass  y  der  ersten  Polargruppe  von 
z,  oder  z  der  (n  —  1)**"  Polargruppe  von  //  in  Bezug  auf  jenes 
Schnittpunktsystem  angehöre.  Lassen  wir  daher  in  (2)  y  constant 
and  z  variabel  sein,  $o  gibt  die  Gleichung 

eine  Curve  Ar'"*  Ordnung^  deren  k  Schnittpunkte  mit  einer  durch  y  gehen- 
den Geraden  das  {n  —  ky^  Polarsystem  des  Punktes  y  in  Bezug  auf  die 
n  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Grundcurre  f=^i)  bilden,  ßie 
Curve  selbst  wird  daher  als  die  (n  —  A)'''  PoJarcurve  oder  Polare  von 
y  in  Bezug  auf  die  Grundcurve  bezeichnet.*)  Von  besonderer  Be- 
deotung  sind  jedoch  die  Schnittpunkte  einer  jeden  Polaren  />^/=0 
mit  der  nächst  höheren  />*  +  7*=0.  Es  ergibt  sich  dies,  wenn  man 
die  Gleichung  der  Tangente  eines  Curvenpunktes  näher  betrachtet. 
Es  möge  nämlich  der  Punkt  y  auf  der  Gurve  /'=  0  liegen,  also 

sein.  Alsdann  fällt  in  (2)  das  erste  Glied  fort,  und  es  sondert  sich 
>  ein  Factor  **  ab;  die  Gleichung  hat  eine  Wurzel  '  =  0,  wie  es  sein 
moss.  Stellen  wir  nun  die  Forderung,  dass  ein  weiterer  Schnittpunkt 
der  Geraden  yz  mit  y  zusammenfalle,  d.  h.  dass  sich  in  (2)  noch  ein 
Factor  **  absondere,  so  muss  ausser  D^f  auch  noch  Df  verschwinden, 

was    eine  lineare  Gleichung  für  z  gibt.     Eine  gerade  Linie,  welche 
die  Curve  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  schneidet,   haben  wir 
\  aber  als  Tangente  bezeichnet  (vgl.  p.  27).     Es  isl  daher  die  Gleichuntj 
der  Tangente  von  f=0  i?n   Punkte  y  (in  den  Veräiulerlicheii  z)\ 


/ 


•)  Fiir  die  Entfitehan^ir  und  Entwicklung  dieser  Theorie  vj^l.  die  Aiiinerkiin«? 
aaf  I'.  *2'>:5  ""«^  204. 
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und  die  Com-dinutcn  der  Tangente  siad: 

(5)  *«»  =  l^ 


^"-l£ 


■  Es  bietet  sich  uns  hier  die  Aufgabe^  raittebt  die»t*r  Glei<:hun| 

den  ÜebergMig  von  der  Gleichung  der  CurTe  in  Punktcoordiiiateii 
der  in  Liniencoordinaten  zu  bewerkstelligen.    Letztere  Gleichung  wü 

I  sich  durch  Elimination  von  ^^  y^,  y^,  t/^  aus  den  drei  Gleich aiij 
(5)  und  aus  j 

ergeben;  und  so  sind  wir  in  der  That  bei  den  Kegelsehnitk^n  t 
Ziele  gelangt  (p.  78),  Dies  Eliminationsproblem  ist  jedoch  im  i 
geraeinen  ein  sehr  hohes/ und  die  directe  Änflosimg  desselben  bü 
nicht  geringe  Schwierigkeiten-  Um  so  wichtiger  ist  es^  dass  wir  di 
die  symbolischen  Methoden  der  Invariautentheorie  in  der  Lage  war 
mittelst  des  üebertragungsprincipeSj  die  ganse  Frage  ia  das  binare  Gel 
zu  verweisen^  so  das3  es  nur  nothig  istj  die  Discriminant.enbüdung 
eine  binare  Form  zu  leisten  (vgl,  p.  279)  |  und  hierfür  bat  man  ftll 
meine,  mehr  übersichtliehe  Methoden.  Zugleich  ergab  dieses  V 
fahren  für  die  Klasse  der  Curve  ??*^^  Ordnung  die  Zahl  n  (n  — 
während  der  Grad  in  den  Coefficienten  gleich  2  (n  —  1)  gefun( 
wurde.  Zu  ersterem  Resultate  gelangt  man  auch  durch  folge) 
Ueberlegung,  die  uns  gleichzeitig  zu  den  Polaren  zurückführt. 
Nehmen  wir  in  der  Gleichung  der  Tangente 

ay^-^ß:  =:  0 

den  Punkt  z  constant  und  y  variabel,  so  bestimmt  dieselbe  zus 
men  mit 

fl/  =  0 
auf*  der  Grundcurve  diejenigen  Punkte  y,  deren  Tangenten  durcl 
gehen,  d.  h.  die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten.  Diese  bei 
Curven  von  der  w*«»  und  (n  —  1)*®"  Ordnung  schneiden  sich  in  n(rt  - 
Punkten;  ebensoviele  Tangenten  kann  man  also  von  z  an  die  Cu 
legen,  und  somit  ist  die  Klasse  einer  Curve  n^''^  Ordnung  im  Allgemä 
gleich  n  (ti  —  1).*)  Ganz  dualistisch  entsprechend  muss  auch  die  6 
nung  einer  Curve  k'^''  Klasse  gleich  k  (k  —  1)  sein.  Indem  man  so  ^ 
der  gegebenen  Curve  n  {n  —  l)^*^''  Klasse  dieselbe  Ueberlegung  rfl 
wärts  anstellt,   würde  man  zu  dem   Widerspruche  kommen ^  dass 

*J  Die  Bestimmung  dieser  Zahl  gab  Poncelet:    Annales  de  Qergonue,  t 
1>.  214. 
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gegebene  Corve  n^'  Ordnung  von  der  Ordnung  n  {n  —  l)  (n^  —  n  —  1) 
m.  Dieser  Widerspruch  losi  sich  jedoch  bei  genauerer  Ueberlegung; 
denn  eine  Curve;  welche  als  Punktgebilde  von  der  allgemeinsten  Art 
ist,  hat,  als  Liniengebilde  aufgefasst,  immer  sehr  speoielle  Eigenschaften. 
Bei  den  Kegelschnitten^  welche  von  der  zweiten  Ordnung  und  Klasse 
sind,  tritt  diese  Eigenthümlichkeit  noch  nicht  in  der  Weise  hervor. 
Doch  kann  uns  eine  in  ein  Linienpaar  ausartende  Curve  zweiter  Ord- 
nimg immerhin  schon  als  Beispiel  für  solche  Vorkommnisse  dienen: 
es  war  ans  nicht  mehr  möglich^  die  ganze  Curve  in  Liniencoordinaten 
daizQstellen,  sondern  die  betreffende  Gleichung  ergab  nur  doppelt 
ahlend  den  Scheitel  des  Linienpaares;  der  Rückgang  von  dieser 
Liniencoordinatengleichung  zur  Punktgleichung  verlor  dagegen  über- 
baapt  jede  Bedeutung.  Eben  deshalb  kann  dieses  Beispiel  noch 
keine  Anschauung  für  die  allgemeinen  Fälle  geben:  Ein  Linienpaar 
ist  eben  als  Punktgebilde  eine  Curve  zweifer  Ordnung,  nullier  Klasse. 
Auf  die  Gestaltung  ähnlicher  Verhältnisse  bei  höheren  Curven  können 
wir  erst  später  eingehen. 

Der  hier  befolgte  Weg  'zur  Bestimmung  der  n  {n  —  1)  von  z 
aasgehenden  Tangenten  gibt  unmittelbar  den  Satz: 

Die  n  (n  —  1)  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkte  an  eine 
Curve  n'^  Ordnung  gelegten  Tangenten  bilden  das  vollständige  Schnitt- 
Punktsystem  der  Curve  mit  einer  Curve  (n  —  1)'*'*  Ordnung,  der  ersten 
Mare  von  z. 

Für  n  «=  1  sagt  dieser  Satz  noch  nichts  Besonderes  aus ,  denn 
2  Punkte  liegen  immer  auf  einer  Geraden;  wohl  aber  für  höhere 
Car?en.  So  haben  wir  nach  ihm  bei  Curven  dritter  Ordnung  6  Be- 
rfihrungspunkte ,  welche'  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  während 
letzterer    doch  schon  durch  5  Punkte  bestimmt  ist.     üeberhaupt  ist 

eine  Curve  (n  —  1)**^    Ordnung    nach    Obigem    durch   ^^  ~— ^^  -~ 

Punkte  bestimmt;   und  unser  Satz  sagt  aus,  dass  von  jenen  n(w  —  1) 
Berührungspunkten  die  übrigen 

auf  derselben  Curve  (n  —  1)*«'  Ordnung  liegen. 

In  ähnlicher  Weise  sind  J)^/"  =  0,  B^f  =  0  .  .  .  Curven  der  Ord- 
nungen  n  —  2,   n  —  3...,    welche    in    ganz    bestimmter    Weise    zu 
«inem  Punkte   z  gehören.     Nach  dem  für  dieselben  angegebenen  Bil- 
dungsgesetze    lässt    sich    der    geometrische    Zusammenhang    derselben 
dahin  aussprechen,  dass  wie  Df  =0  die  erste  Polare  von  z  in  Bezug 
*^f /=  0,    so  />-/*=  0  die  erste  Polare  von  z  in  Bezug  auf  />/*=  0, 
^^[=0  die    in  Bezug    auf   D'^f=0  u.  s.  w.      Man    kann    demnach 
überhaupt  allgemein  den  folgenden  Sai/  aussprechen: 


•R 


Vierte  AbiheÜung* 

ßw  A'^  Mare  von  z  in  Bezug  auf  die  i''  Pöinre  von  z  nach 
t\st  die  (r+  Ar)'*'  Pahire  von  z  nach  /==  Of* 

Betrachtet  man  gleiehzeitig  mehrere  Punkte  und  bildet  tumier  di« 

^^^  Polare  des  eiueo   in  Bexug  auf  die  i^^  de«  andern  y  so  kann  m&ii 

'*»   Reihe  ähnlicher  Säts^.e  aussprechen,  wie  wir  dieselben    bei    den 

ktsystemen   auf  einer  Geraden   erhalten   haben  (vgl.   p,  ^A),     Em 

iL  daher  uuudthig  auf  dieäelben  noch  näher  wieder  einzugehen;  mm 

Ann  sie  vielmehr  von  den  dort  gegebenen  unmittelbar  ablesen.     Wir 

erwähnen  als  Beispiel  nur  einen  8utZj  welcher  als  Verallgemeineruüg 

der    bei    den    Kegelschnitten  auftretenden  Polaren beziehiing  erscheiöt 

Aue  der  Gleichung 

öj»-*/r>  =  0 

folgt  nämlieh:     lim(   ij  r*  ^idare  puh  r,  m  liegt  z  auf  i 

in  —  ky^  Mare  ;       i/- 

^ie     *  —  l)^*  i  tj  endlich  ist  stets  eine  ger 

i  fler  Pu     ..  -«i,  uf  der  GnJndcur?e,  so  wd « 

D}  zr**  rade  ist  aber  immer  gleichi^ii 

-lle    höheren   Polareurven.  aW 
{ft  —  i  ^  1)™  zug    auf    die  i^'   Polare  von  j^. 

1^       *^*  ü/jM  der  Pol  ai  irve,  m  gthtn  aüe  i^Hne  Poi'&rm 

fhtrch  lurrh  und  be  i  die  Gnmdrurve. 

Da  hiernach  die  ernte  Polare  ein^a  Punktes  der  Curre  in  diesen 
berührt,  so  fallen  von  den  n  (n  ^  V)  l'angenten,  die  man  von  ihm  äui 
die  Curve    ziehen    kann  ^    zwei   in   seine  eigene   Tangente  zusamnieu 
f'Gn  einem   PttnAie  der   Cittre  httm  jnan   nlm  nur  nm-h   h  (n  -  1)  ^i 
Tmiffetifen  an  dieselbe  legen.  I 

Die  Tangenten  hatten  wir  dadurch  bestimmt,  dass  wir  eine  Geiu^e 
die  Curve  in  zniei  zusammenfallenden  Punkten  seh  neiden  Hessen.    Wir 
könjien   nun  weiter  nach  Bolcben   Geraden  frajrenj   welche  di* 

Fig.  35,     -,  ,  *  w 

jL  Curve  in  drei  eonsecutiven  Punkten  treffen ,  Diese  Tangentfft 
werden  IPentle-  (oder  In/lexionH']  Tangenten  genannt^  ihre  Be- 
rührungspujikte  Wende-  oder  In flexions- Punkte.  Die  Beiekh* 
nung  rührt  daher,  dass  in  einem  solchen  Punkte  die  Uone 
ihre  Krümmung  ändert,  wie  in  den  Anwendungen  der  Differential- 
rechnung auf  Geometrie  in  der  Regel  gezeigt  wird  (vgL  Fig.  '^Y 
Wir  können  uns  von  der  Gestalt  der  Curve  in  der  Nake 
eines  Wendepunktes  auch  durch  folgende  üeberlegung  ein  BiM 
machen.*)  Im  Allgemeinen  wird  sich  die  Tangente  contillui^J 
lieh  um  die  Curve  drehen,  während  ihr  ßerdhrungspunkt  in  gleichö^B 
Sinne  fortschreitet.    In  einem  Wendepunkte  fallen  nun  zwei  ^ooMtlH 

*)  Vgl.   Plücker;    Theorie    der   algebraiBchen   Curven,    Bonn  lBS9,  t 
öehuitt,  §.  3. 
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mgenten  zusammen:  wahrend  also  der  Punkt  gleichmässig  fort- 
hreitet,  wird  die  Drehung  seiner  Tangente  im  Wendepunkte  gleich 
oll;    letztere    steht    einen    Augenblick  >Mg.  se. 

Uly  am  sodann  ihre  Drehung  gemäss 
sn  Gesetzen  der  Continuitat  in  entgegen- 
esetztem  Sinne  fortzusetzen.  Es  wird 
ies  recht  deutlich  ^  wenn  wir  uns  die 
}ür?e  für  den  Augenblick,  wie  in  Fig.  36 
Inch  ein  Polygon  ersetzt  denken.  Der 
beschreibende  Punkt  (x)  rückt  auf  der 
umhüllenden  Geraden  (ti)  immer  nach 
denelben  Richtung  fort;  diese  Linie  aber 
bi  sich  Yon  der  Lage  u  bis  zur  Lage  u 
in  demselben  Sinne,  dann  aber  von  u  bis 
Jt"  in  enigegengesetztem  Sinne  gedreht. 
Wird  die  Bewegung  nun  continuirlich, 
IttBen  wir  also  das  Polygon  in  eine  Curve  übergehen ,  so  ist  die 
Orüne  der  Tangentendrehung  bei  der  Lage  u  Null.  Während  also  die 
Bementarseiten  der  Curve  mit  den  früheren  und  späteren  vergleichbar 
Ueiben^  werden  an  u  die  Gontingenzwinkel  a  gegen  die  früheren  und 
'pateren  unendlich  klein;  und  so  gehi  in  der  That  Fig,  36  in  Fig.  35  über. 
Die  analytische  Bedingung  für  einen  Wendepunkt  erhalten  wir 
Ißrch  die  Forderung,  dass  von  den  Schnittpunkten  der  Geraden  tjz 
üt  der  Curve  drei  Punkte  in  y  zusammenfallen.     Es  muss  sich  dann 

I  der  Gleichung  (2)  ein  Factor  (-j  absondern,  d.  h.  es  müssen 
leichzeitig  die  drei  Bedingungen  bestehen: 

B  f^ay»-^a,   =0 

t  y  ein  Wendepunkt,  so  müssen  dieser  Ableitung  zufolge  die  letzten 
iiden  Gleichungen  zusammen  bestehen,  sobald  z  auf  der  Tangente 
an  y  liegt.  Die  Gleichung  D^f=0  kann  aber  nur  für  jeden  Punkt 
ieaer  Tangente  erfüllt  sein,  wenn  D'^f  den  Ausdruck  bf  als  Factor 
nfhSlt.    Der  Kegelschnitt 

1  /)/* 

^^  fik  für  — , T  t; — K —  gesetzt  ist,  muss  daher  in   ein  Linienpaar 

n  (« —  1)  CXidx^   °  '  * 

verfallen.  Die  Bedingung  dafür  wird  durch  das  Verschwinden  seiner 
Ö«terminante,  d.  h.  der  aus  den  zweiten  Ditferentialquotien  von  f 
gebildeten,  gegeben,   nämlich*): 

•)  Der  Zahlenfactor  J  ist  hinzugefügt,  damit  A  in  der  symbolischen  Form 
<>be  einen  eolchcn  definirt  ist. 


Vierte  AbtheÜung. 

# 

fn     fn    As, 
i  A=  /"jj    f^.    /"^a   =0. 

fn    Az    As 

ifi   der   sjmboliachen  Form  wird  diese,    analog  wie  bei  den  bmiren 
Formen^  ala  Hesse^TA^  Determinunie  bezeichnete  Form  wegen 


fik  =  V  ~^^i^k  =  V  "  *^'^*  =  ^y 


__  -  «^t 


Ci€k 


gebet!  durch; 


^-%**-*V-^|Ä>ji»i 


oder,  wenn  wir  a,  b^  c  m 
aller  so  entstehenden  Ausdrti 


(ß) 


D 


'2    ! 


ise  TertAusehen  und  die  Summe 
m  (Tgl.  p,  268): 

uf  der  GrundcurTe  durch  tm 
ausgeschnitten.  Es  igt  ni^Hdi 
äer  Sehniti^ünkt-e  einen  WenJ*- 
,   entaprecbend   der    Bedingoog 


Wendepunkte  werden 
—  2)*"  Ordni         A 
^  zn  zeigen, 
puu&t  Ton  Z'  =  0  lieferi 
A  =  0: 

SO  wird 

ißf  =^2  Um Vz  j     Pf  =  K^I^,  4-  ü^ Us  ,     ß^f  ^=  2  f/^  y^ . 

Ist  nun  D^f^Oj  so  muss  (/^  oder  1^,^  verschwinden*  Sei  0^  ^Ö; 
dann  ist  £^f  ^=  m*  i?^,  also  von  «z  nur  um  eine  Constante  verschiedea 
und  mithin  ein  Factor  ¥on  B^f^  w,  z,  b.  w.    Wir  haben  also  den  Satorj 

Bie  Wendeptinkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Ürundeurve  /=^0  w^^ 
der  Hesse 'äcA^«  Curm  Ä  ^  0;  ihre  Anzahl  i$t  daher  gleich  3?i(ri — 2).*)j 

Es  ist  jedoch  keineswegs  umgekehrt  die  Curve  A  ^  0  durcb  diel 
Wendepunkte  allein  bestimmt 5  sondern  man  kann  dieselbe  durch  irpaij 
eine  Curve  des  Systems 

A  +  Mf  =  0 

ersetzen,  wo  M  ein  beliebiger  Ausdruck  von  der  Ordnung  3{w  —  ?)] 
—  /i  ts3  2  ft  —  ö  ist.  Diese  Bemerkung  ist  für  Curven  dritter  OrdjaaBjt  | 
besonders  wiehtig;  denn  durch  passende  Bestimmung  des  Factors  1] 
*ielingt  es  bei  diesen  die  Coordinaten  der  Wendepunkte  durch  bloss»] 
WiirzeMeheu  wirklich  anzugeben.  — 

Mehr  als  drei  Schnittpunkte  der  Tangente  mit  der  Curve  kos 

*)  Vgl.  Hesse:  Ueber  die  Wendepunkte  der  Cnrven  dritter  Ordnung;  Cr» 
Journal,  Bd.  28.  Die  Zahl  der  Wendepunkte  wurde  von  Plücker  geg^ 
ib.  Bd.  12. 
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emals  in  den  Berührungspunkt  zusammenfallen^  es  sei  denn^  dass  die 
^efficienten  von  f  besonderen  Bedingungen  genügen.  *)  Wir  haben 
imlich  an  /'=^0  einfach  unendlich  viele  Tangenten  und  können 
snaelben  also  nur  eine  Bedingung  auferlegen^  um  eine  bestimmte 
ahl  zn  erhalten. 

Die  obige  Bestimmungsweise  der  Wendepunkte  wird  jedoch  illu- 
(yrisch,   wenn  es  Punkte  auf    der  Curve  gibt,  deren  Tangente  über- 
laapt  unbestimmt  ist,  was  dann  ebenfalls  nach  sich  zieht,     pj^  ^^ 
bfls  die  (n  —  2)*«  Polare  in  ein  Linienpaar  zerfällt.    Es  wird 
lies  immer  eintreten,  weun  die  Curve  sich  in  einem  Punkte 
lelbst  durchsetzt  (vgl.  Fig.  37),  wo  dann  in  der  That  zwei 
rerschiedene    Tangenten    möglich    sind.     In    einem   solchen 
yjhppdpunkte    der    Curve^^    kann    daher   die  Gleichung   der 
Tangente  nichts  mehr  aussi^en,  ihre  Coordinaten  (5)  müssen 
nmmtlich  verschwinden.     H^ir  haben  somit  für  einen  Doppelpunkl  y  die 

Oleickunffen(r^^^§Q: 

(7)  /•j  =  a/-iai  =  0,    /i  =  fl/-ifl2  =  0,    /•3  =  V"'«3  =  0. 

Dunit  dieselben  erfüllt  sind,  muss  nicht  nur  tj  eine  besondere  Lage 
Ittben,  sondern  es  muss  eine  Relation  zwischen  den  Coefficienten  der 
Corre  bestehen;  denn  wir  können  die  tj  aus  den  drei  Gleichungen  (7) 
diminiren.  Die  Curvengleichung  f^^O  braucht  dabei  nicht  berück - 
ticbtigt  zu  werden,  da  sie  wegen 

Ton  selbst  erfüllt  ist.  Die  Ausführung  dieser  Elimination  wird  zu 
«ber  Gleichung 

R  =  0 

fthren,  deren  Bildungsgesetz  in  übersichtlicher  Weise  anzugeben 
fedoch  bisher  nicht  möglich  ist.**)  Den  Ausdruck  R  nennt  man  als- 
knn  die  Discriminante  der  Curve;  sie  ist  natürlich  eine  Invariante  der 
?orm  /*;  für  Kegelschnitte  ist  sie  z.  B.  mit  der  Determinante  A  =  {abcy 
dentisch.  Wir  können  auch  leicht  den  Grad  der  Discriminante  in 
len  Coefficienten  von  f  angeben.  Es  gilt  nämlich  überhaupt  der  Satz: 
Die  Restüianie  dreier  Gleichungen ,  hez.  von  der  m^^"y  w'^'*  und  p'*"" 
)rdnung  in  drei  homogenen    Veränderlichen,  ist  vom  Grade  np  in  den 


*)  Vgl.  über  solche  höhere  Ausnahmspunkte:  Gramer:  Introduction  a  Tana- 
rse  des  lignes  courbes,  Gen^ve  1750,  p.  403,  und  Gay  ley:  Crelle's  Journal,  Bd.  34. 

*♦)  Allerdings  hat  Sylvester  ein  Verfahren  angegeben,  welches  die  Resul- 
iite  aus  drei  Gleichungen  von  gleicher  Ordnung  in  Determinantenform  gibt. 
I  tritt  dabei  jedoch  der  Invariantencharakter  der  Resultante  nicht  deutlich  hervor. 
▼1.  Salmon:  Lessons  introductory  etc.  (p.  82  in  Fiedler 's  üebcrsi^tzunp). 
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Cmfficwnten  der  crgieft^  mm  Grude  mp  in  iitnen  der  tweiien^  ifom  €r&4i 
mn  in  denen  der  driuen  Ciehhung,  Zum  Beweise  dieses  datzes  (leükiii 
luaö  sich  etwa  die  Coordinaten  der  np  gemeinsamen  Punkte  der  beide] 
letzten  CürveH  berechnet.  Sollen  dann  alle  drei  Ctirven  einen  ge- 
meinsamen Punkt  haben  ^  so  müssen  die  Coordinaten  eines  dieser  nf 
Punkte  die  erst©  Gleichung  identisch  befriedigen.  Man  wird  dahef 
die  Eeeultante  erhalten,  wenn  man  das  Froduct  der  np  AusdriMt 
bildet,  welche  aus  der  ersten  Gleichung  entstehen,  wenn  man  datriit 
bez.  die  Coordinaten  der  erwlihjiten  np  Punkte  einsetzt  Die  letÄt^rea 
hängen  nur  von  den  Coefficienten  der  stweiten  und  dritten  Gleich  it]i| 
ab;  das  Produet  ist  daher  vom  Grade  np  m  den  Coefficienten  itt 
ersten  Gleichung;  um*  -^-^  *--^*  *^  -ier  Resultanteubild»jiig  alle  Am 
Gleichungen  symnietrU  den  müssen,   vom  Grade  mp  m 

denen  der  zweiteEj,  i  denen  der  dritten  Gleiebüng. 

Die  Anwendung  ci       i  die  Gleichungen  (7)  ergibt  nun 

untnittatbar: 

Bie  Diserimmanie  i  'mm  n^"  Ordnung^  d,  Ä,  die  In^ 

varhnt^^    d£ren    r    -^    n,,  iin§ung  für    die    Krisfmz 

Büppelpunktes  n^'^   Ordnung  giht,  hl  imn  ^n 

Eine  jede  durch  eine  -  tj  gehende  Gerade  hat  in  des 

selbt^n    xwei  zusammenfallende  *:  ^p^lnktc  mit  der  Cnrve^    in  i^l 

That  gibt  die  Gleichung  (2)  dann  immer  zwei  Wurzeln  -  ^  0*    Wif^ 

können  nun,  wie  bei  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve  nach  mnt 
IVngente,  so  hier  nach  solchen  Strahlen  fragen^  wekke  in  y  di^  Cm 
dreimal  schneiden.     Alsdiuin  muss  z  so  liegen,  dass  auch 

Da  aber  g  ein  Doppelpunkt  ist,  so  haben  wir  nach  (7) 

0  =  /;  -^  /ii^r  +  fnm  +  Al^s,     (i  =  1 ,  2,  3), 
aWo  die  Determinante   der  fi^  gleich  Null     Daher  t^ibi  die  (n  -  2/ 

Pulare  des  Buppeipunlks 

ein  Linienpaar:    das    Produet   semer   beiden    Tangenten  i    wo  das 
Ttmgefite   insofern   berechtigt    ist,    als   von  den  drei   in  y  zusriiid 
fallenden  Schnittpunkten  einer  solchen  Geraden^  zwei  einander 
cutiv  auf  dem  einen  durch  g  gehenden  Curvenzweige  liegen ^ 
der  dritte  als  einfacher  Schnittpunkt  mit  dem  andern  Zweige  anzn 
ist  (vgl.  Fig.  37).     Durch  da.-^  Verschwinden  der  Determinatit 
gleichzeitig  angezeigt,  dass  das  Vorkommen  von  Doppelpnnk 
einer  Curve  auf  die  Anzahl  der  Wendepunkte  von  EinfluBS  itt^ 
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en  Doppelpunkt  eine  gewisse  Zahl  von  Schnittpunkten  beider 
absorbirt  wird;  die  genaue  Bestimmung  dieses  Einflusses  werden 
t;er  geben. 

i  die  Goordinaten  t/;,  Vi  der  Tangenten  im  Doppelpunkte  zu 
haben  wir  also  zu  setzen: 

fn  =  «'2«'2        ^fn  =  "2^3  +  «^2^3 
As  =  W3«'3         S/^i  =  f/gt;,  +  v.^u^, 

'  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  sind  in  der  Kegelschnitt- 
allgemeine Methoden  gegeben  (ygl.  p.  103).    Insbesondere  kann 
ch    eintreten,   dass   die   beiden   Linien  w,  v  in  eine      ^j«  gg 
zusammenfallen  (vgl.  Fig.  38);  alsdann  wird: 

Al-^V  A2  =  «l«'2 

/22  ^"^  ^2  /23  ^^  ^2^3 


'22  —  "2  '23  —  ••2 ''3 

As  —  V  /'31  =  "3«^I- 

her  Punkt  der  Curve  tvird  als   Rückkehrpunkt   he-  ' 

:  er  ist  also  dadurch  charakterisirt,  dass  für  ihn  die  zweiten 
tialquotienten  von  f  gleich  den  Quadraten  und  Producten  dreier 

werden. 

derselben  Weise,  wie  wir  das  identische  Verschwinden  von  Df 
nzeichen  eines  Doppelpunktes  benutzten,  kann  man  nun  weiter 
Ist  Ißf  =  0,  so  entsteht  zunächst  ein  dreifacher  Punkt,  u.  s.  f. ; 
Hnen  Punkt  D^-^f  identisch  Nuilj  so  hat  die  Curve  in  ihm  einen 
n  Punkt.  Es  ist  dabei  unter  einem  r- fachen  Punkte  ein  solcher 
len,  durch  den  r  verschiedene  Zweige  der  Curve  hindurch- 
i.  h.  in  welchem  eine  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  r  vereinigt 

Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat.     Es  verschwinden  alsdann 
m  in  Gleichung  (4)  ausgesprochenen  Bildungsgesetze  auch  alle 

Polaren  />/,  D'^f .  ,  ,  I^-'^f  identisch;  und  die  Gleichung 

nn  das  Product  der  k  verschiedenen  Tangenten  des  Punktes. 
$t  nämlich  hat  diese  Curve  in  y  ebenfalls  einen  A:- fachen  Punkt, 
e  (A-  —  !)*•  Polare  von  y  in  Bezug  auf  sie  ist  mit  D^~  Y  iden- 
nd  verschwindet  also  ebenfalls  unabhängig  von  z.  Eine  Curve 
Inung  mit  A-fachem  Punkte  muss  aber  immer  in  k  gerade 
zerfallen;  denn  sonst  würde  eine  durch  den  A- fachen  Punkt 
>  Gerade  noch  in  einem  oder  mehreren  Punkten  schneiden 
,  und  somit  mehr  als  A  Punkte  mit  der  Curve  geraein  haben, 
;bt  möglich  ist.  Diese  Linien  müssen  die  verschiedenen  Zweige 
andcurve   in  y  berüliren:    denn  betrachten  wir  einen  zu  y  be- 
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nachbaiien  Punkt  von  ///,  s^t^en  also  z.  =  y,  +  dtj^,  sa  fai 
zur  Bestimmung  der  A'  Fortschreitungsriehtongen  auf  der  Curve 
dieselbe  Gleichung: 

wie  zur  BestimmuDg  der  Fortschreitungsrichtungen  auf  der  Gm 
womit  obige  Behauptung  bewiesen  ist.  Nilber  werden  wir  weiter 
auf  die  Natur  der  yielfachen  Punkte  eingehen;  wir  werden 
erhöhtem  Maasse  die  Bedeutung  der  Polarentheorie  für  die 
suchung  solcher  Punkte  und  für  die  Bestiramung  ihres  Etnflq 
die  Zahl  der  Wendepunkte,  die  Klasse  der  Curve  etc.  erkenoi 
Von  nicht  geringerer  Wichtigkeit  wird  jedoch  die  Polarei 
wenn  man  sich  die  Aufgabe  stellt,  symbolische  Bildungen  geo 
zu  deuten.  Das  üebertragangsprincip  gab  uns  ein  Mittel,  dies 
zugehörigen  Formen  zu  leisten,  vorausgesetzt,  das«  dieselbe 
Factoren  vom  Typus  {abc)  enthalten*};  der  Begriff  der  Polarö 
erlaubt  nun  dasselbe  für  alle  Zwischenformen,  welche  nur 
bolischen  Factoren  vom  Typus  (abu)  und  «,  zosammenj 
Lassen  wir  nämlich  zunächst  alle  in  einer  solchen  Form  vorkoi 
Factoren  ö^**,  b^ß  ,  .  .  fort,  so  können  wir  die  Symbole  «, 
dem  übrig  bleibenden  Ausdrucke  bez.  als  Symbole  für  die  a*^ 
Polare  des  Punktes  x  ansehen,  wie  sogleich  an  einem  ßeispi 
erläutert  werden  soll.  Der  geometrische  Satz^  welcher  durtl 
setzen  des  so  umgeformten  Ausdrucks  dargestellt  wird,  ist  d| 
nach  dem  Uebertragungsprincipe  gegeben.  Auf  Zwischenfor 
hier  gemeinten  Art  kommt  man  z.  B. ,  wenn  man  nicht  das 
<ler  n  {n  —  1)  von  einem  Punkte  .r  an  eine  Curve  gehenden  T| 
aufstellt,  sondern  das  Product  der  Gleichungen  ihrer  Berühmiij 
in  Liniencoordinaten,  Dieselben  sind  als  Schnittpunkte  dei 
curve  df'*  =  0  und  der  ersten  Polare  von  x  a.*'  - »  ^^  ^  0 
Man  hat  also  nur  die  Resultante  zweier  binären  Formen  ai 
von  der  «***"  und  («  —  1  j****^  Ordnung  zu  bilden,  auf  dieselbe  d| 
tragungsprincip  anzuwenden,  alle  n  Symbole  von  a,"^^. 
der  Resultante  vorkommen,  durch  solche  von  aJ*  zu  ersetzi 
Factoren  ^.r,  ^^  •  .  .  hinzuzufügen.  So  ist  z.  B.  das  Product 
rührungspunkte  der  Tangenten  von  einem  Punkte  x  an  exxii 
schnitt  «*^  =  0  gegeben  durch  (vgl.  p.  285) 

{abu^  {acu)  b^c^  =  0- 
Wir  haben  hier  eine  fjuadratische  Form    a^*    und   eine    im 
«i  = /Si  = ''x ^'* 5    deren    Kesultante    gleich    (na)  (aß)    ist, 
man  in  ihr  die  Determinanten   durch   Hinzufugen  von   u  «n 

*)  ^S^'  jedoch  eine  Anmerkung  zu  der  letzten  Abtheilung  diesee 
Ctdegenheit  der  llieorie  der  liiieo* linearen  Zwipchenfonneii  (Connexeji 
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drigen,  ersetzt  a,  ß  bez.  durch  b,  c  und  fQgt  die  Facioren  hsc,  Cx  hinzu^ 

■0  entsteht   die   genannte  Bildung.     Ein  anderes   Beispiel    gibt    die 

Gleichnng: 

(8)  (a2>tt)2fl^"-s»^^«-«  =  0. 

Nehmen  wir  x  constant,  so  stellt  dieselbe  die    (n  — ^  2)*®  Polare  von  x 

in  Liniencoordinaten  dar.     Nehmen  wir  u  constant,  so  gibt  sie  also 

«ine  Curve  der  Ordnung  2  (w  —  2)  als  Ort  der  Punkte,  deren  (w  —  2)*« 

\  Pdaren  die  gegebene  Gerade  u  berühren.    Auf  jeder  Geraden  gibt  es 

^-  äaher  2  (n  —  2)  Punkte,  deren  (n  —  2)'*  Polaren  von  derselben  Geraden 

L  harükri  werden. 

Auf  dieselbe  Gleichung  (8)  werden  wir  auch  durch  die  folgende 
Deberl^ung  geftthrt  Wir  fragen  nach  solchen  Punkten  y  auf  einer 
Geraden  u,  deren  erste  Polare  von  eben  dieser  Geraden  in  einem 
Punkte  X  berührt  wird.  Die  Coordinaten  der  Tangente  dieser  Polare 
im  Punkte  x  sind  nun: 

"-^a^Oi  =  fiiyi  +  fiiyi  +  fays. 

Diese    müssen  mit  den  Coordinaten  der  gegebenen  Geraden  propor- 
ional  werden;  also  haben  wir -die  Gleichungen: 

/ii  yi  +  /*i2  ^2  +  Aa  !/i  =  Q^i 
At  yi  +  /i?  ^2  +  Aa  t/z  =  P  w-i 
/31  y\  +  /32  ^2  +  Am  2^3  =  9% 

^i  yi  +  «2  ^2  +  W3  //3  =  o. 

Die  Elimination  von  q  und  y, ,  y.,,  J/3  ergibt  dann  neben  ?/^.  =  0  wie- 
die  Bedingung: 

«1 


A. 

/•« 

/,3 

/v. 

/•« 

/25 

/;,. 

/;,2 

A:, 

«1 

«2 

«J 

t/.i 


0 


=  --  i  {abuf  a^" -n^»  -2  =  0. 


kUs  diesen  Beziehungen  folgern  wir  die  Sätze: 

Auf  jeder  Geraden  gibt  es  2  {n  —  2)  solcher  Punkte  ^  deren  erste 
hiare  von  eben  dieser  Geraden  berüJtrt  wird.  Die  {n  —  2'/''"  Polaren 
*r  2  (n  —  2)  Berührungspunkte  werden  dann  von  derselben  Geraden 
kriihrt. 

Durch  jeden  Punkt  lassen  sich  znei  solche  Gerade  ziehen ,   in   deren 

^eder  ein    Punkt    die  Gerade  selbst  der  Art  zur   Tangente  seiner  ersten 

^  f^Blare  hal,  dass  der  Berührungspunkt  in  dem  gegebenen  Punkte  liegt,    AV 

^tfMd  dies  die  beiden  von  dem  Punkte  an  seine  (n  —  2)'*  Polare  zu  legefi- 

^kn  Tangenten. 

Die  HeHse'sche  Curve  ist  der   Ort    der    lenkte,   für  welche  diese 


F 


Vierte  Abtheüung. 


^ 


Imden  Linkn  zusarnrnrnffilim*^)  Soll  nämlich  ktztereä  eintrekn*  jio 
tüuss  entweder  der  Pol  auf  seiner  coniseben  (d.  i.  (n  —  1*)*™^  Polart 
liegen,  was  nur  für  die  Paukte  der  Grundcnrve  eintritt,  oditr  die 
conische  Polare  muss  zerfallen,  wo  dann  die  beiden  Tangenten  in  iBe 
Verbindungslinie  des  Poles  mit  dem  Scheitel  des  Liuienpaar»-  /u 
sammenfallei]* 

Durch  eine  ülinliche  Keciprocitat  zwischen  der  {n  —  2)**^  miil  !'• 
Polare  eines  Punktes^  wie  sie  uns  in  diesen  Sätzen  entgegentritt, 
können  wir  auch  die  Bedeutung  der  Hesse 'sehen  Curve  in  andcm 
Form  als  bisher  aussprechen.  Stellen  wir  nämlich  die  Fordi^mDgi 
dass  die  erat«  Polare  einen  Doppelpunkt  x  habe^  so  müssen  fl5r  il^i* 
selben  nach  (7)  die  dn     '    ^  '  >estehen: 


n  — 
liniren  vnr  ans  dieaei 


'a^a. 


kommen  wir  w^iinler  auf  Ah 


regen  der  Vertauschbarkeit 
[1  Ä  nnti?n*cheidet. 
ieichzeitig   ät^r    Ort    üi^r 
ki  /mij  unä  der  Ori  dcn^  Dop 


stehende  A        ^ 
ft    tß,  r  nur  um  einen  i 

Die  Hesse'&rAe  Cfitve  tsf 
deren  {n  —  2}^''  Polare  einen  Döpiwi^ 
punkte  der  ersten  Polaren* 

Als  Beispiel   für  die  Fülle  der  aus  der  Polarentheorie  flia^^nd 
geometrischen   Sätze  sei  endlich  noch   das  Folgende  erwähnt.     Es 
die  Gleichung  der  zur  ersten  Polare  von  p: 

als  Gruüdcurve  gehörigen  Hesse 'sehen  Curre^  welche   auf  janer 
Wendepunkte  ausschneidetj  gegeben  durch: 


(9) 


Af,^  ^  (abcy  QJ" - ^^^r" - ^Cr" -^a^^^e^^O. 


Nehmen  wir  hienn  die  x  als  gegeben  an^  so  ergibt  sich  in  Verbindil 
mit  I)f=  0  der  Satz: 

A>  gibt   auf  der  [n  —  1}^'''*   Polare  eines    Pmiklen    x    immer 
verschiedene  Pde^  dereti  ersie  Poimen  in  dem  Ptmkft  x  einen   lif^ß 
ptmki  haben* 

*)  Vgl.  Clebieli;  Üeber  eine  Klaf»«  voa  EUmmatioDeprablemen  qii4 
emige  SätEe  au»  der  Theorie  der  FoWan;  ßorchaprdt'«  Journal^  Bd.  5i, 
ziüilreiclien  Sätae,  welche  hier  aber  Polaren  anfgeBtellt  werden,  gründen 
auf  eine  allgemeiDe  Methode,  auia  m  Gleichungen  mit  m  homogen  Yorkomia« 
Veräuderlichen,  von  deoen  eine  von  beliebiger  Ordotnig,  eine  qüadra.tiM^h  ii 
»w  —  2  linear  sind»  die  Veriiuderlichen  zu  eliminireu.  Mittelst  dieser  Mi** 
wird  7.  B.  die  Curvo  untersucht,  welche  die  neiilbrungspunkte  ^  durchli 
wenn  die  Linie  u  eine  gegebene  Uurve  umhüllt. 
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ab,  ob  die  Uoearen  Factoren  von  ff^f  reell  (eiffcn flieher  Üüppdpy 
imaginär  (mürter  Punkt)  oder  zusammenfalleiid  (Ruckkehrpuniit) 
Wir  wollen  nun  das  Verhalten  der  Curve  in  der  Nähe  des  betreff 
Punktes  eingehend  untersuchen.  Zu  dem  Zwecke  verlegen  wa 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  4en  Doppelpunkt^  so  dass  die 
dinaten  des  letzteren  werden:  J 

Ziehen  wir  dann  durch  ihn  eine  beliebige  Gerade,  so  konneu  wi 
üoordinaten  x^^  x^  eines  Punktes  der  Geraden  auffassen  als  C< 
uaten  ihres  Schnittpunktes  mit  der  dritten  Seite  2:^  ^^  U,  die 
Hoordinate  eines  solchen  Punktes  dagegen  ab  einen  für  die  eins 
Punkte  dür  gezogenen  Geraden  variireuden  Parameter.  Wir  f 
tiaoh  den  Schnittpunkten  einer  solchen  Linie  mit  der  Ciirvt* 
mCldäen  die  Gleichung  derselben  daher  nach  Potenzen  des  ParBinei 
entwickeln.     Setzen  wir  also 

so  wird 

wo  die  Functionen  /^'*  homogen  in  Xj  y  und  von  so  hoher  Ob 
sind,  als  ihr  oberer  Indeit  angibt*  Soll  der  Punkt  ;ir  ^  0,  ^  ^ 
der  Curve  liegen,  wie  wir  es  annehmen,  so  niuas  der  von  :r^  y 
hängige  Factor  /^"^  verschwinden.  Für  einen  Doppelpunkt  mus^ 
auch  der  zweite  Term  identisch  Null  sein^  damit  ein  Fac^r  ^-  f 0 
il,  h.  zwei  Schnittpunkte  der  betrachteten  Linie  in  den  Anfangs 
zusammenfallen»     Im  Allgemeinen  dagegen  gibt  die  Gleichung 

(2)  /(i)  =ax  +  by  =  0 

die  Tangente  im  Anfangspunkte;  denn  für  einen  Punkt  in  unmitte 
Nähe  des  Anfangspunktes  werden  Xy  y  unendlich  klein,  un 
Coefficienten  der  niederem  Potenzen  von  z  verschwinden  im  Verg 
zu  dem  Coefficienten  /^^>  von  z"~^.  Die  Gleichung  (1)  reduciH 
also  auf  das  erste  Glied,  d.  h.  die  Curve  /*=  0  kann  in  der  Näh 
Anfangspunktes  durch  die  gerade  Linie  f^^^  =  0  ersetzt  werden , 
mit  andern  Worten:  Diese  Gerade  ist  Tangente  der  Curve  /"  = 
Punkte  X  =  Oy  y  =  0,  q.  e.  d. 

Bei  einem  Doppelpunkte  verschwindet  also  /"^^^  identisch. 
Verlauf  der  Curve  in  der  Nähe  des  Doppelpunktes  ist  daher  bei 
iiachlässigung  höherer  Potenzen  von  x,  y  dargestellt  durch 

(3)  fi^  =  ax^  +  2  ßxy  +  yy^  =  0, 

oder  mit  anderen  Worten:     Es  ist  di^s  die  Gleichung  des  Produett, 
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üdnt  Tangenten  im  Doppelpunkte.  Wir  haben  hier,  wenn  die  Coeffi- 
aiten  a,  ß,  y  eis  reell  vorausgesetzt  werden,  die  folgenden  Fälle  zu 
iteracheiden: 

ß^  >  ay,  eigentlicher  Doppelpunkt,   zwei  reelle  Fig.  39. 

Tangenten  (vgl.  Fig.  37). 
ß^  =  ay,  ROckkehrpunkt ,  eine  doppelt  zählende   ^.  a 

Tangente  (vgl.  Fig.  38).  ylo    Y 

ß^  <C.  ay,  isoiirter  Doppelpunkt,  zwei  imaginäre 
Tangenten  (vgl.  Fig.  39). 
Im  letzteren  Falle  ist  der  Schnittpunkt  beider  Tangenten  reell  : 
e  Curve  hat  einen  reellen  Punkt,  durch  den  kein  reeller  Zweig  hin- 
irchgeht. 

Führen  wir  die  beiden  Tangenten  des  Doppelpunktes  als  Coordi- 
Aenaxen  a:  «=»  0,  ^  =  0  ein,  so  können  wir  also  die  Curvenglcichung 
f  die  Form  bringen: 

)  nx,,x,,  X,)  =  ory  .  --2  +  /(B)--  3  +  .  .  .  =  0. 

Ir  einen  •  Rückkehr punkt  dagegen  wird  die  Gleichung,  indem  beide 
Lngenten  (etwa  in  die  Axe  x  =  0)  zusammenfallen : 

f  (^1,  X'x.  X,,)  =  x''  .  z«-«  +  p)z--^  +  .  .  .  =  0  . 

Die  Form  der  letztem  Gleichung  können  wir  noch  weiter  verein- 
chen.    Es  sei  die  Function  /^^>  gegeben  durch 

/•(3)  =  aa;3  +  3  hx'^y  +  3  cxy'^  +  dt/. 

ie  Linie  y  =  0  ist  zunächst  nur  insoweit  bestimmt,  als  sie  durch  den 
ickkehrpunkt  gehen  soll;  wir  können  daher,  während  x  fest  bleibt, 
«r  y  und  z  noch  derartig  verfügen,  dass  die  Terme  dritter  Dimension 
einen  vollständigen  Cubus  übergehen.     Setzen  wir  nämlich: 

y  =  y'  +  Aa: 
z  =  z  +  p.tj  -{-  vx, 
möge  /  abergehen  in: 

/=  x^z*"'*  -f  yts^z'"-»  _^  ^(4)/.-4  4-  .  .  . , 

a  die  q>  Functionen  von  der  Ordnung  ihres  oberen  Index  in  .r,  y 
ttd.     Wir  können  nun  A,  /x,  1/  so  wählen,  dass  der  Cot"fticient 

9,(3)  =  (n  —  2)  x^  (iitj  -f  vx)  -f  ax^  -f  3  bx^  {y  +  kx) 
+  3cx  {y  +  Xxy  +  d{y'  +  Xxf 

ch  auf  den  einen  nur  y^  enthaltenden  Term  reducirt;    es  ist  dabei 
iturlich  vorausgesetzt,  dass   d  nicht   verschwindet,  was  eine  höhere 
Dgularitut  bedingen   würde.     Wir  haben  dann  zur  Bestimmung  von 
(if  V  die  folgenden  Gleichungen : 

Clcbscb,  VorlMiingeD.  21 
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(w  -2)1/  +   a  +  3Z^A  +  3cA^  +  ^A5  =  0 
(n  —  2)  ii  +  3b  +  6  cX  +  3  dk'^  =0 

c  +  dk  =  0. 

Schreiben   wir  nun  wieder  y,  z  statt  y',  z    und  /^'"^  für  9^'\  50 
öt/äo  /wr   r/w<?w  Bückkehrpttyikt  die  Curveiigleichung  immer  in  die  i 
gebracht  werden: 

(5)  /=  a;2z«- 2  +  dy'^z**-^  +  ß^)z^-^  +  .  .  .  =  0. 

Wir  knüpfen  an  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  sogleich  einige 
merkungen  über  das  Verhalten  der  Polaren  und  der  Hesse 'sehen  C 
in  den  Doppel-  und  Rückkehrpunkten  der  Grundeurve*),  welch 
der  Folge  für  uns  von  grosser  Wichtigkeit  sein  werden.  Wir  wi 
bereits  (vgl.  p.  313),  dass  alle  ersten  Polarcurven  durch  den  Do] 
punkt  gehen.  Bilden  wir  nun  die  Gleichung  der  Polare  9  =  0 
Punktes  ??»?)£  unter  Zugrundelegung  von  (4),  so  wird 

9  =  (|y  +  1,0:)  z"-*  +  ((n  -  2)  xyC  +  ?|J' I  +  ^\)  r-H 

Die  Tangente  derselben  im  Anfangspimkt  ist  durch  den  Term  nie 
ster  Ordnung,  d.  h.  durch 

Sy  +  12  a;  =  0 

gegeben.  Diigegen  ist  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  I 
5,  »/,  S  mit  dorn  Aufiingspunkto 

ly  ■-  ijx  ==(). 

Aus   der  Form  dieser  Gleichungen  folgt,  weil  x  =  (^,  f/  =  0  die 
genten  des  Üoi)pelpuuktes  sind,  unmittelbar  der  Satz: 

Ute  erste  Polare  eines  heUehitjen  Punktes  geht  durch  den  Uopj^elpu 
und  ihre  Tungenie  in  demselben  ist  harmonisch  zu  den  Tangenten 
Grundcurve  im  Doppel tninkte  und  der  Verbindungslinie  desselh'n 
dem  Pole. 

Bilden  wir  ebenso,  iiusgehend  von  der  Gleichung  (5),  die  Pi 
des  Punktes  g,  /y,  g  für  einr  Curvo  mit  Kückkehrpunkt,  so  kor 
weiin  wir  nach   c  ordnen  : 

9  ---  2  X  l  z"  -  -^  H-  (3  diiir  +  ■//  —  2.)  g;r*0  r"  -  3  +  9)'(4)  r-  -  ^  +  . . .  = 

Uie  Linie  x  =  0  ist  also  auch  Tangente  einer  jeden  ersten  Vo\ 
Im  Itückicehrpunkte  berührt  die  erste  Polare  eines  jeden  Pun/Jt\< 
liückkehrta/tgente.  Es  ist  von  Wichtigkeit  ein  Urtheil  über  die  i 
der  Schnittpunkte  beider  Curven  zu  gewinnen,  welche  man  siel 
Kückkehrpunkte  ven^inigt  gelegen  denken  nmss.      Man    gelangt  il 

*)  Dieselbe?!»  SlU/e  werden  im  folgenden  Abschnitte  (über  die  Plücker'd 
Formeln)  ohne  Benutzung  eines  spetielleu  Coordinateudysteins  bewiesen  wei 
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rit  es  sich  um  reelle  Punkte  handelt,  etwa  durch  folgende  Ueber- 

ng.     Ein   eigentlicher  Doppelpunkt  y   einer  Cunre  kann  insheson- 

dadurch  entst«hen^  dass  die  Curve  eine  Schleife  besitzt;  wie  es  in 

40,  veranschaulicht  ist;   und  von  einem  derartigen  Doppelpunkte 

\en  wir  ausgehen^  wenn  aus  ihm  durch  Grenzübergang  ein  Rück- 

rpnnkt  entstehen  soll.     Alsdann  muss   nämlich    beim  allmählichen 

immenrücken  der  Tangenten   im  Doppelpunkte  der  von  diesen  in 

einen   Winkelraume    eingeschlossene    Curventheil    völlig   zerst()rt. 

den;   denn  beim  Rückkehrpunkte  ^nden    sich  über   diesen    Punkt 

Lus  keine  rellen  Punkte  der  Curve.     Aus  (5)  ergibt  sich  nämlich 

einen  unmittelbar  benachbarten  Punkt  (z  ==  1): 

dies  ist,  für  «?  >  0  imaginär,  sobald  y  >  0  wird.  Ein  solches 
stören  eines  Gurvenzuges  ist  aber  nur  beim  Auftreten  einer  Schleife 
ch  allmähliches  Zusammenziehen  derselben  möglich;  denn  andernfalls 
-de  durch  das  Zusammenfallen  der  beiden  Tangenten  ein  sogenann- 
^ßelbsiberührungspunkt^^  entstehen  (vgl.  unten  Fig.  48). 

Eine   beliebige  durch  den   Doppelpunkt  gehende  Gerade,  die  wir 

auch  durch  irgend  einen  anderen  Curvenzweig  (tp  in  Fig.  40)  er- 
;t  denken  können,  triift  diese  Schleife  dann  noch 
inem  Punkte  r,  und  die  Entfernung  des  letzteren 
1  Doppelpunkte  wird    an    einer  gewissen  Stelle 

Maximum  erreichen,  von  dem  wir  die  Aus- 
nung  der  Schleife  überhaupt  abhängig  denken  yr  -  — ^^^  , 
ineu.  Aus  dem  Doppelpunkte  lassen  wir  nun 
in  Rückkehrpunkt  entstehen,  indem  wir  die 
leife  immer  mehr  zusammenziehen  und  so  jenes  iMaximum  immer 
ner  werden  lassen,  bis  sie  auf  einen  einzelnen  Punkt  reducirt  ist 
lern  also  ay  —  /J-  in  Gleichung  (3)  sich  immer  mehr  der  Null 
lert).  In  diesem  Momente  fallen  die  beiden  Tangenten  des  Doppei- 
iktes  mit  jener  Geraden  zusammen,  und  in  den  entstandenen  Kü(jk- 
ipunkt  fällt  auch  der  weitere  Schnittpunkt  z  des  betrachteten 
venzweiges  liinein.  Im  Ganzen  liegen  also  insbesondere  bei  der 
en  Polare  drei  Schnittpunkte  im  Rückkehrpunkte  der  Grundcurve 
einigt;  denn  ein  Doppelpunkt  würde  offenbar  zwei  über  einander 
ende  Schnittpunkte  ergeben.    Zu  demselben  Resultate  gelangen  wir 

analytischem  Wege:     Durch  die  Schnittpunkte  von  /'  und  (p  geht 
i  jede   Curve  x/-}- Aqp  =  0  hindurch,  insbesondere  also  iiiich  die 
Fe 
\f—xq>  =  (2  läfß  —  3  iidxy-  —  in  -  2)  ^r'^)  c«     •'  +  ...  =  (). 

können  daher,  so  lange  es  nur  auf  die  S(hniti})unkte  von  /  und  (p 
>mmt,  /  auch  durch   diese   Curve  ersetzen.     Dieselbe  enthält  aber 

21* 
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keinen  Term  erater  oder  zweiter  Dimension  in  x,  y ,  d,  h.  m  htt  vä  ^ 
Anfangspunkte  einen  dreifachen  Punkt  (Tgl.  p.  329)  p  deasfin  S  Tu* 
genten  gegeben  sind  durch 

2  Uy»  —  S'^dxy^  —  (n  —  2)  {«»  —  0. 

Diese  Linien  sind  also  sammtUch  ron  der  Tangente  der  Ornndcom 
Terschieden,    und    somit    haben  wir  drei   Schnittpunkte   Ton,  /  ni 

Eine  Curve  mit  Rückkekrpunki  wird  in  diesem  wm  jeder  ihrer  eräei 
Poiarcurven  in  drei  zusammenfMenden  Punkten  gesekniiien,  A  Jk.  dir 
Gleichung  f  von  welcher  die  Schnittpunkte  ^beider  Curpen  abhdni^,  hM\ 
entsprechend  dem  Rückkehrpunkte  drei  gleiche  fFurzeln, 

Eine  ganz  ähnliche  Anwendung  gestatten  die  hier  gegebenoi 
Methoden  zur  Charakterisirung  der  Schnittpunkte,  welche  die  Heaee'^ 
sehe.  Curve  in  einem  Doppel-  oder  Bfickkehrpunkte  mit  der  Qiml^ 
cunre  bestimmt.  Dass  diese  Curve  durch  die  singnliren  Punkte  Umi^: 
haupt  hindurch  geht,  haben  wir  schon  firüher  gesehen  (p.  314). 

Wir  beginnen  mit  der  Betrachtung  eines  IhppeipunkleSf  nfthiiwi 
also  die  Orundcurve  in  der  Form  (4)  an: 

/•«- xy  .  5»-«  + /t») ;?•-«  +  ...— 0  . 
Setzen  wir  nun 

dx    ~'  ^'  })y   ~  '  y    ^  dz  ^  *  ' 

a.r«   "~ ' ^^ '      äy*  ~  'yy^      dz*   ~':*^ 

df/dz       'y-^     dz'dx       '«•»•'     dxdy       ' 'y  ^ 
so  findet  man  die  Co  Variante  A  .  J  {ri  {n  —  1))'  gleich  einer  Determi- 
nante, deren  erste  beiden  Verticalreihen  folgende  Elemente  enthalten: 

'»-2)yi"-»  +  («-3)/f.>r" -•  +  ...,  (n-2)a;z--»+(«-3)/<*'z- -•4-..., 
während  in  die  dritte  Reihe  folgende  Elemente  zu  stellen  sind: 
(«  -2)yz«-^  +  {»  -  3)  f^z'-*  -f-  .  .  . , 
(«  -  2)  a:z'' -  =»  +  („  _  3) /»'z"-* -I-  . . .  , 
(h  —  2)  (m  -  3)  xyf-*  +  (n  —  3)  («  —  4)  /l»)2--5  4. 

Man   übersieht  leicht,  dass  bei  der  Entwicklung  dieser  DetemdiMate 
die  Terme  niedrigster  Ordnung  in  sc,  y  sind: 
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m     2(»-2)»a?yr^--«  — (w-2)(«— 3).ryz»«-8=(w  — l)(w— 2).cy2^''-»; 

■      Büd  es  folgt  daraus  der  Satz: 

m:  Die  HesseVcA^  Curve  hat  in  einem  Doppelpunkte  der  Grundcurve 

W      ebenfalls  einen  Doppelpunkt;  und  zwar  sind  die  Tangenten  beider  Curven 
i      im  Doppelpunkte  dieselben  (nämlich  o;  =  0;  ^  =  0). 
f  Jeder   Zweig  der    Grundcurve    wird    also    im  Doppelininktc    von 

I      einem    Zweige    der   Hesse  sehen  Curve    in   zwei   zusammenfallenden 
^      Punkten  geschnitten  (d.  h.  berührt)  und  von  dem  andern      Fig.  ii. 
I,      Zweige  in  einem  einzelnen  Punkte  getroflFen*),   was  zu- 
[     sammen    drei    Schnittpunkte    beider    Curven   ergibt  (vgl.  ^"^     /'^ 
f     Rg.  41).     Die  Anzahl  der  Schnittpunkte^  welche  überhaupt 
im  Doppelpunkte  vereinigt  gedacht  werden  müssen,  ist  also  ^  ^ 
gleich  sechs.    Dasselbe  erkennt  man  auch  direct  aus  den 
Formeln;  denn  bei  Untersuchung  der  Schnittpunkte  können  wir  die 
Carre  A^^sO  durch  irgend  eine  des  Systems 

A  +  i!//=0 

ersetzen ;  wo  M  eine  Function  von  der  Ordnung  2  {n  —  3)  ist,  ins- 
besondere auch  durch: 

l  {n  (n  —  \)f  £^  —  {n-  1)  (n  —  2)  fz^"-^'  =  ü. 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  .r,  tj  ganz 
fortgefallen;  sie  stellt  daher  eine  Curve  mit  dreifachem  Punkte  im 
Anfangspunkte  dar^  dessen  drei  Tangenten  nicht  weiter  ausgezeichnete 
Beziehungen  zu  den  Tangenten  des  Doppelpunktes  haben.  Jeder  Ast 
derselben  wird  von  jedem  Aste  der  Grundcurve  in  einem  Punkte  ge- 
troffen, was  wieder  6  Schnittpunkte  gibt. 

*)  Mittelst  der  sogleich  im  Texte  zu  entwickelnden  Methoden  beweist  man, 
da8S  tfftV  beiden  sich  im  Doppelpunkte  berührenden  Zweige  der  Grundcurve  i<n</lle8se- 
teken  Curve  sich  qegenseitig  die  convexe  Seite  zukehren^  wie  es  Fig.  41  zeigt.  Be- 
trachten wir  nämlich  die  Zweige,  welche  die  Seite  a:  =  0  berühren ,  dann  ist  für 
benachbarte  Punkte  x  von  höherer  Ordnung  der  Kleinheit,  als  y,  und  daher  der 
betreffende  Zweig  der  Grundcurve  annähernd  dargestellt  durch  die  Parabel 

x  +  di^  =  Q, 
wenn  d  der  (reelle)  Coßfficient  von  ij^  in  f^^^  ist.    Lassen  wir  ebenso  in  J  w  (n—  1  )*  A 
die  in  jc  multiplicirten  Terme  aus,   so  finden  wir  »als  Coefficicnten  von  z^**~^ 
den   Ausdruck: 

2  („  -  2)  (/i  -  3)  fy^^^  -  (n  -  3)  {n  -  4)  f^'^  -  (./  -  ^if  i/fy,/'^  . 
Vcmachliissigt  man  hierin  wieder  die  mit  a-  multiplicirten  Termc,  sucht  abo  don 
Factor   von  y^,  so  erkennt  man,  dass  der  cnts])rechpndo  Zwoij^  «Icr  Tlcsso'soheu 
</urve   darg'Oßtellt  wird  durch  die  Parabel: 

{n  -  2)  x—  n  .(!  .  y«  =  0  ; 
und  dicßc  kehrt  in  der  That  ihre  convexe  Seite  der  convcxen  Seite  jener  er«<kn 
Parabel   zu. 
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Für  einen  Ruckkehrpunkt  habeB  wir  (die  oWgö  Oö&biil«  i  =  I ] 
gesetzt): 

und  es  wird  also: 

=  _  12  (n  _  1)  (II  —  2)  s^j:^2^*-»  +  &«*t»--^<^  +  , . . 

Man  findet  also  in  A  die  niedrigsten  Terme  in  or,  ^  Ton  der  diitt»!  I 
Dimeniion^  und  das  Auftreten  d^  Faetors  s?^  gibt  den  Satz: 

In  einem  Rückkehrpunkte  der  Qrtmäcmvc 

äie  Hessesche  Curve  einm  ärei fachen  Punkt; 

zwar  berühren  zwei  Zweite  desseiben  4ie  Rnckktk^ 

tangenie*'),  während  der  driite  von  diesen  ^etrmij 

verläuft  (Tgl  Fig.  42). 

Die  Zahl  der  hier  ?6reinigt  liegenden  SchuiU^J 

punkte  erkennen  wir  durch  Betraebtong  der  < 

(für2n>7): 

wo  ^  för  den  ZaMenfactor  12  (»  —  2)  (»  -J 

geeetzt  isti 
Dieye  Glekliimg  enthalt  auch  koine  Ternie  dritter  Ordnung  jn^hn 
das  Merkmal  eines  vierfachen  Punktes*     Die  vier  Tangenten  deeselbcil 
haben  keine  besondere  Lage  gegen  die  Rückkehrtangente,  werden  aho  * 
von  den  beiden  Zweigen  der  Gründen  rve  zusammen  in  8  Paukten  g)e- 
schnitten:     Von  den  Schnitt  punkten  einer  Curve  mit  Rückkehrpunki  i«^j 
ihrer  Heese'afc/f^r«  Curve  liegen  aciU  im  Biickkehrpunkte  vereinigi.    Dmi] 

*)  Daa«  diese  beide u  Zweige  you  ä,  in  der  That,  wio  in  Fig.  42,  eine  8pU»4 

biUlcu,  folgt  auB  der  sogleich  zu  erörtern  den  Nowton -Gram  erwachen  RegtLj 
Man  ühcrzeugt  aich  nrimli^h  leicht,  dnaü  der  Ausdruck  A^*^  in  obiger  6leaehirBf  | 
ein  Glied  mit  t/  entliiilt,  während  die  undeni  noch  in  j?*  muUiplieirt  iiBd.  IHfü ' 
andern  Glieder  können  itber  für  einen  Punkt  in  der  Nslhe  des  Eilekkebr|>uiUa  , 
vemacliliiflsigt  werden;  denn  x  ist  von  höherer  Ordnung  der  Kleinheit  ala^.  Dif 
Curve  A  =  0  kann  also  ersetzt  werden  durch : 

ya:«  +  dy<  =  0  , 
wo  d  eine  Const-ante  ist;  d.  h.  sie  besteht  aus  zwei  Zweigen,  von  denen  der  eiae 
die  Linie  //  =  ü  berührt,  der  andere  dagegen  vom  Typus  des  Rückkchrpunkt^  ifl; 
wie  es  sein  soll.    Die  in  Fig.  42   angegebene  Lage  der  Spitze  von  A  gegen  die 

von  f  folgt  daraus,  dass  9  =^  \  ^  o  •  ^»  "^'^"0  d  den  CoSfficienten  von  c  ^  in  /* an- 
gibt, also  jedenfalls  kleiner,  als  d,  so  dass  einem  gegebenen  Werthc  vony  turA 
immer  ein  kleineres  x  entspricht,  als  für  f. 
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Gehen  wir  nun  in  Bichtang  der  Tangente  x  —  O  anf  dar  Cont 
weiter^  so  wird  für  einen  dem  Anfangspunkte  nnmitbenNur 
Punkt  die  Coordinate  x  unendlich  klein  gegen  die  Oooxduuiie  y: 
muss  sich  in  diesem  Falle,  da  wir  es  nur  mit  alff^raigcken 
zu  ihun  haben,  gemäss  den  für  solche  Functionen  gültigen 
begriffen  die  Vorstellung  bilden,  dass  es  eine  gewisM  Potens  Toa 
gibt,  welche  mit  x  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein  wird; 
wie  wir  uns  ausdrücken  wollen:    Es  wird  x  mU  einer  gewteeen 
von  y  vergleichbar;  und  diese  Potenz  ist  dann  eine  ffir  die  Ni 
des  Anfangspunktes  charakteristische  Zahl.  —  Da  wir  nun  die  ¥* 
als  Tangente  der  Gurre  annehmen,  so  werden  in 

f^x  +  ax'^  +  2  bxy  +  €y^+f^  +  ... 

jedenfialls  die  Terme  ax^  und  2  bxy,  wenn  x  und  y  nnendliek  Ueoi 
sind,  gegen  x  verschwinden,  dagegen  nüoht  nothwendig   y^.     Seiz 
wir  also  voraus,  dass  c  ^  0,  so  haben  wir  als  einfachsten  BUl,  4ms 
mit  y^  vergleichbar  wird. 

Alsdann  können  wir  die  Gurre  in  der  NShe  des  Anfiwigqwuiktä! 
ersetzen  durch  die  Parabel 
(6)  Q^x  +  c.y^. 

Dies  ist  also  charakteristisch  f&r  eine  einfiiudie  Berdlirang  mit 
y- Axe.  Ist  dagegen  der  Anfangspunkt  ein  fFendepunki,  so  mnn  e 
quadratische  Polare  die  Wendetangente  a;  =»  0  als  Factor  enthaltn| 
d.  h.  in  f^^^  =  ax"^ -^  2bxi/ -{- cy'^  muss  c  gleich  Null  sein.  Wk 
haben  dann,  wenn  wir  für  einen  Augenblick  wieder  die  dritte  YariAbbl 
z  einführen: 

f^^xz" - 1  +  (öo;  +  bfj)xz''-^+  {ax^  +  3 ßx^y  +  3  yxy^  +  dy^"^)  ^ -'+, 

Hierin  können  wir  durch  Aenderung  der  Lage  von  z  =»  0  die  Gliedtf; 
zweiter  Ordnung  ganz  fortschaffen,  indem  wir  setzen: 

/         ax  -{•  by 

Z  =  Z J— -iL. 

n  —  1 

Die  Terme  zweiter  Ordnung  heben  sich  dann  in  der  That   direct  foi^ 
und  es  bleibt  ein  Ausdruck  von  der  Form: 


f=xz'^-^  +  («  x^  +  'dß'xy'^  +  3y  a;y2  +  *V)  2'«-»  + 

In  der  Nähe  des  Anfangspunktes  ist  jedenfalls  x  wieder  von   höhend] 
Ordnung    unendlich    klein,    als  y\    die  Terme   aa?,  Sß^x^y,  3y'xj 
können  wir  daher  vernachlässigen,  und  es  wird  x  mit  y^  t^ergMMat, 
Die  Curve  kann  also  in  der  Nähe  eines    Wendeptinkies  ersetzt  icwtfc 
durch  eine  Curve 
(7)  x  +  8y^  =  0. 


I 
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Ein  Doppelpunkt  gibt  hier  nichts  BcBondercä^  denn  einen  solchen 
können  wir  durch  zwei  Curven  von  der  Form  (6)  ersetzen;  anders 
ist  es  mit  einem  Rückkehrpunktc.    Für  einen  solchen  haben  wir: 

3 

es  wird  x^  mit  y"*  oder  x  mit  y*  vergleichbar ,  und  die  Curve  kann  ersetzt 
werden  durch: 


\    (8) 


x'^  +  dtß 


0. 


I 


Die  Gleichungen  (6),  (7),  (8)  stellen  uns  die  erwähnten  drei 
Grundt}'pen  dar.  Die  erste  Curve  (Fig.  43)  verläuft  auf  einer  Seite 
der  J^-Axe  und  ist  symmetrisch  gegen  die  -rV-Axe.    Die  zweite  liegt 


Fig.  43. 


Fig.  44. 


V 


\ 


K 


Fig.  45. 


Y 


V 


gleichzeitig  symmetrisch  zu  den  beiden  Coordinatenaxen  (Fig.  44\ 
wahrend  die  dritte  auf  einer  Seite  der  T-Axc  verläuft  und  sich  sym- 
metrisch gegen  die  y-Axe  verhält  (Fig.  45,  wo  d  negativ  angenommen). 
Kehren  wir  nunmehr  zu  der  gestellten  Aufgabe  zurück,  eine 
Corve  in  der  Nähe  eines  /:- fachen  Punktes  zu  untersuchen.  In  diesem 
Falle  beginnt  die  Entwicklung  von  f  mit  dem  Gliede  /^"K  Die 
Gleichung 

(9)  /^A)  =  «ox^  +  tf,  0^-  ly  +  .  .  +  «a/  =  0 

gibt  die  k  Tangenten  des  Punktes,  die  wir  zuerst  bestimmen  müssen. 
iDer  einfachste  Fall  ist  der,  dass  die  Gleichung  /*'"  Grades  lauter  ver- 
•thiedene  Wurzeln  hat,  wo  dann  die  Singularität  des  vielfachen 
Punktes  durch  Aufsuchung  dieser  Wurzeln  erschöpft  ist,  es  sei  denn, 
4«  die  einzelnen  Zweige  in  ihm  noch  Wendepunkte  besitzen,  was 
«mer  näheren    Untersuchung    bedarf.      Alsdayin    können    wir   uns    den 

hnkt  durch  Vereinigung  von        ^--  Doppelpunkten  entstanden  denken. 

ilan  erkennt  dies  sofort,  indem 


Fig.  4|?. 


X 


l&an  die   verschiedenen  Zweige 
derCun-e  so  zeichnet,  dass  sie  ,/ 

\  Hoch  nicht  genau   durch  einen  ^.i 

I*ankt   gehen,    wie    es   in  bei- 
stehenden   Figuren    für    einen  ' 

4-fachen  Punkt  geschehen   ist.     Die  Zahl  ^"^^.7^^  gibt  eben  die  Zahl 
der  Schnittpunkte  dieser  k  verschiedenen  Zweige  (vgl.  Fig.   l<.i>. 


■/>■ 
/  .   \ 
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Setzen  wir  dagegen  lorwoBy  dass  etwa  r  Würwltt  der  Gl^ld 

(9)  susammenfedlen,  so  haben  wir  das  g^enseitjge  Vettudiea  ^ 
.  Zweige,  welehe  dann  eine  gemeinsame  Tangente  haben,  naher  fie 

stellen.  Wir  yerlegen  zu  dem  Zwecke  die  F- Achse  in  dieae  r- 
zahlende  Tangente;  die  Gleichung  der  Curre  wird  dadnrch: 

(10)  /—  a:ry(*-r)  +  /r(*+i,  ^  ^4.„  +  . . .  _  0. 

Unter  dieser  Annahme  ist  wieder  x  in  der  NShe  des  befaradU 
Punktes  TOn  höherer  Ordnung  der  Kleinheit  als  y;  und  es  ist  in 
Aufgabe,  in  /*  alle  diejenigen  Glieder  aufzusuchen,  welche  mk  af\ 
vergleichbar  sind.  Die  Summe  derselben,  gleich  NttU  geieizt^  sieOi 
dann  eine  Curve  dar,  durch  welche  f  in  der  Nähe  des  Anfangepm 
ersetzt  werden  kann,  insofern  es  nur  auf  diejenigen  r  Zweige  van  > 
kommt,  welche  die  Y-dxe  berühren.  Die  Function  9  nämlich  ist 
der  Form 

und  zwar  kann  in  q>  das  Glied  mit  y'^"^  nicht  fehlen,  denn  1 
würde  tp  noch  einen  Factor  x  enthalteu,  wahrend  wir  yoransBei 
dass  dieser  Factor  nur  r-mal  in  /(*>  Torkommi  Alle  weiteren  GK 
Ton  9  enthalten  noch  Factoren  x,  sind  also  gegen  das  erste  zu 
nachlässigen.  Die  mit  oft/''-''  vergleichbaren  Glieder  sind  dahe 
den  Functionen  /<*  +  ^>,  /*t*  +  *) .  ,  .  zu  suchen;  und  zwar  sind  nur  Gli 
der  Form  xPy^  zu  berücksichtigen,  für  die  p^r  ist.  Die  Sm 
dieser  Terme  gleich  Null  gesetzt  stellt  unsere  Curve  in  erster 
uaheruug  dar.  Diese  neue  Curve  wird  wieder  aus  verschied« 
Zweigen  bestehen;  und  für  jedeu  dieser  Zweige  werden  x  und  , 
ganz  bestimmtem  Verhältnisse  zu  einander  in  Bezug  auf  das  Unend 
kleine  stehen;  für  jeden   Zweig  wird  x  mit  einer  bestimmten  Po 

von  y,  etwa  y**,  vergleichbar  sein,  oder  x"  mit  y-*.     Wir  werden 
eine  Regel  angeben,  nach  welcher  man  diese  Zahlen  «r,  ß  finden  k 
um  so  die  Curve  in   verschiedene   Zweige  aufzulösen.     Es  führt  ( 
die  folgende   Ueberleguug.     Setzen   wir  zunächst  voraus,    es  sei 

Verhältniss  "  für  einen  gewissen  Zweig  bekannt.     Führen   wir  c 

eine  Grösse  s  als  Maass  der  Kleinheit  ein,  so  können  wir  setzen: 

lim  X  =  f <*    ^ 
lim  1/  =  6^ 

i  • 

denn  dann  wird  in  der  Grenze  b  ==  xP  y  also  y  =  £«  =  ai*  ,  d.  I 
mit  .r**  vergleichbar,  wie  es  angenonmien  wurde.  Für  ein  beliel 
Glied  von  f  ist  somit 


rr":- 
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XPffi  =  £/*/*  +  *«. 

üluigen  wir  nun,  dass  xPy^  von  einer  bestimmten  Ordnung  unend- 
h  klein  werde ,  so  muss  die  Zahl  pß  -{-  qn  einen  bestimmten  con- 
mten  Werth  haben,  also  etwa 

pß  +  q(t  =  ii 

IL    Wir  haben  somit  den  Satz: 

Sind  x^  und  y^  von  gleicher  Ordnimfj  der  Kleinheit  ^  so  werden  alle 
kder  x^y^,  welche  von  der  Ordnung  fi  unendlich  klein  werden  y  durch 
i  Bedingung 
1)  l?/J  +  (7«  =  ^ 


Die    betreffenden    Zahlen   p,   q    wirklich    anzugeben;    lehrt    die 
lUentheorie;  es  kommt  dies  auf  die  Lösung  der  Cougruen/ 

pßzm  ^   (mod  .  «) 

nus,  welche  in  unserem  Falle  immer  möglich  ist;  weil  a  und  ß, 
t  deren  Quotienten  es  allein  ankommt,  als  zu  einander  relativ  prini 
mugesetzt  werden  können.  Für  unsem  Zweck  sind  natürlich  nur 
ie  Werthe  brauchbar,  für  welche  p  +  q  <  n  ist,  wenn  n  die  Ordnung 
fr  untersuchten  Curve  bedeutet.  IFir  hohen  nun  /x  möglichst  klein  zu 
pien;  denn  es  kommt  uns  darauf  an,  diejenigen  Glieder  heraus- 
Ibden,  gegen  welche  alle  anderen  von  höherer  Ordnung  der  Kleiu- 
Ü  sind.  Wir  können  uns  hiervon  eine  deutliche  Vorstellung  durch 
i geometrisches  Hiilfsmittel  machen.*)  Betrachten  wir  nämlich  die 
Icen  Zahlen  /?,  q  bez.  als  Äbscisse  und  Ordinate)  eines  Punktes  der 
^e,  so  können  wir  jedes  Glied  x^i/f  durcli  einen  Punkt  mit  den 
iQrdinaien  py  q  voi^estellt  annehmen.  Die  Gleichung  (11)  stellt 
m  eine  gerade  Linie  dar,  und  die  Zahl  fi  können  wir  als  Maass 
es  Abstandes  vom  Anfangspunkte  betracht-en,  denn  dieser  Abstand 
bekanntlich 

Bei  dieser  geometrischen  Repräsentation  liegen  also  alle  Punkte,  deren 
tprechende  Terme  in  f  von  der  fi^'"  Ordnung  unendlich  klein  werden, 


•)  Dies  Verfahren  wurde  von  Newton  a-ngcgchpu ,  zuMilcli»<t.  um  au»  einer 
■ebenen  algebraischen  Gleichung  f(x,i/)  =  0  y  in  Function  von  x  angenähert 
Kiustelleu;  vgl.  tlesj*en  Methodus  functionuni  et  serierum  infinitarum,  liondon 
6  (Opuscula  ed.  Castillion,  tom.  1,  p.  37  ff.);  für  die  Curventheoric  verwertJiet 

Cramer:  Introdiiction  ä.  Tanalyse  des  lignes  courbes  algdbriques,  1750.  V^l. 
Folgenden  auch  Puiseux:  Recherches  ßur  les  fonctions  algebriques;  Liou- 
le's  Journal  de  niathematiqucs  pures  et  api)liqueee,  t.  15,  1850  (Deutsch  von 
eher,  llaJJc  1861,  p.  24  ff.). 
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wenn  jc^  mii  y^  utrffkkhbar  isi^  au/^  emtr  Geraden  in  der  fy 
^r^^rr^  mm  Art/fmospunkfe, 

Jedes  Glied  j  welches  von  höherer  Ordnung  der  Kleia! 
dem  also  ein  Werth  ^'  >  ^  entspricht,  liegt  dann  auf  i 
ADfangspunkte  ahge wandten  Seite  der  Linie  (11).  Um  die 
nkärigsier  Ordmmg  zu  finden,  haben  wir  demnach  das  1 
Verfahren  einzuschlagen.  Ea  sei  y*  das  Glied  medrigsten  €| 
fy  welches  von  x  frei  ist.  Ihm  entspricht  ein  Punkt  in  der  Eu; 
.«  auf  der  Ordinatenaxe;  durch  diesen  Punkt  und  einen  anderes 
zugehörige  Zahlen  /?  =  ?r,  q^^K  möglichst  klein  sind,  legen  ' 
gerade  Linie,  deren  Abstand  vom  Anfangspunkte  ^  sei  (vg 
Fig.  47).  Dieee  Linie  wird  noch  durch  eine  Reihe  weiterei 
gehen,  welche  zwischen  n-^  x,  und  o,  $  liegen  und  denen  Tl 
f  entsprechen;  die  Su|nrae  aller  solcher  Terme: 

(12)  k\'=ra^,xPy^^Q  ' 

gibt  uns  dann  eine  Curve,  für  deren  durch  den  vieUache 
gellende  Zweige  a^  mit  y^^  vergleichbar  ist,  wo  a  und  ß  \ 
Bind  durch 

Setzen  wir  femer  x  =  x^,  y  «=  y'*,  so  geht  (12)  in  eine  li< 
Gleichung  vom  Grade  /x  in  x\  y   über  (binäre  Form),   denn 

dann  x^y'i  =  x^J*y^.  Sind  alle  Wurzeln  -,  derselben   verschic 

stellt  Ä^j  =  0  eine  Reihe  von  Zweigen  dar,  welche  sich  nur 
im  Anfangspunkte  berühren,  und  von  denen  jeder  durch  de: 
der  Parabel  dargestellt  wird.  Sind  dagegen  mehrere  Grup[ 
Wurzeln  einander  gleich,  so  werden  diese  Zweige  sich  wi 
weitere  Klassen  auflösen,  die  durch  Wiederholung  ganz  a 
Betrachtungen  bestimmt  werden.  Wir  wollen  darauf  aber  en 
eingehen. 

Von  dem  Punkte  jr,  x  gehen  wir  nun  weiter  zu  einem 
n'j  x\  welcher  jenseit  der  Linie  a^  +  /Sp  =  ft,  ihr  aber  n 
nahe  liegt.  Die  Verbindungslinie  beider  Punkte  wird  eine 
Reihe  von  Gliedern  enthalten,  und  die  entsprechende  Gleichui 

(13)  K^=^Q 

stellt  wieder  ein  System  von  Zweigen  dar,  für  welche  in  d 
des  Anfangspunktes  o;"'  mit  y!^  vergleichbar  ist,  wo  nun 

n  ß'  '\-  K  a  =  II 
%  ß!  4"  x'  a'  =  fi' , 


^T 
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1  fft'-den  Abstand  der  neuen  Linie  vom  Anfangspunkte  bedeutet; 
swar  gibt  es  zufolge  unserer  Construction  keine  Glieder;  für  welche 

Verhaltniss  %  dasselbe  wäre,  während  fi'  einen  kleineren  Werth 

i.  Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  erhalten  wir  eine  Reihe 
Linien,  die  sich  zu  einem  Polygone  vereinigen.  Dasselbe  kehrt 
3  convexe  Seite  den  beiden  Coordinatenaxen  zu,  und  zwar  der- 
\,  dass  alle  Punkte,  welche  Gliedern  von  f  entsprechen,  durch  das 
"gon  von  diesen  Axen  getrennt  werden  oder  selbst  auf  den  Seiten 
Polygons  liegen.    Diesen  Seiten  entspricht  eine  Reihe  von  Curven 


•  derselben  vereinigt  die  Terme,  welche  bei  einem  bestimmten  Werthe 

^  von  der  möglichst  niedrigen  Ordnung  der  Kleinheit  sind.     Die 

e  der  Geraden  geht  durch  den  Punkt  p  =  r,  q  =  k  —  r,  denn 
Glieder,  fQr  die  /?  >  r  ist,  brauchen  wir  nicht  zu  berücksichtigen. 
lit  ist  dann  das  Polygon  gegen  die  Abscissenaxe  abgeschlossen.  Eine 
ere  Fortsetzung  des  Verfahrens  würde  wenigstens  nicht  mehr  zu 
renzweigen  führen,  welche  die  Axe  x  =  0  berühren. 
Ä/n  Beispiel*)  wird  dazu  dienen,  dies  Verfahren  völlig  klar  zu 
en.     Wir  betrachten  die  Curve: 

f  {Xj  y)  ==  x^y  +  ax"^  +  bx'^y^  +  cx^  +  dx^y^  +  exy"^ 

eine  Curve  10.  Ordnung  mit  6 -fächern  Punkte  im  Anfangspunkte. 
ichst  können  wir  alle  Glieder  fortlassen,  in  denen  der  Exponent 
X  grosser,  als  5  ist,   denn   diese    verschwinden  jedenfalls    gegen 

ebenso  das  Glied  mit  y^^,  denn  wir  be-  Fig.  47. 

en    nnsere  Construction    mit   y^.     Wir 
Iten  dann  eine  Curve  9.  Ordnung:  ^ 

x^y  +  bx^y^  +  dx^y^  +  exy"'  +  fx^y^   ' 

+  ^y9  =  0  .   ^ 

i'erme  dieser  Gleichung  sind  in  beistehen- 
igur  markirt.     Wir  haben  zunächst  den  j 
t  0,   9    mit  2,  5  zu   verbinden;    diese  g 
geht  auch  durch  1,  7.     Daher  stellt  uns  ^ 
Absonderung  des  Factors  y^ die  Gleichung: 

Vgl-  auch  die  in  den  Anmerkungen  auf  p.  325  und  j).  320  bt^handelten 
ele. 


'^TH  C.  .  «f*' 


FIf.  48. 


/T*^^ 


>^":.'*>^-W''7^T*-'  *'^'  ^"  .*"-■■*■•:  >*.■'■  \''-  .=*-".'.isr^.'  'VT? 
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(16)  Ari-«6««  +  <?a?/  +  yy*  — 0 

eine  Curre  4*^  Ordnung  dar,  welche  2  Zweige  von  (14)  in  de 

des  Anfangspunktes  erseiat.  In  leteterem  hat  sie  einen  Boga 
Selbsiberührwiffspunkt.  Sie  wird  in  ihm  von  dar 
in  2;  Ton  der  F-Axe  in  4  zusanunenfallenden  I 
getroffen,  ein  Punkt,  wie  er  duxeh  das  Zosi 
rücken  von  2  Doppelpunkten  (Fig.  48)  entsteht 
genauer  erhalten  wir  den  Verlauf  der  beiden  ! 
wenn  wir  nach  dem  oben  angegebenen  Ye 
X  =  x'^,  y  uzny  m  (16)  setzen,  oder  x  =  x',  y 

und  die  quadratische  Gleichung  anflSsen.    Dadurch  zerfallt  d 

in  zwei  Factoren 

x'  —  m^y,    X — »»jy; 

und  wir  können  daher  ÜTi  »=  0  ersetzen  durch  zwei  Gleichung« 
Typus  der  Parabel  (6): 

x-r- 191,^2  „0,     X  —  liijy'  — 0, 

vorausgesetzt,  dass  m,  und  m,  von  einander  verschieden  sind. 
Unserer  Regel  zufolge  haben  wir  nun  weiter  den  Punkt  2 
dem  Punkte  5,  1  durch  eine  Gerade  zu  verbinden.    Diese  Lii 
hält  keinen  markirten  Punkt  weiter.    Wir  haben  daher  nach 
derung  des  Factors  ^y  die  Curve: 

(17)  A',  =  a:-»  +  &y4_o. 

Für  die  hierdurch  annähernd  dargestellten  Zweige  der  Curve  (1 
also  x^  mit  y^  vergleichbar.     Die  Curve  hat  im  Anfangspunkt 
dreifachen  Punkt  mit  3  in  .r  =  0  zusammenfallenden  Tangent< 
drei  Zweige  legen  sich  nach  Art  einer  Parabel  einfach  an  die 
au.     Es  wird 

0;  =  ^—  by^\ 


Fig.  49. 


'^ 


also  sind  zwei  der  Zweige  imaginär  und  einer  reell. 

Damit  sind  alle  Zweige  der  vorgelegten 

welche    die     F-Axe    berühren,     völlig    bei 

Setzen    wir    unser    Verfahren     noch     weitei 

so  erhalten  wir  eine  Näherungsgleichung  f 

(He    A'-Axe    berührenden    Zweig    des    sech 

-  Punktes.     Wir  müssen   dann   zu  (15)  aus  (1 

j,        yi         X     Term  ax^  hinzunehmen  und  noch  die  Linie  5,  ] 

\\  ziehen.    Diese  enthält  keinen  markirten  Punk 

"  und  der  gesuchte  Zweig  ist  daher  nach  Absoi 

eines  Factors  x^\ 


^ 
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K>  vom  Typus  der  Parabel.  Die  yerschiedenen  reellen  Zweige  des 
chafachen  Punktes  verlaufen  demnach,  wie  es  Fig.  49  zeigt.*) 

Es  kann  jedoch  insbesondere  eintreten;  dass  der  Ausdruck  K^  in 
laeim  Beispiele  ein  vollständiges  Quadrat  wird.  Alsdann  reicht  dies 
sie  Näherungsverfahren  nicht  auS;  um  die  beiden  Zweige  der  Curve 
i  trennen:  dieselben  haben  eine  höhere  Berührung  mit  einander. 
Dgemein  kann  es  vorkommen,  dass  aus  einer  der  Gleichungen  K  =  0 
L2)  und  (13))  durch  Einführung  der  Variabein  x  ^  y   eine  Gleichung 

9>  (^';  y)  =  0 
itsteht;  welche  einen  vielfachen  linearen  Factor  (oder  mehrere  solche) 

X  —  my' 
ithält.     Um  die  entsprechenden  Zweige  der  Curve  zu  trennen,  führen 
ir  wieder  x^  y  ein,  und  haben  dann  annähernd 

X«  —  fnPyt^  =  0. 
;tzen  wir  femer 

y  =  'if. 
I  wird  also 

P 
18)  x  =  m^if  +  l, 

n  \  eine  Grosse  ist,  welche  von  höherer  Ordnung  unendlich  klein 
riri,  als  ff.  Diese  Substitution  haben  wir  mf{x,y)  zu  machen, 
a  S  in  Function  von  ri  annähernd  zu  bestimmen.  Und  zwar  hat 
IUI  bei  dieser  annäliemden  Berechnung  von  ?;  wieder  die  Glieder 
Hherer  Ordnung  nach  der  Gramer'schcn  Kegel  auszuscheiden.  Soll- 
m  in  den  verschiedenen  dadurch  entstehenden  Klassen  wieder 
ieichnngen  vorkommen,  welche  einen  vielfachen  linearen  Factor 
r  —  m'P'if'  enthalten,  so  hat  man  diesen  Factor  wieder  in  derselben 
veise  zu  behandeln.  Schliesslich  wird  man  so  immer  durch  Einsetzen 
*  Werthe  5,  i;  in  (18)  für  x  eine  Entwicklung  nach  sieiyenden^  ye- 
'oehenen  Potenzen  von  y  erhalten,  welche  das  Verhalten  der  verschie- 
ben Zweige  charakterisirt.  Wir  erläutern  dies  zunächst  wieder  an 
Bern  Beispiele.  Setzen  wir  voraus,  dass  bei  obiger  Curve  /  (a-,  y)  =  0 
r  Ausdruck  K^  (16)  ein  vollständiges  Quadrat  werde,  dass  wir 
K)  haben: 

Ä^i  =  hx''  +  exy''  +  gy^  =  {ux  +  vy'-f . 

ich  der  eben  angegebenen  Jlegel  müssen  wir  dann  setzen  {a  =  \, 
=  2): 

«  =  —  ^  f  +  S  7  .'/  =  »;; 

d  dadurch  wird,  wenn  wir  alle  höheren  Ternie  vernachlässigen: 
*)  lo  Fisr.  49  ist  vorausgesetzt,  dass  o,  6,  »n, ,  »ij  poHitive  Grössen  aiud. 
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fk^,  y)  =  -  S  V  +  •••  +  «(-  J,  V^  +  ...)  +  ^  (?,  n'' 
+  '^  ( —  ^'^  +  "S  +  v^  • 

Wenn  wir  den  Factor  iif*  fortlassen  und  anders  ordnen,  so  hal 
also  die  Gleichung: 


Wenden  wir  hierauf  unsere  schematische  Regel  an^  so  haben 
die  eine  Verbindungslinie  der  Punkte  2,  0  und  0,  5  zu  berücksi 
und  daher  nur  die  eine  Klasse 

woraus  sich  für  %  die  beiden  Werthe 

ergeben;  und  damit  ist  die  Trennung  der  beiden  parabolischen 
der  Klasse  K^  vollendet.  Für  einen  Punkt  derselben  in  der  N 
Anfangspunktes  erhalten  wir  die  Entwicklung: 

(20)  a:  =  -  %2+Jy^7ry^. 


In  Betreff'  der  Gestalt  der  so  getrennten  Zweige  gilt  das  F( 
Nehmen  wir  an,  es  sei  h  eine  positive  Grösse,  so  wird  }/  —  ) 
reell  für  negative  Werthe  von  y.  Wir  erhalten  also  auch  für  .r 
w,  V  ebenfalls  reell  sind,  nur  für  negative  Werthe  von  y  reelle  A 
d.  h.  die  beiden  sich  im  Anfangspunkte  berül 
Zweige  der  Klasse  K^  legen  sich  an  die  negativ 
der  F-Axe,  ohne  die  Ä^-Axe  zu  übersehreiten 
zwar  geschieht  dies  nach  dem  Typus  des  Kückkehr^ 

wenn  der  eine  Werth  von  x  positiv,  der  andere 

K  *     wird.      Ist    aber    das    Grössenverhältniss    von   v 


^\ 


X.  derartig,  dass  beide  Werthe  von  x  dasselbe  Zeichen 

so    liegen    beide    Curvenzweige    auf   derselben   Se 

i^-Axe:   Sie  bilden  eine  j,Spi(ze  zweiter  Art^^    (Fi; 

wie   man  eine  solche  Singularität  gegenüber  dem  Rückkehrpunk 

Spitze  erster  Art,  bezeichnet. 

Setzen  wir  dagegen  voraus,  dass  in/'(.r,  y)  das  Glied  mit  y 
(//  =  0) ,  dass  also  eine  Curve  9.  Ordnung  zur  Untersuchung  v 
so  gibt  die  Anwendung  der  Cramer'schen  Regel  auf  (19)  (i 
Klasse: 
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d  somit: 

0  .  — f(.:F/$). 

diesem  Falle  verlaufen  daher  beide  Zweige  symmetrisch  zur  Ä-Axe^ 
ch  dem  Typus  der  Parabel. 

Im  Allgemeinen  wird  ganz  ebenso  ^  nachdem  die  Trennung  sämmt- 
äier  Curvenzweige  durchgeführt  ist,  schliesslich  für  x  eine  Reihen- 
hmcklung  nach  sieigetiden  gebrociieneii  Potenzen  von  y  erhalten  von 
sr  Form: 


S)  a:  =  cy/»  +  c^y?^'  +  c^y&^'r  +  . .  . 

in  jedes  Glied  der  Entwicklung  hat  so  viele  verschiedene  Werthe, 
b  der  Nenner  des  Exponenten  angibt ;  den  zugehörigen  verschiedenen 
ferthen  von  x  entsprechen  dann  ebenso  viele  getrennte  Zweige  der 
vre  /  =  0.  Dabei  ist  nicht  ausgeschlossen ,  dass  der  Exponent 
U8  Gliedes  eine  ganze  Zahl  wird,  denn  in  diesem  Falle  ist  der 
liSflGcient  desselben  noch  immer  irrational  und  gibt  also  eine  Reihe 
iDchiedener  Werthe,  wie  z.  B.  in  Gleichung  (21).  Zur  Oharakteri- 
huig  der  Gestalt  eines  Zweiges  in  der  Nähe  des  Anfangspunktes 
iid  im  Allgemeinen  das  erste  Glied  der  Entwicklung  schon  einen 
baastab  geben;  und  zwar  wird  die  Gestalt  in  erster  Aunllherung  da- 
to abhangen,  ob  die  Zahlen  a,  /)  in  Bezug  auf  Gerade  oder  Ungerade 
sh  beide  gleich  oder  .ungleich  verhalten.  Wir  haben  darnach,  indem 
\r  unsere  früheren  Benennungen  verallgemeinern^  die  folgenden  3 
mpi typen: 

)  a^Ä  +  i  =y2*       Typ^  ^^  Parabel  (Fig.  43), 

I)  a:*Ä  +  i  =  y2*+i  Typtis  des  Wendepunktes  (Fig.  44), 

B)         a?/^       =y«*+i  Typus  des  Rückkehrpunktes  (Fig.  45). 

•ofem  man  besonders  auf  das  Reelle  achtet,  könnte  man  endlich 
ch  einen  vierten  Typus,  den  der  Spitze  zioeitei^  Art,  hinzufügen,  für 
dchen  uns  Gleichung  (20)  ein  Beispiel  gab.  Derselbe  würde  all- 
mein dadurch  charakterisirt  sein,  dass  in  der  Reihenentwicklung  für 
einmal  eine  gerade  Wurzel  aus  einer  ungeraden  Potenz  zu  ziehen 
;,  and  dass  in  Folge  besonderer  Werthe  der  eingehenden  Constanteu 
f  Vorzeichen  dieser  Wurzel  ohne  Einfluss  auf  das  Vorzeichen  von  .r 
abt.  In  diesem  Falle  werden  die  betreffenden  Zweige  an  einer 
ite  der  J^-Axe  in  der  besprochenen  Weise  imaginär.  Es  ist  jedoch 
rvorzuheben,  dass  die  von  uns   entwickelte   Methode   letzteren  Fall 

Clebtch,  Vorletongen.  22 
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Vieri«  Äblhoilnr 


+  V' 


Wenn  wir  den 
i^lso  die  Gle^ 

(19)    ii^r 
Wen 


M   vor  anderen 
;irialoge  Keilieneiitwicklaiig 
. ,  /xuaginären  Vorkomimiisse 
^tjuss  man  sich  ^  wie  es  in  der  Fu 
^^^*'ß.umteii  Rie  mann 'sehen  Flikl 
'tier  eingeganj]fen  werden  ka 
liss  der  hier  durchgeführten  IIa 
ein  reeller  Zweig  einer  algebra 
7jfTrr*ren  kann,  oder  was  dasselbe  ist; 
^^jy  jnfr  algebraisdien    Curve  aus  gibt  es   an 
4ft:aM  von    verschiedemn  Förtschreiiwujsncht% 
vf   mehrere  einander  unetidiich  nalie  liefe 


^^wi'l 


Se  im  Voi'stehendeD   benutzte  Methode  zur  Be 

ungui^^  Punktes,   uacb    welcher  wir  den  Punkt 

kt  verlegen  und  nach  Potenzen  von  a\  y  entwickeUi, 

^^  eines  vielfach  angewandten,   von  Not  her*)  st 

men    wichtigen  Satzes  benutzen. 

Wir  liÄbco  schon  ^viederholt  von  dem  Satze  Gehranch  g«ii 
.       gidi  dt«  Gleichung  einer  Curve  /=0,    die  durch   die  S 
iruiiite  «wriflT  Curven  9  =  0,  ^  =  0  hindurchgeht,  in  die  Kor 

bring^^^  lässt,    wo  A  =  0,  B  =  0  ebenfalls  Gleichungen  von 
sind.    Ihi*s  hi  aber  nur  unbcschrünkt  gültig,  so  lange  in  den 
punWt'^  Ton  ip  und  ^  keine  dieser  Curven  vielfache   Punkte 
^iiderufatls  >«iiid   gewisse  Bedingungen   zu   erfüllen,  wenn   obige ^ 
fiitolluiig  von  /  lüJVglieh  sein  soll;    und   diese  Bedingungen   wollet^ 
iiu  Folgi^udt^u  outstellen.     Wir  untersuchen   zu   dem  Zwecke  da 
tii%lii^^^  inner  ('Urve 

f—Aip-j-  Btt^^O 

iii    tb»r  NlUui  eines  Schnittpunktes  P  der  Curven  qp  =  0,  4f  = 
%lt»iu    dio    erwtere    einen  ^-fachen,    die    andere   einen  r- fachen 
luihrii   mnge,    in   dem  also  rg  Schnittpunkte  beider  Curven   vi 
liii|(vH;    find  /war  aei  r>q  vorausgesetzt.     Wir  heschmnken  qi 
t%iil  ilr»n  l'Vill.   wo  die  verschiedenen  Zweige  der  Curve  ^>,  bea, 
1%  Udit  unter  einander  berühren.    Nehmen  wir  den  Punkt  P  seuai  Al 
|tiiHkl4*,  Nil  njüssen  jeaenfalls  alle  Glieder  0^«,  1**^%  2*«^,  .  _,  {q 
€  lidiunii^  von  f  verschwinden,   also  jedenfalls  f  einen  ^-fachen 
t'ie«  gibt  ifiuniLchst  das  Verschwinden  von 


I..J. 


•)  lUtbfir  n\mn  8ata  ana  der  Theorie  der  algcbraiBchen  Functio©«!: 
Wn^lifNh*«!!,  187«,  \u  490,  oder  Muth.  Amialeo,  Bd.  6,  p,  aß2. 
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1  +  2  +  3, ..  +  (?  =  2i^ 

Btanten^  was  uns  beiläufig  zu  dem  Satze  führt: 
Soii  ein  bestimmter  Punkt  q-f acher  Punkt  einer  algebraischen  Curve 

,  so  ist  diese  Forderung  ^  T  linearen  Bedingungen  äquivalent^  d.  h. 
I  kann  fftr  eine  Curve  n**  Ordnung  dann  nur  noch  ^^^'^  )-^yw-r 

bere  Punkte  willkürlich  wählen. 

In  unserem  Falle  treten  jedoch  für  r  >  ^  noch  weitere  Bedingungen 
nu  Es  verschwinden  die  Glieder  g*<^',  {q  +  1)*"  ,  .  .  .  ,  (r  —  1)»«' 
lension  von  ^.  Die  (^  +  i  +  1)  Coefficienten  der  Terme  (jq  +  i)*«' 
Innng  in  /  (f  =  0,  1,  .  . .,  r  —  q  —  1)  sind  daher  nur  abhängig 
i  den  Coefficienten  der  Terme  gleicher  Dimension  in  dem  Producte 
.    Letztere  entstehen  durch  Multiplication 

Glieder  ^*®'  Ord.  von  tp  mit  den  Gliedern  i*®'  Ord.  von  Ay 

n         ((?+!)*"     ;;        ;,     9     „        „  „  (/- 1)*"     „       „      A, 

„  (^  +  0***       7;  ,;        <|P        77  ,7  7>  O**'       77  77        ^' 

müssen  sich  also  die  (^  +  i  +  1)  Coefficienten  von  f  linear  durch 

1+ 2+3+... +(»+!)= 'i+iy^i> 

Ikürliche  Grossen  (Coefficienten  von  Ä)  ausdrücken  lassen.  Im 
Ben  enthalten  nun  die  Termen  ^*«',  (^  +  1)*«' .  .  .  (r  —  1)*«'  Dimen- 
I  von  / 

(«  +  l)  +  (3  +  2)  +  ...  +  r  =  ^-^+^)>-:^> 

fficienten,  und  diese  sind  demnach  lineare  homogene  Functionen  der 

I+2  +  3  +  .-.  +  (r-g)  =  ^-^-^+/^^^"^^ 

kOrlichen  Coefficienten  der  Glieder  0»",  1*",  . ,  .,  {r  —  q  —  1)*«' 
lension  von  A\  d.  h.  es  sind  nur  ebensovielc  Coefficienten  von  / 
kfirlich  zu  wählen;  oder,  was  dasselbe  ist,  es  müssen  zwischen 
Coefficienten  der  Glieder  ^*«',  {q  +  1)*"  .  .  .  (r  —  1)*«'  Dimen- 
:  von  f  noch 

^  (>-y)(r  +  y  +  l)  _  (r--y)(r-y4-l)  ^  ^j.  —  q)  q 

ue  homogene  Gleichungen  bestehen. 

Aber  auch  eine  Reihe  von  Gliedern  höherer  Ordnung  in  f  wird 
Ü  durch  die  vielfachen  Punkte  von  tp  und  ^  beeinflusst.  Allgemein 
iehen   die    C-oefficienten   der  Terme    A**'   Ordnung   von   /  durch 

iiplicatioii 

22  • 
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von  Gliedern 

q""  Ord, 

,  von  9?  in 

GUedei 

(^fc  —  ^)««»  Ord.  MO 

;i          n 

c?+ir  » 

n     9  i> 

w 

.      i 

»    » 

*««    „ 

??     V  n 

1? 

n         n 

rt"     „ 

n     *  » 

?^ 

(*-r)'«    „      „ 

;>         " 

1:                                         «                                         • 

m                     « 

.        .        .        .   i 

ft  ?J  '^  j?        w      »^  !^        W  '  ??        a 

Wir  kbimeu  hieraua  die  Zahl  der  willkürlichen  CoeMcieiiten  von  i 
beHtiuimen^  welche  in  den  Gliedern  der  Funetion  Äip  -\~  ßi)f  btj 
clusive  zur  k^^""  Dimension  vorkommen,    Ea  sind  dies 


^ 


und     l  +  2  +  ...  +  (A— r+l)=i(*— rH-2)(*-r+l)    „ 


Im  Ganzen  enthalt  also   A^  '\-  ßil>  in  den  Tetmen  bis  t> 
Dimension  inclusive 


:| 


I 


Q  =  i  {(A'  _  ^  +  2)  (A^  -^  ^  +  1)  +  {Ä-  -  r  +  2)(A-  -  r  +  1) 

Parameter,   wahrend  die  Zahl  der  Parameter  in  den  Termen  gl 
Dimension  von  /\  d*  h,  von  der  g*"*  Dimension  bis  ^ur  A"**»,  ist] 

P^iik-\-q  +  2){k-q-\-l}. 

Vermehren  wir  nun  k  um  1,  so  wächst  Q  um 

k  ^qJ^2  +  k  --r  +  2 

nnd  zu  P  treten  die  A  +  2  Coefficienten  der  binären  Form  {k  + 
Ordnung  hinzu  ^  d,  h.  P  wächst  um 

k  +  2. 

Sollen  aber  von  der  A"'**°  Dimension  ab  alle  Tenne  von  f  volltoiai 
wiLlkilrlieh  gewälilt  werden  können,   so  muss  der  Zuwachs  von  Q 
wachsendem    k    mindestens   eben  so  gross  sein,    als    der    von  /*; 
haben  also  die  Bedingung: 

A4.2gA— tf  +  2  +  ^-r  +  2  « 

oder  k:^q  +  r^2.  1 

Sobald  A  dieser  Bedingung  genügt;  sind  die  Coefficienten  (A*  -|- ' 
Dimension  in  f  von  einander  unabhängig;  wir  haben  also 

A'  =  A-+l  =  ^  +  r— 1 

für  Ar  in  /^  und  Q  einzusetzen.    Alsdann  müssen  die  P  Coefficki 
von  f,  wo  nun  \ 

/>  =  i(r  +  2(?+l)r, 
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ÜBttre  Fanctioneii  der  Q  Coefficienten  yon  A(p  -^  Bij;  sein;  wo 

0  =  i{r{r+i)  +  g(q  +  l)}, 
i  L  zwischen  den  Coefficienten  von  /  müssen 

t  üßue  Gleichungen  bestehen ,  nnter  denen  dann  die  in  (23)  angege- 
^r  knen  q  (r  —  q)  Gleichungen  enthalten  sind.  Da  nun  ausserdem 
[if (^'f'  ^)  Bedingungen  durch  den  ^-fachen  Punkt  von  /'in  P  ge- 
^'kidert  sind^  so  haben  wir  folgenden  Satz  bewiesen: 

fFenn  zwei  Curven  9)  =  0,  ^  =3  0  m  einem  ihrer  Schnittpunkte  P 
ler.  einen  q- fachen  und  r- fachen  Punkt  haben  (r  >  q),  und  wenn  eine 
durch  die  Schnittpunkte  von  q>  und  ^  gehende  Curve  in  der  Form 

f=Aq>  +  Btl;  =  0 

Ibar  sein   soil,   so  muss  diese   Curve  in  P  einen  q-facheri  Punkt 
,  undj  wenn  letzterer  Anfangspunkt  isty  müssen  ausserdem  die  Co^f- 
der  Glieder  von  f  bis  exclusive  zur    (r  +  ^  —  1  )'*''»  Dimension 
—  i  ^  (^  +  1)  linearen  homogenen  Bedingungsglei<:hungen  genügen. 
Ein  Theil  dieser  Bedingungen  ist  jedenfalls  identisch  erfüllt,  wenn 
inen  in -fachen  Punkt  (m  >  q),  gleichzeitig  A  einen  {m  —  ^)- fachen 
tfir  m  >  r  auch  B  einen  {m  —  r)-fachen  Punkt  in  P  hat;  d.  h. 
die  betreffenden  Glieder  niederster  Dimension  in  A  und  B  selbst 
;  für  die  Terme  m^^^  bis  (r  +  </  —  2)*«'  Dimension  bleiben  da- 
die  übrigen  Relationen  bestehen.    Man  kann  dieselben  auffassen  als 
Igen  für  die  Lage  der  verschiedenen  durch  P  gehenden  Zweige 
zu  denen  von  (p  und  ip.    Ist  also  m  =^r  -{-  q  —  1,  so  bestehen 
die  Gruppirung  dieser  Zweige  keine  Bedingungen  weiter     Es  er- 
sieh dann  der  wegen  späterer  Anwendungen  wichtige  Satz: 
Eine  Curve  /*=  0,  welche  in  einem  Punkte  P  einen  (r  +  ^  —  1)- 
Punkt  hat,   und  welche  durch   die  Schnittpunkte  zweier  Curven 
0,  ^  =  0  geht,  wo  (p  einen  q- fachen,  ^  einen  r- fachen  Punkt  in 
kann  immer  in  der  Form 

f=A(p  +  Btl;==0 

hrfftsieili  werden,  wo  -^  =  0  in  P  einen  (r  —  l)- fachen,  B=^0  da- 
■vT  einen  (q  —  1)- fachen  Punkt  hat. 

III.    Dualistisches.  —  Die  Plücker'schen  Formeln. 

Neben  den  singulären  Punkten  müssen  wir,  entsinechend  dem 
fmlitatsprincipe ,  auch  singulare  Tangenten  berücksichtigen.  Nach 
fto  genannten  Principe  nämlich  müssen  wir  uns  jede  Curve  auf  zwei 
mchiedene  Arten  entstanden  denken:    durch  einen  sich  bewegenden 
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Punkt  beschrieben  untl  durch  eine  sich  bewegende  Gerade  xit 
Der  beschreibende  Punkt  bestimmt  in  jedem  Intervalle  eine  ßichti 
und  diese  einem  unendlich  kleinen  Fortrüeken  entöprechende  Rtehl 
ist  die  Tangente  der  beschriebenen  Curve  in  dem  Punkte.  Eb< 
bestimmt  die  umhüllende  Gerade  durch  jede  unendlich  kleine  La] 
iinderung  einen  Punkt,  denn  eine  solche  kann  immer  als  Drehung 
einen  bestimmten  Punkt  aufgefasst  werden ;  und  dies  ist  der  Beriihru 
jumkt  der  betrachteten  Geraden,  Wir  erhalten  also  dieselbe  Cu 
wenn  wir  die  Drehung  der  Geraden  immer  als  eine  Function 
Fortschreitens  eines  ihrer  Punkte  ansehen*  In  dieser  gegensdtl 
Abhängigkeit  beider  Bewegungen  können  aber  Besonderheiten 
kommen,  und  diese  sind  es^  welche  zu  den  situ/uUfren  Punkten 
Tangenten  Veranlassung  geben.  Es  tritt  dies  ein  entweder,  wenn 
beschreibende  oder  umhiülende  Element  ein  und  dieselbe  Lage  zwe: 
erreicht,  oder  wenn  das  eine  der  beiden  Elemente  den  Sinn  m 
Bewegung  ändert,  während  das  andere  continuirlich  weitergel]|H 
den  ersten  Fall  haben  wir  im  Doppelpunkte  ein  bekanntes  mB 
für  den  zweiten  im  IF  ende  punkte,'^)  Dem  Doppelpunkte  en 
^ig'  ^i-  nun  dualistisch  die  Dop^ 

d.  i.  eine  Tangente  mit 
schiedenen  Berühru: 
(vgL  Fig.  51);  nnd  em 
den  verscliiedenen  Arten  vielfacher  Punkte  unterscheidet  maji  ebenSJ^ 
Terschiedene  Arten  viel/ acher  Tangenten.  Es  ist  aber  wohl  zu  beadi 
dass  eine  Doppeliangeute  nicht  als  Singularität  aufgefasst  wal 
darf,  insofern  man  sich  die  Curve  nur  als  Ort  von  Punkten  dfl 
und  ebensowenig  darf  ein  Doppelpunkt  als  Singularität 
wenn  man  die  Curve  als  Liniengebilde  betrachtet.  Wenn  _ 
einem  Doppelelemente  zunächst  eine  Unbestimmtheit  für  die 
schreitungsrichtimg,  d.  h.  für  die  Wahl  des  benachbarten  Eleml 
vorliegt,  so  tritt  doch  keine  Discontinuiiät  in  der  Bewegung 
Punktes  oder  der  Tangente  ein,  insofern  man  sicli  dem  Doppelelem 
auf  einem  bestimmten  Zweige  nähert  und  so  die  Curve 
Entstehung  auffasst.  Aoders  ist  dies  beim  Wendepunkte  ^  mi 
die  Singularität  in  der  Beziehung  zwischen  Punkt  und 
besteht,  während  es  sich  nur  um  einen  einzigen  Curvenzweig 
und  dualistisch  entsprechend  ist  es  beim  Kückkehrpunkte,  D« 
sieht  sofort  an  einer  Zeichnung,  dass  hier  der  Punkt 
schreitungsrichtung  ändert,  während  die  Tangente  mit  dt 
Drehsinne  weiter  fortrückt*     Wir  werden  Letzteres  übrigens 

•j  Vgl.  im  Folgenden  Plückor:   Theorie   der  algebraischen  Cur 
183^»  p.  200  ff. 

♦^)  Vgl,  dio  ausführlichere  Erörterung  auf  p.  310, 


m  an 
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dttbrai^cli  nachweisen,  und  diese  Eiitwicklung  gilt  dann  ebenfalls  für 
Sginilre  äinguJaritaien. 

Durch  gleichzeitige  Untersuchung  dieser  beiderlei  Singularitäien 
ptün^  Oi?  nun  leicht  den  scheinbaren  Widerspruch  zu  lösen,  welchem 
irif  früher  begegneten,  als  es  galt,  von  der  Liniencoordinatengleichung 
in  Punktcoordinaten  gegebenen  Curve  zu  dieser  ursprünglichen 
'ünktgleichung  zurückzukehren.  Wir  werden  nämlich  erkennen^  dass 
»  rine  Curve  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung,  welche  weder 
jelfache  Punkte  noch  vielfache  Tangent4in  besitzt,  überall  nicht  gibt, 
vielmehr  jede  Cnrve  höherer  Ordnung  ohne  vielfache  Punkte  eim 
^'  Zahl  ron  Doppel*  oder  vielfachen  Tangenten  haben  musit^  sowie 
rc  ohne  vielfache  Tangenten  eine  bestimmte  Zahl  von  Doppel- 
fkr  vielfachen  PtmAfen,  Fügen  wir  dann  die  Bemerkung  hinzu,  dass 
«  Zahl  n  (n  —  1)  für  die  Klasse  einer  Curve  beim  Auftreten  viel- 
cher  Punkte  gewisse  Ueductionen  erleidet,  so  wird  klar,  dass  dualistisch 
itapnjchend  die  Ordnung  einer  mit  Doppeltaugent-en  versehenen  Curve 
s  ihrer  Klasse  A  nicht  immitt^lbar  durch  die  Zahl  A{A' —  1)  zu 
ist;  und  damit  ist  dann  jener  scheinbare  Widersprucli 
eitigt,  Aehnüches  gilt  für  Wendetangenten  und  Rückkehrpunkte» 
Die  letzterwähnte  Bemerkung  über  die  Abhängigkeit  der  Klasse 
der  Zahl  der  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  folgt  aus  den  oben 
iesenen  Sätzen  über  das  Verhalten  der  ersten  Polaren  in  diesen 
Dkten  (vgl,  p.  322),  von  denen  wir  zunächst  nur  einfache  Doppel- 
t  Äucldcehrpunkte  als  vorhanden  annehmen  wollen. 

Die  Klasse  einer  Curve  war  bestimmt  durch  die  Zahl  der  Schnitt- 

ilte  der  ersten  Polare  eines  beliebigen  Punktes  mit  ihr.     In  einen 

Ipunkt  fallen  aber  für  jeden  Pol  zwei,   in  einen  Rückkehrpunkt 

r  Schnittpunkte   zusammen^   und  diese   sind  nicht  mehr  als 

he  Berührungspunkt«  der  vom  Pole  ausgehenden  Tangenten  zu 

Jvdi*r  Doppelpunkt  redmirt  daher  die  Klasse  um  2,  jeder  Bück- 

Ai  um  3  Einheilen j  d.  h,  es  i^i: 

A  =  «  (;i  -  1)  _  2  rf  —  3  r , 

ä  die  Zahl   der  Doppel-,   r  die  der  llückkehr- 

der   vorliegenden    Curve  angibt.     So  weit  es 

am     reelle     Pimkte    handelt,     ktmn    mau    die 

wendigkeit  dieser  Reductionen  auch  in  folgender 

liÄe  einsehen.     Man  betrachte  eine  Curve,  die  zwar 

Doppelpunkt  besitzt,  von  der  zwei  Zweige  aber 

n  ider  vorbeigehen,  so  dass  aus  ihr  mittelst 

[  Deformation    eine    Curve    mit   Doppel* 

;t   ent^t^ht.     Es  ist  dann    klar,    wie    die    beiden 

einem    Pankt«  g  an  diese   Zweige  gelegten   Tan- 

(1/  und  V  in  Fig.  52),  in   die  Verbindungslinie  von  g  mit  dem 


Fig.  bi. 
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Doppelpunkte  zusammenfallen,  sobald  besagte  Deforniauoii  at 
wirdj  Bo  das8  diese  Verbindungslinie  als  uueigentliclie  Tangente  in  i 
That  zweifach  zählt.  Dass  dann  letztere  beim  Riickkehrjjunkt  di 
fach  zu  reclmen  ist,  erkennt  man  unmittelbar  aus  unseren  frühei 
Betrachtungen  über  die  Entstehung  des  Kückkehrpunktes  aus  em 
Doppelpunkte  mit  Schleife  (p.  323),  ^M 

Die  Gleichung  (1)  ist  die  erste  einer  Reihe  von  Relationen,  oS 
tlie  für  die  Curve  charakteristischen  Zahlen  genügen^  und  welche  na 
ihrem  Entdecker*)  die  Plücker'^cÄ^n  Formeln  genatmt  werden. 

Eine  zweite  Gleichung  der  Art  bestiramt  die  Zahl  der  Wend 
punkte  in  ihrer  Abhängigkeit  von  ä  und  r.  Dieselbe  ist  bekanntüi 
gleich  der  Zahl  der  Schnittpunkte  der  Gnindcurve  mit  ihrer  Hesse'ech« 
Wir  wissen  aber  (vgL  p.  325)  ^  dass  in  einem  Doppelpunkte  il 
Grundcurve  6,  in  einem  Rückkehrpunkte  8  dieser  Schnittpunkte  f{ 
einigt  liegen.  Jeder  Doppelpunkt  einer  Curve  rednctrt  daher  die 
w  ihrer  jycndcpunkte  um  0,  jeder  Rückkehrpunki  um  S  Einlmlcti^ 
es  js/;*'*) 
(2)  w  =  3n(n--2)  —  Gd  —  8r 

Es  ist  jedoch  sehr  wohl  möglich,  daas  die  Curve  in  oinem 
punkte  ausserdem  noch  Wendepunkte  hat,  wie  dies  z.  B.  bei 
Vickannten  Figur  der  Luinniscate  eintritt.  Solche  Vorkommnisse  geb 
zwar  zu  wh*itereu  Schnittpunkten  der  Hess  eschen  mit  der  Grundcui 
im  Doppelpunkte,  aber  nicht  zu  weiteren  Keductionen  Verajilaa8Qii| 
Aus  den  Formeln  (1)  und  (2)  ergeben  sich  andere  durch  } 
Princip  der  Dualität.  Nach  demselben  entsprechen  sicli  wechse 
Ordnung  und  Klasse;  femer  Doppelpunkt  und  Doppeltangent 
haben  also  n  durch  k,  d  durch  /  zu  ersetzen,  wenn  /  die  Za 
Doppeltangenten  bedeutet.  Einer  Wendetangente,  d.  h»  einer  diej 
in  drei  successiven  Punkten  treffenden  Geraden  entspricht  Ann 
ein  Punkt,  in  welchem  sich  drei  successivo  Tangenten  schneiden; 
zwar  ist  dies  ein  Rückkehrpunkt;  d,  h.  die  Zahlen  w  und  r  entsprecl 
sich  in  obigen  Formeln  dualistisch.  Zum  Beweise  vergleichen  wiri 
Verhalten  der  Tangenten  in  der  Nähe  einer  Wendetangente  mit  i 
der  Punkte  in  der  Nähe  eines  Rückkehrpunkt^s.    Beginnen  wir 


»reo    ^ 

TM 
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•)  Plückeri   Solution   d'une   qucBtion   ibudamentale   concernant 
gt?n<^ralc  des  coiirbes,    Crelle's  Journal,  Bd.  12,  1834;   vgl.  ferner  deaMsa^ 
der  analyti&chen  Geometrie,  Berlin  1835,  p.  289  und:  Theorie  der  algeb 
Corven»  Bonn  1839»  p.  207  tf. 

•*)  All»  Fig^  52  crkecint  man  leicht ♦  daa»  ein  Doppelpunkt  mit  n^ell 
genten  immer  zwei  reelle  Wendepunkte  abBorbirt;   dießelbrn   wind  to  der 
bezeichnet     Kben«o  werden  nach  Fig*  5B  durch  eine  Doppeltangentc 
Berühntngspunktcu  zwei  reelle  Spitzen  abeorbirt. 
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Idsieren  und  verlegen  denselben  in  den  Anfangspunkt;  so  ist  die 
Giaehong  der  Curve  von  der  Form  (p.  322): 

/_  x«z"-a  +  y^z"- 3  ^  .  .  .  =  0. 

Ke  Coordinaten  der  Tangente  eines  dem  Anfangspunkte  unendlich 
boiaehbarten  Punktes  x^  y,  z  sind  daher  unter  Vernachlässigung 
TOB  Gliedern  höherer  Ordnung  der  E^einheit: 

QU  =|^=:2a;z''-« 
gv  -gc=3y«z«-3 

Qw  =  1^  =  (n  —  2)  x^z''-^  +  (w  —  3)  t/z*'-*. 

Kit  Hülfe  der  Gleichung  ar'z  +  y'  ==  0  folgt  hieraus   die  Bedingung: 

4t;3-27tt'M;  =  0, 

kr  die  Tangenten  der  Curve  in  der  Nähe  des  Riickkehrpunktes 
fBoflgen:  eine  Curve  dritter  E^asse,  welche  die  Aufeinanderfolge  der 
Tugenten  in  der  Nähe  dieses  Punktes  darstellt.  Sehen  wir  von  dem 
Zdilenfactor  ^  ab,  so  isi  also  die  Curve  in  der  Nähe  des  Bückkehrpunkies, 
avfgefasst  als  Punktgebilde  von  dem  Typus:  x^z  +  y^  =  0, 
„  „  Liniengehilde  „  „  „  ;  u^w  •\-  v^  =0 , 
M  nnn  x  =»  0,  y  =  0  die  Coordinaten  des  Rückkehrpunktes,  v  =  Q, 
b^O  die  seiner  Tangente  sind.  Die  letztere  Gleichung  ist  aber  das 
listische  Gegenstück  der  für  den  Wendepunkt  charakteristischen 
(vgl.  p.  328): 

0:2:^  +  y3  =  0  . 

wir  haben  w  durch  Xy  u  durch   z  zu  ersetzen,  weil  die  Coor- 

^ten  der  Rückkehrtangente  in  der  ersten  Gleichung  r;  =  0,  w  =  0, 

der  zweiten  die  des  Wendepunktes  x  =  0,  y  =  0  sind.   Zu  demselben 

Itate  gelangt  man  natürlich,  vom  Wendepunkte  ausgehend.     Es 

dann  die  Gleichung  der  Curve  in  der  Nähe  des  Wendepunktes: 

xz^  +  y^^O] 
taid  also  sind  die  Coordinaten  der  Wendetangente: 

QU  =  z^f    QV  =  3y'^,    Qto  =  2xz. 
iKeselben  genügen  der  Bedingung: 

4t;3  -  27w?^2. 

md  ersetzen  wir  wieder  u  durch  z,  w  durch  »r,  so  haben  wir  den 
lypus  des  Riickkehrpunktes:  Die  Gleichung  der  Curve  in  der  Nähe  des 
Wendepunktes  ist  daher, 
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aufgefmsl  ah  Pimkfgebilde^  mn  dem  Ttjpus  *rr*  -^  y^  ^ 
j^  j,    Linkngebüde^    „       ,,         j,       uw^  +  i^^  ^= 

In  Bezuij  mtf  dm  ÜnendUchkkim  iwrhtUt  sich  duiwr  ihr  RuekM 
pimkt  (<i;  =3  0),  wie  die  W€ndetnngeni&  [^t  =■  0),  und  der  tVendepg^ 
wk  die  Bückiichrtmigente. 

Wir  faaseö  tliese  Besultate  in  der  folgentlGn  Tabelle  üb 
Btchilich  züsammeUj  in  welcher  zwei  neben  einander  stebemle  Singtihi 
täieu  sich  dualistisch  entsprechen; 

PuHktcQfjrdintitetK  LinieHcmrdinnten 


Doppijlpimkt  mit  xwei  reellen  Taa- 
genten. 

Rücklcehrpujikt, 

Doppelpunkt  mit  zwei  imaginären 

Tangenten  (iüoHrter  Punkt). 


< 


\ 

iit' 


Doppeltaugento   mit    zwei    reell 
BerührungBpun  kten.       j 
Wendetangenta. 
Doppeltangente    mit    zwei    m^ 
nären  Berührungspunkten  (isolii 
Tangente).  \ 

Wendepunkt,  Rikkkehrtangente. 

Ziiiolge  dieser  üeberlegiing  gibt  nun  die  dualisü&che  Uebertiagu 
der  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  folgenden  beiden  Relationen 

(3)  n=    k{k  —  l)  —  2t'^'dw 

(4)  r  =  3  Ä  (>t  —  2)  —  6f  -  8  fP. 

Den  Inh&lt  der  Gleichung  (3)  kann  man  sieh^  wie  bei  Gleicl 
(1),  auch  direct  geometriach  veranschaulichen,  wenigstens  soweit 
auf  das  Reelle  ankommt^  und  zwar  geschiebt  dies,  indem  man  von  ein 
Curve  ausgeht,  die  nur  noch  ein  Wenig  deformirt  zu  werden  braucl 
um  eine  Doppeitangente  zu   erbalten.     Es  laufen  dann  zwei  Zwei] 

der  Curve  eine  Sfcred 
A  B  dicht  neben  einand 
her,  wie  in  Fig.  53,  % 
y  dann    bei    ÄusftUinii 

der  Deformation  in  d 
^  Doppeltangente  zuaw 
luenzufaUen.  Die  beiA 
Schnittpunkte  einer  l 
liebigen  Geraden  (ii)  n 
envähnten  Curvenzweigen  werden  dabei  auf  die  Doppeltangente  yerlc| 
und  sind  somit  als  uneigentliche  Schnittpunkte  von  der  Zahl  k  {k  — 
abzuziehen.  In  der  That  ist  ja  ein  Schnittpunkt  von  u  mit  der  Cia 
dadurch  definirt^  dass  von  ihm  aus  zwei  zusammenfallende  Tangenl 
an  die  Curve  gehen  5  Letzteres  ist  aber  für  jeden  Punkt  einer  Dopf 
tangente  der  Fall.  Lässt  man  ferner  bei  der  Curve  mit  Dopf 
tangente  in  Fig.  53  die  beiden  Berührungspunkte  derselben  1 


Fig,  flu* 
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lonnunenrückeiiy  so  erkennt  man,  dass  noch  ein  dritter  Schnittpunkt 
Km  tf  in  die  Doppeltangente  fallt ,  während  diese  selbst  zur  Wende- 
lugente  wird.  (Man  kann  dabei  etwa  die  mit  a  bezeichneten  Zweige 
giu  "in  die  Doppeltangente  fallen  lassen  ^  so  dass  die  in  Fig.  53 
pnnktirte  Curve  entsteht.) 

Die  4  Plücker'schen  Formeln  (1),  (2),  (3),  (4)  zeigen,  dass 
wirilich  jede  Curve  gewisse  der  behandelten  Singularitäten  besitzt,  wie 
es  oben  behauptet  wurde.  Femer  gibt  uns  die  Gleichung  (3)  die 
Ordnung  der  Curve  in  Function  ihrer  Klasse ;  die  verlangte  Reductiou 
ist  also  durch  das  Auftreten  von  Doppeltangenten  und  Wendetangenten 
bei  jeder  allgemeinen  Curve  n^^'  Ordnung  bedingt  und  geleistet. 
Wende-  und  Bückkehrpunkte  können  nur  gleichzeitig  fortfallen  für 

n  (n  —  2) 


;,    d  =  i  = 


; 


abo  für  eine  sehr  specielle  Art  von  Curven  gerader  Ordnung; 
Doppel -Punkte  und  -Tangenten  nur  für 

,  Ä  (ifc  —  2) 

ilso,  abgesehen  von  Curven  zweiter  Ordnung  bei  einer  besondern  Art 
Ton  Curven  der  Ordnung  3  h  oder  3  A  +  2.  Beides  zugleich  dagegen 
kann  für  ;i  >  2  nicht  eintreten. 

Die   vier  Gleichungen,  welche  zwischen   den    drei  Paaren  regel- 
9tuger  Singularitäten^  d.  i.   den  Zahlen  nk^  dt,  rio  bestehen,  sind 
/sdoch  nicht  von  einander  unabhängig.     Vielmehr  ist  eine  die   Folge 
der  drei  übrigen;  denn  aus  (1)  und  (3)  folgt  ebenso,  wie  aus  (2)  und 
f  (4)  die  dualistisch  nicht  mehr  zu  verändernde  Gleichung: 

^  (6)  3  (Ä  -  n)  =  «^  -  r. 

Durch  drei  der  secJis  Singularitäten  sind  daher  die  drei  übrigen 
wöiiig  bestimmt.  Ist  z.  B.  eine  Curve  n*®'  Ordnung  ohne  Doppel-  und 
BOckkehrimnkte  gegeben,  so  hat  man: 

A-  =  n  (n  -  1) 

w  =  ^n{n  —  2) 

t  =\n{n  --2)(n2~9). 

Die  3  n  (n  —  2)  Wendepunkte  haben  wir  früher  durch  eine  sie 
ansschneidende  Curve  von  der  Ordnung  3  n  (n  —  2)  bestimmt.  Ganz 
ihnlich  können  wir  auch  die  Zahl  /  diroct  ableiten,  indem  wir  eine 
Carve  von  der  Ordnung  {n  —  2)  («'-  —  9)  angeben,  welche  durch  die 
IV  (n  —  2)  (w^  —  9)  Berührungsi)UDkte  der  Doppeltangenten  hiudurch- 
^ht.  Die  Möglichkeit  dieser  Bestimmungsweise  ist  keineswegs  selbst- 
rerstandlich;  denn  wir  werden  später  sehen,  dass  von  den  Schnitt- 
punkten zweier  Curven  immer  eine  gewisse  Anzahl  durch  die  übrigen 


■p^ 
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besümmt  wird,  so  dass  es  Dicht  möglich  ist,  ein  jedes  Punktsystem 
auf  einer  algebraisclien  Curre  ohne  Aui'treten  weiterer  Schnjitpuiikte 
mittelst  einer  andern  Cur?e  auszuschneiden**) 

Sei  ^  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  und  m  ein  beliebiger  . 
Punkt  derselben,  ao  ist: 

rt^t  ^  0    ^i^j  ^^H  - 1  öj  =  0. 

Aus  der  Gleichung  n^"^  Grades 

welche  die  übrigen  n  —  2  Schnittpunkte  der  Tangente  bestimmU 
sondert  sieh  dann  ein  Factor  A^  ab.  Die  übrig  bleibende  Gleichang 
{#1  —  2)*^  Grades  muss  eine  Doppelwur^eel  haben,  wenn  die  Linie  xy 
Doppeltangente  sein  soll.  Den  Punkt  x  können  wir  nun  insbesondef« 
als  Schnittpunkt  der  Tangente  Ton  y  mit  einer  willldzrlicheG  Geraden 
w,,  Mg,  «3  definiren,  so  dass  wir  die  x  durch  die  ünt^rdeterminant€3i 
aus  den  U;  und  den  Grössen  i7^^- ^<i,=  ft^**  — '^,  zu  ersetzen  haben- 
Die  Forderung j  dass  y  Berührungspunkt  einer  Doppel tangente  «i, 
ist  dann  gegeben  durch  das  Verschwinden  der  DiscriminanW  der 
(jleicbung: 

(6)  .  [pffy +  A(ö£piO  &/'*]"  ^^' 

Wenn  es  gelingt,   die  Discrimniante  unabhängig   von    den   w*  datn- 
stellen,  so  gibt  ihr  Verschwinden  eine  Curve  der  verlangten  Art.    Di 
j.st  aber  in  der  That  immer  möglich^  denn  aus  der  DiucriminantG  F{^i 
Vimi  sich  ein  Factor  %°  itnmer  absondern.     Set%en  wir  nämliche 

so  folgt  wegen  der  Identität 

{abu)  Vy  -=  (ö'^m)  ^^  +  {((btf)  Uy  —  {hvu)  a^ 
und  wegen  ^^''=^0  aus  (6): 

[(/*  —  Q  {^n^u}  b,- -')n^  +  QU^  {nbu)  fr^— *]-  =  0 
oder 

in 

wenn  man  bcM: 


[/i'ö,+  A'(aft«)V-'J"  =  0, 


^'  =  p-eC6i,K)  v~ 

'=P-Ä^"" 

l' =              pWj, 

*\  Man  katiD  aucb  mittelBfe  dea  tJebertragungaprincipft  Immer  eia  8; 
von  Ciirven  angeben,  das  die  Doppel  tauge  nie  n  zu  genseinRamen  Tangenten 
sobald  man  die  Bedingimg  ffir  da»  Auftreten  zweier  Doppel wiirxelii  m 
nären  Form  n>^^  Ordnung  haL    Vgl«  die  Anmcrk«  aul'  p,  2S0, 
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Die    letzteren   Gleichungen   geben   eine   lineare   Substitution  für   die 
binare  Veränderliche  —  mit  der  Determinante: 


M«ovr^ 


:Ü. 


Bei  der  linearen  Substitution  kann  sich  die  fragliche  Discriminante 
nur  um  eine  Potenz  dieser  Determinante  ändern;  femer  ist  der  Aus- 
dmck  (7)  Yon  derselben  Form,  wie  (6) :  es  sind  nur  die  u  durch  die  v 
etsetzt.     Wir  haben  daher 

^(y;«)=(^y.^(y,t;) 
od» 

d.  h,  die  Discrimmante  ist  von  den  wiUkürUchen  Grössen  Ui  völlig  unab- 
hängig.    Sondert  man  daher  den  Factor  Uy  so  oft  ab^  dass  der  Rest  die 
IIa  nicht  mehr  enthalt^  so  wird  letzterer  eine  Curve  darstellen ;  deren 
Ordnung  zu  bestimmen  ist.    Dies  geschieht  mittelst  der  Regel: 
Wenn  in  einer  Gleichung 

Sg  Co€fficienien  a,-  homogene  Functionen  von  x^,  x.^,  x.^  sind,  und  die 
Zahlen  für  den  Grad  dieser  Functionen  a^,  «,,  «j  .  .  .  a«  eine  arithmetische 
Beihe  bilden:  so  ist  die  Discriminante  vom  Grade  {m  —  1)  {a^  +  ««,)  in 

Wir  beweisen  dies  in  folgender  Weise.  Der  Grad  der  Discriminante 
FQa^y  a,  .  . .  a^  ist  derselbe  in  Bezug  auf  die  x,  wie  der  Grad^  auf 
I  welchen  der  Ausdruck 

F{a^t^y  a,t^^,  ...öm/"'") 
in   Bezug  auf  t  ansteigt.     Bilden  nun  die  Zahlen  a^ ,  a^  .  .  a^  eine 
arithmetische  Reihe  mit  der  Differenz  ß,  so  dass 

«.  =  «0  +  ^ß> 

wo  hat  man,  da  F  vom  Grade  2  {m  —  1)  in  den  «,  ist: 

F  (ii^t^,  flr,/«s  .  •  •  ö«.^"")  =  fi^'^-'^'^Fia^,  a,t? ,  a.,t^(f,  . . .  a^t-'P). 

Hier  steht  aber  rechts  die  Discriminante  einer  (ileichung  ;w*®°  Grades 
m  den  Veränderlichen  X',  (i,  aus  welcher  die  gegebene  Gleichung  in 
l,  |A  durch  die  lineare  Substitution: 

A'  =  in 
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^ 


^m)f 


o. 


hervorgeht.  Durch  die  Substitution  ändert  sich  die  Discrimiiiaiite  m» 
die  m  (m  —  !)*•  Potenz  der  Suljstituüoüsdet<*rminante  (^  (,7gh  p.  195), 
d.  h,  wir  haben: 

und  daraus: 

oder  da  2  cst,j  -|-  ''^l^  =  «ö  +  ««  iati 

Hier  enthy.lt  f(%^  Oj  ,  .  -  O  die  Gr&sse  /  gar  Dichte  der  Uafci 
Btehende  Ausdruck  Ist  daher  vom  Grade  {m  —  1)  {a^  +  cc«)  in  t;  und 
also  auch  unsere  Di^crimiimnte  von  ebenso  hohem  Grade  in  x^fX^,£^ 
w;  z,  b.  w. 

In  unserem  Falle  nun  ist  m  ^^  n  —  2  zu  setzen ,  iiud  die  Co3ll- 
cienten  der  gegebenen  Gleichung  sind  hez. 

vom  Grade  (n  —  2),  (n  —  3),  , , .  1  >  0  in  den  y, 

n        n  ^  ^  3 ,,..(«  —  l) ,  «    „     ,,    0^1- 

Femer  sind  die  Xi  wieder  vnm  Qrade  «  —  1  in  den  y»  und  linear 
den  Uii  im  Gaumen  ist  daher  nach  dem  eben  bewiesenen  8at«e  F{p^ 
Yoni  Grade 

(n  ^  3)  C«  -  2)  +  (n  -  3)  Cn  +2)  («  -  1)-  («  -3)  (n'  +  2ii  - 

in  den  ^i  und  vom  Grade  (n  —  3)  (n  -|-  2)  in  den  i/,%     Es  muss  mA] 
daher  aus  F  (y ,  u)  ein  Factor  fi^*"  ~  ^*  ^'*  +  ^*  absondern  lassen ,  so 
der  Rest  vom  Qrade 

(n  -  3)  (ß^  +  2  «  —  4)  —  («  —  3)  (k  +  2)  *=  (n  —  2)  (it^  —  9) 

in  den  p  ist     Die  Gleichung  FQ^,  u)  ^^  0  stellt  dann  eine  Curve 
welche  die  gegebene  Curve  ^i**'  Ordnung  in  den  Berührungspim! 
der  Doppeltangenten  achneidet.   Da  nun  auf  jeder  dieser  Tangen Umi 
Beruh  rungspunkte  liegen,  so  haben  wir  den  zu  erweisenden  Satjt; 
Zahl   der  Doppeltangefiten  einer  €urm  n^'*'  Ordnung  ist  im  Ath 
gieich  \  n  (n  —  2)  (n^  —  9).*) 


*)  Eiße  die  Beriilirungsironkte   der   Doppeltangenten   aussehe  ei  deade 
wurde  zuerst  von  Cayley  angegeben:  CreUe*B  Journal,  Bd,  34,  p-  31.    För  < 
DEirstellimg  im  Te^de  vgl.   einen  Äufs^tss  von  Jakobi  ib.  Bd.  40,  |).  37  imd  < 
ClebBcb  ib.  Bd.  G3j  p,  1Ö6,    Die  wirkliche  AbiOiidening  der  xlberflüsaigeii 
toreo  bei  Curven  4.  Ordnung  gab  Heaae,  ib*  Bd.  36,  p.  156,  Bd,  40,  p.  t®0  i 
Bd.  41,  p.  2&2.  —  Eine  aodere  Methode  zur  Bestimmung  diesef  Curv^o  rühiti 
SälmoB  her  (Qimterly  Jounial  of  mathematics,  voL  3  und  Higher  plane 
chap,  IX);    dieselbe  wurde    bewieaen    von   Cayley;    Philosophical   'rrao*ac4i««^J 
1859,  p.  193  und  ISGl,  p,  367*  —  Vgl.  auch  die  auf  deu  Principinu  der 
sehen  Rechnung  heruhende  Dnrstelhmg  von  Dorsch:  Math.  Annali>a,  Bd.  7,  [». 
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Die  Redactioii;  welche  diese  Zahl  zufolge  der  Plücker'sehen  Formeln 
irch  das  Äuflreten  von  Doppel-  und  Rückkehrpunkten  erleidet, 
innen  wir  leicht  aus  unsem  obigen  Gleichungen  bestimmen;  man 
idet  die  folgende  Formel:*) 

)    /  =  in(n-2)(n»  — 9)  — (2d  +  3r)[n(w  — l)-6]  +  2tf(tf  — 1) 

^^•r(r  -  l)  +  6dr. 

Die  Plücker'schen  Formeln  lassen  sich  in  besonders  einfacher 
stalt  schreiben,  wenn  wir  neben  n,  k,  d,  r,  i,  tv  noch  eine  siebente, 
ih  selbst  duaUstiscb  entsprechende  Singularität  einführen:  das 
^hiechi  der  Curve.**)    Dasselbe  (p)  ist  definirt  durch 

if  die  eigentliche  Bedeutung  dieser  Zahl  werden  wir  erst  später  bei 
r  Theorie  der  eindeutigen  Transformationen  geführt  werden;  wir 
nutzen  dieselben  hier  nur,  um  die  vier  Plückerscheti  Formeln  in  der 
Agenden  einfachsten  Form  darzustellen,  welche  sich  auch  dem  Gedächt- 
«e  am  leichtesten  einprägen  dürfte: 

2p  — 2  =  >t  +  r  — 2w 
=  n  +  w  —  2k 

^  •     =  n  (n  —  3)  -  2  (tf  +  r) 

=  >t(A:  — 3)  — 2(^  +  m;). 

Diese  Gleichungen  geben  nur  die  nothwendigen  Relationen, 
lehen  die  Singularitäten  einer  algebraischen  Curve  unter  allen  Um- 
liden  genügen  müssen.  Es  ist  jedoch  bisher  nicht  bewiesen  worden, 
»  vmgekekri  jedes  System  ganzer  Zahlen^  das  den  ¥\iXc\er* sehen 
rmeln  genügt,  wirklich  bei  einer  Curve  auftreten  kann.  Man  ist  im 
■gemeinen  nur  in  der  Lage,  gewisse  obere  Grenzen  für  d,  r,  /,  w 
ngeben,  welche  diese  Zahlen  nicht  überschreiten  dürfen;  und  zwar 
li  der  Satz: 

E$  muss  immer  p'^0  sein,  wenn  die  Curve  nicht  in  niedrigere 
Tven  zerfallen  soll,  d.  h. 


*)  Man  kann  sich  die  Bedeutung  dieser  einzelnen  Reductioucn  auch  direct 
umetriBch  veranschaulichen;  Tgl.  darüber  Plücker:  Theorie  der  algebraischen 
nren,  p.  210. 

*♦)  Der  Begriff  des  Geschlechts  einer  algebraischen  Function  wurde  von 
emann  eingeführt:  Theorie  der  Ab  ersehen  Functionen,  Crelle's  Journal, 
,64,  für  die  Curventheorie  verwerthet  besonders  von  Clcb'sch  (zuerst  ib. 
.  63,  p.  189  and  Bd.  64,).    Vgl.  die  sechste  Abtheiluug  dieser  Vorlesungen. 


Sfi» 


Vierte  Abtheilang. 


(n  -  1)  («  -  2) 


^^</+r 


und 


Wäre  nämlich  p  <  0,  also  etwa 


ff+  r=- 


in  -i)in-  S) 


+  1 


(oder  grösser) .  so  könnte  man  eine  (eigentliche  oder  zerfallende)  C 
{ti  —  1)*^^  Ordnung  durch  diese  Doppel-  und  Rückkehrpunkte 
durch 

(n  -!)(«  +  2)  _  (n^i)ln-%)  j_  i  ^  2  «  —  3 

andere  Punkte  der  Curve  n**'  Ordnung  legen.  Diese  Curve  würde 
der  gegebenen 

2  A^  -  ^^J"  -«}  -I-  A  +  2»  -  3  ^  «  (;i  -  1)  +  1 

Schnittpunkte  haben,  also  einen  mehr,  als  nioglißh  ist,  wenn  ii 
Theile  der  Ciirven  zusammenfallen,  und  also  die  Curve  n**'  Ordti 
s^erfallen  soll;  damit  ist  obiger  Satz  bewiesen.  Für  den  Fall  p  ' 
4  h.  für 

haben  wir  inabesondere 

w?  =  3  (w  —  2)  -^  2  r, 

und  somit  auch  eine  obere  Grenze  fOj-  die  Zahl  der  Ruckkehrpun 


denn  tv  darf  niemals  negativ  werden :    Unter  den 


(n—i){n—2) 


Dof 


und  Rückkehrpunklen  einer  Curve  vom  Geschleckte  Null  können  hoch 
\  (n  —  2)  Rückkehrpunkte  vorhanden  sein. 

Wenden    wir  nunmehr   die    gewonnenen    Resultate   auf   die 
fachsten  Curven  an,  so  erhalten  wir  für  Kegelschnitte  zunächst  ni 
Neues.    Es  ist  hier 

und 

^  =  n  =  2; 

dagegen  ^  =  0,  für  n  =  2,  c/  =  1 ,  d.  h.  das  Linienpaar  ist  von 
Klasse  Null,  wie  es  sein  muss  (p.  309).  Entsprechend  hat  man  I 
Punktepaare  A=  2,  /  =  1 ,  w  =  0. 

Bei  Curven  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse  ist  im  AilgemeJ 
p  <=s  1,  und  daher  im  Besonderen  nur  ein  Doppel-  oder  Rückkehrpü 
bez.  eine  Doppel-  oder  Wendetangente  möglich.     Für  die  m5^ 
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riiaten  bei  Surven  dritter  Ordnung  erhalten   wir  somit  aus  den 
*r 'sehen  J'ormeln  die  folgende  Tabelle: 

n  =  3 


d 

r 

k 

m  ■ 

V 

0 

0 

6 

9 

1 

1 

0 

4 

3 

0 

0 

1 

3 

1 

0 

.«iprechend  für  Curven  drittel-  Klasse: 

it  =  3 


/ 

w 

n 

r 

P 

0 

0 

6 

9 

1 

1 

0 

4 

3 

0 

0 

1 

3 

1 

0 

Cttrven  vierter  Ordnung  treten  noch  Doppeltangenten  hinzu, 
ist  im  Allgemeinen  ;?  =  3;  es  können  also  drei  Doppelpunkte 
nen,  und  da  \{n  —  2)  =  3  ist,  auch  drei  Rückkehrpunkte, 
[>en   demnach  die  folgende  Tabelle: 

w=  4 

IV 

24 

18 
IG 
12 
10 

8 

G 

4 

2 

0 

3  vorletzte  Curve  dieser  Tabelle  entspricht  sich  selbst  dualistisch; 
ste  Curve  ist    identisch    mit   der  vorletzten   in  der  Tabelle  für 

Die  letzte  Curve  dieser  Tabelle  entspricht  sich  ebenfalls  selbst 
seh.      Wie   die   Erfahrung   gelehrt   hat,   existiren   die    hier   auf- 
en  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung  auch  säuimtlich. 
ir  haben  bisher  uns  auf  die  Berücksichtigung  einzelner  Doppel- 

etc.  beschränkt.  Die  aufgestellten  Formeln  haben  aber 
?ine  Gültigkeit,  denn  man  kann  höhere  vielfache  Punkte  in 
Einflüsse  auf  Klasse    der  Curve    und    Zahl    der    Wendepunkte 

scb,  VorlesoAgen.  2J 


d 

r 

k 

0 

0 

12 

1 

0 

10 

0 

1 

9 

2 

0 

8 

1 

1 

7 

0 

2 

C 

3 

0 

n 

2 

1 

f) 

1 

2 

4 

0 

3 

3 

/ 

P 

28 

3 

16 

2 

10 

2 

8 

1 

4 

1 

1 

1 

4 

0 

2 

0 

1 

0 

1 

0 

immer  durch  eine  gewisse  ÄBSiahl  niederer  SiagularitSten  ers 
Die«  ist  zunächst  evident  bei  einem  r- fachen  Punkte  mit 
getr^^nnt  verlaufendeia  Zweigen,  Deno  in  einem  Sülchen  bat  jede 
rolure  einen  (r  —  l)-t'acben  Punkt,  dessen  Zweige  die  der  ff  rund 
nicht  berübrenj  und  es  fallen  daher  r  {r  —  I)  der  vom  Pole 
jjchcnden  Tangenten  in  seine  Verbindungslinie  mit  dem  r-t 
Punkte  Äusatumeii.     Ebenso   viel  beträgt   die  Erniedrigung  der  1 

kj  d,  h,  wir  haben  #i  ^ ---^       zu    setze«:     l^er    r- fache   Punt 

miuivuleni  mit  ^-T       Doppel pMikten^    wie    wir   es   früher   sch< 

anderer  Weise  gezeigt  haben  (p*  329),  Dasselbe  gilt  auch  fil 
Zahl  der  Wendepunkte;  denn  man  überzeugt  sich  leicht^  das 
Hesse 'sehe  Üurve  in  dem  r- fachen  Punkte  ebenfalls  einen  r-fs 
Punkt  hat  und  die  Zweige  der  Grunde urve  silmmtlich  berührt. 

In  ähnlicher  Weise  hat  man  auch  complicirtere  Siügular: 
aufzulösen ;  man  wird  zu  dem  Zwecke  den  betreffenden  Punkt  in 
Eekpunkt  des  Coordinatendreiecks  kgcu  und  dann  die  Cramer 
Rf*gt'l  auf  denselben  anwenden  (vgh  p.  330  IT.).  Es  ist  dabei  J€<lü< 
bt*acbteüj  dass  eine  Singularität  durch  gleichzeitiges  Anftreten 
facher  Tangenten  in  einem  vielfachen  Punkte  entstehen  kann; 
dadurcdi  wini  dann  ihre  Untersuchung  erschwert.  Cayley  ha 
Uehandhmg  solcher  Fälle  Kegeln  augegeben '*'},  nach  denen  es  gc 
mittelst  Ueihenentwicklungen  den  Einflass  der  ^Singularität  au 
Klasse  zu  bestimmen;  es  fehlt  jedoch  bisher  an  einer  voUstan 
Darstellung  dieser  Verhältnisse. 

Die  Beweise  für  die  PI ück er  sehen  Formeln  beruhen  wesei 
auf  den  Sätzen  über  das  Verhalten  der  Polaren  und  der  Hesse' 
Curve  in  den  Doppel-  und  Rückkehrpunkten  der  Giandcurve. 
Sätze  haben  wir  gelegentlich  bewiesen  und  beim  Beweise  eine  spe 
Lage  des  Coordinatendreiecks  benutzt.  Die  symbolischen  MeÜ 
geben  jedoch  ein  Mittel,  um  diese  Hülfssätze  auch  leicht  direct 
Verlegung  des  Coordinatensystems  abzuleiten,  so  dass  ihr  pr( 
vischer  Charakter  auch  äusserlich  hervortritt;  und  wir  wollen  h 
um  so  lieber  eingehen,  als  uns  darin  ein  passendes  Beispiel  für  s 
symbolische  Rechnungen  vorliegt. 

Es  sei  die  Gleichung  der  Grundcurve : 
(l)  0  =  flf^'»  =  />.,-«  =  cj*  =  .  .  . , 

und  y  ein  Doppelpunkt  derselben,  so  dass: 

*)  Cayley:  On  tlie  higher  singularities  of  plane  curves,   Quaterly  .1. 
vol.  7;  und:  Note  sur  les  ßingularites  des  courbea  planes,  Crelle's  Jonrnal, 
p.  3G9.  —  Vgl.  mich  den  Schluss  dieser  Abtheilung  der  Vorlesungen. 
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eh  diese  Gleichungen  ist  unmittelbar  ausgesprochen,  dass  die  erste 
ire  eines  jeden  Punktes  durch  den  Doppelpunkt  geht.  Die  (n  —  2)**^ 
ire  des  letzteren: 

///-  «0^2  =  0 

t  dann  das  Product  der  beiden  Tangenten  in  y  dar.  In  Linien- 
dinaten  gibt  dieselbe  daher  doppelt  zählend  die  Gleichung  ihres 
ittpunktes  (vgl.  p.  106),  d.  h.  wir  können  setzen: 

{ahuf  V"'V  "*=(>.  V- 
Dieser   Ausdruck  verschwindet  wegen   (2)  jedenfalls,   wenn   man 

UiUk  =  CiCkCy'*-^C:,, 

zwar  unabhängig  von  den  Werthen  der  Xi.  Wir  haben  daher 
rei  Gleichungen: 

QCy'*-^Ci  =  {ahcf  ay"-^by''-'^Cy''-^Ci  =  0, 

diese  sagen  aus,  dass  die  HesseWi^  Curve  im  Punkte  y  einen 
*Jpunkt  hat, 

)a8  Tangentenpaar  der  Hesse'schen  Curve  im  Doppelpunkte  ist 
en  durch: 

=^rste  Glied  des  links  stehenden  Ausdrucks  entsteht  (bis  auf  den 
X  n  —  3)  aus  der  linken  Seite  der  Gleichung  (4),  wenn  man  darin 

UiVk=CiCkCy''-^cJ^ 

Durch    diese    Substitution    wird    aber    auf   der  rechten    Seite 
4): 

Uy       ly  Lji;      , 

Iso  gibt  das  erste  Glied  unseres  Ausdrucks,  gleich  Null  gesetzt, 
angentenpaar  der  Grundcurve:  wir  werden  zeigen,  dass  dies 
mit  dem  zweiten  Gliede  der  Fall  ist,  nilmlich  mit: 

U={abcyay--^by''-^Cy^^-H^c^, 

>liciren  wir  diesen  Term  mit  w,,,  wo  die  ?//  ganz  willkilrlicho 
?n  sind,  so  ist  identisch  (nach  111,  p.  283): 

=  V  ■  'V  ~  "^y*  '^^^^^  iahe)  [{hcv)  dy  —  {(xcu)  hy  -\-  {ahn)  r„l . 

verschwindet  das  erste  Glied  wegen  (2);  die  beiden  andern  sind 
ich,  da  das  eine  aus  dem  andern  durch  Vertausch ung  von  b  und 
rorgeht;  mithin  ist: 

23* 


Vierte  ÄlitbeüuHg, 


&\u^  =  2 «?/-  »v'v  ^  ^^*^^^  i^^^)  {^^^)f 

=  ff/-*V^^<^f '•'***  f«*^)  {(*»*«)  Cj,  —  (*ri#)  a, 

oder  nach  der  Identität  III ^  p,  283: 

U  ,  y^  =  flf^"  '  «V  '  ^  V  ~  *^^  (^*^)  {(ßfc  w)  ^^  —  ((T Srf-)  w,  J  . 

Der  zweite  Term  verschwindet    nach  (5) ,  ußd  d#r  ernte  hat  nach  < 
den  Werth: 

denn  er  entsteht  bis  auf  das  Vorzeichen  aus 


■V-^=«»w. 


wenn    man    v^^^  i^y**^^lfjbi    setzt      Damit    lat    unsere     Behaujiti 
bewiesen:    die  HesseW^tr  f^/ri'e*  btruhrt  die  beiden  Zweite  drr  €r\ 
ryrve  im    ßoppel/mnkie,      Dass    die  Tangente    einer    beliebigen 
Folarcürve    hartnoutsch    ku    dem    Tangentenpaare    des    Ü(»|)|i**ljmB 
lind  zu  der  Verbinduögslioie  des  let^tereo  mit  dem    betTeftVudeii 
{z)  ist  (p,  lf22),  folgt  daraus^  dass  diese  Tangente: 

(6)  /F/-%,ö^  =  0 

zufolge  der  Form  ihrer  Gleichung  mit  der  Polare  des  Punktes  t 
Btfzug  auf  das  Linienpaar  a^"^^»^'^  ^^  0  zusammennUlL 

Hat  die  Urundcurve  im  Punkte  f/  eitieu  Hückkehrpiiiikt^  m 

die  quadratische  Polare  von  ^  dits  vollständige  Quadrat  eines  Une 
AuBclriickäj  d.  h.  es  ist: 


^aj  =  V 


1 


(7)  «/ 

wo  Vi  die  Coordinaten  der  Rückkehrtangente  bedeuten»    Die  Gleieha 
der  Tangente  der  ersten  Polare  eines  Punkt^js  z  in  y  (6)   ist 
identisch  mit 

1^^  ,  j;,  =  0 ; 

also :  dk  ersie  Polare  ehw$  beliebigen  Punktes  berühri  die  Hürkkrhrtm 
im  Hiickkehriiunkie^ 

Aber  in  lets^tereni  hat  auch  die  {n  —  3)*''  Polare  von  y: 

Itnckkehr]Minkt  und  Rilckkehrtangenie  loit  der  gegebenen  V^ 
gemein.  Nacli  deiu  eben  bewieseneu  fc^atze  benlhrt  aL^r>  die  Poi 
eines*  Piiukte»  in  liezug  auf  diese  Curve  dritter  Ordniiug; 


'''^Wr 


die    Riiekkelirtangente    v    m\     llück  kehrpunkte.       Fcdglich 
Gleichung  diese»  Kegelschnittes  in  Linieücoonlinateut 


wird 


^b/-^{ubuy  a,b,^\} 


Allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Carven.  357 

ullt,  wenn  man  setzt: 

Vi  %lu  =  Vi  Vk  =  Cy"  -  «  CiCk  , 

d  zwar  anabhängig  von  den  z,.     Es  ist  daher  die  Gleichung: 

)      •  {abcf  «/""^V"  V'~ ^«-^^  =  ^*) 

»Dtisch  erfüllt.  Dies  ist  aber  die  Gleichung  der  quadratischen  Polare 
n  y  in  Bezug  auf  die  Hesse'sche  Curve;  denn  das  in  derselben 
Dst  noch  auftretende  Glied 

bt  aus  dem  wegen  (7)  verschwindenden  Ausdrucke  {bcuyby*'  -  ^Cy"~-^ 
r  UiUk  =  flifl*Äy''-*flx^  hervor,  und  ist  demnach  ebenfalls  identisch 
tO.  Aus  (8)  folgt  also:  Die  HesseVÄ^  Cufi^e  hat  im  Rückkehrpunkte 
'  Giiindcurve  einen  dreifachen  Punkt, 

Die  Bestimmung  der  3  Tangenten   im  dreifachen  Punkte   werden 
r  leicht  erledigen,  wenn  wir  zuvor  die  entsprechenden  Verhältnisse 

Cunren  dritter  Ordnung  betrachtet  haben.  Hat  eine  solche  ^einen 
ekkehrpunkt  y  mit  der  Rückkehrtangente  Vy  und  ist  §  ein  Punkt 

letzteren,  so  geht  die  Gleichung  (7)  über  int 

sei  nun 

A  =  (abcya^^bjcCj,, 

wird^  wenn  die  m,  beliebige  Grössen  bedeuten: 

iu^  =  {abc)  HjcbjcCjc  {{abu)  Cy  —  {acu)  by  +  (bcu)  (ly^ 

=  3  {abc)  (abu)  a^^b^gC^gCy  =  3  (^abv)  (abu)  a^^b^  .  i\r 

=  3  (ojfb^  —  bya^)  (abu)  a^b,^  ,  Vjr 

=  6  ayb^  {abu)  a^^bx  .  i^x  ==  6  {vbu)  b^b^  .  t;^^. 

wir  nun  die  u,  so  gewählt  annehmen  können,  dass  der  Factor 
n)  f^arb^  nicht  identisch  Null  ist,  so  folgt:  Die  Hesse 'scÄe  Curve  einer 
ye  dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  besteht  aus  drei  geraden  Linien, 
luetchen  zwei  mit  der  Rückkehrtangente  zusammen fatien  (vgl.  p.  327). 

Bei     Curven    w'*"   Ordnung    sind    uns    die    drei    Tangenten    der 

'*)  Das  Verschwinden  dieses  Ausdruckes,  der  mit  P  bezeichnet  sei,  erkennt 
aoch  in  folgender  Weise.  Es  sei  {  ein  Punkt  der  liückkehrtangentc  (rt  =  0», 
ist  nach  (7): 

fem  er: 

»US  folgt  wieder,  dass  identisch: 


Vierte  Ahtheiiting. 


Hesse 'sehen  Curve  dargestellt  durch  dk  cuhbchi?    I*alare   von  y  iq 
Bezug  auf  letsitere,  d*  h,  durch  die  Gleicbuiig: 

denn  das  Glied 

verschwindet  wegen  (7)  identisclu  Wir  untGrauchen  nun  die  beiJea 
Glieder  in  (9)  einzeln:  Daa  erste ^  für  sich  gleich  Null  gesetzt^  pH 
die  HesBe'ache  Curve  der  Curvü  dritter  Ürdunng 

0. 


^aj^ 


welche  in  tj  auch  einen   Rückkehrpunkt  mit  der  Rtlckkehrtangenl 
hat;  es  enthält  daher  nach  dem  soeben  bewiesenen  Saizo  den  Fartot'] 
lU^p     Dasselbe  gilt   aber   auch   für  das   /.weite    Glied    auf   der    linken 
Seite  von  (9j,     Bezeichnen  wir  dasselbe  nlinilich,   abgesehen  vori  de 
Factor  2  (n  —  3)  durch  (^p  so  ist  nach  (7): 

kt  nun  wieder  |  ein   Tunkt  der  Riickkebrtangent^j  alao  ^|  =  0, 
wird  ferner: 


Q 


{Qyif^  —  h^iity  a^^K 


a^'^-'^üM 


oder  wegen  (2)  und  (7): 


•^'.'^^'.  V*, 


Q^uJ  .  b^^-H^H^  ~  2 rui?| ,  0/  '  «tf^'nj 


.,-Hib^ 


und  endlich  wegen  v^^^O: 

(i  =  pj  .  if^ 

Kh  enthält  also   in  der  Thafc  der   Aumlrnck  (Cl)   den  Fact(jr  r^^ 
«omit  haben  wir  den  Sat/:    Hat  eltw  Cnrrc  einen  MekArhrjmfiAtf  m 

in  ihm  div  liesse^Ar/«*  Curvc  derartig  einen  dreifnehvn  Punkte  daaii  ji 
Tmif/enten    der&etben    in    ihm   mit   der  Hitekkehrtangcnte   tier   gegeb 
Curve  z  umm  men fallen . 

In  der  Umformung^  welche  wir  mit  0  vorgenoinmen  haben,  li^ 
ein  geometrischer  Satz.    Es  ist  nämlich 

Q  ^  a/-^b/  '  =*  {abtf)'  ajb^  =  0 

die  Gleichung  der  ersten  Polare  von  y  in  Bezug  auf  die  CurTe: 

(10)  n/  -  * /// -*{ab rf  a;^ bj  =  0. 

Die  letztere  hat  daher  ebenso  wie  Q  in  ^  einen  dreifachen  Pimlrt. 
(10)  haben  wir  aber  gleichzeitig  die  Gleichung  des  Kegelschnittei 
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iencoordinaten,  d.  h.  der  quadratischen  Polare  von  x  in   Bezug 
Curve: 

irve  vierter  Ordnung  mit  Riickkehrpunkt  in  y.  Die  Gleichung 
)t  also  den  Ort  der  Punkte  x,  deren  quadratische  Polaren  in 
mf  (11)  eine  Linie  mit  den  Coordinaten  r,  berühren.  Hat  also 
n>e  vierter  Ordnung  einen  Bückkehrpunkt,  so  liefen  die  Punkte, 
veite  Polaren  die  Bückkehrtangente  berühren,  auf  einer  andern 
erter  Ordnung.  Die  letztere  hat  im  Bück  kehr  punkte  einen  drei- 
Punkt,  und  zwei  ihrer  Tangenten  in  diesem  fallen  mit  der 
rtangente  der  gegebenen  Curve  zusammen, 

IV.   üeber  einige  covariante  Curven. 

wurde  schon  früher  bemerkt  (p.  316),  dass  man  in  symbolischer 
)fort  unbegrenzt  viele  Co  Varianten  hinschreiben  kann,  deren 
Qg  dann  eben  mittelst  der  Polarentheorie  zu  erschliessen  ist. 
eben  Covarianten  sind  jedoch  allgemein  bisher  nur  wenige 
ht,   nilmlich  diejenigen,  welche  durch  die  einfachsten  geome- 

Forderungen  bedingt  werden;  und  das  Studium  der  ent- 
den  Curven  soll  uns  zunächst  beschäftigen.  Wir  werden  dabei 
s  Beispiel  für  eine  eindeutige,  nicht  lineare  Beziehung  zwischen 
ven  kennen  lernen;  und  die  erst  später  hervortretende  ausser- 
he  Wichtigkeit  solcher  Beziehungen  wird  ein  längeres  Ver- 
3ei  diesem  Gegenstande  rechtfertigen.  Wir  werden  ferner 
leit    haben,     von     den    soeben    entwickelten    PI ückcr 'sehen 

wiederholt  Gebrauch  zu  machen, 
an  beregte  Gattung  von  Covarianten  allgemein  durch  die 
lg  charakterisirt  war,  dass  die  z*®  Polare  eines  Punktes  eine 
:e  Inyarianteneigenschaft  habe,  so  stellen  wir  insbesondere 
ngung,  dass  die  erste  Polare  eines  Punktes  x  in  Bezug  auf 
dcurve 

»ppelpunkt  besitze.  Wir  erhalten  bekanntlich  (p.  318)  als  Ort 
>ppelpunkte  die  Hesse 'sehe  Curve  von  der  Ordnung  3  (w  —  2) 
minatioa  der  y,  (Coordinaten  des  Poles)  aus  den  3  Gleichungen 

_j ^_^y_v 

^V-2^/y«i  =  Hfui/k  =  0 
rt/'  -^aya2  =  2Jf2kf/k  =  0 

ite   Curve    wird  alsdann  von    dem    I'ole  y  durchlaufen:    d/c 


fier 


tieihiag. 


h 


SteißerWAc?  Curve  der  Grumkurvf*;  dne  drit(^  von  dem  Vcrbmdwtjg»' 
linicn  eines  Poles  y  (Punkte  der  Steiner  sehen  Ctirve)  iwit  dem 
Doppt-'lpiinkte  seiner  ersten  Polare  (Punktes  der  HesöeVclieii  Cuff«) 
umhüllt:  die  Cayley'*TA£?  Üarve  der  Grundcurve.*)  Eine  vierte  Curfe 
cüdlich  wird  von  den  Tangenten  der  ersten  Polaren  in  ihren  Doppel- 
punkten  umhüllt,**)  Wir  werden  unsere  Betrachtungen  jeduch  auf 
die  drei  zuerst  erwrähnten  Curven  beschrünken.  Ferner  wollen  wir 
voraussetzen,  da^s  die  Coefficienten  der  Grundcurve  summtlicb  tob 
einander  unabhängig  sind. 

Die  Hesse  sehe  Curve  besitzt  —  so  nimmt  miui  au  —  im  AB» 
gemeinen  weder  Doppel-  noch  ttückkebrpunkte.  Ihre  (ih*[elm»g, 
niimlidi  ist: 

und  rar  erneu  Doppelpunkt  5^  derselben  müssen  nho  die  3  i^leiehunge 
(vgl,  (7)  p,  Tii:!)  beliehen: 

1^  ^  3  (ahefif^-  -  «V  ^  '''/^^'^«  ^  *J  ^ 

Auj*  diesen  drei   Gleichungen    würde   niiiu  dureti  Eliniitiutian  drrj 
ij  die  Di»criminant4i  von  A  erhalten.     Die^eU»!  enthiilt  jedenfttllM  dtl 
Diä^crimiuante    von   /'  itl«    Faelor;    denn    dio    Hesse*sehe    Üurve 
immer  gleichzeitig  mit  der  Grundcurve  einen   Doppelpunkt  (p, 
Ihr   zweiter  Factor   wird   durch   eine    andere    Invariante    von    /\ 
durch   das   Product  mehrerer  solcher ,   gebildet  werden.     In  Fi  »Ige 
Verschwindens    von    Invarianten    der    Grundcurve     kann     dalier    dS] 
Hess  ersehe  Cnrve   vielfache   Punkte   erhallen.     So   werden  wir  z, 
sehen  ^   dass  dieselbe  für  eine  Üurve  3**"^  Ordnung  in  drei  Geroile 
lUIlt,  sobald   eine   bestimmte   (in  der  Regel   mit  S  bezeichnete)  Im 
riante   der  letzteren  verschwindet.     Es  könnte  jedoch  auch  sein, 


•)  Von  Cayley    zuerst   für   Curven    3.   Ordoong   untersucht:    Ä  meiiiOii' ( 
eiirves  of  tha  tliird  arder,   FhiloBOiitiiL'fil   Traneactioiifi,    voK   J47,    pnxi.   t,    11 
—   Die  Siu^lantfttcu  derselben  gab  Stciuer  olino  Beweis   in  CreUe**  Jöuh 
Bd,  47.     Für  die  Steiuer'eche  Curve  leitete  Crcmona  die  betreffenden 
ab  (Einleitiiug  in  die  Theorie  iler  algebraiacben   Curveu).    Die  unten   folg 
analjtiBcheti  B«weL*e  erbritcbte  Clebich:  üeber  eiuige  von  S^teiner  behandcti 
Curvenj  Grelle'»  Journal,  Bd.  64.    Steiner  bezeichnet  die  später  nach  ihm  be- ] 
nannte  Curve  als  Kerncurvc, 

*♦)  Äua  später  »u  erwähnenden  dlg-eineineren  ünteniichungen  von  Zcutk« 
Ober  einfach    unendliche  Cnrvensjgteme   (vgb  Abschnitt  VI  dieser   AbtbedQ 
ergibt  sieh  filr  die  Ordnung  p  dica^or  Curve: 

2  p  =  2  ,  .1  (n  -  2)  +  VI  in  —  2)  [;t  ^  3)  ; 


e  (»i  ^  2)  (2  Ä  ^  ä;  , 
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le  DisGriminante  der  Hesse 'sehen  Curve  für  /t  >  3  einen  identisch 
enchwindenden  Factor  erhält^  wenngleich  dies  erfahrungsmässig  für 
«3  noch  nicht  der  Fall  ist;  und  dann  würde  sie  Doppelpunkte 
caizen,  ohne  dass  für  die  Grundcurve  eine  Invariantenrelation  besteht. 
?ir  wollen  jedoch  im  Folgenden^  wenngleich  dafür  bisher  ein  Beweis 
icht  erbracht  ist,  wie  es  gewöhnlich  geschieht;  annehmen  ^  dass  die 
\t%%e'sche  Curve  keinen  Doppelpunkl  hat,  wenn  die  Coef/kienten  der 
'kichung  der  Grundcurve  von  einander  unabhängig  sind. 

Für  die  Singularitäten  der  Hesse 'sehen  Curve  (die  durch  gestrichene 
lochstaben  bezeichnet  seien)  ergeben  sich  sonach  aus  den  PUicker- 
iiien  Formeln  die  folgenden  Zahleu: 

'  =  3(«-2),    d'  =  0,    r=ü, 

'  =  n  (n  ~  1)  =  3  (n  —  2)  (3  n    -  7) , 

r'  =  3  n  (n  —  2)  =9  {n  -  2)  (3  «  -  8) , 

=  ^ ,/  (,/  -  2)  {n"^  —  9)  =  V  («  -  1)  ('«  —  ^J  0'  —  ^)  C'^''  ~  8) 
=  i(«  —  ^)  («'  —  ^)       =  i  (3  n  -  7)  (3  w  -  8) . 

Die  Gleichung  der  Steiner  sehen  Curve  wird  durch  Elimination 
r  X  aus  den  Gleichungen  (1)  erhalten;  sie  ist  daher  nach  dem 
fae  (p.  313),  dass  der  Grad  der  Resultante  in  den  CoefHcienten 
■ir  jeden  Gleichung  gleich  dem  Producte  der  Ordnungen  ist,  zu 
flUien  die  Variabein  in  den  beiden  andern  Gleichungen  vorkommen 
bo  hier  gleich  (n  —  2)*).  vom  Grade  3  (n  —  2)*^  in  den  y,  d.  h.  die 
länung  der  Steiner'scÄ^/i  Curve  ist  gleich  3  (n  —  2)^. 

Um  ihre  Klasse  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  die  Coordinaten 
einer  Tangente  derselben  aus  den  Formeln 

fanden  werden;  denn  die  Tangente  ist  die  Verbindungslinie  zweier 
nachbarter  Punkte  der  Curve  mit  den  Coordinaten  y,  und  y.  +  rtfy,. 
ar  Punkt  y  +  dy  muss  ebenso  wie  y  den  Gleichungen  (1)  genügen, 
um  man  in  denselben  xi  +  dxi  statt  xi  schreibt.  Wir  haben  also 
ch  die  drei  Gleichungen: 

Ai^yi  +  /\2dy2  +  fn^ys  +  ^/iii/i  +  (Uuyi  +  (i/\^y^  =  ^> 

i      Ai  dyi  +  f'iiäy.1  +  frsdys  +  ^Aii/i  +  df^^y.,  +  df^.,y.^  =  0 

/ai^yi  +  /*32<^y2  +  /33^y3  +  ö^^lyI  +  ^fsiVi  +  ^f^y^  =  o  . 

Maltipliciren  wir  nun  die  Gleichungen  (1)  einmal  mit  .r,,  x.jj  x.^, 
B  andere  Mai  mii-dx^^  dx^j  dx.^,  und  addiren  jedes  Mal,  so  kommt; 


I 
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Ferner  gebnn  diu  Gleichungen  (3),  mit  x, ,  %,  ^    tniiliijilicirt 

ticUlirtj  imter  Berücksichtigung  von  (4)  das  R^sultAt: 

(5)  /\thj,  +fJt/,+f:,^!/,  =  ^^^ 

Vergleicht    mau    diese    Gleichungen    mit    den    Gleichungen    (2)^ 
findet  man; 

(6)  ^u^^/\,     ^?/.  =/;,    iiu^=f^\ 

nnd  dadurch  ist  jedem  Punkte  der  Hesse 'sehen  eine  Tangente 
Steiner'schen  Curve  zugeordnet.  EUtuiniren  wir  hieraus  und 
der  Gleichung 

die   Xf   so    resiiltirt   eiue  Gleichung    in    den    u:    die    Gleichung 
Sieiner'schen  Curve  in  Linieneoordinaten,     Die  Klassc!  derselbe» 
durch  die  Zahl  der  Tangenten  beBtimmt,  welche  durch  einen  beliehi| 
Tunkt  I  gehen^  d.  h.  der  Gleichung  ii^=^0  oder:  , 

genögen.  Diese  Gleichung  stellt  aber  eine  Curve  (n  —  1)**^  ( 
nuiig  dar,  welche  mit  der  Hesse 'sehen  Curve  zusaiumen  diejeni 
H{n—  2)  (n  ^  1)  Punkte  bestimmt ,  deren  entsprechende  Tangen 
der  St  ein  er 'sehen  Curve  durch  den  Punkt  g  gehen.  Damit  ist  a 
die  Zahl  der  letzteren  gegeben:  Die  Steiner'5c*Ä(?  Curve  isi  von 
Klasse  3  (n  —  l)  (w  —  2). 

Wir  wenden  uns  zunächst  zur  Bestimmung  von  Ordnung 
Klasse  der  Cayley 'sehen  Curve.  Ein  Punkt  derselben  ist  definirt 
Schnittpunkt  von  zwei  benachbarten  Tangenten;  um  die  Ordnung 
finden,  müssen  wir  also  fragen:  wie  oft  kommt  es  vor,  dass  sich  2 
unendlich  benachbarte  Tangenten  auf  einer  beliebigen  Geradei 
schneiden?  Es  seien  z,  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Coi 
dann  ist  die  Tangente  in  ihm  Verbindungslinie  eines  Poles  y  mit  < 
Doppelpunkte  x  seiner  ersten  Polare,  und  also  die  benachbi 
Tangente  Verbindungslinie  zweier  Punkte  x  -\-  dx,  y  -{-  dy  ^  wen 
und  X  +  (i^^  benachbarte  Punkte  der  Hesse 'sehen  Curve  sind.  ' 
haben  somit: 

(7)  -  Zi  =  iiXi+  Xyi 
und  auch: 

Zi  =  (iit  +  d^L)  {Xi  +  dXi)  +  (A  +  rfA)  {tji  +  dy,)  ; 

und  daraus  folgt: 

(8)  Xidii  +  iidxi  +  yidX  +  kdyi  =  0  • 


All^meine  Theorie  (Jer  algebraischen  Curvcn.  363 

1  z  ferner  auf  einer  bestimmten  Geraden  v  liegen  {Vz  =  0),  so  ist 
ch  (7): 

ftr^.  +  ^Vt,  =  0. 
ber  kann  mam  setzen: 

d  dadurch  geht  (8)  über  in : 

(  jcidfi  +  i/idX  +  Q  {y^dt/i  —  Vydx,)  =  0 . 

tzen  wir  aus  diesen  Gleichungen  die  Werthe  der  dtji  in  die  auch 
IT  bestehenden  Gleichungen  (3)  ein,  so  finden  wir  unter  Berück- 
ktigung  von  (1): 

5     QPjc  (j/idfii  +  i/idfa  +  t/adfiz)  +  QVyZfikdXk  —  fid^  =  0  . 

Aus  diesen  Gleichungen  können  wir  die  Diflferentiale  der  Xi  nach 
er  passenden  Umformung  derselben  eliminiren  und  erhalten  dann 
s  Gleichung^  welche  zwischen  je  zwei  entsprechenden  Punkten  x 
I  y  der  Uesse'schen  und  Steiner  sehen  Curve  bestehen  muss, 
ih  der  Berührungspunkt  ihrer  Verbindungslinie  mit  der  Cayley'- 
Bn  Curve  auf  der  Geraden  v  liege.  Bezeichnen  wir  nämlich  durch 
die  dritten  Differentialquotienten  von  /*: 

yid/ii  +  f/idfii  +  ysdfis  =  {n  —  2)  EHfikhVk  dxh  , 

I  setzt  man  femer  zur  Abkürzung: 

^>ik  =  (n  —  2)  {yiA.vfc  +  ya/iivt  +  yihik)  , 

^ht  der  Ausdruck  links  über  in: 

.  yvdfix  +  y%dfii  +  y^dfi:s  =  g>ii^^i  +  ^>itdx^l  +  ^),^dx^ . 

ititatiren  wir  dies  in  die  Gleichung  (10),  so  kommt: 

Q  Va:  Effikdxk  +  ^{QVydxk  —  Xkd^^fik  =  0  . 

le* Gleichungen  multipliciren  wir  nun  mit  Vy  und  fügen  Glieder 
ffi  l^€pik  Xk  hinzu.  Die  letztere  Operation  ist  ohne  Einfluss ,  denn 
haben  nach  dem  JJuler'schen  Satze  und  nach  (1): 

q>i\Xx  +  q>i%x%  +  g),3^3  =  (n  —  2)  f^fnyv  +  d^y^.  +  /iaZ/3} 

=  0. 
ere  Gleichungen  werden  dadurch  endlich: 

Vy  .   Zpkfik  +   IKr  ^Pk  ffik  =  0  , 

Pf^  =  pr/oTA'  —  Xkdyb  gesetzt  ist;  und  die  Elimination  der  />a,  und 
it  auch  die  der  dxk  gibt  das  Resultat: 


Vierte  Abthüiluug, 

Diese  Determmante  ist  homogen  vom  dritten  Grade  in  »v  unef 
ako  von  der  Form: 

Hier  ist    aber  S  die  au5  den  />*  gebildete    Determinante,    uii<l  ; 

gknch  Null  wegen  A^^O;  ferner  bedeutet  P  die  Detcrminaiiltf* 
g?,Ä,  und  die^^e  verschwindet  ebenfaik  wegen  j 

Daher  ist  der  Ausdruck  (11)  doreh  v^v^  th  eil  bar,  nüd  oaili  | 
Iftssung  dieses  Factors  bldbt  eine  üleicbang  von  der  Form  i 

wo  die  Aik  Functionen  von  tler  Ordnung  3/^  —  7  in  den  .r  bedea 
Iiiü wischen  werden  in  Folgt»  von  (1)  die  Froductt^  Ut^jk  den  üi 
deteruiinanten  /-U  von  A  proportional *J^  und  man  kann  al^Mi  '' 
ächlieäj3lich  ersety*en  durch  die  Gleichung  j 

wtfiche  nur  aoch  von  dtm  x  abhängt.  Sie  Htellij  da  die  F^i  ilte  i 
der  [2  h  —  4)""  Dimension  euthalti^n,  eine  Curve  von  der  OrA 
3«  —  7  +  2«  —  4  =  5«  —  11  dar,  welche  auf  der  Hesse'» 
Curve  diejenigen  Punkte  x  ausschneidet,  deren  Verbindungslinien 
den  entsprechenden  Polen  y  die  Gay  ley 'sehe  Curve  in  ihren  Seh 
punkten  mit  der  Linie  v  berühren,  d.  h.  die  Ordnung  der  Cayleyj 
Curve  ist  gleich  3  (n  —  2)  (5  n  —  II). 

Einfacher  gestaltet  sich   hier  die   Bestimmung   der   Klasse. 
die  als  Verbindungslinie  zweier  einander  zugehörigen  Punkte  .r  ui 
definirte  Tangente  der  Curve  durch  einen  bestimmten  Punkt  |  g« 
so  muss  man  haben: 

Dies  in  die  Gleichungen  (1)  eingesetzt,  gibt: 

(12)  /iA+A/]P,  =  0,         % 

wenn : 

<)Pi  ==  /iiSi  +  /ii^2  +  AaSs  . 

Man   findet  also    die    entsprechenden   Werthe    der   x    aus    den 
chungen : 

*)  Man  bat  uämlich  aus  (1)  nach  Sätzen  der  Kcgelschnitttheorie: 

/    1    N  2      «  —  2  .    « —  2        ^         2 
{abu)    a^  b^  =  Q  ,  u 
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ihl  der  gemeinsamen  Lösungen  der  ersten  beiden  Gleichungen 
ch  (2n  —  3)'.  Aber  davon  sind  die  (n  —  1)  (n  —  2)  Lösungen 
eichungen  ^  =  0,  9)3  =  0  auszuschliessen,  für  welche  nur  die 
beiden  Gleichungen  erfüllt  sind,  nicht  aber  die  letzte-,  und 
laben  wir  die  offenbar  unbrauchbare  Lösung  Xi  =  5,-  abzusondern. 
Jen  also  nur  (2n—  3)'  —  (n—  1)  (n  -  2)  —  1  =3  (n  — 1)  (n— 2) 
same  Punkte  der  Curven  (13).  Einem  jeden  derselben  entspricht 
ingente  der  Gay ley 'sehen  Curve  durch  den  Punkt  5;  also  üt 
9se  der  Gskjleyschen  Curve  gleich  3  (n  —  1)  (w  —  2). 
;  Bestimmung  der  weiteren  charakteristischen  Zahlen  für  die 
r'sche  Curve,  insbesondere  der  Zahl  ihrer  Wendetangenten 
lan  an  die  Gleichungen  (6)  anknüpfen,  vermöge  deren  eine 
te  u  derselben  einem  Punkte  x  der  Hesse 'sehen  Curve  durch 
itionen 

dr 

net  ist.  Hieraus  folgt  nämlich  zunächst:  Die  Stein er'^rÄ^ 
nrd  von  den  linearen  Polaren  der  Punkte  der  Hess e'schen  Curve 
und  zwar  ist  der  Berührungspunkt  einer  soltiwn  Polare  immer 
I  Pole  X  der  Kesse'schen  Curve  entsprechende  Punkt  y  der 
zhen  Curve,  Letzteres  folgt  daraus,  dass  wegen  (1)  für  y 
die  Gleichungen  (4)  bestehen: 

f\y\    +  f-iVi    +  ^^3    =0, 
^fxVx  +  ^fiy-i  +  ^A^a  =  0 
o  y  immer  Schnittpunkt  von  zwei  succfessiven  Tangenten  u  und 
ist.     Man   kann  nun    überhaupt    nach    Ordnung    und    Klasse 
urve  0  =  0  fragen,  die  von  den  linearen  Polaren  der  Punkte 
urve  I»**'  Ordnung 

g?  =  0 
ag  auf  die  Grundcurve  f=0  (n*®'  Ordnung)  umhüllt  wird, 
lann  die  Curve  m*"  Ordnung  an  Stelle  der  Hess e'schen  Curvo 
bisherigen  Untersuchungen  tritt.  Die  Klasse  ist  bestimmt 
Jie  Anzahl  der  Tangenten  durch  einen  festen  Punkt  |,  also 
lie  Zahl  der  Schnittpunkte  der  Qurve  (ji  —  1)**'''  Ordnung: 

ÖJ\  ^     '     ti.rj     *     '     rM-3  ^'^ 

=  0,  und  somit  ist  dieselbe  gleich  m  (n  —  1).    Zur  Bestimmung 
Inung  müssen  wir  den  Punkt  5  auf  einer  beliebigen  Geraden  v 
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Tierto  Äljtheilang, 


so  wLihleüj  dass  zwei  der  durch  ihn  geheDden  Tangenten,  und  son 
Äwei  Schnittpunkte  der  Curven  (14)  und  (15)  einander  unendlich  bä 
rtickßn;     entspricht    doch    jeJem    dieser    Schnittpunkte     eine    jeitd 
Tangenten*     Hieraus  folgt  zunächst: 

Die  et'sfen  Ptdaren  der  Punkte  einer  Oirvr^  weiche  von  den  fittear^ 
Pd^aren  einer  anderen  Curve  tp  umhiäH  mrd^  berfthren  die  i ei  ziere  Cm 

Zur  Erreichung  unseres  Zweckes  haben  wir  aonaeh  die  Bedinguii 
dafür  aufzustellen^  dasa  die  Curven  (14)  und  (15)  sich  beHlhrti«^ 
wenigstens  den  Grad  dieser  Bedingung  in  den  Coefficienten  von 
und  Sümit  in  den  |  anzugeben.     Wir  erweitern   diese  Aufgabe 
dass  überkmpi  der  Grad   der   jjTäclinvaname^^  fd,  i,  der  BetM 
hedmgtmfj)  ztveier  Curven   m*''''   und  ^i^"'   Ordnung    in    den    Coeffieie 
ihrer    Gleichungen    beistimmt    tverdeti    süll    —  Sind   ip  =  0^    ^^=(1 
diese  Cnrven^  und  dieselben  berühren  sich  im  Punkte  x,  m 
wenn  v  eine  beliebige  Gerade  und  |  ihr  Schnittpunkt  mit  der 
sanien  Tangente  von  q>  und  ^  in  x  ist^  folgende  Gleichungen 


a^ 


Bip 


d^ 


d^ 


&^i^^^  B^t^'^  d^^^^~ 
dtp 

r,i^  +     t;.|,  +     v^l;,^0, 
Eliminirt.  man  ans  ihnen  die  1^^  so  folgt: 


m 


v^ 


.1^ 


<i, 


eine  Gleichung  von  der  Ordnung  m  -|-  p.  —  2,  welche  im  Allgemeiii 
den    Ort   der   Punkte    darstellt ,   deren    lineare  Polaren   sich    auf 
Linie   t^  schneiden  j   und  diese  Curve  geht  ako  unabhängig  von 
durch   den   Berührungspunkt     Nehmen   wir  dagegen    die    x  consfa 
die  p  veränderlich  ^  so  gibt  (IG)  die  Gleichuug  des  Schnittpunktes  i 
beiden  linearen   Polaren  von   x.     Dieser  Schnittpunkt  tTiUt   aber 
<lüm  Pole  X  zusammen,   wenn  letzterer  ein  gemeinsamer  Punkt 
^  ^  0  und   ^  s=  ü  ist.     Die  Elimination  der  x  aus  den  Gleichu 
qt  ^=^  Oj  ^  =  0  und  aus  (16)  gibt  also  das  Product   der  Schuittpii 
von   (p   und    ^-     Doch   ist  dasselbe    noch   mit  einem   Factor   bei 
denn  die  Gleichung  würde  hier  vom  Grade  m^t  in  den  üoil 
von    l'\   vom   Grade  ^  (m  -^  jEt  —  2)  in  denen  von  qr-  imd  f  otü 
m  (m  '\-  II  ^  2)   in  denen   von   0,   also   im   Ganzen    bez.    vom 
ji4  (2  CT  +  ^  —  2)   und   m  (2  fi  -{-  m  —  2)  in  den  Cuefficienteu 
und    t*  werden,    während    diese    Zahlen    doch   nach    früheren  U« 
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gongen  (vgl.  p.  282)  nur  bez.  gleich  ft  und  m  sein  dürfen.  Der 
luatretend«  Factor  ist  demnach  vom  Grade  ft  (2  »i  +  f^  —  3)  und 
i(2fi-f-i7t — 3)  in  den  Coefficienten  von  tp  und  ^.  Da  nun  die 
rieichung  (16)  und  also  auch  unsere  Resultante  unabhängig  von  den 
Tersch windet^  wenn  x  ein  Berührungspunkt  von  (p  und  V^  ist,  so 
ibt  der  besprochene  Factor,  gleich  Null  gesetzt,  eben  die  Bedingung 
sr  Berührung  und  wir  haben  den  Satz: 

Die  Bedingung  der  Berührung  (Tactirwariante)  zweier  Curven  von 
T  m^'"  und  ft'**"  Ordnung  isi  von  dem  Grade  ft  (2  »i  -f  f*  —  «^)  ^^  ^^^'^ 
ii/ficienien  der  ersten  und  vom  Grade  m  (2  fi  -^  m  —  3)  in  denen  der 
peiien  Curve."^) 

In  onserm  Falle  haben  wir  eine  Curve  m*«'  Ordnung  (14)  und 
ae  (fi  —  !)*•'  Ordnung  (15);  ihre  Tactinvariante  ist  daher  in  den 
iSfficienten  der  letzteren,  und  somit  auch  in  den  §  (worauf  es  uns 
er  allein  ankommt)  vom  Grade  m  (2n  -{-  m  —  5).  Die  Invariante 
dch  Null  gesetzt  gibt  aber  unmittelbar  den  Ort  der  Punkte  §,  deren 
ile  Polaren  die  Curve  (p  berühren,  d.  h.  die  Curve  0  =  0  in  Punkt- 
lordinaten,  d.  h.  die  Ordnung  der  von  den  linearen  Polaren  der  Punkte 
R  qp  =  0  amhiUUen  Curve  ist  gleich  m  (2  n  -\-  m  —  5). 

Ersetzen  wir  nun  wieder  9  =  0  durch  die  Hesse 'sehe  Curve  und 
m  iw  durch  3  (n  —  2),  so  würden  wir  die  Ordnung  der  Steinerschen 
litte  gleich  3  (n  —  2)  (5n  —  11)  finden,  während  dieselbe  doch 
hrincblich  gleich  3(n  —  2)^  ist.  Dies  rührt  daher,  dass  von  den 
kngenten,  die  von  S  an.  <t)  =  0  zu  legen  sind,  auch  für  jeden  Punkt 
iner  Wendetangente  von  0  zwei  successive"^*)  zusammenfallen.  Bei 
Br  Steiner'schen  Curve  treten  daher  Wendetangenten  auf,  (was  im 
ügemeinen  bei  einer  als  Liniengebilde  gegebenen  Curve  0  =  0  nicht 
BT  Fall  sein  wird)-,  und  sonach  folgt : 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  erste  Polaren  die  Hesse  .sc//^  Curve 
}nghren,  zerfällt  in  die  Steiner  W/^  Curve  von  der  Ordnung 
n  —  2)'  und  in  eine  andere  Curve  von  der  Ordnung  3  [n  —  2)  f 5  n  ~  11) 
1^3  («  —  2)*-*  =  3  (w  —  2)  (4  n  —  9),  das  Product  der  Wendetangenten 
(r  Steiner^ACÄ^/i  Curve,  Für  die  ersten  Polaren  der  Punkte  dieser 
^cndetangenten  ist  die  Berührung  eine  eigentliche,  für  die  der  Punkte 
ir  Steiner^schen  Curve  hingegen  eine  uneigentliche,  insofern  die 
liLteren  auf  der  Hesse  sehen  Curve  einen  Doppelpunkt  haben.  Der 
detzi  ausgesprochene  Satz  gibt  uns  die  Zahl  der  Wendetangenten 
w  8t einer  sehen  Curve,  nämlich: 

3(n  — 2)(4w  —  9), 

*)  Vgl.  Salmon:  Higher  plane  curves,  cliap.  III.  —  Als  HeiMpiel  vj^l.  die 
ctinTariaDte  zweier  Kegelschnitte  auf  p.  208  die.ses  Bandes. 

•*)  Für  den  Punkt  einer  Doppeltangente  fallen  zwar  aiR-h  zwei  dieser  Tan- 
Dten  znsammen;  dieselben  Bind  aber  nicht  successiv. 
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miil    somit    konDen    wir    die    ilbngen    Singularitaien     rermZge 
PHiüker'schen  Formeln  berechnen. 

Diese  Bestimmung  gelingt  jedoch  auch  auf  anderem  Wege,  l 
wir  einen  er^st  spater  zu  beweisenden  Satz  benutsten  wollen,  wekhcf^ 
zugleich  die  Wichtigkeit  der  Zahl  p,  des  Geselileclites  der  Grundci 
erkennen  lässt.     Es  ist  dies  der  folgende; 

Wenn  zwei  algehrmsche  Cttrven  sö  auf  einander  bezogen  sindf  ; 
jedem  Punkte  der  einen  Curve  nur  ein  Punki  der  andern  enHprkk, 
isi  das  irescMeehl  für  beide  Vurvm  dasselbe. 

Zwischen  der  Hesse  When  und  Stein  ersehen  Curve  b«j 
nämlich  eine  Beziehung  der  Art:  einem  beliebigen  Punkte  der  li?t 
eniispricht  ein  Punkt  der  ersteren:  der  Doppelpunkt  seiner 
Polare,  und  ebenso  ist  die  umgekehrte  Beziehung  eindeutig.  Ehj 
sind  aber  auch  die  Hesse  sehe  und  die  Stei  n  ersehe  Curve  einii 
aui"  die  Cayley'sthe  Curve  bezogen:  Einem  beliebigen  Punkt^ 
ersteren  entspricht  eine  Tangente  und  somit  ein  Punkt  der  leUW 
und  u  m ge k e h ri.  Das  Geschlecht  der  C  a  y  1  e  y  mh en  und  Steiner« 
Curve  ist  daher  gleich  dem  Gejschlechte  der  Hesse  sehen  Cnrt 
gleich  i  (3«  —  7)  (3n  —  8);  und  aus  Geschlecht,  Ordnung  und  K 
können  wir  Rir  jede  der  Curven  die  übrigen  Singularitäten  nach 
Plücker^ssclien  Formeln  berechnen.  Die  Ausführung  der  ReoliJ 
liefert  uns  folgende  Tabelle,  in  der  wir  die  Zahlen  für  die  Hesai 
Curve  zum  Vergleiche  noch  einmal  mittheilen; 


Hei«e^ftche  Curve 

i     S  t«^  i  n  e  r^acbe  Curve 

CajrlejVKe  Ct 

ir(ii-t) 

B[n'~'&iif*n- 

Ä(ii-2)<S«  — T> 

8(ii— l){ii  — ä) 

3  t«  -  1)  («  - 

0 

|(«-2)(ii-3)(Hw«-9w-&J 

|(ii-"äj(5n-^13)i5«' 

0 

12(11-  2)  {n^  3) 

18  («  -a)(2^ 

1  ^ 

liln-lHH-mn-^HBu^n^ 

|(«-2)(ii  '3)(3ii*^^n-8) 

1 1«  -  S)'  («»  - 

»(»  — 2H3«-81 

3(w  — S)(4ii-8J 

u 

Die  Doppelpunkte  der  Curve  von  Steiner  hat  man 
später  bei  Behandlung  der  allgemeinen  eindeutigen  Transform; 
noch  eingehend  gezeigt  werden  wird,  dadurch  entstanden  zu  d« 

*)  Dieser  Satz,  und  somit  auch  die  folgenden  Zahlen,  sind  für  ili** 
Curve  bei  ;i  =  3  nicht  gültig;  denn  hier  fallt  die  Steiner'sche  (' 
Hesse'sclien  zusammen,  und  einer  Tangente  der  CayleyVohe 
sprechen  dann  zwei  Punkte  der  Ilesse'schen. 

♦*)  Die  dort  gegebenen  Formeln  lassen  auch  leicht  erkennen, 
stehende  Tabelle  modiiicirt,  wenn  die  Gruudcurve  Doppel-  und  Uü 
besitzt. 
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}i  getrennt  liegenden  Punkten  x  der  Hesse  sehen  Curve  ein  und 
selbe  Punkt  y  der  Stein  er 'sehen  Curve  entspricht,  der  dann  eben 
Doppelpunkt  der  letzteren  wird;  und  umgekehrt  entsprechen  einem 
hen  Doppelpunkte  zwei  getrennt  liegende  Punkte  der  Hesse 'sehen 
re.  Es  gibt  daher  |  (w  —  2)  (n  —  3)  (3  w^  -  9  n  —  5)  erste  Potaren 
zwei  Doppel  punkten  j  und  die  zugehörigen  Pote  sind  die  Doppelpunkte 
Steiner^ sehen  Curve.  Die  beiden  Tangenten  in  den  letzteren  sind 
1  Früherem  die  linearen  Polaren  der  beiden  zugehörigen  Punkte 
Sesse 'sehen  Curve. 

Eht  di^egen  die  erste  Polare  von  y  in  o:  eine  Spitze,  was  eben- 
die  Erfüllung  von  zwei  Bedingungen  erfordert  und  also  für  eine 
umte  Zahl  von  Punkten  möglich  ist,  so  haben  wir,  wenn 
fj,  «3  die  Coordinaten  der  Rückkehrtangente  sind,  die  sechs 
hangen: 

.     fiikVi  +  f2iky%  +  /aivtys  =  ^iCCk  , 

nach  der  oben  eingeführten  Bezeichnung: 

irerden  nun  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  die  Stein  er 'sehe  Curve 
igehörigen  Pole  y  ebenfalls  eine  Spitze  hat,  d.  h.  (vgl.  p.  344) 
drei  suecessive  Tangenten  derselben  durch  den  Punkt  y  gehen. 
ien  Gleichungen  nämlich: 

d^iUi  +  i^dUi  =(«  —  !)  Efikdxk 
1  wir  weiter: 
,  -(-  2  diidui  +  ftdr^w,-  =  (n  —  1)  («  —  2)  llUfikh^^kdxh 

+  (/?-  \)^n,d\x,, 

wenn  wir  die  letzten  drei  Gleichungen  bez.  mit  y, ,  y.^ ,  ^3 
pliciren  und  addiren,  so  erhalten  wir,  da  immer  (vgl.  (4)) 

E  Uiyt  =  0    und     2J  d uiyi  =  0  , 

Berücksichtigung  von  (1): 

II  .  Ud^myi  =  (n  —  1)  (n  —  2)  UUUfaAyidXkdx,. 

=  (n  —  1)  2:2:  (p^H  dxh  dxh  . 

alle  einer  Spitze  ist  daher  wegen  (17): 

/i  Zd'^Uiyt  =  (n  —  1)  (w  ~  2)  (a^dx^  +  a.^dx.^  +  a^^dx.^''] 

dieser  Ausdruck  verschwindet.  Multipliciren  wir  nämlich  die 
Tleichungen  (10)  bez.  mity^,  y.,,  y^  und  addiren,  so  erhalten  wir: 

^btch,  Vorlesoogeo.  24 
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erwähnen  femer  noch  die  folgenden  von  Steiner  angegebenen 
Igen  zwischen  den  hier  betrachteten  Curven: 
die  Hesse'^cÄ^  Curve  durch  die  -  Wendepunkte  der  Grundcurve 
berührt  die   Steiner'^cA^    Curve  sämmtliche  Wendetangenten 

iolgi  unmittelbar  daraus,  dass  die  letztere  Curve  überhaupt 
linearen  Polaren   der  ersteren  umhüllt   wird,   denn  für  die 
inkte  sind  dies  eben  die  Wendetangenten, 
er:     Zwei  Pote,  deren  Polaren  einander  berühren,  liegen  immer 

Tangente  der  Steiner'^cÄ^w  Curve;  und  zwar  berü/iren  sich 
*eh  aller  auf  eine?^  solchen  Tangente  gelegenen  Pole  in  einem 
iem  Doppelpunkte  Xy  welchen  die  Polare  des  Berührungspunktes 
ngente  enthält;  die  gemeinsame  Tangente  aller  Polaren  ist  aber 
indungslinie   von  x  und  y,    also   Tangente    der    Ca.y\ey' sehen 

n  nämlich  z,  t  zwei  Punkte  sein,  deren  Polaren 
berühren,  so  müssen  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

Zifik  +  2'2/*2A-  +  Z^fsk  =  f*  {tififc  +  ^2/2*  +  tzfzk)i' 

1  also 

lan   die   Gleichungen   (1)  vor  sich;  die  Verbingungslinie  von 

3nthält  aber  den  Punkt  y  der   Steine  raschen   Curve  und  ist 

in   diesem   Punkte,    da    die    Gleichung   der   Tangente  in  y 

■■  z  und  X  =  t  erfüllt  ist.  Endlich  ist  die  Gleichung  der 
meu  Taugeute  der  Polaren  im  Berührungspunkte  x: 

Xt  i:fikZk  +  x^  zu.z,  +  x,i:UkZk  =  o. 

Gleichung  für  JC  =  o:  und  X  =  y  erfüllt  ist,  so  stellt  sie  die 
ngslinie   des   Poles  mit  dem    zugehörigen  Doppelpunkte  der 

hnlicher  Weise,  wie  wir  hier  durch  die  Forderung,  dass  die 
klaren  gewisse  Singularitäten  haben,  auf  co Variante  Curven 
werden,  kann  man  auch  von  Polaren  beliebiger  Ordnung  aus- 
d  covariante  Gebilde  erzeugen,  die  dann  ebenso  wie  die  hier 
en  Curven  gewisse  Singularitäten  zeigen  werden;  doch  sind 
ntstehenden  Curven  noch  nicht  eingehender  untersucht.  — 
en  schliesslich  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  die  von  uns  auf 
lem    Wege    gefundenen  Resultate    sieh    auch    mit   Hülfe    des 

24* 
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Chaal es  sehen  Correspondenzprincips  (p*  2^)4)  ableiten  lasseE 
Princip,  für  dessen  Anwendbarkeit  wir  sogleich  noch  mehrere  Bei 
kennen  lernen  werden;  aber  durch  die  algebraische  Untersuchiing 
wir  gleichzeitig  in  das  Wesen  derartiger  Beziehungen  zwischen  C* 
tiefer  eingedrungen, 

V.    Heber  Systeme  von  Cmren, 

Nachdem  wir  gewisse  aligemeine;  an  eine  einzelne  algebra 
Ourve  sich  anknöpfende  Betrachtungen,  soweit  es  die  bisherig« 
bildung  der  Theorie  erlaubt,  näher  verfolgt  haben,  entsteht  TMm 
die  Frage  nach  den  gegenseitigen  Beziehungen  zweier  Cnrven,  di' 
Allgemeinen  von  verschiedener  Ordnung  sein  mögen,  d.  h*  nach 
simultanen  Functional  In  Varianten  von  zwei  ternaren  algebiai^ 
Formen*  Es  lassen  sich  hier  jedoch  bisher  nur  wenige  Fragen 
gemein  erörtern. 

Eine  simultane  Invariante  zweier  Cnrven  der  w»*'"'  und  n^^  Ori 
ist  jedenfalls  durch  die  schon  früher  erwähnte  {p.  366)  Tactmvar 
gegeben  j  deren  Verschwinden  aussagt,  dass  sich  die  beiden  Cu 
berühren :  sie  ist  vom  Grade  n  {2  m  -\-  n  —  3)  in  den  Coeflim 
der  Curve  m^"-'*  und  vom  G  rade  m  {2n  -^  m  ^  3)  in  denen  der  C 
w*®''  Ordnung  5  auch  haben  wir  diese  Invariante  für  zwei  Kegelseli 
wirklich  aufgestellt  (p.  298). 

Zu  simultanen  Covarianten  wird  man  z.  B.  durch  die  Forde 
geführt,  dass  die  Polaren  einer  gewissen  Ordnung  der  einen  G\xn 
der  andern  Curve  in  einer  bestimmten  Invariantenrelation  stehen, 
etwa  wieder  in  der  Relation  der  Berührung.  Nimmt  mau  z.  B. 
Curve  w*^'  und  eine  1*®'  Ordnung: 

flfa-"  =  0    und    f/^  =  0 , 

so  gibt  die  Forderung,  dass  die  konischen  (d.  i.  [n  —  2)*«">)  Pol 
eines  Punktes  die  Linie  u  berühren,  die  schon  früher  erwähnte  (p. 
Curve  von  der  Ordnung  2  (n  —  2) : 

Ebenso  erhält  man,  wenn  die  cubischen  Polaren  die  Linie  u  berö 
sollen,  die  Gleichung  4  (w  —  3)*«'  Ordnung  (vgl.  p.  278): 

(abuy  {cduy  (acii)  {bdu)  a^'*-H,^^-^C:J'-^dJ'-^  =  0  . 
Ist  femer  eine  Curve  n*®'  Ordnung  und  ein  Kegelschnitt  gegeben 

a^j*  =  0    und    aj  =  0 , 
so  kann  man  die  Bedingung  stellen,  dass  für  die  beiden  Kegelsch 
üy»  -  2  ar'  =  0    und     a,^  =  0 
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eine  der  beiden  simultanen  Invarianten  \^H2  ^^^^  ^122  ^^^^  unserer 
früheren  Bezeichnung)  verschwinde;  man  erhält  dann  bez.  die  beiden 
Curven: 

mid  daraus  folgen  wegen  der  geometrischen  Bedeutung  der  Gleichungen 
ijjj  SB  0,  A^2t  =  0  (yS^'  P-  295)  die  beiden  Sätze : 

Der  Ort  eines  Punktes^  dessen  konische  Polare  unendlich  viele  Polar- 
imecke  besitzt,  die  einem  gegebenen  Kegelschnitte  eingeschrieben  sind, 
M  eine  Curve  der  Ordnung  (n  —  2);  und: 

Ihr  Ort  eines  Punktes,  dessen  konische  Polare  in  ein  einem  gegebenen 
J[i§elschnitte  zugehöriges  Polardreieck  (und  somit  in  unendlich  viele) 
Itkgeschrieben  ist,  ist  eine  Curve  der  Ordnung  2  («  —  2). 

Wenn  man  nun  weiter  den  in  solcher  Weise  entstandenen 
ttrrarianten  Curven  bestimmte  Invarianteneigenschaften  auferlegt^ 
man  wieder  zu  simultanen  Invarianten  der  beiden  gegebenen 
Starren  -geföhrt  So  ist  z.  B.  für  n  =  4  die  eben  aufgestellte  Curve 
—  2)**  Ordnung  ein  Kegelschnitt: 

(aa/S)'a,2_o, 

jenachdem,    dass    derselbe    zerfallen  ^    oder    zu   dem   gegebenen 
ibchnitte    in    den  angeführten  Invariantenrelationen  stehen  soll; 
man  bez.  die  folgenden  invarianten  Bedingungen: 

A  =  (öa/S)^  {bySf  {cB^f  {abcf  =  0 

^  =  («a/S)2(flyd)2  =  0, 

C  =  {aaßf  (bydy  (absf  =  0, 

die  Symbole  ß,  y,  d,  6,  ^  sämmtlich  mit  a  gleichbedeutend  sind. 

sehr  willkürlich    gewählten    Beispiele    werden    hinreichen,    um 

Yorstellnng  von  der  Mannigfaltigkeit  der  auftretenden  Bildungen 

geben. 

Sind  die  beiden  betrachteten  Curven  (/=  0,  9  =  0)  von  gleicher 

inng,  welche  dann  durch  n  bezeichnet  sei,   so  gibt  es  unendlich 

Curven   n**"  Ordnung,    welche    durch    ihre    w^    Schnittpunkte*) 

bgehen  und  den  „BOscheV^ 

^flden;  und  zwar  geht  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  noch  eine  Curve 

r 


b*)  £e  steht  dies  nicht  im  Widerspruche  damit,  dass  eine  Curve  r/tor  Ordiiuii;^' 
n  durch  ^~~ —  Punkte  bestimmt  ist,  indem  die  ;/*  Punkte  nicht  von  cili- 
ar uDabhängig  sind;  vgl.  den  Abschnitt  VII  dieser  Abtheilung. 


I 
I 


Q^ 


Tiefte  Abtheiltmg. 

des  Böschek.  Wie  in  einem  Kegelschnittbüecliel  im  Allgemei 
drei  Linienpaare,  d.  h.  drei  Curven  toit  Doppel  pimki  vorkommea 
werden  sich  uoter  den  Curven  des  Büschels  /-^-l^^i}  i 
bestimmte  Anzahl  mit  Doppelpunkten  befindeuj  denn  diese  Forderi 
gibt  eine  Bedingung  für  die  Coefficienten  der  Curve  /+^q^,  ( 
eine  Gleichung  für  X:  das  Verschwinden  der  Discriminante.  IjeiM 
ist  aber  für  eine  Cnr?e  n'^  Ordnung  vom  Grade  3  (n  —  1)^  m 
Coefficienten^  und  also  in  unserm  Falle  in  li  ß^  gibt  daher  in  cf\ 
Bihehei  von  Curven  tt^"''  Ordnung  im  AUgetneintm  3  {n  —  I)*  Ctffpen 
DoppelpunkL  Diene  Zahl  kann  jedoch  dadurch  verringert  werdea,  * 
tlie  Curven  f  und  tp  sich  berühren^  dass  in  dem  Büschel  eine  C« 
mit  Rückkehr punkt  vorkommt,  dass  alle  Curven  einen  gemeiusat 
Doppelpunkt  haben  nnd  durch  ahnlichG  Vorkümniniiists*)  In  m\i 
Piillen  bezeichnet  3  [n  —  ly^  die  Zahl  der  eigentlichen  Lösüß 
zusjunmen  rait  den  urieigentlicheUj  wenn  von  letzteren  jede  in  ri 
Vielfachheit  gezählt  wird. 

In  derselben  Weii^e  kann  man  überhaupt  verlangen,  dass  fÖfl 
Curve  des  Büschels  eine  bestimmte  Invariante  vergeh  winde;  ei  i 
dann  immer  ^  Curvtm  de^  Ifimiids  der  Art  geben ^  wenn  die  Intari 
vom  fi''**  Gradf*  in  den  C^ieffieienten  der  Curve  h"^  Ordnung  ist,  1 
kann  weiter  such  den  Büschel  '/m  einer  beliebig  gegebenen  t^ 
^iLf  Ordnung  in  Beziehung  setzen;  es  wird  dann  eine  bestimmte! 
ym\  Curven  geben^  für  welche  eine  simultane  lavariante  mit 
Curve  ?/!**'  Ordnung  versehwindet.  Wegen  der  oben  für  deu  ( 
der  Tactinvariante  angegebenen  Zahlen  gibt  es  z,  B,  in  einem  Buk 
fjtcr  Ordnung  m  (2  n  '\-  m  —  3)  Curven ,  welche  eine  gegebene  Curve 
Ordnung  berühren.  Hat  letztere  Curve  jedoch  Doppelpunkte,  so 
unter  diesen  m  (2n  -{-  m  —  3)  berührenden  Curven  des  Büschels  i 
diejenigen  mit  enthalten,  welche  durch  diese  Doppelpunkte  hindu 
gehen;  denn  dann  liegen  im  Doppelpunkte  ebenfalls  zwei  SchnittpnJ 
vereinigt.  Jede  solche  Curve  absorbirt  aber  zwei  eigentlich  berühr« 
Curven  des  Büschels.  Man  erkennt  dies  geometrisch  genau  ebc 
wie  bei  den  Plücker'schen  Formeln  den  Satz,  dass  jeder  Doppelpi 
einer  Curve  die  Klasse  derselben  um  zwei  Einheiten  erniedrigt;  d 
indem  man  die  feste  Curve  /w*®'  Ordnung  erst  allmählich  in  eine  C 
mit  Doppelpunkt  degeneriren  lässt,  und  dann  beachtet,  dass  an 
beiden  kurz  zuvor  entstehenden  Wölbungen  jedenfalls  zwei  Berühra 
punkte  liegen,  welche  nachher  in  den  Doppelpunkt  zusammenfi 
(vgl.  Fig.  52  auf  p.  343).  Lässt  man  schliesslich  die  Schleife  ( 
Doppelpunktes  sich  immer  mehr  zusammenziehen,  so  wird  in 
Grenze,  ebenso  wie   bei  der  Bestimmung  der  Klasse   (p.  .323),  : 


•)  Vgl.  hierüber  Cremona's  Einleitung  in  die  Theorie  ebener  Cuxrea 
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m  weiterer  Berührungspunkt  mit  dem  entstehenden  Rückkehrpunkte 
Bcb  Tereinigen.  Die  Zahl  der  Curven  n*'*'  Ordnuuff  eines  Büschels, 
welche  eine  Curve  w^  Ordnung  mit  d  Doppelpunkten  und  r  Rückkehr- 
parkten  „eigentliche^  berühren,  ist  daher 

=  »i(2n  +  w  —  3)  — 2tf  — 3r, 

ockr  wenn  wir  das  Geschlecht  p  =  ^  (w  —  1)  (w  —  2)  —  d  —  r  eiu- 
flÜuen  (p.  351): 

■=  2  (mn  +  p  —  1)  -—  ^ ; 

ooe  Zahl,  welche  wir  später  auf  anderem  Wege  durch  allgemeinere 

Betrachtungen  ableiten  werden. "*") 

An  die  Betrachtung  der  Curvenbäschel  knüpft  sich  eine  einfache 
geometrische  Erzeugungsweise  einer  algebmischen  Curve  mittelst 
Corven  niedrigerer  Ordnung,  die  als  Verallgemeinerung  der  Erzeugungs- 
weise eines  Kegelschnittes  aus  zwei  projectivischen  Strahl büscheln 
angesehen  werden  kann.  Statt  der  letzteren  nehmen  wir  nämlidi  zwei 
beliebige  Curvenbüschel;  bez.  von  der  Ordnung  m  und  n: 

(1)  /'+A<t)  =  0    und    /+/[tg?  =  0 

imd  beziehen  dieselben  so  auf  einander,   dass  jeder  Curve  des  einen 
[Bfischels  eine  des  andern  entspricht,  und  umgekehrt,  dass  also  zwischen 
Parametern  A,  ft  eine  lineare  Gleichung: 


r<8) 


aXp,  -^  bX  -\-  c^i  -\-  d  =  0 


llie 


besteht;  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  entsprechender  Curven  der 
lieiden  „projectivisch  auf  einander  bezogenen"  Büschel  ist  dann  eine 
flXirre  der  (m  +  w)*®°  Ordnung,  deren  Gleichung  sich  durch  Elimination 
ton  A,  ^  aus  den  drei  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergibt.  Nimmt  man 
projectivische  Beziehung  —  was  immer  erlaubt  ist  —  insbesondere 
der  einfachen  Form  an,  dass  sich  je  zwei  Curven  mit  demselben 
eter  X  in  den  Büscheln  (1)  entsprechen,  so  ist  die  resultirende 
e  gegeben  durch: 

abo  in  der  That  von  der  Ordnung  ;w  +  «;  und  man  erkennt,  dass 
Curve  durch  sämmtliche  Basispunkte  der  beiden  Büschel  liin- 
dorchgeht.  Die  projectivisclie  Beziehung  der  Büschel  auf*  einander 
kann  man  sich  geometrisch  in  folgender  Weise  vermittelt  denken. 
Setzen  wir 

F=aa:"'j       ^  =  aj"'y 


•)  Vgl.  den  unten  folgenden  Abschnitt  VIll  über  da.s  erweiterte  Corrcspondenz- 
phncip. 
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und  nm  t/  öin  Baskpimkt  des  ersteren,  z  ein  aoli^her  dei 
Biiäcliels,  so  bilden  die?  Tangenten  aller  Cur^en  der  beiden 
in  diesen  (jrimfipaakten  zwei  Strahlbuscbel,  gegeben  durch: 

Diese  Strahlbüsche!   sind   dann  auch  einander  projectivisch; 
k&nn    nun    umgekehrt    die    verlangte    Zuordnung    der    Cnrvi 
bemtrellenj  indem  man  zwei  solche  Tangentenbüschel  projecti 
einander  bezieht^  denn  jeder  Tangente  entepricht  nur  eine  l 
beireffenden  Büschels, 

Es  liegt  hier  zunäcbst  die  Frage  nahe,  ob  die  äo  erzeug 
die  allgemeinste  ihrer  Art  ist,  und  ob  jede  algebraiiehe  Clin 
Weise  erzeugt  werden  kann.  Wir  werden  sjmter  in  der  L 
diese  Frage  in  der  That  bejahend  zu  beantworten,  indem  wi 
ih&H  man  auf  jeder  CurYe  zwei  Systeme  von  Funkten  b 
kfmn,  die  als  Qrundpunkte  zweier  projeeti vischen  Curvenbö 
Erzeugung  der  gegebenen  Curve  benutzt  werden  kennen.  Dil 
gesetzt,  haben  wir  den  Satz: 

Jede  alg^^brahehe  Curm  n**''^  Ordnung  kann  durch  die  Seh 
aiUprtchendcr  Curmn  zweier  projecimschen  Bfischei  der 
(n  —  m)^  Ordmmg  erzeugt  werden ^  deren  Basispunkte  auf  der  i 
Ürdnmig  ikgm^):  und  zwar  wirr)  diese  Curve  die  allgemeii 
Art  sein,  wenn  zwischen  den  beiden  erzeugenden  Curvenbtisch 
Relationen  bestehen.  Fällt  dagegen  z.  B.  ein  Grundpunkt  c 
Büschels  mit  einem  des  andern  zusammen,  so  wird  die  erzeuj 
in  ihm  einen  Doppelpunkt  haben;  und  zwar  ist  sofort  ersieht! 
die  Tangenten  im  Doppelpunkte  eben  die  beiden  Doppelstn 
in  ihm  vereinigt  liegenden  projecti vischen  Tangentenbuschel 
entsteht  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  ai 
Kegelschnittbüschel  und  einem  ihm  projecti  vischen  Stral 
dessen  Scheitel  in  einem  der  vier  Grundpunkte  des  Kegelschnit 
liegt,  und  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpun 
zwei  projectivischen  Kegelschnittbüscheln  mit  drei  gern 
Basispunkten.  — 

Wir  gehen  zur  gleichzeitigen  Betrachtung  dreier  Cwi 
Von   den  simultanen   Functionalinvarianten  ^   zu  denen    diesel 

•)  Der  Satz  wurde  fiir  Ciirven  3.  Ordnung  Regelten  von  Chasles 
reodus,  t.  XLl,  1853;  allgemein  von  Jonquieres:  Kssai  siir  la  svne 
courbes  geometriques,  Memoires  present^es  par  divers  savaiiu  a  Vaca 
sciences.  t  XVI,  185S.  Es  sind  in  dies^em  Aufsatze  besonders  viele  sk 
Sau  knüpfende  Constructionsaufgaben  behandelt.  —  Für  Ciirven  3.  Oitl 
die  folgende  Abtheilang  die#^r  Vorlesungen. 
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BUBg  geben^  ist  bisher  besonders  eine  untersucht,  welche  wir  hier 
L  berücksichtigen:  die  Jak obi 'sehe  Curve  der  drei  vorliegenden 
sn.     Sind  letztere  gegeben  durch  die  Gleichungen  : 

',  sie  dargestellt  durch  das  Verschwinden  der  Functionaldeterminante, 
durch: 


=  0. 


dtp  ' 

dfp 
dx^ 

1 

dx^ 

■~  {aa'a")  «7," 

dt 

dt 

dt 

ax, 

iBkkohVsche  Curve  ist  also  von    der  Ordnung   m  -\-  m  -\-  m    —  3 

w/.    wie   man  sofort   übersieht  y   der  Ort  der  Punkte  j  deren  lineare 

ren    in    Bezug  auf  die  drei  gegebenen  Curven  sich  in  einem  Punkte 

Vikr  diese  Curve  gilt  insbesondere  der  Satz,  dass  sie  durch  einen 

huamen  Punkt  der  drei  Curven  ebenfalls  hindurchgeht,    Multiplicirt 

nämlich  die    ersten   beiden   Yerticalreihen    der   Functionaldeter- 

feie   bez.  mit  x^,  a?2  und  addirt  sie  zu  der  mit  x.^  multiplicirten 

in  Yerticalreihe,  so  treten  in  letzterer  die  Terme  mq),  m'if,  ni' % 

und  die  Determinante  verschwindet  also  gleichzeitig  mit  ihnen. 

^em  Falle  tritt  femer  noch  eine  Besonderheit  ein  —  und  dieselbe 

r  spatere  Anwendungen  wichtig  —  wenn  zwei  der  vorliegenden 

b  von  gleicher  Ordnung  sind;  alsdann  gilt  der  Satz: 

te    Jacobi'^c/i^    Curve   dreier    Curven    g?  =  0,     ^  =  0,    ;c  =  0 

%  in  einem  gemeinsamen  Punkte  derselben  die  Curve  ;|j  =  0,  sobald 

nm  gleicher  Ordnung  sind,  und  hat,  wenn  %  einen  solchen  gemein - 

Punkt  zum  Doppelpunkte  hat,  diesen  ebenfalls  zum  Doppelpunkte, 

wr  der  Art,   dass  ihre  Tangenten  in  ihm  mit  denen  von  %  =  0 

immen,  **) 

in  Beweise   vergleichen  wir    die   Diflferentialquotienten    von    % 
m    Coordinaten    des    betrachteten    Punktes     mit     denen    der 
aldeterminante  (;w  =  »i',  m"  -\-2m'  —  3  =  ft) : 
t^af  =  (a  a  ö")  «,"•'  - 1  flf^' '"'  - 1  a^"«"  -  ^ . 

ü  bemerkt,  dass  wie  bei  den  Kegelschnitten  der  Satz  gilt:  H'enn  die 

erminante  dreier  Formen  gleicher  Ordnung   identisch   verschwindet,    so   ge- 

sprecAenden  drei  Curven  demselben  Büschel  an.  .  Der  Beweis  ist  ebenso 

quadratischen  Formen  zu  führen;    man  hat  nur  auf  p.  304  die  be- 

eichnngen  alle  mit  den  symbolischen  Factoren  oj'^  ~  '^  ^.  '"~^«j.  '"~" 

en. 

lesse,  Crelle*8  Journal,  Bd.  41,  p.  286  und  Clebsch:  Curven,  deren 
Uipt.  Funet.  eines  Parameters  sind,  ib.  Bd.  64, 


H7H  Yiertcj  ALitbeiluiig.  ^^^^^^^1 

Nun  ist  ^^M 

^  Aa-'*  -  ^  A^  =  (a  ö'  a")  a^-'  -  ^  rt^'  -'  -  » ü^"**''  -  ^  ( f //i''  —  1 )  ö,  a/ff, ''    1 

+  (*«'  -  1)  a;'a.a:  +  {m  —  1)  -i/a/a.J 

oder,  wenn  wir  mit  w.t  multipliciren,  wo  die  fi,  vollkommen  wülkürlH 
sind  (üur  u^  >  oder  <  0),  und  die  Ideiititut  | 

(3)  ((tan*)  u^  ^  (aaii)  a/  —  (aa'u)  aj  +  (a'^'u)  n^         I 

beuutÄen,  indem  die  in  ^,  i>,  %  multiplicirten  Terme  ausfallen:    I 

(4}  ^A.^-iA. ,  i/^  =  (w'  -  l)  ff/'«''  -  'a/'  .  (a^'«)  ff.***->/r/-^'«l 
-f-  {m  —  1)  <?4^**'  ^ '  ^'/'**  -  *  ßx  '"""'/  (^i"  ö  ?*)  a*'  +  (a'  <7' ii]4fl 

Hier  reducirt  sich  aber  der  letzte  Term  w@g<*n  A  ==  0  auf  den  eid 
denn  es  ist  identii^ck:  I 

(5)  («"am)  aj  +  {(id'u)  ü^  =  {üa*a")  u^  —  (aau)  a.*'-^  1 

und  also  wird:  m 

#tA^^'iA,  .  K^  ^  (m'  —  n/)  «f/-^  '  hC  .  (aa'u)  tf*"»'-*ö,'-*-»i 

t].  h.,  da  der  FiM2tor  (aatt)  a^*'*' -^aj'^'  -  ^    wegen   der  Willkürlk-fal 

der  M  immer  als  von  Null  verachieden  angenommtio  werden  darf :  j 

Tangente  von  A  in  x  fälU  mit  der  von  %  ensatumen^  w,  x.  b,  wA 

Ist    aber   x   ein   Doppelpunkt    von    ;c  =  f^i    so  verseil windH  ^ 

rechte  Seite  unabhungig  von  z^  also  auch  die  linke,  d*  h.  A  =^  i*  I 
in  X  gleichfalls  einen  Doppelpunkt*  Die  Tangenten  desselben  wepj 
wegen  des  Vei-schwindensj  von  a/'"*"'^^ai"  durch  Nulbetzen  i 
folgernden  Ausdrucks  gegeben,  wo  C  ein  Zahlenfactor  ist:  - 

II  (^  —  1)  Aj^-^A,Ku,  =  tär/-'  "^r/,"^  ,  (aau)  aj-'-  *a/-  -«,' 

iL  h*  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  von  A  fallen  mit  ^teiii'ui 
Doppelpunktes  von  %  zusammen,  I 

Der  somit  bewiesene  Satz  lässt  sich  für  den  Fall  vemllgem^iJ 
dass  der  gemeinsame  Punkt  x  für  die  Curven  tp  und  i/'  ein  (r  ^ 
fachetj  für  i  dagegen  ein  r-fa<sher  ist;  wobei  wir  zunüch^st  tocB 
setzen^  dass  die  Tangenten  der  verscbietlenen  Curven  in  j*  von  tiiiM 
getrennt    verlaufen.      In    dem    Falle    verschwinden    die    Differofl 

quotienten  -.^  %   ^      ini  Punkte  x  (r  —  2)-fach,  =7^  aber  (r  —  l)'fl 

Die  aus  ihnen  zusammengesetzte  Determinante  A  vrird  daher  m 
vgn  der  Ordnung 

2  (r  -^  2)  +  r  —  l  =  3  r  —  5  ,  m 

Die  Curve  A  ^=*J  hat  also  mindestens  einen  (ßr  —  5)*fifteheA  PJ 
in  X.     Zur  v^eiteren  Untersuchung  des  letzteren   bemerken  wir,  J 
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die  (f*  —  5)**  Polare    von  x   in   Bezug   auf  A  =  0   durch   das    Ver- 
schwinden des  folgenden  Ausdrucks  gegeben  ist: 

(6)  ^  (^  -  1) .  . .  (^  _  s  +  1)  .  A^-'A,* 

i=#  kz=.t  1"=!$ 


0  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

ml  =  {m  -  1)  (»i'  -  2)  .  .  .  {m  —  /) 

td  m/'  entsprechend    definirt  sein  soll.     Wenn  nun  zufolge  unserer 
^n  Annahmen  unabhängig  von  den  z  die  Gleichungen   bestehen: 

fallen  in  obiger  dreifachen  Summe  alle  Glieder  fort,  welche  einen 
symbolischen  Factoren    a^/^'  - »  +  2  ^  ^^'  m'  -  r  +  2  ^   a.r '*""  -  '^  +  ^  oder, 
\  dasselbe  ist,  einen  der  Factoren  flf/""^,  «z''"'^,  flr,"'"-^  enthalten; 
bleiben  also  nur  Glieder,  die  in  Factoren 

«/-^  ör;'-*^  «."'•-^ 

r   in   höhere    Potenzen   von    ag,    «,',   0/'   multiplicirt   sind.      Für 

3  r  —  5  ist  aber  wegen  der  Relation  i  -\-  k  -\-  l  =  s  die  höchste 

3nz  von  a,",  welche  vorkommen  kann,  eben  die  (r  —  l)*®,  indem: 

r— l  =  3r  —  5  —  2(r  —  2). 

lere    Summe  reducirt  sich  also  abgesehen  von  einem  Zahlenfactor 
das  eine  Glied 

üpliciren  wir  dieses   mit  t/^  und  wenden  wieder  die .  Identität  (3) 
so   wird  es  eine   lineare  Combination  der   verschwindenden   Aus- 

*ke    (7) ,   also   ebenfalls    Null :     A  =  0  hat  in  x  einen   (3  r  —  4)- 

ken  Punkt. 
Wir  untersuchen  weiter  die  Tangenten  von  A  in  diesem  Punkte; 

hu   wir  bilden   die  Summe   (6)  für  5  =  3  r  —  4.     Es  fallen  in  ihr 

der  alle  in  ö«'""^,  ö«''"""^,  ««"''""^  multiplicirten  Glieder  fort,  und 

;en    1  +  A:  +  /  =  3  r  —  4  ist  die  höchste  Potenz,  zu   welcher  a^' 

kommen  darf,  gleich 

3  r  -  4  —  2  (r  —  2)  =  ;• , 

irend    die    niedrigste    gleich  r  —  1    ist.     Sonach    bleiben  in  jener 
ime  ein  Glied 

zwei  Glieder,  deren  Summe  die  symbolischen  Factoren  enthält: 


S80 
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demnach    wird,    wenn    (' 

en  Factor  «,"  ■*"  ~  ''4Xz*'  ^ ,  weldwf 
l  ^  0  in  X  bestimmt.     Dies  giMl 


Multipiiciren    wir    diese    Factoren    mit    u.r    und    wenden    wieder 
Identität  (3)  an,  so  werden  sie  gleich 

und  dies  ist  nach  der  Identität  (5)  gleich 

a^  aj  { {a  d  d')  ,  u^  —  (a  d u)  a,'* }  aJ'  '■  -  *  a/  -  ^  a,* '  - » , 

Hier  ist  aber  der  erste  Term  das  Glied ,  welches  in  der  Entwicklü 
von    &^  -  sr  +  5  ^^9 1  -  5    Yorkommt ,    und    daher    Null ;    wahrend 
zweite  Term  den  Factor  aj*''  hat,  wie  das  erste  oben  ei*wähnte  Gli 
(8),     Die    Symbole   d'  komrip"   nKpr   jn    dem  Klamm erfactor  ((I4| 
desselben  nicht  mehr  vor,   r*  ;  also  auch  den  Factor  a,"*" 

Letzteren  Factor  können  wii  dem  Gliede  (8)  erkenneiij 

wir  ebenfalls  mit  i^!^  multipl       m        I  die  Ideutitat  (3)  anwendejx, 
bleibt  dann  wegen  {7j  gerade  da»      le  Glied,    auf   welches    wir 
Bumrae    (9)    soeben   reduc 
Zalilcnfactor  bedeutet: 

Der  Ausdruck  links  entl 
das   Product  der  r  Tangenten   vun 
den  Satz: 

IVcnn  zwei  Curven  gleicher  Ordnung  in  einem  gemeimamm  Nnh 
je   einen   (r  —  l)- fachen    Punkt  haben ^    ttnd   in   demselben   eine   i/nfli 
Citrve  einen   r -fachen   Punkt  besitzt  (alle  mit  fjeirennien  Tangen' 
hai  die  i ^kohV ache  Curve  dmelb&t  einen   (3  r  —  4)-fachefi    IHmi  , 
dessen    Tangenten    r   mit   den    Tangenten    jener    dritten    Curve    in 
z  mammenfalkn . 

Dieser  Satz  wird  nicht  inodificirtj  wenn  von  den  Tangenteii 
Curve  X  in  x  mehrere  gruppenweise  zusammenfallen.     Haben 
etwa  die  Curven  qp  und  i/'  in  x  die  (r  —  1)  Tangenten  ihres  viel! 
Punktes  gemeüisam,  so  wird 

proportional^  und  man  erkennt,  dasa  A  einen  3  (r —  l)'tacheü 
erhält.     Noch  weitere  Besonderheiten  treten  ein,  wenn  einzelne 
gemeinsamen   Tangenten   von   tp   und   i*  oder  alle  zugleich  Tan^ 
des  vielfachen  Punktes  von  %  sind,  — 

Sind  endlich  alle  drei  Curven  von  gleicher  Ordnung  (rn  =  m*  -=i 
so    kann    man  eine    jede   von    ihnen    durch    irgend    eine    Curve 
Systems 
(10)  X9  +  A^  +  ^;t  =  0 
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Q,  ohne  die  Jakobi'sche  Curve  zu  ändern.  Man  nennt  letztere 
«m  Falle  auch  die  Hesse 'sehe  Curve  des  Systems  und  dieses 
jin  Curvennetz.  Die  JsikohVsche  Curve  ist  also  eine  Combinante 
n  (vgl.  p.  303).  Ein  Netz  ist  analytisch  dadurch  charakterisirt, 
ne  seiner  Curven  von  zwei  Parametern  linear  abhängt,  also 
risch  dadurch  y  dass  alle  Curven  desselben ,  welche  durch  einen 
aten  Punkt  gehen ,  einen  Büschel  bilden;  denn  setzt  man  die 
laten  dieses  Punktes  in  (4)  ein,   so  kann  man  einen  der  Para- 

-,   —    durch   den    andern   linear  ausdrücken.     Das    einfachste 

I  eines  Netzes  bilden   somit  alle   Curven  n*«'  Ordnung,  welche 

*^/ 2  feste  Punkte  gehen.     Ein  anderes  Beispiel  liefert 

Gesammtheit  der  zu  einer  gegebenen  Curve  (öx"  =  0)  gehören- 
ten  Polaren: 

Q  —  und  ~  als  die  beiden  linear  vorkommenden  Parameter  auf- 

Vt  Vi 

i  sind.  Für  dieses  Netz  fällt  die  Hess  ersehe  Curve  mit  der 
»chen  Curve  der  Grundcurve  zusammen,  denn  wir  können 
überhaupt  auch  durch  folgenden  Satz  definireu: 
gibt  in  einem  Curvennelze  unendlich  viele  Curven  mit  einem 
unkte;  der  Ort  der  letzteren  ist  die  Hesse 'atä^  oder  Jakobi'Äc/?^ 
es  Netzes,  Die  Elimination  von  x,  A,  /ü  aus  den  drei  Glei- 
i,  welche  die  Bedingungen  für  einen  Doppelpunkt  darstellen: 

Lmlich  in  der  That  auf  die  Functionaldeterminante  von  (pj  ^,  %, 
r  können  für  diese  Curve  endlich  noch  eine  dritte  Definition 
Es  wird  unendlich  oft  vorkommen,  dass  sich  zwei  und  somit 
h  viele  Curven  des  Netzes  in  einem  Punkte  berühren;  denn 
>rdert  die  Erfüllung  einer  Bedingung  für  die  beiden  willkür- 
'arameter.  Seien  nun  9)==0,  ^  =  0  zwei  solche  sich  be- 
\  Curven  des  Netzes,  so  geht,  wie  wir  früher  zeigten  (vgl. 
jede  Curve 

dtp 

dtp    =0, 

beliebige   Werthe  haben   können,    durch   ihren    Berührunga- 
)ies  ist  aber,  wenn  wir 

ÖX. 


CXf 

dxf 

dxi 

dip 

dx. 

Vx 

V'> 
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seken,   die  Gleichung  der   Hesse 'scheu    Ciirve   unseres    Netzes;    und 
sonach  folgt: 

Die  Hesse'äTÄe  Curve  eines  Netzen  üt  tfer  Ort  dir  PmikiCi  in  fknai 
gich  zwd  Curvm  des  Netzes  berithreu  könneiL 

Für  diese  Curve  gelten  nun  in  Bezug  auf  üir  Verhalten  g€g«ö 
ansge^eichnete  Punkte  des  Netzes  ganz  ähnliche  Sätze,  wie  bei  dem  ' 
Netze  der  ersten  Polaren  für  die  singulären  Punkte  der  Grunduurfa. 
Wir  erwähnen  nur  den  folgenden:  In  einem  gemeinsamen  Punkte  uiiär 
Curveti  des  iVeizes  hat  die  Hesse^^TÄt'  Curve  emen  Doppelpunkt.^)  Für 
m  ^  m''  ^=  m  geht  nämlich  die  Gleichung  (4j  über  in 

der  Ausdruck  Aj'-^A^  vers  t    dso  unabhängig  von  den  ^r  ^j 

nach  dem  Früheren  itlr  den         u 
Bestehen  dagegen  für 

(10)  aJ-^^^a^^-^=0,    V"-'*'^ 

80  hat  die  Jakobi'scbe  Cur'^^  ^n 
Punkt,  da  die  ersten  Differe 
(r  —  l)'fach  verschwinden^  d,  i 

Bildet  man   aber  weiter  den  Ausdruck  ^^^' S'^+.i^^st -3  oach  öl 
chnng  (6),  so   dürfen  in  den  Gliedern  der  Summe  die   Factoren 
fi/j  ßj,"  wegen  (10)   nur  je   zur  fr  —  1)^"  oder  höheren  Potenz  fo 
kommen;  denn  z.  B.  zu  dem  Factor  von  a/  —  ^  würde  noch  d^ 
hinzutreten  müssen.     Die  Summe  enthält  daher  nur  das  eine  Glied 

Miiltiplicirt  man  dieses  aber  mit  u^  und  benutzt  die  Identität  0]^ 
meld  man,  duss  es  verschwinden  musa.     Aus  ganz  denselben  Grüid 
reducirt  sich   der  Ausdruck  A,^^^'^'^'^'Ai^*'~^f  abgesehen   von  es 
Zahlenfactor  auf  die  Terme: 


len  Punkt  A  =^  0  ist,  w.  z.  h.  w*^ 
r  die  Gleichungen: 

lenfalls  einen  3  (r —  l)-racUetj 

iten  von  <f>f  t^  x  j*^tat  noch , 
t 


■r       Irt  r^l 


'«X 


und  wenn  man  wieder  nach  MuHi[>lication  mit  u.r  auf  jedes  GIie4 

Identitäten  {?%)  luid  (0)  anwendet,  so  konimti 

*1  Vül.  wi*itere  SHtxp  Jkäer  Art,  sowie  lilierbaiipt  für  JieTbf'ön**  Jir  N« 
iJremona  8  Einleitung  in  die  l'beorie  der  aigebraischen  uurven,  besonders 
Anhang  in  der  deutschen  Ai^gabe.     lieber  die  Zahl  der  Curven  mit   Rfickk« 
punkt   und    mit   2    Doppelpunkten    in    einem    allgemeinen    Netze    vgl.   de  Ji 
quieres:  Math,  Anualeu,  Bd.  1,  p.  424. 
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=  a^ajaj'  Haa'u)  Qz  —  {aau)  0/  +  {aa"u)  a^} 

Pigen  wir  endlich  rechts  wieder  die  anderen  symbolischen  Factoren 
Ubsu,  so  erhalten  wir  das  Glied  der  Entwicklung  des  verschwindenden 
badnicsks  A^~»'-+»A,3'— ^  d.h.  es  ist  auch  A^t^-^'-H-^A^^'*- ^  —  0. 

Haben  also  alle  Curven  eines  Netzes  in  einem  festen  Punkte  einen 
*-fwhen  Ptmkt,  so  hat  die  3 d^VohV sehe  Curve  daselbst  einen  (3  r  —  1)- 
hiien  Punkt. 

Unserer  ersten  Auffassung  zufolge  erschien  die  Hesse  sehe  Curve 
b  Ort  der  Punkte,  deren  lineare  Polaren  in  Bezug  auf  alle  Curven 
IB  Netzes  sich  in  einem  Punkte  schneiden;  diese  Schnittpunkte  wer- 
n  eine  andere  Curve,  die  ^ieiner'sche  Curve  des  Netzes,  beschreiben, 
rai  Gleichung  sich  durch  Elimination  der  x  aus  den  3  Gleichungen 

pbt;  die  Steiner' sehe  Curve  ist  daher  von  der  Ordnung  3  (w  —  l)^; 

I  ist  ihrer  Definition  zufolge  eindeutig  auf  die  Hesse'sche  Curve 

Eine  dritte  Curve  endlich,  die  C3,j\ey'sche  Curve  des  Netzes,  wird 

II  den  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  Hesse 'sehen 
d  Steiner'schen  Curve  umhüllt;  sie  ist  von  der  Klasse  5  m  {m  —  1). 

gilt  nämlich  überhaupt  der  Satz"^): 

fVenn  zwei  Curven  der  Ordnung  m  und  tri  eindeutig  auf  einander 
VBgen  sind,  so  umhüllen  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
if  Curve  von  der  Klasse  m  -f  m'l 

Zum  Beweise  betrachten  wir  einen  beliebigen  Strahlbüschel.  Jeder 
imU  u  desselben  schneidet  die  eine  Curve  in  m  Punkten;  einem  jeden 
p  diesen  entspricht  ein  Punkt  der  andern  Curve ;  die  letzteren  Punkte 
Binden  wir  durch  Linien  v  mit  dem  Scheitel  des  Büschels.  Als- 
■&  haben  wir  in  diesem  eine  Correspondenz  (vgl.  p.  210)  zwischen 
IUI  Strahlen  u  und  v  der  Art;  dass  jedem  Strahle  u  m  Strahlen  v^ 
}i  ebenso  jedem  Strahle  v  tri  Strahlen  w  entsprechen.  Nach  dem 
Srespondenzprincipe  von  Chasles  kommt  es  daher  {m  +  w')-mal 
r,  dass  zwei  entsprechende  Linien  u  und  v  zusammenfallen;  d.  h. 
ich  einen  beliebigen  Punkt  gehen  m  -f-  fn  Verbindungslinien  ent- 
reehender  Punkte  der  beiden  Curven,  w.  z.  b.  w. 

Für  die  Singularitäten  der  Steiner'schen  und  Cayley 'sehen 
mre  gelten  nun    wieder  analoge   Sätze,   wie  für  die  enispreclicnulen 


•)  In  ganz  derselben  Weise  hätten  wir  die  Klasse  der  Cayley 'öcheii  Curve 
«r  Gmndcun'e  /*=»  O  (p.  365)  beHtimmen  köiineu,  —  Die  im  Texte  benutzte 
läge  der  Abzahlung  iat  überhaupt  bei  derartigen  Aufgaben  sehr  nützlich. 
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VerhSltnisae  bei  dem  Netze  der  ersten  Polaren.  Es  ist  dieee  Bes&iehuii^ 
jedoch  kemeswegs  der  Art,  ä^m  jedes  CurvenuetÄ  m*"^  Orctoung  ■!» 
Polareosystem  einer  Cmrve  (m  +  1)**'  Ordnung  aiifgefasst  werden  Vaan. 
Drei  beliebige  Caryen  eines  allgemeinen  Netzes  hängen  nämlich  m- 
»atDinen   ?on  f  «a  (m  +  3)  CoBstaaten  abj  drei  beliebige  Cnrren  i«**»  j 

Ordnuüg  eines  Sjatems  erster  Polaren  dagegen  ?on  den      '^  V" 

Constanten  der  Gründeorre  nud  den  6  Coordiaaten  ihrer  drei  Pofc^ 
zusammen  also  nur  Yon  ^  (J^*  +  1)  (m  -f-  4)  -\-  6  ConsUntjen.  BaA 
Zahlen  sind  jedoch  für  m^2  einander  gleich:  Ein  Neiz  von  ä>^ 
srhmifen  kann   daher  nach  dieser  mrläufig^n   AbzMhmg  immer  tth  m 

Curven  3**'  Ordnung  werde»  wf* 

m  aufsteigen  zur  üntersuchunj 
*  .  .  Parametern  abhängen,  uoJ 
nendliche  Manniglaliigkeit  repiip- 
**  Ordnung  weiter  gehen  bb  ti 
sar  Yorkommenden  Parametern 
aÜieit  ä!ier  Ciirven  n***  Ordm 
ein   r-faeb    unendliches   S 


System   von   ersten  Poi/rrt^n 
In  der  später  folgenden 
hierauf  noch  näher  eingel 

Von  den  Netzen   kau 
TOB  Curvensystemen^  die 
somit  bez.  eine  3 -fach,  ^ 
sentireu;  so  kann    man 

einem  Systeme    mit    ^  n  (r 
ein  System,  welches  dann 
umfasst.     Der  einfachste    i 
wird   dann    immer   durch    die    Gesammtheit  der  Curven  n^^^  Ordaa 
mit  \*n  {n  -|-  B)  —  r  gemeinsamen  Punkten  gegeben  sein,     Duali« 
entsprechend    wird    man    ferner    Curvensysteme    uiitersucben    mu 
deren  Linien coordinatengleichung  eine  gewisse  Anzahl  von  Paranie 
linear  enthäit     Es   ist  aber   bemerkenäwerth,   dass   einem   r-fach 
endlichen    Systeme    von   Curven  «**^  Ordnung  immer  ein  best 
I  i  n  (n  +  3)  —  r —  1 } -fach    unendliches    System    von    Gurvea* 
Klasse  zugeordnet  ist;   und  zwar  geschieht  dies  in  ähnlicher  W^ 
wie  einer  Linie  w  (d.  i.  einer  Curve  1**^  Ordnung,  also  n  t^  1  j  r 
vermöge  der  Bedingung 


(11) 


tlpT,   +  I/,,X2  +  %X3=0 


ein  1-fach  unendliches  System  von  Punkten  .r,  als  ,,mit  ihr  venunig 
gelegen"  beigesellt  ist.     Zwei  Curven 

aj'  =  0     und     tie"  =  0 

geben  nämlich  zu  der  simultanen,  in  den  Coefficienten  beider  Une 
luvarfautf*  ff,;'  V^mnlassung.      Fassen   wir  hierin    die   a  als 
die  a  als  Parameter  auf,  so   ivird  der  festen  Curve  a^c^  =  O  dun 
Gleichung 

ö««  =  0 
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n  (n  -f-  3)  —  1)  'fach  unendliches  lineares  System  von   Curven  n'^'' 
ais  j/nit  jener  Curve  vereinigt  gelegen^^  zugeordnet*) 
it    allgemeiner    ein     lineares    cx)'*- System    gegeben    durch    die 
imig: 

Ao«.-  +  A,  tf  ,"  +  ...  +  A.ö('V  =  0 , 

)t  es  ein  System  von  Curven  n*"  Klasse  t/a"  =  0,  dessen  Indivi- 
die  r  +  1  Gleichungen 

fl„»  =  0 ,     öV  =  0 ,  ...  ör<'-^„«  =  0 

digen,  welches  somit  in  der  That  noch  von  ^w(m  +  3)  —  r  —  1 
irlichen  Parametern   abhängig   ist.     Dies  System  nennen  wir  mit 
ersten  in  vereinigter  Lage  befindlich,**)     Umgekehrt  ist  natürlich 
iser  Weise  auch  mit  einem  Systeme 

ige  der  r  +  1  Gleichungen  a^^i/*  =  0  ein  System  von  Curven 
■  0  in  vereinigter  Lage.  Sind  insbesondere  die  a^^')  nicht  Sym- 
von  Formen  «^(o",  sondern  Coordinaten  wirklicher  Punkte,  so 
i  die  Curven  des  Systems  «x*  =  0  wirklich  durch  diese  Punkte 
irch;  in  diesem  Falle  hat  also  unsere  Bezeichnung  eine  unmittel- 
geometrische  Bedeutung.  Eine  solche  kann  man  jedoch  im 
meinen  bisher  nicht  angeben;  nur  für  Kegelschnitte  ist  die  Be- 
ng  .der  Bedingung  Oa^  =  0  bekannt  (vgl.  p.  295).  Bei  ver- 
*  gelegenen  Kegelschnitten  muss  man  streng  unterscheiden^ 
er  in  Punktcoordinaten^  welcher  in  Liniencoordinaten  gegeben 
sgesetzt  wird,  denn  diese  Curven  sind  von  gleicher  Ordnung  und 
9,  und  der  Invariante  A^^^  stellt  sich  sofort  die  andere  A^22 
tisch    entsprechend    gegenüber    (p.    289).     Ist   für   n  =  2    ins- 


Man  kann  die  Co3£ficienten  einer  Curve  n^er  Ordnung  als  selbstständige 
lerliche  arj,  Xf,  ...  (Coordinaten)  in  einer  Mannigfaltigkeit  (Baum)  von 
-f-  3)  Dimensionen  auffassen;  dann  entspricht  jedem  Punkte  dieser  Mannig- 
eü  eine  Curve  n*«'  Ordnung  und  den  mit  ihr  vereinigt  gelegenen  Curven 
aase  die  (4  «  («  +  3)  •—  l)-fach  unendlich  vielen  Ebenen  («^  =  0),  welche 
den  Punkt  hindurchgehen.    Den  linearen  Mannigfaltigkeiten  verschiedener 

welche  durch  das  Schneiden  verschiedener  Ebenen  «^  =  0,  »^  =  0,  ... 
urch  das  Verbinden  verschiedener  Punkte  entstehen,  entsprechen  dann  die 
i. Büschel,  -Netze,  ...unserer  Ebene  und  die  mit  ihnen  vereinigt  ge- 
a  Gebilde. 

)  Bosanes  gebraucht  a.  a.  0.  dafür  das  Wort  conjugirt  (vgl.  die  Anmerk. 
t95)i  för  entsprechende  Untersuchungen  bei  binären  Formen  vgl.  femer 
Anhaiz:  üeber  ein  Princip  der  Zuordnung  algebraischer  Formen,  Crelle's 
l,  Bd.  76. 

bteb,  Yorlenmgen.  25 
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besondere  1=2^  so  liegt  mit  einem  Kegelschnittnetze  ein  ebe 
2 -fach  imendüchea  System  von  Kegelschnitten  ,,em  Kegehchniitge 
vereinigt;  und  beide  Systeme  stehen  dann  in  niannigfacheti  in 
santeü  Beziehungen  zu  einander.  Wir  werden  hierauf  noch  be 
Curven  dritter  Ordnung  zurückkommen.  -—  j 

Die  in  einem  Netxe  auftxetanden  Parameter  können  wir  au< 
Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  auÖassen.  Bezeiclineu 
dieselben  demgemäss  mit  y^,  y^^  y^,  so  ordnet  die  Gleichumi 
Netzes :  rffeH 

jedem  Punkte  y  eine  Curre  ffi*®'  Ordnung  und  jedem  Punkte  a 
gerade  Linie  zu.  Man  kann  dann  entsprechend  der  Steiner' 
Curve  einen  Ort  der  Punkte  y  angeben,  denen  Cunren  mi£  Doppel] 
entsprechen;  und  den  Doppelpunkten  derselben  werden  Currei 
zwei  Doppelpunkten  zugehören,  ebenso  wie  in  einem  Netze  yoö  i 
Polaren  (p.  369),  Man  kann  ferner  überhaupt  CurTeosji 
betrachten ,  die  durch  eine  sowohl  in  den  x  als  in  den  y  hom< 
Gleichung  von  der  Ordnung  m^  bez,  n  in  den  ^  und  y: 


i 


dargestellt  werden.  Es  entspricht  dann  jedem  Funkte  jt  eine  ( 
n***,  jedem  Punkte  y  eine  Curve  w*"^  Ordnung,  Wir  erwähnei 
einen  auf  sie  bezüglichen  Satz*),  welcher  als  Erweiterung 
Chasles'schen  Correspondenzprincips  (vgl.  p.  210)  für  das  te 
Gebiet  zu  betrachten  ist,  und  der  für  gewisse  Abzahlungen  o: 
ähnlicher  Weise,  wie  jenes  nützlich  sein  kann. 

Sind  nämlich  zwei  Curvensysteme  der  erwähnten  Art  gegelH 

m       n  m'     n* 

f  (^';  y)  =  0     und     q){x,  y)=0  , 

so  entsprechen  jedem  Punkte  x  der  Ebene  a  =  nn  Punkte  y 
Schnittpunkte  der  beiden  ihm  durch  f  =0  und  9)  «=»  0  zugeordi 
Curven,  und  ebenso  jedem  Punkte  y  der  Ebene  a^=^mm  Punkt 
wir  fragen  nach  solchen  Punkten  x,  die  mit  einem  der  ihnen 
sprechenden  Punkte  y  zusammenfallen.  Setzen  wir  demnach  x 
in  den  Gleichungen  /*=0,  g?  =  0,  so  erhalten  wir  die  gesu< 
Punkte  (Coincidenzpunk(e)  als  die  Schnittpunkte  der  beiden  Cur?< 

m      ti  m'     n' 

f  {x,  x)  =  0 ,     9?  (x,  x)  =  0  ; 
ihre  Zahl  ist  also  gleich 

*)  Vgl.  Salmoirs  üeonietry  of  three  dimensions,  second  editiOD,  1065,  ] 
oder  p.  556  im  2.  Tlieile  der  2   Auflage  von  Fi  edler 'a  Bearbeitung.  Leipzig 


ilgemeine 


arven. 


(m  +  n) (m'  -f  n)  =  mm'  -\-  nn  -\-  mn  +  nm 

jron'+Mm'  gesetzt  wird.     Die  Zahl   ß  ist   hier  gleich  der 
der  Curve,  welche  ein  Punkt  ij  beschreibt,  wenn  .v  uuf  einer 
n  fortrücki     Die  Gleiehtmg  dieser  Curye  ergibt  sich  näiBlich^ 
m  wir  in  f^^  0,  <p  ==  0 

len  und  X  eUminiren;  das  EliminatioDsreaultat  ist  aber  dann  gerade 
der    Ordnung    mn  -\- nni     in    y.      Von    derselben  Ordnung   ist 
Irlich   die  Curve,  welche  jc  durchläuft,  wenn  y  eine  Gerade  be- 
leibt 

Definirt  man  die  Zahl  ß  in  dieser   Weise    geometrisch  ^   so   gilt 
iz  von  der  Zahl  a  -^  a  -\-  ß  auch  noch,   wenu   die  a  bez»  a 
nicht  als   das   vollständige  Schnittpunktsystem   zweier  Curven 
Ubar  sind^  was  immer  eintreten  muss,   sobald  a  und  a    Prim- 
en   bedeuten.     Wir  können   den  Satz   aber  noch   allgemeiner  üuh- 
f  wenn  wir  annehmen,  dass  für  alle  Punkte  einer  bestimmten 
e  Coincidenz  eintrete.     Wir  fragen  dann  nach  der  Zahl  der 
auf  jener    ^yCoimidenzcurve^^   gelegenen    Coincidenzpunkte   der 
ipondenz,  *) 

Es  mögen  also  einem  Punkte  x  a  Punkte  f/,  einem  Punkte  y 
l^onkte  X  entsprechen  j  es  sei  ferner  ß  die  Ordnung  der  Curve, 
die  zxx  X  gehörigen  Punkte  y  durchlaufen,  wenn  x  eine  Gerade 
ibi.  Letztere  Annahme  können  wir  offenbar  auch  so  aus- 
,  dass  auf  einer  beliebigen  Geraden  ß  Puuktepaare  existiren 
m  dass  immer  der  eine  Punkt  unter  der  Gruppe  der  dem 
entsprechenden  Punkte  ist.  In  dieser  Form  ist  ß  symmetrisch 
den  Ponktgruppen  x  und  y  abhängig;  ß  ist  daher  zugleich  die 
lunff  der  Curve,  welche  die  zu  y  gehörigen  Punkte  x  beschreiben , 
n  y  ati/  einer  Geraden  forirückh  Endlich  bezeichnen  wir  mit  y 
I  Ordnung  der  ^fioincidenzcurve^^  deren  Punkte  also  sämmtlich 
licidenzpunkte  sind,  und  mit  ä  die  Klasse  derjenigen  Curve,  deren 
geotan  einen  Punkt  x  der  Coincidenzcurve  mit  dem  ihm  unendlich 
ibbarten,  entaprechenden  Punkte  y  verbinden* 
^'ir  bestimmen  nun  zunächst  die  Ordnung  einer  Curve  AV,  die 
icm  Punkte  x  durchlaufen  wird,  wenn  seine  Verbindungslinie  mit 
ler  ihm  zugeordneten  a  Punkte  y  durch  einen  festen  Punkt  0 
Wir  verbinden   eu   dem  Zwecke   0  mit  den  Punkten  x 


.  Aitidebnung  de»  Satzes  gab  Zeuthen:  Comptes  rendiua^  Juni  1874, 
IJ,  da89  die  Correspondenz  durch  zwei  GleicliiitigeD  f^^^.  9  =  0 
Ut,  wird  eine  Coincidenzcurve  dadurch  eiitstehen,  dass  sich  für  di"  — ^ 
^  em  txt%^   derselbe  Factor  absondert 
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efner  beliebigen  GeraJen  w  flurch  Strahlen  w,  JedHin  solchen  ■ 
1/  entsprethen  dann  «'  Strahlen  Vy  welche  0  mit  den  a  teM 
Schnittpunkte  x  von  u  und  tr  gehurigen  Funkten  ty  verbinden,  I 
Linie  v  entsprechen  dagegen  ß  Strahlen  u:  die  VerbindungslinieJ 
mit  den  Schnittpimkten  der  Linie  w  und  der  Curve  von  der  Ordui 
welche  von  den  Punkten  x  beschrieben  wird,  w*enn  y  den  8t 
durchläuft.  Nach  dem  Chasles^schen  Correspondenzprincipe 
wird  es  nun  (a  -f-  /5)-mal  vorkommen,  dass  eine  Linie  u  mit 
entsprechen  den  Linie  v  zusammenfallt.  Von  diesen  Coincidenzstrife 
müssen  wir  jedoch  y  ausschliessen :  die  Verbindungslinien  von  ■ 
den  y  Schnittpunkt  der  Linie  w  und  der  Coincidenzcurvo;  deni^ 
solchen  Linie,  aufgefasst  als  Strahl  w.  entspricht  zufolge  der  De^ 
jener  Coincidenzcurve  ein  nnendlich  benachbarter  Strahl  v* 
auf  w  daher  a'  -{-  ß  —  y  Punkte,  deren  Verbindungslinien  mitl 
entsprechenden  Punkte  t/  durch  0  gehen»  d,  h.  die  gesuchte  Ol 
der  Curve  ^^  ist  gleich  a'  -^-  ß  —  y.  Ebenso  ist  der  Ort  der  Ptmki 
deren  Verbindungslinien  mit  einem  zugeordneten  Punkte  x  dH 
gehen  ^  eine  Curve  A'^  von  der  Ordnung  cc  -\-  ß  —  y.  ™ 

Wir  nehmen  femer  einen  zweiten  festen  Punkt  P  und  verbü: 
denselben  mit  den  einander  entsprechenden  Punkten  x  und  y, 
paarweise  auf  einer  durch  0  gehenden  Geraden  liegen,  bex, 
Linien  u  und  v\  Jede  Linie  u  sehneidet  die  zu  0 
Curve  Aj  in  a  ~{-  ß  —  y  Punkten  :r;  zu  jedem  der  letzteren 
ein  Punkt  y,  dessen  Verbindungslinie  mit  ihm  durch  O  geht^ 
jeder  Linie  u  entsprechen  a  -\-  ß  —  y  Linien  t/,  und  jeder  Lini 
in  analoger  Weise  a  -{-  ß  —  y  Linien  u\  Zwischen  diesen  iStiiil 
treten  daher  a'\-n-^2ß^2y  Coincidenzen  ein.  Von  letaeti 
Coincidenzstrahlen  entfallen  aber  ß  —  3^  in  die  Verbindung.<?linie 
Ö  .und  P,  denn  diese  enthält,  wie  jede  beliebige  Gerade,  ß  Pi 
entsprechender  Punkte  x  und  t/^  von  denen  iudes^s  y  in  die 
punktt'  von  w  mit  der  Coincidenzcurve  zusammenfallen.  Die 
bleibenden  cc  +  u  -\-  ß  —  y  Coincidenzen  geben  zufolge  unser 
struetion  die  Verbindungslinien  von  /'  mit  den  Coincidenzpunkl 
ursprünglichen  Correspondenz  in  der  Ebene.  Unter  ihnen  mi 
noch  die  d  Verbindungslinien  von  P  mit  den  ö  Punkten  der  Coi 
curve  enthalten,  welche  die  ihnen  zugehörigen  Tangenten  de 
definirten  Klassencurve  durch  O  schicken.  Es  gibt  daher  scUl 
a -{- a  ^  ß  —  y  — d  isolirt  liegende  Punkte,  welche  mit  ein^ 
ihnen  zugeordneten  zusammenfallen»     Wir  haben  also  das  Tfc 

Es  Hei  in  der  Ebene  eine  „Correspondenz*^  gegeben ,  pcrmü§e  i 
jedem  Punkte  x  u  Punkte  y  und  jedem  Punkte  y  a  Punkte  x  enkfrtt 
es  sei  der  Örf  der  hmkie  x  oder  ;/,  weiche  den  Punkten  einer  MM 
Geraden   entspreehcn^   von  der  Ordnmig   ß:    die   Corre.ifiondeHZ^^^ 
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incidenzcurve^^  von  der  Ordnung  y;  die  Enveloppe  der  Verhindungs- 
fn  der  Punkte  dieser  Curve  mit  den  ihnen  unendlich  benachbarten  zu- 
Eitrigen  Punkten  sei  von.  der  Klasse  S*):    Alsdann  gibt  es  in  der  Ebeue 

a  -^  a'  -^  ß  —  y  —  d 

tkie,   in  denen  zwei  entsprechende  Punkte  x  und  y  zusammenfallen 

mciäenzpunktej. 
Als  eine  Anwendung  geben  wir  den  Beweis  für  folgenden  Satz : 
Es  gibt  im  Allgemeinen  ^ 

(n-l)^  +  (n-l)(n-l)+.(//-l)^ 

nkiey  deren  lineare  Polaren  in  Bezug  auf  eine  Curve  n*'"  und  eine 
rve  n'*^  Ordnung  zusammenfallen. 

Sind  nämlich  /*=  «.r*  =  0,  9)  =  a^'*'  =  0  die  beiden  Curven,  so 
boren  zu  der  linearen  Polare  eines  Punktes  x  in  Bezug  auf  f  =0 
\  —  1)^  Punkte  x\  deren  lineare  Polare  diese  Gerade  in  Bezug  auf 
»B  0  ist;  wir  haben  also  a  =  {n  —  1)^  und  ebenso  a^=  (n  —  1)^. 
ur  Bestimmung  von  ß  bemerken  wir^  dass  die  lineare  Polare  eines 
imktes  X  in  Bezug  auf  /*  =  0  eine  Curve  (w  —  1)*<"  Klasse  umhüllt, 
tenn  x  eine  Gerade  durchläuft  (vgl.  p.  365).  Jede  Tangente  dieser 
Ibrre  ist  wieder  (n'  —  !)*•  Polare  von  («  —  1)^  Punkten  x  in  Bezug 
nf  ^  SS  0;  und  alle  diese  Punkte  x  bilden  dann  eine  Curve  der 
frdnung  (n  —  1)  (^'  —  !)•     Letzteres  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze: 

Wenn  eine  Gerade  eine  Curve  /ü'^'"  Klasse  vj*  =  0  umhüllt,  so  beschrei- 
m  ihre  (m  —  1)^  Pole  in  Bezug  auf  eine  Curve  a,^"*  =  0  eine  Curve  der 
rdnung  (i  {m  —  1).  Erhält  man  doch  die  Gleichung  der  letzteren 
nmittelbar;  wenn  man  in  ««/*  =  0  für  Ui  die  Werthe  ^/,^x"*~^  einsetzt. 

Wir  haben  also  in  unserm  Falle  ß  =  (n  —  1)  (n  —  l)  zu  nehmen; 
id  somit  ist  (da  y  =  d  =  0)  in  der  That  die  Zahl  der  gesuchten 
unkte  gleich: 

o  +  a  +  /J  =  («  -  1)»  +  (»  -  1)  {»'  -  1)  +  («'  -  1)*  . 

In  diesem  Falle  häiton  wir  die  gefundene  Zahl  auch  leicht  direct 

gebraisch  ableiten  können.     Setzen  wir  nämlich  /;=  ^-^  ,    9,  =  ~ , 

mCissen  fftr  die  Coincidenzpunkte  x  folgende  Gleichungen  bestehen : 

ler: 

A92—  9>l/'2—  ^* 

A^a  —  9^2/3  ==  ^ 

♦)  Wenn   für  die  Beziehung  der  beiden  benachbarten  Curven  y^«»'  Ordnung 
ine  besonderen  Ausnahmepnnkte  vorhanden  sind,  so  ist  ^  =  2y,  vgl.  p.  383. 


Vierte  Abtbeilung, 

Die  erstell  beiden  sind  je  von  der  Ordnung  n  —  \  -\-  n  —  I, 
en  also  (n  —  \  -\-  ri  --  Vf  gemeinsame  Losufigeii.  HieruDter  »ind 
aber  auch  die  (n  —  I)  (h' —  1)  Schnittpunkte  von  ^.^  i=  0>  /^^  = '*• 
durch  welche  die  Curve  f^fpi  —  ^^f\  =0  nicht  hindurchgeht,  Di© 
Zahl  der  gememmmen  Losungen  aller  drei  Gleichungen  ist  daher 

wie  wir  oben  fanden.*) 

Für  den  Fall  n  =  n  sind  die  resultirenden  3  (n  —  1)*  CoincidefiX- 
punkte  identisch  mit  den  in  dem  Büschel  / -f^  A  ^  =^  0  auftretendflo 
Doppelpunkten,  denn  die  Bedingungen  für  einen  solchen: 

fi  +  im-^ 

lassen  sich  nach  Elimination  von  k  eben  in  der  Form  schreihen: 


VL    Portsetzung.  —  Die  Methode  der  Oharakteristikei* 

Äusführlieher  sind  in  neuerer  Zeit   aolche  Systeme    von   Cur 
unteraucht,    die    noch   von  eirtem  willkürlichen  Parameter  abhi 
und  diese  Betrachtungen  haben    insbesondere    für   die    richtige 
faasung  der  Ausartungen  algebraischer  Curven  ^u  wichtigen  Resalt; 
geführt.     Wir   müssen   uns  jedoch  im  Folgenden  darauf  beschranli 
die  hierbei  zu  verfolgenden  (resiehtspunkte  zu  kennzeichnen;  nur 
den  Kegelschnittsystemen  werden  wir   etwas    langer   verweilen, 
betreten  hiermit  ein  Gebiet  der  Georaetrie,    d^s  in  neuerer  Zeit 
zu  einer  immer  vollständigeren  Disciplin  erhoben  hat  und  demge 
wohl  auch  als  die  ^^Geometrie  der  Anzahl'^  bezeichnet  wird,  — 

Ein   solches   System   von   einfach   unendlich    vielen  Curven 
sich  in  folgender  Form  algebraisch  darstellen:     Die  Coefficienten  dcf] 
beweglichen  Curve  der  Schaar  (f^O)  sind  algebraische,  nicht 
wendig  rationale  Functionen  eines  Parameters  X,    Ist  diese  Abi 
keit  eine  irrationale,   so  kann   man  die  Coefficienten  immer,  wie 
Theorie  der  algebraischen  Fiinetionen  lehrt,  raiional  durch  zivei  Pa 
meter  darstelleut  zwischen  denen  eine  algebraische  Gleichung  be 
oder  wenn  wir  noch  einen  Homogeneitätsfactor  einführen ,  als 
homogene  Functionen  gewisser  Ordnung  von  A, ,  JL^^  A^^  wo  \ 
A|,  L^^  hy  eine  homogene  Gleichung  besteht* 

Für  das  Curvensystem  sind   nun  besonders  xwei  Zahlen 
die  Charnkieristiken  des  Systems^  nämlich 


*)  Vgl.  über  iolche  Systeme   von  Gleichungeii:   B^lmeti- Fiedler: 
geometrie,  Bd.  2,  p   51Ö  ff,  ia  der  2,  Auflage,  18T4. 
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§§>,   die  Zahl  der  Curven  des  Systemes,  welche  durch  einen  boliebigen 

festen  Punkt  gehen,  und 
3^,    die  Zahl  der  Curven  des  Systems,   welche  eine  beliebige  feste 
Gerade  berühren*); 
und    z^?rar  reichen  diese  Zahlen  für  Kegelschnittsysteme  aus,   während 
bei  höheren  Curven  noch  andere  Zahlen  hinzutreten  (vgU  unten). 

Oie  Zahl  ^  stimmt^  wenn  die  Coefficienten  der  beweglichen  Curve 
nationEile  Functionen  eines  Paramoters  sind^  mit  der  Dimension  fiberein, 
^ti  der  letzterer  in  der  Gleichung  f=0  des  Systems  in  Punkt- 
'  n  vorkommt.  Di*.*  Zahl  v  wird  alsdann  im  Allgemeinen  die 
I  angeben,  zu  welcher  dieser  Parameter  in  die  Gleichung  tp  =-  ü 
»  Systems  in  Liniencoordinaten  eingeht ,  also  bei  Curven  n'*^'  Ord- 
^laich  2(i(w  —  1)  sein,  du  fp  vom  Grade  2  {n  —  1}  Iti  den 
_:  Junten  von  f  ist,**)  Es  kann  jedoch  eintreten  ^  und  wir 
Ma&en  im  Folgenden  solche  Vorkommnisse  im  Allgemeinen  voraus  — , 
■Ml  in  dem  Systeme  Curven  enthalten  sind,  die  eine  jede  beliebige 
Pnde  berühren,  indem  nämlich  eine  der  Curven  n^*'  Ordnung  z.  B. 
XL  eine  (w  —  2)**'  Ordnung  und  eine  doppelt  zahlende  Gerade  zeriallt, 
der  überhaupt  einen  mehrfach  zahlenden  Zweig  enthält.  Alle  solche 
Kurven,  welche  der  Gleichung  <p  =  0  identisch  genügen,  würden  unter 
nr  Zahl  2fi  (n — 1)  mit  einbegriffen  sein,  während  wir  unter  der 
Bftl  V  nur  die  eigentlich  berührenden  Curven  verstehen  wollen. 
^kuio  soll  /i  nur  die  Zahl  der  in  eigentlichem  Sinne  durch  einen 
^■ikt  gehenden  Curven  angeben,  ohne  Berücksichtigung  derjenigen, 
^m  etwa  einen  doppelt  zahlenden  Punkt  enthalten  und  so  in  gewissem 
^■ne  durch  jeden  Punkt  hindurchgehen:  Curven,  die  dann  freilich 
Hr  durch  die  Liniencoordinatengleichung  vollständig  darstellbar  sind, 
p  Eben  diese  Vorkommnisse  machen  es  für  die  algebraischen 
IkterBUchungen  nothwendig,  immer  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen 
^L  0  nnd  9  =  0  im  Äuge  zu  haben.  Bei  der  geometrischen  Betrach- 
^■g  erscheinen  diese  j^singulanm  Cwven^^  mit  mehrfach  zrihlenden 
^B^ffeti»  wenn  man  eine  allgemeine  Curve  allmählich  degeneriren 
^Kt.***^     Geht  man  dabei  von  der  Punktauifassung  aus,  Uisst  also  z.  B. 

^B  *j  l>i^f«  CharakteribÜken  wurden  von  Chaslee  Kuernt  eingeführt,  welchem 
^Krhiiupt  die  EntÄtebuDg  der  f^harttkifvistikentheorif  »u  verdaaken  ist.  Letzter« 
^Kd>>  irrntf  durch  de  Jonquierea,  Cayley,  Salinon,  Zeuthen  gefördert, 
^mt\  ler»  die  ÄUBammenfasaende  Arbeit  von  Cayley:   On  the  curve«,  wich 

^Kbij  u-  t'ii  condition»,  Philoa,  TrauBaction»,  LondoQ  1868,  vol.  158;  ferner  Sal- 
^Kb*»  Higher  plane  curvea  und  Cremona'ü  Einleitung  in  die  Theorie  der 
^Bibrmaaclieo  CurTen.  Einen  rollständigeren  Lite nitiirnach weis  findet  man  lioi 
^MldJ  a>  li.  0.  und  bei  Painvin:  Bulletin  dm  ecieoccä  matli.  t.  3,  p.  155. 
^V^  Auf  diese  Annahmen  beziehen  mch  die  ersten  Uiiterauchungen  von 
HtJobqUS^re«. 
\       ••*)  VgL  Beispiele  hiefür  auf  p,  843  und  p.  34ö. 
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sea  den  etwa  flchon  rorhaiideneii  Doppelpuukteii  oodi  eiiieji  we 
hiii^u treten^  oder  eise»  Doppelpunkt   ia  einen  Rückkelupiinkt  3fc 
gehen,  m  steUt  sich  bei  der  Limetmo&ssung  diese  BeduetifML 
dar,  dam  eieh  Ton  der  Cnrre  ein  einzelner  smS  ihw  Hegender 
eTentoell  mehrfach  zahlend,  ab^ondeii.    Einen  solchen  Pimkt|  in 
die  betreffeiide  Cürre  ak  ron  jeder  durch  ihn  gtli^ndeti  anderen  Cv 
berührt  anzcüehen  ist*!*  nennea  wir  einen  Alümmsekeiici  f§ommei 
Cbaeles).    Ebenso  werden  eich  einzelne^  eTentnetl  mdbifmch  mlü« 
Qerade  absondern   können ,  die  bei  der  Linienanffii^eiing  ftUdn  ml 
rücksichtigt  bleiben  würden  5  wir  bezeichnen  sie  als  ßrdm 
Di€9e    Anseinandersetztmgen   zeigen,    dass    es    2or   Be^mmting 
Zahlen  fi,   r  fOr  ein  System   ?or  allen   Dingen   noth wendig  i^, 
singuläreo    Curren     des    Sjslems    T0ilständig    -^u     kennen;     nnd 
Bestimmung  der  letzteren,    besonderB  der  Vielfachheit  etwa  aoftr 
der   Ordnungsgirahlen    and    KJasseo^eheitel ,    liegt    ineist    die    Batii 
Schwierigkeit, 

Wir  erläutern  diese  Verbältnisse   sonichst   an   den  ^^eheJmä 
sfjstemen.    In  einem  solchen  sind  folgende  singulare  Curren  ml 

1)  bei  der  Punktaufkäaung : 
Lmienpaar,  dessen  Doppelpunkt  dann  ein  Klassenseheitel  ist 
D&ppeiimie,  selbst    ein    Ordnongastrahl  ^    auf    dem    dann    tw4 

getrennt  liegende   oder  zusanimenfallende 
Scheitel  liegen; 

2)  bei  der  Linienauffaisung: 
Punktepaar j    deren  Verbindungslinie  Ordnungsstrahl  ist, 
Boppetpunkl ,  aelbst    ein    Elassanscheitel^    durch    den    zwei 

ts-ennte   oder  zusammenfallende   Ordnungsstrah!« 
gehen. 
Wir  bestimmen  zunächst  die  Zahl 

k  der  Torkommenden  Doppellinien 
7t    fj         „         „         Doppelpunkte. 
Durch  jeden    Punkt   einer    beliebigen  Geraden   gehen  j»  Carmen 
Systeme,  Yon  denen  jede  die  Gerade  noch  in  einem  Punkte  y  schneide 
ebenso  sind  jedem  Punkte  ^  ^  Punkte  x  auf  der  Geraden  zugeor 
wir   haben    also   2  ^   Coincidenzen.     Diese  entstehen  entweder  du 
Berührung  der  Geraden  mit   einem    eigentlichen   Kegelschnitte , 
durch   den   Schnitt   mit  einer   Doppellinie;   es  gibt  aber  v  eigenti 
berührende  Kegelschnitte^  und  also  haben  wir; 


*}  Eid  Klasien&cheitel  braucht  nicht  ia  einem  eingelnen  Tielfuchen  Pu 
%u  liageu«   wi«   In   dem   Beispiel ^   er  kann  an^h  auf  einem  rietfach 
Zweige  der  Curve  beUebig  liegen  (vg^l.  p.  417 ,  Ajinik,}, 
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5ge  dieser  Gleichungen  kann  man  die  Charakteristiken  ^,  v 
Systems,  wenn  dies  nicht  direct  gelingt,  mittelst  der  Zahlen 
bestimmen,  sobald  man  letztere  kennt;  und  auf  diese  Bestim- 
)en  beziehen  sich  besonders  die  Untersuchungen  von  Zeuthen. 
Iben  sind  noch  einfach  für  die  durch  die  sogenannten  Elementar- 
fungen  gegebenen  Systeme,  d.  h.  wenn  verlangt  wird,  dass  die 
[schnitte  durch  vier  Punkte  gehen  sollen,  oder  durch  drei  Punkte 
i  and  eine  Gerade  berühren,  etc.:  Systeme^  die  wir  kurz  durch 
ymbole 

(::).    CM).    (..II),    (.111),    (IUI) 
shnen  wollen.     Wir  stellen   in  der   folgenden    Tabelle   die    sich 
weiterhin  für  (i,  v,  X^  n  ei^ebenden  Werthe  zusammen: 


,  ^ 

V 

' 

n 

(tO 

1 

2 
4 

0 



4 

3 

(.♦.l) 

2 

6 
4 

(..II) 

4 

4 

(.111) 

4 

2 

6 

(IUI) 

2 

1 

0 

Die  Systeme  (::)  und  (||||)  sind  schon  in  der  Eegelschnitttheorie 
fhend  behandelt 

[n  Betreff  der  analytischen  Darstellung  des  Systems  (♦*♦!) 
rken  wir  Folgendes.  Die  drei  festen  Punkte  nehmen  wir  zu 
n  des  Coordinatendreiecks;  die  Gleichung  eines  durch  sie  gehen- 
Eegelschnittes  ist  dann 

femer  t/,-  die  Coordinaten  der  festen  Tangente,    so  haben   wir 
die  Bedingung: 


0 


^21 


^31 


"12 
0 


^32 


"13 

«23 

0 

«3 


0 


Entwicklung  der  Determinante  gibt  aber  gerade  das  Product  der 
Werthe,  welche  der  Ausdruck 


ich  Benutzung  der  Vorzeichen  annimmt.    Setzen  wir  also: 

«23  «'l  =  -^l^       «31^2  =  ^2^       «12  «^3  =  V^ 

t  die  Gleichung  des  Systems  (♦*.!): 


I 


(3> 


(4) 

In    den    Bfiteiii     nid    drei    haamfms^    ^A^^tm^    | 
dtijxh  dai  TcndmiiufeD  der  iMamhaa^b^    Bm  ^am  l^^^^~ 

mu  TQllsliiid%ei  Qiadrat  M^  m  lakÜ  jeda  Pmt  iuffLlI»  ebea 
«iick  jedtr  der  dm  Seholdi  ^h«  ifie  Z«U  ^  — f  b  dtf^  1 
IMw  Scidld  md  fie  Seknillpmkle  dv  dm  PiiinlwiHrii  l 

fiwIgB  G^taden;  jede  Seite  witd  dofdi  £e  TtfUidiapbue  > 
ihr  ]i«gi»dn  Sdkdtria  ntü  der  g^gnibaEfi^aiai  JUm  ds  E 
sa  eiller  Oarre  de»  Sjatefos  erginit.  DopfdlnKs  »d  nid 
{uadeii  r  ei  iet  daber  p  ^  4  und  1  ^  0;  m  der  Hiat  iondat  s 
BQdcmg  der  f  iiiii  im  hMKliiiiiirii||^tfiliiinR  kein  Faelor  ak 

Von  dem  Umrande,  dm  ^  drei  Ijmi6n|iaare  ab  Kegeli 
dep  BjwkEmm  doppelt  zu  zablen  sind,  kann  maii  skfa  aack  in  föl 
Weiie  rein  geoinelmeli  Becbensdiafk  geben.  Wk  Terfolgen  m 
wie  in  einem  finearen  Curr^u^aleiiie  em  EcgebckaSl  alknSI 
d&  Limenpaar  oder  Ponktepaar  HbergehL  In  mnem  Kimhd 
wir  on»  ein  liitieDpBar  offeob&r  dadordi  eoManden  denkeiii  t 
dem  einen  Wiiikelraaiue  ^  -^^  -  ^'  Z-^^r  '":  -  ^--  -^^^  :?icli 
enger  an  die  Gestalt  des  Linienpaares  anlegen«  nm  dann,  in  i 
Fortsetzung  ihrer  Bewegung,  nach  Erreichung  dieser  Grenzlag 
in  dem  andern  Winkelraume  wieder  von  demselben  zu  entferne] 
Linienpaar  wird  dabei  offenbar  nur  einmal  durchlaufen:  es  zal 
einfach.  Entsprechend  ist  es  beim  Punktepaare  in  einer  KegeL 
schaar  mit  Tier  gemeinsamen  Tangenten  (z.  B.  einem  con 
Systeme):  eine  Ellipse  zieht  sich  inmier  mehr  um  die  Punl 
Paares  zusammen,  bis  sie  schliessb'ch  die  zwischen  den  I 
liegende  Strecke  ihrer  Verbindungslinie  doppelt  überdeckt, 
dann  als  Liniengebilde  eben  durch  die  beiden  Punkte  (Elassens< 
dargestellt  ist.  Gehen  wir  zu  der  nächst  benachbarten  Curve 
so  ist  dieselbe  eine  Hyperbel,  welche  sich  an  die  beiden  von  d( 
Punkten  aus  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Zweige  der  ( 
eng  anlegt  und  so  diesen  Theil  der  Linie  doppelt  überdeckt. 
Fortschreiten  zu  weiteren  Curven  werden  dann  die  Zwei 
Hyperbeln  immer  steiler  gegen  jene  Doppellinie.  Das  Punkte] 
offenbar  wieder  einfach  zu  zahlen ;  es  bildet  eine  einfache  Durc 
läge  der  Curven  des  Systems. 

Anders  ist  dies  bei  dem  uns  yorliegenden  Systeme  (♦••!), 
Fig.  54  schematisch  veranschaulicht  ist.     Es  sind  hier   A,  B 
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jen  Punkte;  u  ist  die  feste  Tangente.    £inem  der  bezeichneten 
lare   (mit  dem  Scheitel  p)  nähert  sich  die  Hyperbel  9,   deren 


iweig  die  Linie  u  berührt,  während  der  andere  ihr  von  der 
Seite  her  unendlich  nahe  kommt.  Nachdem  das  Linienpaar 
k  ist,  tritt  die  Hyperbel  mit  ihren  Zweigen  nicht  bez.  in  die 
barten  Winkelräume  über,  sondern  geht  zurück  ^  indem  sie  die 
[er  Curve  ^  in  der  Figur  annimmt:  sie  verhält  sich  in  dem 
Systeme  gewissermassen  wie  ein  Rückkehrpunkt  auf  einer 
Ischen  Curve   und    muss    daher,    wie    dieser,   doppelt   gezählt 

ir  Darstellung  des  sich  selbst  dualistischen  Systems  (.  .||)  nehmen 
m  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  als  Ecke  (/(  =  0  des 
latendreiecks,  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  als  Seite 
.  Die  übrigen  Elemente  des  Dreiecks  bestimmen  wir  so,  dass 
[den  gegebenen  Punkte  harmonisch  zu  den  Punkten  u^  =»  0, 
,  und  gleichzeitig  die  gegebenen  Geraden  harmonisch  zu  X2  =^  0, 
^  sind.    Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  hat  dann  die  Form: 

^11  ^1*  +  2  a^i^X^tXz  +  2  0,3X1  0^3  +  «22  V  +  0^33  V  =  0 » 

,  :  a33  «1  c  eine  Constante  ist.  Ebenso  muss  in  der  Linien- 
latengleichung 


^^ii^tt  —  ^it* 


=  c 


it  sein,  und  das  Glied  mit  u^Ur^  fehlen^  was  die  Bedingung  gibt: 


^12  •  « 


13 


0. 


ler   Annahmen    a^^  *»  0,   a^^  "^^  ^   g^^^gt   also   den   gestellten 
mgen^  and  wir  haben  den  Satz: 


=  4. 

nie     M 
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Bm   i^es^M'hmiis^^^   mtü  zwid  fmten    Punkiem 
Tangenten  ist  rcdurtM^  d.  Ä.  zmtfniit  m  zwei  v6iii^  geiratnit  %flle 
Setzen  wir  nun  3t.  B.  «r,,  «=  0  und 

so  wird  die  Gtekkmip  de^  emm  %stems: 

(5)  l,  JT,*  +  i  1,  (em^^  +  ;«,')  +  2  i^x^a-,  =^  0^ 
wo  die  Bedingutig  lieetdtt: 

(6)  ^1  it  (<^  —  O  +  <^«?'^a*  =  0  * 
Durch  jeden  Ponkt  0  ~         )ch  zwei  Kegetschnttt« ; 
Systeitie   (j,^  =^  0-  e  (i  =^4,   und    wegi?n    der  l 
auch  f  ^  4     DftEW  wegen   (l):    Z  ^  5r  ^=  4, 
That  für  zerbllendü                          tniiss  die  Discriminmnt« 

verseil  winden.    Die  I  mgen 

fähren  aber  wegen  ^sgleichung  zu  demselben  Ee 

ISs  gibt  daher  in  jedem  der  beiden  SjBteme  nur  eine  Dop 
(j:,^  «=  0)  als  singulare  Curve^  die  Verbindungslinie  der  beiden  F 
und  dieselbe  zählt  in  jedem  Systeipe  (wegen  Aj*  =  0)  dopp€ 
Ganzen  also  yierfach  (A  =^  4).  Ebenso  gibt  es  einen  vierfach  ) 
den  Scheitel  (jt  =  4):  den  Schnittpunkt  der  beiden  gegebenen  Qi 
Von  der  Vielfachheit  der  singulären  Curven  können  w 
durch  eine  ähnliche  geometrische  Ueberlegung  Rechenschaft 
wie   bei   dem   Systeme  (**•!).    In  Fig.   55 a,   und  56«  sind  j 

Kegelschnitte  der  beid 
stemO;  in  die  das  Systesi 
zerfallt;  kurz  vor  unc 
nach  der  Grenzlage  dai^g 
welche  durch  die  Dop] 
AB  angezeigt  ist.  Die 
Systeme  unterscheiden 
wiemansiehty  dadurch, 
dem  einen  je  zwei  Cur? 


Fig.  55  a.  Fig.  56  a. 


*)  Dies  ist  evident,  wenn  man  die  beiden  festen  Ponkte  in  die  Krei 
fallen  l&sst.  Die  Kreise  des  einen  Systems  liegen  dann  in  dem  einen 
räume  zwischen  den  beiden  festen  Tangenten,  die  des  andern  in  den 
Winkelraume. 
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icr,  in  dem  andern  nicht  immer  in  vier  reellen  Punkten  schneiden. 
ih  den  Umstand^  dass  die  unendlich  flach  gewordene  Ellipse  sich 
t  wieder  in  der  oben  (p.  394)  geschilderten  Weise  zu  einer 
irbel  erweitert,  sondern  sogleich  in  eine  benachbarte  Ellipse  über- 
^  ohne  dass  also  die  unendlichen  Aeste  der  Doppellinie  von  einer 
idlich  flachen  Hyperbel  überdeckt  würden  ^  ist  es  hier  angezeigt, 
die  Doppellinie  zweifach  zählen  muss;  sie  verhält  sich  eben  wie 
Blickkehrpunkt  einer  algebraischen  Curve.  Ganz  dualistisch  ent- 
iliend  geschieht  in  den  beiden  Systemen  die  allmählige  Annäherung 
len  Schnittpunkt  C  der  beiden  gegebenen  Geraden  u,  v,  was  aus 
656  und  566  ersichtlich  sein  wird.    Die  Tangenten  der  Hyperbeln 


Fig.  S5». 


^   Punkten  Aj  B  nahern  sich  immer  mehr  den  Linien  AC,  BC, 
ttsprechend^  dass  in  ersteren  Figuren  die  Berührungspunkte  der 
immer  mehr  an  die  Schnittpunkte  der  Doppellinie  mit  u  und 
Bpnrücken.*)  — 

Die  Ton  uns  eingeführten  Charakteristiken  |ü,  v^  statt  deren  man 
n  der  linearen  Gleichungen  (1)  auch  A,  n  anwenden  kann^  werden 
Ton  fundamentaler  Bedeutung  durch  einen  von  Chasles  zuerst 
b  Induction  gefundenen  Satz.  Nach  diesem  ist  die  Zahl  der 
ibclmitte  eines  Systems  (fi,  v),  welche  noch  einer  fünften  Bedin- 
\  genügen,  inuner  von  der  Form 

lie  Zahlen  a,  ß  von  dem  Kegelschnittsysteme  vollständig  unab- 
jig    sind,    sich    vielmehr  allein   aus  der  Natur  der  hinzutretenden 

)  Darch  unsere  geometrische  Ueberlegung  ist  eigentlich  nur  entschieden, 
le  Yielfacbheit  der  betreffenden  Curve  durch  eine  gerade  oder  ungerade 
^efi^ben  wird. 
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BediDgung  bestmimeü.  Med  nennt  letztere  Zahlen  dther  dk  i 
teristiken  der  Bedingung,*)  Wir  beweisen  den  iricl]%m  1 
folgender  Weise. 

Für  die  Coefficienten  ^.^  der  PuBktgleidiiing  eines  E^eld 
seien  die  yier  Bedingirngsgleichnngen  i 

{7J  n,  =0,    TT,  =  0,    n, -0,     17^=0  I 

gegeben^  welche  den  Kegelschnitt  in  invariante  BesiehiiBgen  r 
Pankten,  Linien  oder  Curven  setzen.  Dadureh  ist  dann  ebii 
Schnittsystem  unserer  Art  festgelegt.  Wir  nehmen  an,  da^ä  dif 
Gleichungen  zußammen  mit  einer  fünften,  welche  in  den  Coefll 
des  veränderlichen  Kegelacbnittes  liöear  ist,  für  diese  Cgefßek 
verschiedene  Werthe  zulassen.  Alsdann  ist  ^  die  eine  Chaml 
des  Systems,  denn  die  Forderung,  dass  der  Kegelsehnil^ 
bestimmten  Punkt  enthalte ,  gibt  eben  eine  lineare  Gleichung 
a,k'  **)  Iß  Folge  dieser  Annahme  ist  nach  einem  bekamiten  S« 
Algebra  ^  von  dem  Grade  der  Gleichungen  TJi  ^^  0  in  den  a^  afa| 
und  zwar  ist,  wenn  g^  den  Grad  von  TT,  bezeiehiiet'  ' 


j 


Tritt  nun   zn  den   Gleichungen  (7)  statt  der  linearen 
chung  TT^  =  0  vom  Grade  g^  in  den  Oik,  so  wird  die  Zahl  der  | 
samen  Lösungen  aller  5  Gleichungen  gleich 

Unter  diesen  ^g^  Kegelschnitten  des  Systems  sind  aber  mc 
Weise   noch    zerfallende    enthalten,    welche   die    Bedingung  1 
identisch  erfüllen;  während  wir  nur  nach  der  Zahl   der  eigen 
Kegelschnitte  fragen,  die  den  gestellten  Bedingungen  genOgen. 
falls  ist  darunter  nicht  jedes  Linienpaar;  denn  alsdann  mfisste  ' 
Factor   («^^^  (= -^+ ^ii^2ti<'33)   enthalten;  und  wir   wollen 
irreducibel  voraussetzen.    Für  eine  Doppellinie  dagegen  versdi 
bekanntlich  die  linke  Seite  der  Liniencoordinatengleichong  f  = 
m  Ua'^  unabhängig  von  den  u;  es  wird  daher  Jede  in  unserm  S 
enthaltene  Doppellinie   der  Bedingung  TT5  =  0  genügen ,   soba 
Coefficienten  äf,A  in  TT5  sich  theilweise  der  Art  zu  Coefficienten 
Liniencoordinatengleichung  vereinigen  leisen,  dass  die  letzteren 
gen  in  TTr,  vorkommen.     Es  wird  dann  jede  der  X  Doppellinien 

*)  Vorausgesetzt  wird  dabei,  dass  die  hinzutretende  Bedingong  in  ( 
Weise  von  den  das  System  bestimmenden  Bedingungen  unabhängig  sei  (vgl 

**)  Es  kommt  also  nur  darauf  an,  dass  diese  Gleichung  linear  ist.  M 
daher  im  Folgenden  die  Bedingung,  dass  ein  Kegelschnitt  dorcb  einen 
gehe,  z.  B.  durch  die  andere  ersetzen,  dass  er  mit  einem  festen  Kegel 
w  »  =  0  in  vereinigter  Lage  (p.  385)  sei. 
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I  eine  L5simg  nnseres  Problems  zu  zählen  sein^  wenn  wir  mit  ß  den 
ppd  bezeichnen,  zu  welchem  TTg.  die  a,^  enthält  Bezeichnen  wir 
per  mit  a  den  Grad;  zu  welchem  die  Coefficienten  üiu  ausserdem 
pti  in  TTj  eingehen  (d.  h.  ausser  in  den  ane),  wo  dann'^) 

wird  die  Zahl  der  eigentlichen  Losungen  gleich 

^,/i-/JA  =  afi  +  /3(2ft-A), 

w^en  der  Gleichungen  (1): 

=  «fi  +  /Jv,  q.  e.  d. 

J3ei  dieser  Betrachtung  ist  zunächst  vorausgesetzt^  dass  die  Bedin- 
n^  =  0,  TTj  =  0,  TT3  =  0,  TT4  =  0  nicht  alle  durch  jede 
Doppellinie  erfüllt  werden.  Dies  würde  eintreten,  wenn 
2f  TT3;  TT4  selbst  auch  homogen  in  den  a,A  sind.  Alsdann  werden 
fUnflen  linearen  Bedingung  unendlich  viele  Doppellinien  genügen; 
unser  Resultat  bleibt  auch  dann  gültig ,  wenn  wir  unter  ft  die 
der  eigentlichen  Kegelschnitte  verstehen  ^  welche  einer  hinzu- 
;den  linearen  Bedingung  genügen.  Wird  letztere  durch  eine 
vom  Grade  ^5  =  «  +  2  /3  ersetzt,  so  ist  die  Zahl  der 
[eben  Lösungen  zunächst  wieder  gleich  ^^fi  (und  davon  ist  noch 
hl  /SA  abzuziehen).  Den  Beweis  hierfür  erbringen  wir  durch 
Satz,  der  zugleich  eine  andere  Verallgemeinerung  unserer 
nchtung  zur  Folge  hat;  derselbe  lautet: 
Wenn  ein  System  von  Gleichungen  (zwischen  einer  beliebigen 
von  unbekannten)  zusammen  mit  einer  linearen  Gleichung  ft 
zulässig  so  hat  dasselbe  zusammen  mit  einer  Gleichung  q^^ 
k$  iiq  Lösttngen;  und  zwar  gilt  dies  auch,  wenn  es  ausserdem 
prA  unendlich  viele  Lösungen  gibt,  welche  jene  lineare  Gleichung 
Me  Gleichungen  des  gegebenen  Systems  identisch  befriedigen, 
jZum  Beweise  denken  wir  uns  aus  dem  gegebenen  Gleichungs- 
die  Unbekannten  als  Functionen  9,-  q^^  Grades  dreier  homogen 
enden  Parameter  r,  s,  t  berechnet;  zwischen  denen  noch  eine 
e  Gleichung  0*^  Ordnung  besteht: 

<D(r,  5,  /)  =  0. 

I  Führen  wir  die  Parameter  dann  in  eine  hinzutretende  lineare 
iehong  ein,  so  geht  letztere  in  eine  Gleichung  V  =  0  von  der 
»  Ordnung  über,  gibt  also  mit  0=0  zusammen  g  a  Lösungen. 
len  aber  einfach  unendlich  viele  Lösungen  möglich  sein,  so  müssen 

^  Diese  Bedeutung  der  Zahlen  a,  ß  gab  Clebsch  bei  Gelegenheit  eines  im 
dgen  etwas  anders  angelegten  Beweises  für  den  Chasl  es 'sehen  Satz:  Math. 
den,  Bd.  6,  p.  1. 
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Vierte  AMheüiing. 


die  Functionen  <t>  und  M'  einen  Factor,  sagen  wir  r*"  Ordnung  J 
haben;  und  soll  dies  {Vit  Jede  lineare  Conabination  V  der  g?,  e^ 
so  muss  dieser  Factor  in  jeder  der  Functionen  (p*  enthalten  aeii 
selbe  Factor  wird  sieb  daher  von  jeder  Gleichung  9**"  Grade 
an  Stelle  der  linearen  tritt,  ^-fach  absondern.    Eine  solche  Imt  * 
zusammen  mit  0  =  0 

Losangen,  wo  nun  in  der  That  fi  ==  (q  --  r)  (c—  r)  die 

eigentlichen  Lösungen  von  0=0  mit  einer  linearen  Gleichung 
bedeutet  —  Diesen  Satz  bat  man  mir  an  Stelle  des  andern 
Zahl  der  gemeinsamen  Lösungen  von  5  Gleichnngen  zu  ht 
alsdann  behält  obiger  Beweis  im  Uebrigen  seine  Gültigkeit 
erkennt  man  aber,  dass  der  Chasles'sche  Satz  auch  för  ein" 
schnittsystem  gilt^  welches  nicht  durch  4  getrennte  BediiM 
gegeben  ist,  sondern  durch  ein  mit  4  Bedingungen  äqaivalentesfl 
von  mehr  Gleichungen  dargestellt  wird.  ^ 

Es  sei  noch  besonders  hervorgehoben,  dass  die  Bedingung  f 
gewisser  Weise  „unabhänffiff  von    dem  gegebenen  Sfj$teme^^  sein  n 
d.   h.   sie  darf  nicht  durch  die  Bedingungen  des  Systems  schon 
tisch  erfüllt  sein.     In  dem  Falle  müsste  man  durch   einen  Gi 
gang   zum   Verschwinden  aämmtlicher  Coefficienten  einer  Cc 
etc.    übergehen,    um   die  Natur    der   hinzutretenden    Beding« 
drücken  zu   können.     Dies  ist  z.  B,  der  Fall,  wenn  das  Kege 
System    eine  feste  Curve  nachmals  .beriibren  soll,  welche  J€ 
schnitt   des  Systems    ohnedies    schon    berührt.      Diese   Besck 
trifft  keineswegs  alle  Fälle^  in  denen  die  Elemente  der  Be 
den  bedingenden  Elementen  der  Curvenreihe  selbst  abhängen^ 
eben  nur  diejenigen,   die  nicht  mehr  durch  das  Verschwinden 
einzelnen  Invariante  ausdriickbar  sind,  —  Wir  haben  somit  den  Sa 

Unter  den  KegelschnHten  einer  Reihe  mit  den  ÜharakiefisUken  [ 
gibt  et  «ft  -(-  /5i>,  welche  einer  fünften  Bedingung  genügen^  u>Gtn  M 
durch  das  Vernchmnden  einer  invarianten  Bildung  vom  Grade  m  Ü 
Coefficienten  der  Punktgteichung  ^  vom  Grade  ß  in  denen  der 
gleichung  des  variabetn  Kegelschnittes  gegeben  ist. 

Durch     unseren     Beweis    sind    somit    die   Charakteriatike 
Bedingung    algebraisch    detinirt      För    eine    geometrisch 
Bedingung   ist  jedoch  die  Bildung  des  Ausdrucks  TT^  im  AUj 
nicht  bekannt;    und  es  bietet  sich   daher  zunächst  die   Aufg 
eine  solche  die  Charakterisiiken  a^  ß  in  anderer  Weise  zu 


*)  Einen  uideren  (wemger  kurzeu,  auf  Batracbtungea  fiber  das  Chi 
CorrespoQdetizprincip  beruhenden)  Beweis  gab  Halpbeo:  Bnll^tSfi  de 
mathdmatique  de  Fratice,  t  l»  1878»  p.  ISO, 
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n  kann  zu  diesem  Ziele  oft  einfach  gelangen,  indem  man  die 
ilen  r,  s  der  Kegelschnitte  aus  den  einfachsten  Systemen  (::)  und 
I])  für  die  Bedingung  irgendwie  direct  feststellt  und  dann  aus  den 
Eichungen 

a  +  2ß  =  rj     2a  +  ß  =  s 

md  ß  berechnet.  Wir  haben  z.  B.  gesehen  (vgl.  p.  375),  dass  es 
einem  Curvenbüschel  iw*«'  Ordnung 

2(ww+p—  1)  —  r 

nren  gibt,  welche  eine  feste  Curve  der  Ordnung  n,  vom  üeschlechte 
mit  r  Rückkehrpunkten  berührt.  Bezeichnen  wir  mit  k  die  Klasse 
Ber  Curve,  so  ist  nach  den  Plücker'schen  Formeln  (p.  351): 

2p— '2  =  A-  +  r  —  2w, 

i  somit  die  angeführte  Zahl  gleich 

2n{m—\)  +  k. 

X  das  Kegelschnittsystem  (::)  haben  wir  also,  da  m  =  2,  ft  =  1, 
«2: 

a  +  2/J  =  2;j  +  A-, 

ä  dualistisch  entsprechend  für  das  System  (||||): 

2a  +  ß  =  2k  +  n] 
iraos  man  findet: 

a  =  k  j       ß  =  fi , 

Die  Char akter isliken  a,  ß  für  die  Bedingung  der  Berührung  mit 
%ar  fegten  Curve  sind  also  bez.  gleich  Klasse  vnd  Ordnung  dieser 
rw*);  d.  h.  es  gibt  in  einer  Kegelschnittreihe  ((i,  v) 

Arft  +  nv 

^schnitte,  die  eine  feste  Curve  n''*'  Ordnung^  k*'''  Klasse  berühren. 

Ein  Beispiel  für  die  Bestimmung  der  Zahlen  a,  ß  aus  der  alge- 
lischen  Darstellung  gibt  die  Forderung,  dass  ein  Kegelschnitt  des 
items  die  Entfernung  zweier  festen  Punkte  harmonisch,  oder  all- 
neiner  nach  einem  gegebenen  Doppelverhältnisse  d  theilen  soll. 
id  Xj  y  die  beiden  Punkte,  so  haben  wir  die  Bedingung  (vgl. 
74): 

n,  =  ffx^V  (*  +  1)2  -  4d\  a^a,  .  b^by  =  0 , 

I  hierin  ist  a  =  2,  ß  =  Oy  da  eine  Umformung  von  TT5,  durch  die 
toren    {abu)   auftreten  würden,  nicht  möglich  ist.     Demnach  folgt 
Resultat 

*)  Man  kann  diese  Zahlen  nach  Chasles  auch  durch  Betrachtung  des  Ortes 
Punkte  ableiten,  deren  lineare  Polare  in  Bezug  auf  eine  Curve  des  Systems  zii- 
nenfällt  mit  ihren  linearen  Polaren  in  Bezug  auf  die  feste  Curve. 
l*baeh,  Vorleiongec.  *2G 


j|0K  Tierte  ÄbibeÜtiDg. 

In  einer  B^ihe   mit  den  ühorakteristiken  |*,  v  i}iht  ti  2  ft 
sc^miltej  welche  eine  gegebene  Sirecke  nach  gegebenem  Dapp^verhä 
iheilen. 

Eine  Ausnalime  tritt  för  d  ^  —  1  ein ,  dean  hier  wird  J] 
Ypllirtaiidigag  Quadrat: 

Ea  gibt  d&her  pt  KegelsehniUe^  welche  die  gegebene  SirecAe  h 
nkcli  iheilen. 

Für  8  =  -\-  \  kommen  wir  wieder  aaf  die  Bedingung  der  £ 
rung.     In  der  That  wird  _ 

wenn  u,-  die  Coordinaten  der  YerbinduDgalinie  von  x  und  g  sind 
also  ist:  «  ^  0^  ^  ^  1 ,  wie  es  sein  muss.  — 

Der  zuvor  bewiesene  Sats^  toq  Chasles  int  um  so  wieht%)e^ 
es  vermöge  deasalben  überhaupt  gelingt ,  die  Zahl  der  KegebeJ 
auKugeben^  welche  5  einzelnen  Bedingungen: 

n,  =0,  n,  =  o,  rT,  =  o*,   n,-o,  n,  =  o 

genügen ;  wenn  deren  CharakteristikeB 

bekannt  sind.  Diese  Zahl  nämlich  muss  nach  dem  Chasles'i 
Satze  linear  in  den  Charakteristiken  jeder  Bedingung  sein,  d.  h 
istj  wenn  p^  q^  r,  s,  ty  u  reine  Zahlenfacioren  bedeuten: 

+  sZa,a,ß,ß,ß,  +  tZa,ß,ß,ß,ß,  +  uß,ß^J,ß^  , 

wo  die  Summenzeichen  sich  auf  alle  verschiedenen  Yertauschungei 
Indices  1,  2,  3;  4^  5  beziehen.  Zur  Bestimmung  der  hier  vorkom 
den  Zahlenfactoren  betrachten  wir  specielle  Fälle.*)  Soll  ein  E 
schnitt  durch  5  Punkte  gehen,  so  ist: 

«j  a-  «2  =  «3  =  ^4  =  ^5  =  ^  » 

/*!  =  1*2  =  Ä  =  /'4  =  ft  =  0  7 

also :  Z  =  p  «=  1  . 

Kegelschnitte  mit  4  festen  Punkten  und   1  festen  Tangente  gibt 

Hier  ist  aber 

«1  =  «2  =  «3  =  «4  =  1 »     «5  =  0; 

ßl  '=^  ß2  =  ß3=  ß4=^7       /'s  =   1  » 

und  also :  Z  =  g  «=  2  . 

Endlich  gibt  es  vier  Kegelschnitte  durch  3  feste  Punkte  mit  2  f 

Tangenten.    Hier  ist 

*)  Man  kann  übrigens,  diese  Factoreu  auch  direct  aus  dem  Bildongsg« 
der  Zahl  Z  ableiten. 
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«j  =  «2  =  «3  =  1  ,     «4  =  «5  =  0  , 
/*!  =  ft  =  /'s  =  0 ,     /J^  =  /Jj,  =  1  , 
und  also :  Z  =  r  =  4  . 

^t  Pt    fi,    ^  müssen  u,  t,  s  wegen  des  dualistischen  Charakters  der 
Zahlen  a«-,  ßi  identisch  sein;  wir  haben  daher: 

^  =  4,    i  =  2,     u  =  J, 
und  somit  den  Satz: 

l>ie  Zahl  der  Kegelschnitte^'  welche  5  Bedingungen  TT,-  =  0,  bez,  mit 
4en  Charakteristiken  at,  ßi  genügen  y  ist  gleich 

^^^         +4  i:a,a^ß,ß,ß,  +  2  Za,ß,ß,ß,ß,  +        ß,ß^ß,ß,ß, . 

Wir  können  hiernach  sofort  die  Zahl  der  Kegelschnitte  angeben, 
kwelche  durch  eine  gewisse  Anzahl  von  Punkten  gehen  und  eine 
Igowisse  Anzahl  von  Gurven  berühren  sollen.  So  gibt  der  angefMrte 
[Ausdruck  die  Zähl  der  Kegelschnitte j  welche  5  Curven  berühren,  wenn 
unter  den  «,*,  ßi  bez.  Klasse  und  Ordnung  dieser  Gurven  ver- 
lien;  und  zwar  sind  hierunter  keine  Doppellinien  mehr  enthalten. 
gibt  also  (für  «i  =»  ßi  =  2)  z.  B.  3264  Kegelschnitte;  welche  5  gege- 
le  Kegelschnitte  berühren.  — 
Nach  Crem o na  kann  man  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  einfach 
idliche  Kegelschuittreihen  durch  die  zwei  Zahlen  fi,  v,  auch  zwei- 
unendliche  Reihen  durch  drei  Zahlen  charakterisiren ;  und  so  kann 
weiter  gehen  zu  drei-  und  vierfach  unendlichen  Systemen.  Eine 
f-Beihe  bedarf  dabei  aber  keiner  besonderen  Untersuchung  mehr^ 
Id  die  oo*—i^- Reihe  betrachtet  ist:  So  haben  wir  die  oo^- Reihe 
durch  Vorstehendes  erledigt.  In  der  That,  wenn  wir  mittelst 
die  Zahlen  a,  ß  durch  r,  s  ausdrücken,  so  können  wir  das 
lasles'sche  Theorem  allgemeiner  folgendermassen  aussprechen: 

Wenn  in  einer  einfach  unendlichen  Kegelschnittreihe  (bestimmt  durch 

getrennte  oder  untrennbare  Bedingungen)  fi  Curven  durch  einen  belie- 

Punkt  gehen  ^  v  eine  beliebige  Gerade  berühren  ^  wenn  ferner  in 

davon   unabhängigen   vierfach   unendlichen   Reihe  r   Kegelschnitte 

th  vier  beliebige  Punkte  gehen  ^  s  Kegelschnitte  vier  beliebige  Gerade 

ren;  so  gibt  es*') 


1 


^)  Für  das  vierfach  unendliche  System  würde  man  zunächst  5  charakteristische 
len  haben,  nämlich: 

r-(::),       «-(.M),      .'-(:||),      t^  =  (.|||),       *  =  (llll). 
nei  von  ihnen  kann  man  jedoch   durch    die    beideu    andern    ausdrücken;    mau 
iet  analoge  den  Gleichungen  (S): 

«  — «o  +  4jJ— 2r,        w  =  4a  +  2p=2Ä,         »,  =.  J  « -f- 4 /J  =  4  (r  -f- .s) . 

•JG* 


4M  Viert«  Abtheilubg. 


Mßffehc/miite  f  weiche  gleichzeiiig  beiden  Curvenreihen  angeh/ßten. 

Für  ein  zweifach  unendliches  Kegefechnittsystem  i  da»   m^h  ij«ird 
drei  getrennta  Bedingungen  (3  D)i 

ni  =  o,  r\^  =  o,  n,  =  0 

bestimmt,  ist  nach  uosereui  allgemeinen  Satze  (9)  die  Zahl  der  Corf 
welche  durch  zwei  Punkte  gehen: 

Q  ^  C.  *,  3  /?)  =  ff,  et,«,  +  2  Zff,  ff, (Sa  +  4  ^ff,^,A»  +  4  ^.^^^^ 

die  Zahl  derjenigen,  welche  zwei  Gemde  berühren: 

T  =  (II,  35)  =  ß.ß^ß,  +  2  Z/5,185«.,  +  42:^,«,«,  4-  4«,«,«,, 

die  Zahl  derjenigeu,  welche  durch  einen  Punkt  gehen  und  eine  Öei 
berühren: 

Hieraus  findet  man  aber  die  Zahl  (fl)  wieder  in  der  Form: 

(10)  (5  B)  =  ff,ff,  ,  e  +  i^iß,  +  ^*^r.^  ■  ^  +  ßiß,  ■  1^  ^ 

Z^/(?Ä^  Zahl  se(zi  sich  aho  line&r  am  ^,  0,  r  zusammen ^  Dasselbe 
aber  auch,  wenn  das  System  durch  3  untrennbare  Bedingungd 
definirt  ist,  sowie  auch,  wenn  die  beiden  hiuzutretendeu  Badinguogli| 
untrennbare  sind,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll*)  Es  sei  eine  iwi 
fach  unendliche  Kegekchnitireihe  mit  den  Charakteristiken  p,  tf*  I 
gegeben  und  eine  dreifach  unendliche  mit  den  Charakteristiken  • 

;•-(.*., 2ä).     s  =  (:|,2Z?),    /  =  (.(|.2ß),     «  =  (111.  -'^ji 

Wir  fragen  nach  der  Zahl  der  beiden  Reihen  gemeinsameö  Curveö-  ' 
Zunächst  scheiden  wir  aus  der  ersten  Reihe  ein  einfach  unetiil 
liches  System  abj  indem  wir  die  Curven  betrachten,  welche  diud 
einen  festen  Punkt  0  gehen;  aisu  eine  Reihe  mit  den  CharaktensÜACl 
(>,  0.  Von  den  Curven  der  letzteren  wird  ein  fester  Kegelschnitt  | 
in  vier  beweglichen  Punkten  geschnitteji»  Durch  je  drei  dieser  S<eiiiii^ 
punkte  können  wir  r  Kegelschnitte  der  gegebenen  oo^^- Reihe  I^al 
Es  wird  demnach  in  unserem  oo^ -Systeme  eine  endliche  Zatl  toi 
Curven  geben,  für  welche  eine  dieser  zugehörigen  Curven  der  afiJ( 
Reihe  auch  noch  den  vierten  Schnittpunkt  enthält;  und  xwar  i*t  fi 
Zahl  dieser  durcli  f/  gehenden  Kegelschnitte  der  oc^  -  Reihe  nach  4^ 
obigen  G  h  a  s  1  e  s  sehen  Theoreme  gleich 

p  ^ff9  +  ^<y, 

wo  die  Zahlen  of,  ß  nur  von  den  das  oo^-System  detinirenden 


*)  Die«  Lemerkie  Cre moua^  Compte^  rendu^,  L59,  p.  176.     Einen  vott  ( 
dei  Textes  venachiedeDen  Beweiä  ^b  Halphen:  a    ii    0»  p.  233, 
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Dgen  abhängeu;  uud  jedem  dieser  fi  Kegelschnitte  ist  dann  eine  Curve 
r  oo^- Reihe  zugeordnet.  Die  Werthe  der  Zahlen  a,  ß  selbst  haben 
r  nicht  weiter  nothig.  —  Ferner  ist  durch  eine  beliebige  feste 
ngente  aus  der  gegebenen  oo'- Reihe  eine  oo* -Reihe  mit  den 
arakteristiken  <y,  r  ausgeschieden;  und  in  ihr  muss  es  wieder  nach 
tn   Chasles'schen  Theoreme 

V  =  aö  -{-  ßr 

^elscbnitte  geben  ^  welche  den  Kegelschnitt  J^  in  vier  Punkten 
^ffen,  durch  die  auch  eine  Curve  des  oo'^- Systems  hindurchgeht. 

Das  Resultat  dieser  Ueberlegungen  können  wir  auch  in  folgender 
»rm  aussprechen:  Es  gibt  in  der  gegebenen  zweifach  unendlichen 
agelsclmittreihe  eine  einfach  unendliche  Reihe  mit  den  Charakteri- 
iken  §iy  v,  deren  Curven  einen  festen  Kegelschnitt  in  vier  Punkten 
effen,  durch  welche  noch  eine  Curve  einer  dreifach  unendlichen 
eihe  hindurchgeht,  und  dieser  Reihe  Äj  ist  Curve  für  Curve  durch 
isere  Construction  eindeutig  eine  andere  B.^  zugeordnet,  welche  in 
ner  dreifach  unendlichen  Eleihe  enthalten  ist.  Wenn  es  uns  nun 
dingt,  die  Zahl  der  Curven  in  der  einen  Reihe  zu  bestimmen,  welche 
ft  den  ihnen  entsprechenden  der  andern  zusammenfallen,  so  haben  wir 
■mit  zugleich  die  gesuchte  Zahl  der  Kegelschnitte  gefunden,  welche 
en  heiden  vorliegenden  zwei-  bez.  dreifach  unendlichen  Systemen 
igleich  angeboren.  In  ^|  wird  es  eine  unendliche  Anzahl  von 
[egelschnitten  geben,  welche  eine  beliebige  Gerade  so  schneiden,  dass 
wäi  der  entsprechende  Kegelschnitt  in  R^  durch  einen  dieser  Schnitt- 
«nkte  hindurchgeht;  und  zwar  ist  die  Zahl  dieser  Curven  wieder 
lach  dem  Chasles'schen  Theoreme 

die  Zahlen  /,  ä  nur  von  der  Reihe  Ä29   d.  h.  von  der  cc*^- Reihe 

Igen.     Hierunter  sind  auch  die  2  fi  Kegelschnitte  enthalten,  welche 

\  je  fi  durch  die  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  /{  hindurch- 

Schreiben  wir  also  y  für  /  —  2,  so  wird  die  Zahl  der  für  uns 

ibaren  Lösungen 

=  y/i  -^  Sv  =  ag  -{-  ba  -{-  CT . 

fader  dieser  Kegelschnitte  hat  dann  aber  mit  seinem  entsprechenden 
i  Punkte  gemein,  fällt  also  ganz  mit  ihm  zusammen.  Damit  ist 
BMcr  Satz  bewiesen;  denn  die  Zahl  y^  -\-  dv  ist  linear  in  9,  a,  r. 
Im  endlich  noch  die  Coefficienten  von  p,  a,  r  in  dem  Ausdrucke 
»|i-j-  Sv  zu  bestimmen,  betrachten  wir  insbesondere  die  durch  (♦*•), 
5|);  (♦11)^  (III)  bestimmten  oc-^Reihen.     Für  sie  haben  wir  bez.: 


4fl$  Vwfte  ähaHOamf. 

p=l,     ff  =  2,    r==4, 

p  =  2,    ff  =  4,    T  =  4, 

p  =  4,     ff  =  4,     r  =  2, 

9  =  4,    *=s2,    r=l; 
nnd  «laher  zur  BeetimmaDg  Ton  «.  Jk,  r  die  vier  Gleicliungeu ; 
r  =  (.'.,2*)=     fl4.2A  +  4i: 
*  =(:|    ,  2J?)  =  2«  +  4ft  +  4* 
/  =(.|l,  2^  =  4«4-4ft  +  2r 
U'^Q\\,2B)  =  4a  +  2b+    c. 

ITkraui  folgt  smnEehst  der  folgende  Satz,  den  man  mit  BCilfi'  ¥ofi* 
iuich  leicht  för  deo  Fall  Eweier  getreDnten  Bedingungen  irerificirl: 

Zunmhen   den "  Charakferiifiiken    dner    dreifach    nmudUchen 
sckniftrcihe  besieg  fmmer  dk  Meiäfim: 

f  II)  2  (,  • .)  -  3  (: I)  +  3  CH)  -  2(111)  =  «• . 

Aitä  den  aafgesteUtcn  Gleich ungen  ergeben  üteh  unter  Anweiiä 
ron  (11)  für  a^  hj  c  die  Werthe: 

4  a  ^2u  —  /,    4€^2r^s^ 
16/^^5s  —  6r  —  6if  +  5l; 

und  Bomit  hahen  wir  folgemlen  Sat^: 

£ßie  Ztihi  der  f^emein^^men  Curvcn  einer  dnreh  drei  ^ef  renn  ff  m 
tmfrennbnre  Dcdtn^unßen  gei^ebenen  tCef^trhehnit (reihe  mit  den  Chnraki^ 
stiken  q^  a^  t  und  einer  dnvon  tinabhtingigen^  durch  zwei  ^ef rennte  ^ 
mdrennhare  Bedmgunpen  gegebenen  Keffet sc hnit (reihe  mit  den  Vhnraktt 
itiken  r,  s^  /,  u  ist  gleich 

1(2  «  —  0  ,  ^  +  ^  (5*  —  6  r  —  6  w  +  5/)  .  <r  4-  i  (2r  —  #)  ,  f 

wo  zivischen  r,  s,  (,  u  die  Gleichung  besteht: 

2  (r  —  t/)  =  3  {s  -  /)  . 

Dieser  Satz  gibt  zusammen  mit  dem  von  Chasles  die  MM 
um  die  Anzahl  aller  Kegelschnitte  zu  bestimmen,  welche  beiiel 
gegebenen  Bedingungen  genügen,  sobald  man  die  Zahl  derjen^ 
kennt,  welche  ausserdem  durch  einzelne  Punkte  gehen  und  einid 
Gerade  berühren.  Diese  Sätze  reichen  jedoch  nicht  aus,  wenn  alh 
Bedingungen  von  einander  untrennbar  sind.  Handelt  es  sich  d 
nur  um  die  Zahl  der  Kegelschnitte,  welche  gegebene  Carren  i 
oder  mehrfach  berühren,  so  können  wir  auch  diese  Aufgaben  1 
Ilülfe  des  später  zu  erweisenden  „erweiterten  Correspondenxprinci 
von  Cäyley  erledigen.     Wir  geben  hier  nur  noch  einige  Beis^ 

Für  die  doppelte  Bedingung  der  Osculation  mit  einer  gegebei 
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re  der  Onlnung  n,  der  Klasse  A,  mit  r  RückkehrpuEkfceu,  w 
idetangenien ,  werden  wir  später  mit  Hülfe  jenes  Correspondenz- 
mpe  folgende  Zahlen  finden: 

a  ==3k-\'r  =  iin-\-w  gesetzt  ist:  ßie  Zahl  der  A'eg^elschnitfe, 
'Ar  eine  Curve  oscuiiren  und  ausserdem  emer  zweifach  unendlichen 
^  mit  den  Charakicristiken  p.  <y,  r  angehören,  ist  gleich  ^aa,  Ist 
lesondere  das  zweifach  unendliche  System  bestiramt  durch  die 
Ungung  der  dreipunktigen  Berührung  mit  einer  Curve,  deren  Sin* 
ariiäten  n,  k\  r,  w\  a  =  3 k'  -|-  r'  s=  3 w'  +  tv  sind ,  so  wird,  wie 
ler  gezeigt  werden  soll, 

^bi  also  a  {3a*  —  An  —  4*')  Kegehchnitte ,  tüelch  eine  Curve  n^*^" 
immff,  k*'"^  AlassCf  ,  .  ,  zweipnnktig  und  eine  Curve  n'^**^  Ordnung , 
ß^iaMse^  ,  ,  .  dreipunktig  berühren. 
Die  Zahlen  der  Kegelschnitte,  welche  gegebenen  Berülirungs- 
^Hgtingen  genügen^  lassen  sich  aber  nach  den  Untersuchungen 
Rken's  auch  direct  in  mehr  geometrischer  Weise  durch  Unter- 
bang  der  Äusnahmskegelschnitte  bestimmen.*)  Wir  müssen  uns 
oeh  hier  begnügen,  auf  diese  Methoden  ausdrücldich  hinzuweisen. 

Wenn  wir  uns  nunmehr  zu  den  entsprechenden  Untersuchungen 
Curi^n  beliebiger  Ordnung  zurückw^enden ,  so  drängt  sich  zunächst 
Frage  auf,  ob  der  Chasles*sche  Satz  über  die  Zahl  (a^ -|- /5i/) 
Cnnren  eines  einfach  unendlichen  Systems  auch  hier  gilt.  Wir 
ffden  sehen  j  dass  diese  Frage  im  Allgemeinen  zu  verneinen  ist^ 
amgleich  der  Satz  in  einzelnen  Fällen,  z,  B.  für  alle  Berührungs- 
dingnngen,  richtig  bleibt. 

Betrachten  wir  zunSLchst  ein  Beispiel:  es  sei  ein  einfach  unend- 
8  System  von  Curven  3,  Ordnung  gegeben;  und  jede  Curve  des- 
»oll  einen  Rückkehrpunkt  haben.  Es  mögen  ^  Curven  durch 
K  beliebigen  Punkt  gehen,  v  eine  beliebige  Gerade  berühren. 
Ilr  nehmen  wir  an,  dass  in  dem  Systeme  u  Curven  enthalten 
1^  die  in  eine  doppelte  und  eine  einfache  Gerade  zerfallen.  Wir 
■fehen  die  den  Gleichungen  (1)  entsprechenden  aufzustellen. 
Kiner  beliebigen  Geraden  haben  wir  eine  Correspondenz,  vermüge 
in  jedem  Punkte  x  2^  Punkte  ;/  entsprechen:  die  2ft  weiteren 
siittptmkte  der  durch  x  gehenden  Curven  des  Systems;  und  umge- 
rL     Die    4  fc    Coincidenzpunkte    dieser  Correspondenz  müssen  nun 

*    "'--Ttheiii    Nyt  Bidrag  til  Laeren  om  Syatemer  af  Keglesnit»  Kiobenhavn 
in   fraBjeÖ8t«»cher  UeberBctzungr   Noavelles  atmaks,    t.  6,  1866.    Vgl 
B&^a'A  luglier  plane  curve«^  p.  446  ff,  in  Fiedler's  reberBetzong. 
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gebildet  werden  durch  die  v  BerCdiruiigspurikto  imd  die  Schnittpunkt« 
der  Dop(ielljiiien  jeuer  zerfallenden  Ciirven  mit  der  Oemdeii,  Di«« 
kommen  aber  noch  die  aof  der  Geraden  liegenden  Spitzen  von  CurTen 
des  Systems,  deren  Zahl  c  sein  wird,  wenn  c  die  Ordmrng  der  too 
den  Spitzen  gebildeten  Curve  bedeutet;  und  zwar  zeigt  eine  näHere 
(sogleich  noch  anzustellende)  Ueberlegung,  dass  jede  dieser  Spitzen 
dreifach  ab  Coincidenzpunkfc  unserer  Cnrrespondenx  zu  zählen  ist^  m 
dass  mau  luit: 

(12)  4^  =  v  +  '^€  +  a\ 

und  entspreehrnd,  wenn  c  die  Klasse  des  Orts  der  Wenuetangenlei 
«  die  Zahl  der  in  einen  einfachen  und  einen  Doppelpunkt  ausart 
Curven  bedeutet: 

(13)  4r  =  ;*  +3r  +  ((. 

Man  sieht»  dass  ui  diesen  Gleich unj^en  neben  den  auch  bei  K 
schnitten  auftretenden  Zahlen  ,u,  i',  a,  a  (letztere  für  A,  ») 
die  Zahlen  r,  c  zu  berücksichtigen  sind;  ganz  ebenso  sind 
weiter  die  Zahlen  für  die  Klasse  der  von  den  Rückkehrtangenten 
hüllten  Curve  und  für  die  Ordnung  des  Orts  der  Wendepuiikle 
zuführen;  und  noch  mehr  Zahlen  treten  bei  Systemen  von  Cm 
höherer  Ordnung  auf,  Ueber  letztere  nun  hat  Zeutbeü  begon 
bis  zu  gewissem  Grade  allgemeine  Betrachtungen  anzustellen  **^ 
bezeichnen  im  FVdgenden  eiuige  seiner  Kesultate. 

Eine  beliebige  Curv^e  des  betrachteten  einfach  unendlichen  Sy=5i 
sei   von   der  Ordnung  n^   und  besitze  li  Doppel-,   r  Fiückkehrpu 
und  durch  obere  Striche  seien  der  Einfachheit  halber  die  dualistii| 
entsprechenden  Zahlen  bezeichnet;   also  durch  n    die  Klasse^   durch" 
die  Zahl  der  Düppeltangenten,  durch  r   die  der  Wendetangenten* 
unser   Curvensystem    werden    dann  nach   Zeuthen  zunächst   die 
genden  Zahlen  besonders  charakteristisch  sein : 

fi  die  Zahl   der  Curven,    welche  durch   einen  beliebigen   Pdi 

gehen , 
b  die  Ordnung  des  Orts  der  Doppelpunkte, 
c    „  fp  „       „       j.    Rückkehrpunkte, 

p  die  Klasse  der  von  den  Tangenteupaaren  in  den  Doppelpimi 
umhüllten  (üurve. 


*)  Eine  Curve   dritter  Ordnung   mit  Spitze   hat   immer   einen  Wendtp 
igt  also  zu  sich  selbst  dualifitisoh ;  v^l,  p.  35S. 

••J  Zeuthen:  Almindelige  Egenekuber  red  Syatemer  al'  plane  Kur%ftr 
AnveDd«lso   tu  Beste mmelae    af  Karakte ristJkerne  i  do  elementaere  Sj 
Qerde  Orden.  —  Avec  un  r^aumö  en  iVanvaia.    Abhandlungen  der  dS 
sellBchaft  der  WiaBeoBchaften,  Serie  V,  Bd.  10-,  1»7S,  —  Vgl.  auch  «ioi 
im  Bulletin  des  icience*  math^tnatiquefi,  t.  7»  1871.  p»  97. 
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q  dl©  Klasse  des  Orts  der  IlückkehrtaDgenteu, 
u  die   Klasse   der   Curve,    welche   durch   die  //  —  4  von   einem 
Doppelpunkte    aus  an   die    betreffende    Ourve   des   Systems  zu 
legenden  Tangenten  umhüllt  wird"*;, 
p  die  Klasse  der  Enveloppe  der  in  entsprechender   Weise  von 

einem  Röckkehrpunkte  ausgehenden  Tangenten, 
ar  die  Klasse  der  Envelui»pe  der  Verbindungslinien  zweier  Düppel- 

paukte, 
y  die  Klasse  der  Enveloppe  der  Verbindungslinien  eines  Doppel- 
punktes mit  einem  Ruckkehrpunkte, 
z  die  Klasse  der  Enveloppe  der  Verbind ungsliuien  zweier  Rück- 
kehrpunkte. 

lesondere   werden  in   unserm  Systeme   sogenannte  singulare  Curven 
Iten   sein,   d.   h,  solche,  welche  eine  Singrdarität  mehr  besitzen, 
eine  beliebige  üurve  des  8y8tems;  und  zwar  haben  wir  hier  zwei 
üMrn  von  smqvl^iren  Curven  zu  unterscheiden:    Eine   solche   entsteht 
weder  durch  Auftreten  eines  neuen  Doppelpunktes,  resp  Ausartung 
s  Doppelpunktps  in  einen   Ruckkehrpunkt,  oder  indem  (in  Folge 
speciellen   Natur  der  das   System  delinirenden  Bedingtingen)  sich 
mehr  fach  zählender  Zweig  (am  einfachsten  eine  Gera«  Je)  von  einer 
des   Systems  absondert.     Wir  setzen   nun    voraus,    dass  keine 
Vorkommnisse  der  Art  im  Systeme  eintreten ,  als  diejenigen, 
he  in   folgender  Tabelle  aufgeführt  sind.     Wir  bezeichnen  mit 
a,,  -4-  oTj  -j-  öj  die  Zahl   der  Curven,  bei   denen  ein  neuer  Doppel- 
punkt auftritt,  wo 
r^  die  Zahl  der  Curven  bezeichnet,  bei  denen  keiner  der 

den  Doppelpunkt  bildenden  Aeste  eine  Gerade  ist, 
^,  die  Zahl   derjenigen,   wo  ein  Ast  eine  Gerade  ist, 

iTj  die  Zahl  derjenigeUj  wo  beide  Aeste  Gerade  sind, 

ie  Zahl   der   (*virven,   bei  denen  ein  Doppelpunkt  in  einen  Rück- 
kehrjninkt  ausartet, 

Zahl  derjenigen,  bei  denen  ein  Riickkehrpunkt 
in  einen  Selbstberühruugspunkt  übergegangen  ist, 
wo  bei 

CurvoN    keiner    der   sich    berührenden   Aeste    eine 
Gerade,  bei 
y  Curven  ein  Ast  eine  Gerade  ist, 

die  Zahl    der  Curven,  bei  denen  zw^i  Doppelpunkte  zusammen- 
falleD, 

Die  Zahl   n*  —  4  ergibt  eich  daraus,    dass  die   erste   Polare   de»   Doppel- 
in ff:  '  Zweige  der  Grundcurve  benlhrt,  was  G  Schnittpunkte  ab- 
w&br              ^    einen   beliebigen  Punkt  der  Ebene  nur  2  Schnittpunkte  in 
loiipelpinikt  fallen. 


n  +  ri  '^'^ 


^0 
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(rfr)  die  Zahl   derjenigen,    bei   denen  ein  Doppel - 

kehriJiinkte  zusammen ftUlt^ 
(2r)  die  Zahl  derjenigen,  wo  zwei  Rückkehrpunkt«  zujgammeiiff 
(:\  ä)  die  Zahl  derjenigen    mit  5   zusammenfÄllenden   Doppelpi 

(dreifacher  Punkt), 
(2  fir)  die  Zahl  derjenigen^  wo  2  Doppelpunkte  und  ein  Rückkehi 

^zusammenfallen  j 
(d  2  r)  die  Kahl  derjenigen^  wo  ein  Doppelpunkt  und  2  Küekkehr| 

zusammenfallen. 
Es  mögen  endlich  dieselben  Biichstabeü,  versehen  mit  i 
f^triehetii  die  dualistisch  entsprechenden  Bedeutimgen  haben 
besondere  also  Ue^/eicbne  ^'  (wie  bisher  r)  die  Zahl  der  eine  be! 
Gerario  berOhrenden  Curven,  Die  Curven  (Srf)^  (dr)^  (-'") 
aber  eine  sich  selbst  dualiBtJBche  Biugukritati  d.  h,  es  besteh< 
Relationen ; 

(2rf)  =  (2rf%     (^r)  =  (rf'r)^    (2r)  =  {2r'), 

Der  Beweis  hierfür  kann  durch  eine  Grenzbetxachtung  erbracht  w 
wie  hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden  aolL    Ea  ist  ferner  aitc 

wie  man  aus  der  sogleich  mitrAitheilendeii  Tabelle  bestätigt* 

Die  verschiedenen  hier  aufgezahlten  singularen  Curven  finde 
n.   a.   0.   eingehend   discutirt,   besonders  auch   die  Art,   wie  sie 
Grenzübergang  aus  den  allgemeinen  Curven    des  Systems    ents 
Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Betrachtung  einiger  Beispiel 
Fig.  57  ist  der  Durchgang  einer  Curve  des  Systems  durch  eine 
y^  dargestellt;  während  Fig.  58  das  Entsprechende  für  eine  Cu 

Fig.  57.  Fig.  58. 


gibt.  In  beiden  Fällen  vereinigt  sich  ein  auf  der  Curve  c*"  Oii 
fortschreitender  Rückkehrpunkt  mit  einem  benachbarten  sehr  i 
gewölbten  Zweige  der  betreflFenden  Curve ;  und  natürlich  moss  di 
einem  Schnittpunkte  des  Orts  der  Spitzen  mit  der  von  den  Sji 
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SU  eingehüllten  Curve  stattfinden.  Es  gibt  jedoch  keineswegs 
ekehrt  jeder  dieser  Schnittpunkte  zu  einer  Curve  y  Veranlassung. 
ISO  stellen  Fig.  59  und  60  bez.  den  Durchgang  durch  eine  Curve 
id  durch  eine  Curve  {dr)  dar.    Im  ersteu  Falle  geht  der  Doppel- 

Fig.  59.  Fig.  60. 


akt  durch  die  Spitze  in  einen  isolirten  Punkt  über;  im  andern 
arteht  durch  Vereinigung  eines  Doppel  -  und  eines  Rückkehrpunktes 
le  Spitze  zweiter  Art.  In  den  Figuren  ist  mit  a  immer  die  üm- 
Oongscurve  aller  Curven  des  Systems*)  bezeichnet;  es  sind  ferner 
I  reellen  durch  Eintreten  einer  neuen  Singularität  absorbirten 
i|^l-  und  Wendetangenten  angedeutet.**) 

Für  die  singulären  Curven  a,  ß,  y  stellen  wir  in  folgender  Tabelle 
)  für  das  Folgende  wichtigen  Plöck er  sehen  Zahlen  zusammen, 
iehe  sich  mittelst  der  Plücker 'sehen  Formeln  sofort  aus  ihren 
ifimtionen  ergeben.  Es  sei  hier  nur  z.  B.  daran  erinnert,  dass  nach 
biehong  (8),  p.  351  durch  das  Auftreten  eines  Doppelpunktes 

2  (n  (n  —  1)  —  6)  -  4rf  -  6r  =  2  (n  -  6) 

fpeltangenten  absorbirt  werden ,  dagegen  nur  6  Wendetangenten. 
den  zerfallenden  Curven  a, ,  a^^  y^  beziehen  sich  die  angegebenen 
ilen  nur  auf  die  nach  Absonderung  der  betreffenden  Geraden  übrig 
ibenden  ,yBesfcurven'',  So  ist  a,  von  der  Ordnung  n  —  1  und  hat 
-(«  —  2)  Doppelpunkte;  denn  von  den  (n  —  ])  Schnittpunkten 
'  sich  ablosenden  Geraden  müssen  n  —  2  aus  den  Doppelpunkten  d 

•)  Ueber  die  liestimmung  der  Plücker*Bchen  Zahlen  dieser  Umhüllnngscurve 
Zeathcn:  Comptes  rendus,  t.  78,  1874,  p.  274  und  j).  a39. 
••)  Man  «ieht  so  insbesondere,  dass  eine  Spitze  zweiter  Art  (p.  336)  äqui- 
int  Mi  mit  einem  Doppel-,  einem  Rückkehrp unkte ,  einer  Doppel-  und  einer 
idetaogente.  Vgl.  auch  Salmon's  higher  plane  curv-es,  p.  56  in  Fi  edler 's 
tnetsmig.  —  Die  Linie  &,'  in  «Fig.  60  ist  eine  isolirte  Doppeltangente  der 
wmS. 
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entstanden  smn^  während  einer  als  der  oeu  hinzutretBude  Doppel 
7,11  wählen  ist.     Die  @o  gew^onuene  Tiibt*llt*  ist  folgende: 


Ordnung 

Klasse         Dopttdpunkte 

SpiUeu      DoppeltaDgeut«a 

In 

«0 

» 

n-2 

rf+l 

(T  _  2  („  _  2) 
d—  1 

d-j-a" 

r 
r 
»■ 

r-  1  ; 

d'-2(»'— 6) 

r 

«t 

»  — l 

n-2 

d'  _  2  («'  —  4) 

r' 

«J 

n— 2 

«'-2 

d'  _  2  («•  —  2^ 

ß 

n      1 

«'  — l 

d'_  („'  _  4) 

4 

r 

¥o 

N  —1 

d'_(B'_5)+2 

* 
r 

Vi 

n  -  l 

d-(«-3) 
rf  _  2  (b  -  6) 

r  — 6 

d'-(«_3) 

4 

r 

< 

n-2 

n 

d'+l 

d'  -  («'  -  2) 

«,' 

ti  —  2 

«'-  1 

d— 2Cn  — -tj. 

r-S 

r 

t 
«2 

n—S 

n   "2 

d  — 2Cb  —  2)  : 

d'  _  2  (M*  —  2) 

ß' 

»  - 1  ! 

n' 

d-(n—4) 
rf~(/i— 5)+2 

r  -2 
r-4 

d'— l 

* 
r 

y» 

»  —  1 

-' 

d'  +  2 

r- 

y: 

n  ~  l 

n  -  1 

d  —  (n  —  3)  i 

»■  -  1  1 

d'  —  («■  —  3j 

r" 

Mit  Hülfe  des  Cliasl  es  "sehen  Corresponiiensspriiicipij  kunnei 
nun  unter  Berüeksichtigmig  der  so  gefundenen  Singulantäteo 
Restcurven  eine  Reihe  von  Relationen  aufstellen j  denen  die  voi 
eingeführten  Zahlen  genügen,  und  welche  für  diese  Theorien 
hervorragender  Bedeutung  sind.  Diese  Zahlen  sind  also  keines 
von  einander  unabhängig. 

Wir  denken  uns  die  Coefficienten  der  Gleichung  einer  verä 
liehen  Curve  als  rationale  Functionen  zweier  Parameter  geg 
zwischen  denen  eine  Gleichung  besteht  (p.  390).  Nun  erlaubt 
lineare  Gleichung  in  den  Coefficienten  unserer  Annahme  nach  zusai 
rait  der  Gleichung  zwischen  den  beiden  Parametern  fi  Losunge 
letztere.  Die  Bedingung  der  Berührung  mit  einer  festen  Gerade 
welche  vom  Grade  2  (n  —  1)  in  den  Coefficienten  ist  (p.  279), 
daher  2  («  —  1)  /tt  Lösungen  erlauben.  Die  Liniencoordinatei 
chung  verschwindet  aber  —  so  können  wir  den  Inhalt  der  Plüc 
sehen  Formeln  aussprechen  —  zweifach  für  jede  durch  einen  Do; 
dreifach  für  jede  durch  einen  Rückkehrpunkt  gehende  Gerade. 
2  (n  —  \)  ^i  Berührungspunkte  der  Geraden  G  mit  Curven  des  Sy 
bestehen  daher  aus  den  fi'  eigentlichen  Berührungspunkten,  c 
Schnittpunkten  mit  dem  Orte  der  Doppelpunkte  (zweifach  zal 
und  den  c  Schnittpunkten  mit  dem  Orte  der  Rückkehrpunkte 
fach  zählend).  Dazu  kommen  endlich  noch  die  a  Schnittpunkt 
den  neuen  Doppeltangenten  der  Curven  «',  denn  jede  solche  D< 
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;cnte  ist  afizusehen  als  entstaudeu  durch  Vereioiguag  zweier 
ach  harten  Ciirvenaste  (vgl.  p,  346).  Wir  haVien  somit  als  Verali- 
einerting  der  Gleichungen  (12)  und  { Kj)  die  Gleichung: 

2(/i-l)^  =  ^'  +  2Z.  +  3c  +  a  , 
dualistisch  entsprechend: 

Wir     betrsrchten    ferner    die     folgende    Correspoutlenz     zwischen 

iUen    S   und  ij   durch  einen  beliebigen  Punkt  0.     Auf  einer  Linie 

l&n   b  Doppelpunkte   von  h  verscliiedeneu   Curven,    an   jede   der 

ieren    kann  man  von  0  aus  noch  n    Tangenten  t]  legen.     Jedem  % 

prechen  also  hn*  Strahlen  f/,  und  jedem  /;  oö'enbar  dyC  Strahlen  £, 

g  — J-  ?/  Comcidenzstrahlen  sind  andererseits  durch  die  u  bez.  ß 
ih  O  gehenden  Tangenten  der  Curven  u  und  ß  gegeben,  sowie 
6li  die  p  Tangen kn  der  Curve  p.  Von  letzteren  zählt  aber  jede 
|ielt;   denn  eine  Tangente  im  Doppelpunkte   schneidet  die  Curve 

zwei    verschiedene   Weisen  in   zwei  zusammenfallenden   Punkten; 

lal  insofeni  ein  weiterer  Schnittpunkt  der  Linie  durch  den  Doppel- 
iki  mit  dem  Punkte  desselben  Zweiges^  das  andere  Mal,  insofern 
aiii   dem  Punkte  des  andern   Zweiges  zuHammenfallt     Wir  haben 


in  analoger  Weise  findet  man: 

nc  +  rfi'  =  :\(f  -\-  V  -\-  y  i 

Soeben  wir  femer  die  Coincidenzen  der  CorrespondeuÄ  £^=^(äf —  1)  ^, 

(<f  —  1)  b^  welche  durch  die  Verbindungslinien  Ton  0  mit  einem 

[paukte  einer  Curve   und    diejenigen    mit   den    d  —  1    übrigen 

[paukten    derselben  Curve    bestimmt    wird,    so    haben    wir    die 

▼on  Doppelpunkten  zu  berücksichtigen,  welche  bei  den  Curven 

:h    die   neue   Dopptjltangente   zufolge    unserer  Tabelle   absorbirt 

^    und   zu    beachteu,    das»  jede  durch  0  gehende  Tangente  der 

%  zweimal  als  Coincidenzstratil  zu  zählen  istj  einmal  indem  man 

■   »n,  einmal  indem  man  von  dem  andern  auf  ihr  liegenden 

L'  ausgeht.     Man  findet  so'*}: 

ISe  Im  Texte  gegebeue  Bestimmung  der  ZakteLifactoreii   wird  man   uicbt 

Fllled  fiir  aU»ohit  Bireng  ansehen  dürfen.  —  Zur  genauen  (auch  analj- 

"V  '    reu)    Bestimmung   der   in   die    Cileicbungen   oiugetietjdeu    Zahlen- 

et  Zeuthen  die  ku  deu  airigultli'en  Curven  henachbiirt^ij  C\jrvcii 

pt   i^^inn   die   folgende   Hegel  an4     H'^nn  auf  einer  Germlen  ein  Funkt  { 

prtchender  Punkt  tj  in  einen  Punkt  d    zuKamme n fallen  ^    und  dabH^   Mobald 

'  rrrkf  H  unendtich  klein  wird,   die  Strecke  d  rj  proportional  zu  (<5£)^  wird^  m 

f  PMnkt  4  als  Coincidenzpimkt  der  Correxpandenz  ^fach  zu  tählen,  —   Vgl,  aucli 

Kttlit^ilrjag   desselben    im  BiiUetin   de.s  sriences  maUi.    t  5,    p.  186^    sovrie 

^lir«;  ßalltttiii  de  la  sociale  taatbemaüiiue  de  France^  t.  t«  p.  132. 
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(17)  2  (<f  —  I)  t  -»  2x  +  .(2  rf)  -I-  ß  (3  dj  +  3  (2rfr) 

+  («  -  6)  «;  +  («  -  4)  «,'  +  (« 
und  analog: 

(l8)2(r-l)c  =  2i  +  (2r)-(.3(d20+4«;  +  2<H-/i' 

oder  wenn  man  die  durch  0  gehenden  Strahlen  betrachtet-,  auf  j 

gleichzeitig  ein  Doppel-  und  ein  Rückkehrpunkt  liegt: 

(19)  rb  +  äc^y^  (flfr)  -^2{2dr)^Z  (d  2  r)  . 

Wir  fragen  ferner  nach  der  Zahl  der  Punkte  auf  einer 
durch  welche  eine  Curve  geht,    die  ihre  Tangente  durch   O 
Geht  nun  die  Gerade  durch  0  selbst,  so  liegen  ^  solche  Puut 
vereinigt,  und  ft'  andere  sind  durch  die  Berührungspunkte  der 
mit  Carren  des  Systems  gegeben.     Wir  haben  also  den  SatEi 

Der   Ort    der  lierührungq}unkte    von    Curvcn    des    Stjsfems 
Tangenten   durch  einen  fesien    Punkt  üt  von   der  Ordnuno   a 
fL -fächern  Punkte  in  letzterem). 

Durch  Betrachtung  der  Schnittpunkte  der  betrctl'undeu  O 
mit  einer  beliebigen  durch  0  gezogenen  Geraden  findet  man 
lieber  Weise  folgende  Sätze: 

Der  Ort  der  n  —  2  Schnittpunkte  einer  Curve  des  Stjstema 
ihrer  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Tangenten  tst  von  der 
(«'  -  2)  ^  +  («  -  2)  ^'. 

Der  Ort  der  « —  2  Punkte,  in  denen  die  Verbindungsii 
festen  Punktes  mit  einem  Doppeipunkte  einer  Curve  des  Si/fie 
Curve  noch  schneidet,  ist  von  der  Ordnung  ef /a  -f-  (/>  —  2)  h. 

Der  Ort  der  n  ^  2  Punkte,  in  denen  die  VerlnndungM 
festen  Punktes  mit  einem  Höckkehrpunkte  einer  Curre  des  %f/i 
Curve  noch  schneidet,  ist  von  der  Ordnung  r^  -\-  («  —  2)  r. 

Diese  Sätze  sollen  uns  zur  Aufstellung  weiterer  Gl 
dienen.  Zwischen  den  Strahlen  5  und  tj,  welche  durch  einen 
testen  Punkt  J'  gehen,  ist  in  folgender  Weise  eine  Correspo 
bestimmt.  Auf  jedem  Strahle  5  liegen  in  Folge  des  ersten  def 
ausgesprochenen  Sätze  ^  +  fi'  Punkte,  durch  welche  je  eine  Sil 
curve  geht,  die  ihre  Tangente  in  ihnen  durch  O  schickt.  Jede 
gente  schneidet  die  betreffende  Curve  noch  in  (n  —  2)  Pnnktei 
wir  mit  P  durch  Linien  i/  verbinden.  Jedem  |  entsprechen  so  (m 
.  (ft  +  K)  Strahlen  i^;  und  umgekehrt  jedem  ti  nach  dem  xwi 
(n'  —  2)  /A  +  (fl  —  2)  f*'  Strahle  i  Unter  den  |  +  ij  Coi 
strahlen  ist  aber  die  Linie  OP,  welche  von  ^'  Systemscunren 
wird,  (n  —  2)  fi-fach  zu  zählen.  Es  bleiben  also  {n  -}-  «'  — 
(n  —  2)  fi'  Strahlen,  welche  durch  0  gehen  und  eine  Curve  dea  8j 
je    iu    drei    zusammenfallenden    Punkten    schneiden,      B€atimiiil 


so  (M 

C^nJ 
reo  ■ 
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Zahl    andererseits   aus   den    oben  aufgestellten  für  das  System 
rakteristischen  Zahlen,  so  erhalt  man  die  Gleichung 

(I»  -  2)  ^'  +  (w  +  n  —  4)  f*  =  £:'  +  /^  +  2^. 

Analog  findet  man  mit  Hülfe  des  dritten  Satzes  für  die  Zahl  der 
welche  0  mit  einem  Doppelpunkte  einer  Systemscurve  ver- 
ond  in  ihm  die  Curve  dreipunktig  schneiden ,  indem  die  Linie 
hier  (/i  —  2)  ^-fach  zählt: 

(n  —  2)  «>  +  £//!=/;  +  3  (3  ^)  +  3  (2  dr)  -^-2{d2r)  +  («  — 6)  v 

+  (^-4)<  +  (n-2)a;; 
analog; 
(n  _  2)  ^  _j_  r ^  =  2  ^  +  (2  d  r)  +  4  (£/  2  r)  +  4  e?o'  +  2  «/  +  8  y; ; 

die  Zahl  der  Geraden,  welche  durch  0  gehen,  eine  Systemscurve 
Ihren  nnd  dieselbe  noch  einmal  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten 
tieiden^  indem  die  Vielfachheit  der  Linie  OP  hier  gleich  (n  —2) 

—  3)  ^'  zu  nehmen  ist: 

die  Zahl  der  Linien  ^  welche  0  mit  einem  Doppelpunkte  einer 
iemscurve  verbinden  und  letztere  ausserdem  noch  m  zwei  zosammen- 
mdeu  Punkten  sehneiden: 

(n  -  3)  [(;,  _  2)b  +  2rfM]=  li  +  4x  +  3j(  +  [rf  -  2  (n  —  6)]< 
+  \d-2  {n  -  4)]  a;  +  [d  _  2  (n  -  2)]  a,' ; 
analog: 

(«  —  3)  [(w  —  2)  c  +  2  r  ft]  =  i;  +  2  y  +  6  ^  +  (r  —  6)  a^' 

die  so  gefundenen  12  Gleichungen  (14)  — (25)  stellen  sich 
ebenso   viele  andere,  die  aus  ihnen  durch  Vertauschung  der 
lenen   tind  der  nicht  gestrichenen  Buchstaben  entstehen.     Mau 
«Ueseit  Gleichungen  mit  Hülfe   des  Correspondenzprincips  leicht 
eitere   hinzufügen;  z,  B.   findet  man  für  die  Zahl  der  Doppel- 
Ton  Systemscurven,    deren  Tangenten   eine  feste  Gerade   in  2 
Eöieafallenden  Punkten  treifen: 

2//  =  2  />  +  /5  +  2  (2  öf)  +  3  {är)  +  (^  2  r)  . 
ttft  sich  jedoch,  dass  nur  23  der  so  gefundenen  Gleichungen  von 
anabhäiigig   sind.     Man   kann   daher   23   der  Zahlen  ^,  fi\ 

r-lTi  /.   Pf  P^    ^*  9»    ^f  ^'f  ^f  ^'>   ^f  ^''  y^  y>   ^f  ^'^   ^of   *^u  «2» 

•     "'    ß.  ß",  n.  ru  n>  (2^),  idr),  C2r),  C3rf),   (ßd^),   i2dr), 

L  ,V>,    (if2r)   linear  durch  die  17  anderen  ausdrucken.     Die 

meliuiiK^en    treten    so  ge Wissermassen  für  Curvensysteme  höherer 
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sind  ai 

rtzäi 


Ordnung  an  die  Stelle  der  Plücker'acheii  Kormda,  welche  für  S| 
von  (xeraden  bez.  Punkten  (an  bez,  auf  einer  Curve)  gelten. 

Die  aufgestellten  Gleichungen  sind  selbstverstäudlicli  nicht 
anwendbar,  wenn  noch  andere  singuliire  Curven,-  als  die  vc 
genannten  im  Systeme  auftreten,  d.  Ii.  Curven  mit  mehrfach  zählen! 
Acsten.  insbesondere  solche,  von  denen  «ich  mehrfach  zahlende  Gen 
absondern.  Für  diese  Vorkommnisse  fehlt  es  jedoch  an  allgemeii 
Untersuchungen;  und  die  hier  auftretenden  Möglichkeiten  sind  ti 
verschieden  je  nach  den  Werthen  der  Zahlen  w,  d,  r.  Nur 
Fiille  w  =  3  und  «==4  sind  diese  Art  Curven,  vorausgeset 
das  System  nur  durch  feste  Punkte  und  Tangenten  definirt 
fiir  ,,EIementarsysteme'^),  eingehend  untersucht;  und  in  Folge 
Untersuchung  gelingt  es  dann  die  charakteristischen  iSablen  fkfj 
Eiemefititrsi/steme  der  Curven  driller  und  vierler  Ordnung  zu  bestin 
Die  von  uns  betrachteten  siogulUren  Curven  genügen  jedoch 
wenn  die  Curven  des  Systems  gezwungen  aindy  durch  mel 
i  («^  —  «  +  ^)  beliebige  Punkte  zu  gehen  oder  mehr  als  \  {n^  —  i 
beliebige  Gerade  zu  berühren.  Sollte  sich  nämlich  etwa  eine 
Gerade  absondern,  so  %vürde  eine  ICestcurve  der  Ordnung  n  —  2  üh 
bleiben;  und  diese  ist  schon  durch  ^  (/i  —  2)  (n  •-(-  1)  Punkte  bestinil 
Man  kann  also  in  der  That  höchstens  durch  +  [n  —  2)  («  -|-  1)  *\ 
=  \  {n^  —  n  +  2)  feste  Punkte  eine  Curve  n*"''  Ordnung  leg«?»- 
der  sich  eine  doppelte  Gerade  absondert.  Insbesondere  gilt 
ein  Sysiem  von  Curven  n'**  Ordnung  ohne  sinf/vliire  Punkte ^  dai 
i  l"^  —  «  +  "4)  A*'^  Punkte  und  2  n  —  3  andere  f/ediftf/unf/en 
ist    3ian  hat  hier  (n  >  2)^^*): 

n=n(n-r),     d' =  ^  n  (n  —  2)  (n^  —  9) ,    r*=3it(i» 

d  ^  r  =  0  ^  c  =^  a^  ^  a,^  ^=  ß  ^  y  =  a  ^^  ß*  =^  y  =^  0\ 
C2d)  =  {dr)  =  (2  r)  =  0  d)  =  (2  dr)  =  {d2  r)  =  Q , 
p  ^=  fj  .=^  u  ^=,  t^  =^  X  =  fj  ^^  z  =^  0\ 
und  fQr  die  übrigen  Zahlen  findet  man  aus  den  Gleichangeti  (14)^ 

**'  =  2  («  -  1)  .  ^  , 
ft' =2n(n— 2)(w-3).ft,     c'=3«(n  — 2)  .<*,    K=ß,=-3(ii- 
p  =  (n  —  3)  (2  n^  +  5«  -  li)  .  ji  .    >/  =  G{n-  \).^. 


*j  Für  Curven  S,  ürdnuug  wurden  diefio  Befitimmungon   täei  gleidi! 
giibeD  von  Zeutheu    (Comptes  rendua,   L  74;    19^    26  fevrier  et  Jl 
und  Maillard  (anf  anderem  Wege:  Recherche  des  caract^mtiquea  dei  tf 
elementairea    de   courbea   planes   du   troisi^me    ordre,     Th^ae    paar  b 
(1870)»    publice   eu    dt'cembre    187J);    für   Curven  4.   Ordnnni^    vod    2f 
Comptes  rendua,  t.  75,  p.  703  und  950;  und  in  ang.  diUiiscber  AbbAndii 

**j  VgL  uudi  de  Jonqui^res:  Crelk'a  Journal,  Bd«  Gf». 
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4:  (n  —  3)  (2ri«  —  8ii*  —  16  «*  +  96«^  _  40  n^  ^  196  n  +  90)  .^, 
1(11  -  3)  (ii-^  +  3  n^  -  28  n^  +  20  «^  -|-  76  n  -  40)  .  ^t 

3 ;3n*- 12«»+39/»-20)  .^ ,  l3^)=(fi-^3)(rt-4) (/i-5) («^+B;t-2! .ft, 
rr)=3{ii-3)(n-4)(/i^  +  6w-4).^,     (^r2r)=-6(w-3)  (3fi--2).^. 

Unsere  ain^lären  Curven  reichen  aber  auch  aus  für  die  Systeme 
Cur?en  dritter  Ordnung  mit  singurdrem  Punkte  («^=3;  d^{, 
0  oder  d^O,  r  =  \)  und  von  Curven  vierk>r  Ordnung  mit  drei 
gulilren  Punkten.  Wir  geben  jedoch  im  Folgenden  als  BeiBpiel 
noch  kurz  die  Untersuchung  der  Elementarsysteme  für  n  =  3, 
0,  r  ^  l  (also  auch  r/  ^  3,  tf  ^^0,  r  =  1),  wo  man  sich  von 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  auch  leicht  direct  durch  die  geo- 
rtrbche  Anschauung  überzeugt,  FAm  Curve  dritter  Ordrtung  und 
iClasse  kann  nur  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Tangente  des- 
p  oder  in  eine  Doppellinie  und  eine  einfache  Gerade,  oder  in 
dreifache  Gerade»  oder  in  drei  durch  einen  Punkt  gehende  Gerade 
larten, '^)  Die  letzten  drei  Ausartungen  hrmgen  aber,  wenn  man  nur 
li  die  auf  ihnen  möglichen  Klassenscheitel  in  richtiger  Weise  mit- 
1^^,  be^,  von  5,  4,  4  Constanten  ab;  sie  können  daher  in  einem 
von  Curven,  welches  6  von  einander  unabhängigen  Elementar- 
igen unterworfen  ist,  nicht  vorkomnicn;  und  ein  solches 
hüben  wir  zu  untersuchen,  denn  eine  allgemeine  Curve  dritter 
UBg  ist  von  9,  also  eine  solche  mit  Rückkehrpunkt  von  7  Con- 
-  ^«iH^-:r  Als  einasige  singulare  Curven  bleiben  daher  dic- 
hten, welche  aus  einem  Kegelschnitte  und  einer 
Die  desselben  bestehen,  d.  h.  Curven  y,  =  y^\  Unsere  Formeln 
—  (25/  reduciren  sich  dann  auf  die  folgenden: 

J  3  r  =  4  ft  ^  /i' ,       3  r'  -=  4  fx   —  fi , 
I  6  V  ^  7  /*  —  f'  ,      <3  t/  =  1  fi'  —  fi . 

Die  Zahl  y,  können  wir  nun  in  den  einzelnen  Elementarsystemen 

ht  direct  bestimmen;   und   daraus   lassen  sich  ^veiterhin  in  jedem 

/i,    ^'   berechnen*  —  Wir  beginnen  mit  dem  System   (3/;,  3^), 

Curven    durch    3  Punkte    (/?j,  p.^,  p^)    gehen    und    3   Gerade 


icberes  hiertSber  in  dem   betreffenden  Abschnitte  der  unten 

"f  Carveu  6.  Ordnung* 

Im  enien  Falle  nämUch  zäblt  der  Schnittpunkt  der  einfachen  und  zwei- 

.-  — 1^-    doppelt;  aitf  letsitt?rer  kann  daher  noch  ein  KIasBt?n«ch eitel  liegen 

p,  392);  auf  einer  dreifachen  Geraden  dagegen  können  noch  'S 

1>  1  L-  verthcilt  Hegen. 

1»^  .^^«--:.  27 


p 
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Cu  ^'ii  '3)  I^^^iihre^.     Dasselbe  ist  sich   selbst  dualisüseh,   wir 
tilao  jödenfalls  j 

(28)  ^  =  p\  ^ 

Ale  Curven  y^   haben  wir  folgünde  Arten  von  je  in  eine  i 
eine  C^  xerfaUeuden  Curven  zu  berücksichtigetn : 

1)  zwei  €,^  durch  /j,j  p,^^  p>^  und  den  Schnittpunkt  von  g^t  ^ 
g^  berühren,  zu  einer  C\  ergänzt  durch  ihre  Tängenti 
Schnittpunkte  von  g^,  g.^\ 

2)  vier  C,  durch  p^^  p^,  p^,  die  ^^  und  ^.j  berühren^  jeder  asu 
C^  ergänzt  durch  je  eine  seiner  Tangenten  in  seinen  84 
punkten  mit  g^-^ 

3}  zwei  Cjr  welche  die  Verbinduiigslinien  von  p^  mit  dem  Sc 
punkte  von  ^,  j  ^^  in  letzterem  und  ausserdem  g.^  berühre; 
durch  Paj  p^  gehen;  jeder  ergiinzt  zu  einer  C^  durch  jen^ 
bindungslinie; 

4)  acht   C.JJ   welche  durch  p^j   p^  gehen,  g^^  g-,  berühren  u 
80  schneiden^  dass  die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten 
p^  gehen*);  jeder  durch  diese  beiden  zugehürigen  Taogenl 
je  einer  €^  ergänzt; 

5)  die  dem  Falle  3)  dualistisch  entsprechenden  Curveni 

^}     w   ff         fs       ^}        n        n  jj       n  j? 

0  1}        tt         $f       ^}        ff         ii  j>  ff  ff        ■ 

Beachtet  man    in   jedem    dieser  Fälle    auch   die    aus   ihm 

Vertauschung  der  Punkte  /;,,  p^,  p^  oder  der  Geraden  g^,  g^,  § 

stehenden,  so  erhält  man  schliesslich: 

y^  =  3. 2  +  3. 4. 2  +  3. 3. 25}-3. 3. 8  +  3. 3. 2  +  3. 4. 24 

=  168. 
Aus  (26),  (27)  und  (28)  ergibt  sich  also  für  das  System  (ßp,  31 
^  =  ^'  =  168  ,    c  =  c  =168,    q  =  q=lG8. 

Für    das    System    {4  p,  21)    folgt  hieraus  sofort   ft' =  168 
wir  finden  durch  eine  der  obigen  analoge  geometrische  Ueberl^ 

yj  =  1 +  2. 2.2 +-4  +  4.  2  (4 +  2)+4. 4. 2  +  i^.  2.  2  +  ' 
=  141 . 
Für  das  System  {4  p,  21)  haben  wir  also  wegen  (26)  und  (2^ 
/i=114,    fi'=168,    c  =  9G,    c'  =  186,    ^=105,     ^' == 


*)  Es  gibt  8  Bolche  Curven,  da  die  Punkte  p,,  pf  and  die  Geraden  ^1, 
r,- System  mit  den  Charakteristiken  /li  «- 1/ «- 4  bilden,  und  weil  der  € 
Berührungspunkte  der  von  p^  an  die  Cf  des  Systems  gelegten  Tangente] 
einem  Satze  auf  p.  414  von  der  Ordnung  ft  + 1/  ist 
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Die    Zahl  ft  des  Systems  {ip,  21}  liefert  sofort  die  Zahl  (i'  des 
ems  (5p,  /).    Für  yy  dagegen  finden  wir: 


Yt 


2  +  5  (l  +  2)  +  5  .  2  .  2  +  ^^*  +  ^^  .  4  =  87 . 


das  System  {5p,  l)  haben  wir  also: 

_=60,    /=n4,    <r  =  42,    c'=132,    ^  =  51 ,    v' =  123  ; 

endlich  für  das  System  (6p): 

y,  =  6. 2+^2  =  42, 

Ii  =  24,^'  =  60,    £^=12,    c=T2,    y -=  18  ,    ./«66. 

Dieaelben  Zahlen -iu  umgekehrter  Keihenfolge  gelten  natürlich  für 
tieme  (2p,   4/),   (p^   5/),   (6/).     Hieraus  findet   mau   für   die 
der  Cur  VC  n   dritter   Ordnung   und  dritter  'Aiasse,    welche    durch 
fne  Funkle  gehen  und  gesehene  Gerade  berühren,  folgende  Werthe: 

0=    24,    (6/^,1/)=    60,    (5p,  2/)- 1-14,    (4p,3/)=168, 
f,4i)=168,     t2p, 50=114.     {l  p,6l)=   60,  (7/)=   24, 

Wenn  wir  nach  diesen  Betrachtungen  unsere  ursprüngliche  Frage 

der  Zahl  der  Curven  eines  einfach  unendlichen  Systems,  welche 

bcr    hinzutretenden    Bedingung    genügen,    allgemeiner   zu   erörtern 

ichen,   so  zeigt  sich,  dass  eine  algebraisch  erschöpfende  Behand- 

der  Frage    noch   wesentliche  Schwierigkeiten    bietet.      Wir    be- 

^         daher    nur    einzelne    Punkte,    welche    man    besonders    wird 

iitigen  müssen. 
Wir  denken  uns   das   System  algebraisch   dargestellt;    und    zwar 
wir,    wie    bei    den    Kegelschnitten    (p.   31W),    die    i  « («  +  3) 
ienten  der  Curve  als  Variable  an ,  für  die  uns  ^  n  (/<  -f-  3)  —  1 
iiiguiigeu  gegeben  sind.     Letztere  können  durch  ebenso  yiele  von 
1er     unabhängige    Gleichungen,     oder     durch     ein    System     von 
ercn    untrennbaren    Gleichungen    dargestellt    sein.      Die    Zahl    fx 
Iren   wir  als  die  Zahl  der  Lösuqgen,    welche  jenes  System   von 
llicl  zusammen   mit   einer    linearen    Gleichung    noch    zulässt» 

ng  ^^"   Grades   wird  dann    fj^i  Lösungen   liefern.     Aber 
letxtereti  können  Curven  enthalten  sein,  welche   die  Bedingung 
eh  befriedigen,  d.  h.  dieselbe  erfüllen,  ohne  von  den  die  Bedin- 
eiwa   bestimmenden  festen  Curven  uder   Funkten    abhängig    zu 
sondern  allein  wegen  der  Art,  in  welcher  die  Coefficienten  der 
rlicben  Curve   in  die  Bedingungsgleichung  eingehen;    und  die 
«otcher  Lösungen  ist  von  der' Zahl  </f*  abzuziehen.     So   kann 
?leii,  daes  es  im  Systeme  einzelne  Curven  gibt,  für  welche  zwei 
ilen   /l,    ß  des  Syötems  verschwinden,  ohne  dass  eine  dieser 

27* 
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Invarianten    für  eine  l>eliebige  Ciirve  des  Systems  Null   wärej 
ilann  würden  diese  (Jurven  auch  jede  Bedingung 

^TT,  +  ^n^  =  0 

identisch  erfüllen,  wenn  TTj ,  IT.,  irgend  welche  andere  Ful 
invarianten  sind^  die  von  den  Coefficienten  der  Sysiemseuri 
beliebigen  festen  Elementen  abhängen.  Oder  es  kann  im 
eine  Zahl  von  Curven  vorkommen,  für  die  eine  zugehörige 
identisch  Null  ist;  diinn  werden  diese  Curven  r-fach  £ähl€ 
Bedingung  erfüllen^  welche  die  Coeftieienten  «ru..,  der  verseil 
den  Form  zum  t*«"  Grade  enthält.  Man  erkennt  hieraus^ 
Begriff  der  singulären  Curven  bei  unserer  algebraischen  AnfCu 
folgendermaasen  allgemeiner  als  früher  hingestellt  werden  1 
Unter  einer  s  i ngulären  C tirve  des  Si/nfems  verstehen  wir  Jec 
desselben,  weiche  eine  InvarimUeneigenschaft  hat,  die  durch 
mehr  Gleichungen  dorgesleUt  wird,  und  die  äner  beliebigen 
Systems  tncht  zukommt.**)  Und  diese  Festsetzung  reicht  aus, 
man  unter  einer  singulären  Lösung  eine  jede  versteht^  welc 
gegebenen  Bedingung  genügt,  ohne  von  den  durch  diese  and  | 
dingungen  des  Systems  eingeführten  constanten  Elementen  abzü 

In  der  That  erkennt  man  leicht,   dass   alsdann  das  Ver 
simultaner     Functionalinvarianten     nicht     berücksichtigt     £U 
braucht.     Sollte  nämlich  eine   solche   (deren  Verschwinden  zi 
mehr   Bedingungen  äquivalent  ist)  Null  werden,  so  kann  die 
dadurch  eintreten,   dass  sie  für  eine  Jede  Curve  des  Systems 
und  dann  würde  eine  hinzutretende  Bedingung,  welche  die  Coef 
dieser  Functional invariante  homogen  enthält,  nicht  in  der  Wd 
den    Bedingungen   des   Systems   unabhängig  sein,    wie  wir  ea 
voraussetzen  (vgl.  p.  400),     Zweitens  kann  es   vorkommen, 
der  das  System   definirenden   Bedingungen  durch  einzelne  Ctil 
Systems    mehrfach    erfüllt   wird;    wie    an   folgendem   Bei^pield 
klar  werden  wird.     Wenn  alle  Kegelschnitte  aj^  ^  0  einer  oo^h 
einen  festen  Kegelschnitt  aj^  «^  0  berühren  sollen,  so  ver 
die  Tactinvariante  (p.  298): 

4  (^111^122  ^m  )  (^112^58«  ~    ^1«  )  ~^    (^111^212    —    ^113^ 

Dann   wird   eine  bestimmte    Zahl  von  Kegelschnitten  der 


•)  So  verschwindet  in  einem  Systeme   von  Curven  3.  OrdnnagJ 
punkt   für   alie   Curven    die  Invariante  ^—67^  (vgL  die  5,  ÄbtJ 
Vorlesungen);   und   für  die  im  Systeme  entbalteueo  Curveu  mit  Hflcl 
die  Invarianten  S,  7'  einzeln. 

**j  Curven  mit  einer  durch  eine  Gleichung  darstellbaren  luvafümfe 
können  selbstveratiindiich  nicht  als  siugidtlre  auilreteo  (vgL  p.  Bt9S} 
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le    Conre    oeculiren.      Für    diese    verschwindet   die    TactinYarianfce 
idratisch^,  indem  zugleich  die  3  Rdationeu  bestehen: 

ltcIi  alle  diese  Curven  wird   eine    hinzutretende  Bedingung^  welche 
[roh  das  V^erschwinden  eines  Ausdrucks  von  der  Form 


mitellbar  iat^  identisch  erfüllt  Es  geschieht  dies  aber  doch  nur 
irch  Beziehungen  der  Üarven  zu  gegebenen  festen  Elementen^  nteht 
irch  eine  Eigeuschaft  dieser  Curven  an  und  für  sich:  Solche  Vor- 
imn:ni!:»se  wollen  wir  daher  nicht  als  singulare  bezeichnen.  In  der 
würde  man,  wie  unser  Beispiel  lehrt,  andernfalls  schon  für 
'      ^  steme  nichts  Allgemeines  aussagen  können. 

1  lere   folgt   aus  unserer  Definition  der  singulären  (Jurveu, 

m  einem  Stjsfcme  mn  Curven  n'*"*  Ordnung  jede  Curve  ah  singulare 

Ann».     Es   wird   dies  recht  deutlich  an  folgendem  Beispiele. 

jede  Curve   des  Systems  wird  eine  Anzahl  absoluter  Invarianten 

p.  267)  Aj.  A^,  ...Ar  besitzen,  die  von  Curve  zu  Curve  ver- 

sicne    Weiihe  annehmen.     Stellen   wir  die  Forderung,   dass   eine 

ihnen,  etwa  A,  einen  bestimmten  Werth  A,  habe,   so  ist  dadurch 

nicht  dieser  Werth  für  alie  Systemscurven   derselbe  ist)  eine 

ite   Zahl   von   Curven    festgelegt.     Für    eine  jede    von    diesen 

damii  aber  auch   die  übrigen   absoluten  Invarianten  bestimmt« 

Leb^re  mögen  für  eine  der  Curven  folgende  sein: 

ist  diesö  Curve  singulär  in  Bezug  auf  jede  hinzutretende  Bedin- 
von  der  Form: 

(A,  —  ;i, » n,  +  (A,  -  vj  n,  +  ^  ^  *  +  (a.  -  a.)  n.  ^  o . 

|ctöe  Curve  in  Bezug  auf  eine  hinzutretende  Bedingung  singulär 
oder    nicht,    hängt    hiernach    wesentlich    von    der    letzteren   ab 

lem  natürlich  von  den  Bedingungen  des  Systems). 
m^j  t>/crfi  nun  das  Auftreten  singxtfärer  Vurven  durch  die  Natur  der 
t  n  des  Si/stems  beffrimdei  wetden  kann ,  davon  mag  man  sieh 

iritJj£<^liie  Frdle  in  folgender  Weise  eine  Vorstellung  bilden.  Eine 
■uläre  Curve  sei  durch  das  Verschwinden  einer  Fuuctionalinvariante 
■CMler  eines  Systems  von  solchen)  ehanikterisirt.  Das  entsprechende 
■am  von  Gleichungen  möge  ^  w  (w  -f-  ^)  ~^  •'^'  einzelnen  Bedingungen 
^ — *"•'•  fein,  so  dass  es  überhaupt  .v-fach  unendlich  viele  C„  gibt, 
rr,  Nnil  ist.  Wir  haben  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
können  sämmtliche  das  System  definirenden  Bedingungen  die 
Icie&ieo  von  IT,  enthalten.     Dann  wird  ihnen  zunächst  durch  die 
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ganze  ac'- Reihe  von  Cn  identisch  genügt.  Man  wird  aber  nur] 
Carven  dieser  Art  als  C'urven  des  vurliegenden  so^-Systems  aul 
welche  aus  anderen  Ciirven  dieses  Systems  durch  Grenzöb 
abgeleitet  werden  können,  wie  schon  bei  den  Kegelschnitten 
wurde  (p,  399),  Zweitens  kann  es  vorkommen,  dass  nur  eine 
der  \  n  {n  4-3)  —  l  Systemsbedingungen  durch  jede  Ourve 
wähnten  cc** Reihe  identisch  erfüllt  wird.  Dann  erhalten 
endliche  Anzahl  der  letzteren,  welche  gleichzeitig  dem  oo^-S 
angehören,  wenn  jene  Gruppe  äquivalent  mit  ^  n  (« -f*  3) — ^ 
Einzel bedingungen  istj  denn  dann  wird  durch  die  Gruppe  der  13 br 
Systemsbedingimgen,  äquivalent  mit  ä  Einzel  bedingungen,  eine  endl 
Zahl  von  Curven  bestimmt,  für  welche  die  Functionalinvariaiitd 
verschwindet.  Dies  sind  dann  singnliire  Cürven  unseres  oo*-SjS 
in  Bezug  auf  jede  hinzutretende  Bedingung,  welche  homogen  AI 
Uoeflicienten  von  TT,  ist.  " 

Für  eine  bestimmte  hinzutretende  Bedingung   ist  nun    die 
der  verschiedenen  Arten   von   singulliren   Curven  eine  endliche, 
dieselbe  kann  nur  von  den  Coefficienten  einer  endlichen  Ana 
Fnnctionalin Varianten*)    abhiingen.      Nehmen    wir    an,    sie 
(jrade    r,    in    den    Coefficienten    einer    Functionalinvai-iante 
Coefficienten  der  letzteren  seien  vom  Grade  «y,  in  den  Coeffici« 
der  Gleichung    der    veränderlichen  Curve  n**'  Ordnung    des  Sy^ 
und  in   der   ßedingungsgleichung  seien  die  ( 'oeffieienten  a  nc 
oft««   Grade  enthalten,    ohne    sich    zu   Coefficienten    einer    ¥\xt 
invariante   der   €n  zusammenziehen   zu   lassen;    so  wird  der  Gl 
grad  q  der  Bedingungsgleichung  gegeben  durch 

^  =  ß  +  2:0,  r» . 

Seien  ferner  li  Curven  vorhanden^  für  welche  TT,  identisch  Nul 
so  ist,  wenn  ft  Systemscurven  durch  einen  beliebigen  l'unkt 
die  Zahl  der  St/s(emsrurven ,  weiche  die  gestellte  BedinQuny  m 
tisch  erfüllen'*^): 

=  q^i  —  Zl,T,  =  ttpt  4-  Z(ö,f^  —  A,)  r», 

die  Summe    ausgedehnt  Über    die  Indices  aller  Functions 

♦)  Ob  jedoch    7A\   der  Cn  überhangt    ein    endliches   System    von    F« 
invarianten  ciifitlrt,    dorcb  die  sieb  alle  anderen  ganz  und    rational 
(p.  21I)|  koramt  hier  zunächbt  nicht  in  Betracht 

•*)  Dabei  ist  jede  r-fach  wählende  Curve  der  Art  filr  r  vertcJiiedci^ 

♦**)  Bei    dieser    Betrachtung   verfahren    wir   uneymnictrisch ,    iud«il 
8y»tcm8cur\'en  nur  ak  Punktgebilde  auffa«öcn.     Es  wird  eich  dies«  Un 
wiP  oben  bei  den  Kegelßchiiitt«ygtettien,  im  Fiesultate  verm/igfe  der  tv 
Zahlen  ^^  x^  und  den  %u  ihnen  dunlietifichin  beatehend^ü  Relmiionen 
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Jlf,  deren  CoefficieDten  in  der  gestellten  Bedingung  vorkommen*  Es 
eo  hier,  annlog  den  Verhältnissen  bei  Kegelsehnitisystenien ,  die 
Kien  Uf  <fi^  r,  nur  von  der  gestellten  Bedingung,  die  Zahlen  ;i,  A, 
lor  Ton  dem  gegebenen  Sjstenie  ab.  Man  wird  aber  nicht  behaujiten 
»Iflrfen.  dass  es  für  Jedrs  Curvensystem  eine  bestimmte  Anzahl  von 
wichen  Zahlen  A,  gibt.  Dies  erhellt  schon  aus  dem  oben  über  die 
oluien  Invarianten  Gesagten;  allgemeiner  aus  folgender  üeber- 
Bp,  Es  sei  eine  singulare  Curve  des  Systems  durch  dais  Ver- 
riuden  einer  Reihe  von  Functionen  TT,  bezeichnet  Zwischen  den  TT, 
anderen  Functionen  P,  können  dann  (eventuell  in  Folge  der 
henen  Bedingungen  des  Systems)  solche  Relationen  bestehen,  dass 
clizeitig  mit  den  TT,  immer  die  P,  verschwinden »  ohne  dass  sich 
eh  <Ke  P^  direct  rational  und  gan^  tlurch  die  TT,  ausdrücken  liessen. 
tritt  dies  z,  B*  ein,  wenn 

die  0»  in  Folge  der  Bedingungen  des  Systems  verschwinden  mögen. 

lurch    die   betrachtete  singulare   Curve   ist    dann   jede    hinzutretende, 

Coeflicienten  von  P»  enthaltende  Bedingung  identisch  erfüllt,  ohne 

letztere  die  Coefficienten  der  TT,  selbst  enthielte.     Es   würde   also 

falk  nicht  ausreichen,  wenn  man  etwa  bei  Bestimmung  der  Zahlen 

ein  gegebenes  System   nur  die    Functionalinvarianten  beriick- 

btigen   wollte,   deren   Coefficienten    homogen   in    den   Bedingungen 

Systems  vorkommen.  ^ 

-n»   Erörterungen   w^erden   hinreichen,   um    die   Schwierigkeiten 

„_^,izeichnen,  anf  welche  eine  allgemeine  algebraische  Behandlung 

Charakteristikentheorie    zunächst   stossen    wird.      Wir    erwähnen 

nur   noch   ein    Beispiel,   um   zu  zeigen,  wie  unter  den  Zahlen  A, 

andere   diejenigen  enthalten  sein   können,    welche  sich  auf  die 

BÜren   Curven,   genommen    in^  unserm    früheren    Sinne    (p.   409) 

liehen : 

Eü    .>oll    die    Zahl    der    Curven    gefunden    werden,    welche    eine 

ene    Gerade  so   schneiden,    dass   durch   einen  der  Schnittpunkte 

»  eine  der  Doppelpunktstangenten   derselben  Curve  hindurchgeht, 

\mii    andern    Worten:     Es  soll  die   Ordnung  den  Oriea  der  Punkte 

werden f  in  denen  eine  Curve  des  Si/siems  von  den  Tangenten  in 

i^ppetpunkien  noch  geschnitten  wird.     Auf  der    Geraden   haben 

bit*r   eine   Correspondenz,    vermöge    deren   jedem    Punkte    £    die 

id    Schuittponfcte    i]    der    Doppelpunktstangenten    der    ^    durch    g 

eoden  Curven   entsprechen,   während  jedem  Punkte   i/  timgekehrt 

Pankte    5  zugehören.     Unter  den    |  +  r;  Co  in cidc^nzp unkten    sind 

eine     Reihe    von     nueigentlichen    Lösungen    unserer    Aufgabe 


Keüung^. 


mitgezahlt,  wie  man  leicht  übersieht     Zieht  man  letztere  ab^  so  < 

man  für  die  gesuchte  Zahl  Jen  Werth"^): 

+  2  («  -  2j  <  +  2  {n  -  4)  /J'  +  3  (n  -^  5)  y./  +  3  («  -  31 

Derselbe  setzt  sich  also  in  der  That  aus  unsem  obigen  Zahlen  (p3 
linear  zusammen. 

Aus  dem  Vorstehenden  erhellt  sofort,  weshalb  der  Chasle« 
Satz  nur  für  Kegelschnitte  gilt:     Eine  solche   Curve  kann  eben 
eine,  mit  zwei  Bcflingungen  äquivalente  Invarianteneigenschaft 
nämlich  die,  dass  die  Unke  Seite   der  Liniencuordinatengleichi 
Form  /''=  {abu)''f  identisch  wersch windet,  d.  h.  dass  der  Kegel» 
in   eine   Doppellinie  ausartet   (bez.   in   einen  Doppelpunkt^  wen 
von  der  Linienauffassung  ausgebt).     In  Folge   dessen   haben 
zwei  Zahlen   ft  und  A,  oder  —  wegen  der  Gleichungen  (l)   — 
t'    zu     berücksichtigen.      Andererseits    erkennt    man    aber,    da 
Chasles'sche    Satz    auch    allgemein    gilt,     sobald    die    hinzut 
Bedingung  die  der  Berührung  mit  einer  festen  Carve  (Cm), 
der  w**'"  Ordnung    und  /,'""  Klasse ^  ist»     Eine  solche  Bedingung 
lieh  wird  offenbar  identisch  (d,  h.  unabhängig  von  der  zu  beröhr 
festen    Curve)    erfüllt    durch    jede   Curve   des  Systems,    welche 
doppell  zählenden  Ast  enihlilt,   und  zweifach  durch  jede,   welcl 
der  Cf„  einen  Doppelpunkt»  dreifach  durch  jede,  welche  auf  ihr] 
Rückkehrpunkt    hat.**)     Dies    geschieht   aber   auch   durch   kein 
deren    üurveu    des    Systems,    als  durch  solche  mit  den  eben 
ten     Singularitäten     (oder    höheren    der    Art);     denn     keine 
Systemscurve  schneidet  jede   beliebige  feste  Curve  in  zwei  snsamn 
fallenden  Punkten.     Nun  ist  aber  für  die  hinzutretende  Tactinva 
q  ^2m  {n  —  1)  -|-*  Ä;  denn   dieselbe  ist  vom   Grade  m  in  den 
cienten  der  Liniengleichung,  vom  Grade  k  in  denen  der  Ponktgleii 
der  beweglichen   Syst^mscurve^   wie   durch  Verallgemeinerung 
obigen   Betrachtung    bei  Kegelschnitten    leicht   zu    beweisen  ia 
p.  401).    Die  Zahl  der  die  €,»  eigen tlicli  berührenden  Ourven  ist 

=  {2m{n  -  \)-\-kn)^-  (2^  +  3c  +  a )  m  , 
oder  nach  Gleichung  (14): 

=  /^  -f-  m  ^' . 

•)  Vgl  Zenthen.  a.  a.  0. 

•^♦j  Die»  lolgt  direct  aue  den  Plöcker'fichen  Formeb.    Die  V^  oi 
tu  der  Nühe  eines  solchen  Punkten  durch  ihre  Tangente  ersetzt  wiyrdcqi; 
Gerade  aber  gelteu  obige  Sätze  nach  jenen  Formeln, 
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Wir  haben   daher   den    folgenrleu,    auch    schon    von    Chasles    aus- 
pÄprochenen  Sate"^): 

In  emem  Systeme  von  Curven^  von  denen  ^i  durch  einen  beHebigen 
\Pmkt  gehen  ^  fi  eine  beikbige  Gerade  berühren,  gibt  e^  k  (i  -\-  m  ^i' 
i^^tPTfen,  weJche  eine  beüehtge  feste  Curve  w''^'*  Ordnung  und  k*'*^  A' lasse 
{krührai,'^*)  — 

Wir  machen  schliesslich  noch  einmal   auf  die  bei  unaeni  Unter- 
[luchtiBgen  befolgte  Methode  aufmerksam:     wir  erlangten  die  meisten 
änzeluen  Resultate  durch  Anwendung  des  Chasles'schen  Correspou- 
iprincips.      Dasselbe    miisste    aber    auch    auf    rein    algebraischem 
za    erreichen    sein;    beruht    doch   jenes    Correspondenzprincip 
'mir  auf  einer  algebraischen  Thatsache  (vgl.  p,   2U}).     Der   Vor- 
beQ,  den  dagegen  die  Anwendung  dieses  Prineips   gewährt,   ist,   dass 
bei    der    Betrachtung    einer    Frage    alle    ihr    fremden    Verhält* 
durch   die  Anlage   der   Abzahlung  ausschliessty  und  so  die  Zahl 
Lösungen    ganz  direct   findet,  während  bei  der  algebraischen  Be- 
HdiiXigy    welche  nicht  mir  den  Grad  der  Sdilussgleichung,   sondern 
selbst   verlangt,   verschiedene  »Schwierigkeiten    (z.    B.   die   Aus* 
Lddung   übertlüssiger  Factoren)    zu  beseitigen   sein  werden.     Umge- 
bet   wird    man    die    durch    das    Correspondenzprincip    gewonnenen 
sltate  für  die  algebraische   Behandlung   verwerthen   können,   inso- 
dann  der  Grad   der  zur  Lösung  dienenden  Endgleichung,  sowie 
» Vertheilung  der  verschiedenen  Arten  von  Lösungen  von  vornherein 
ant  sind*     In   diesem   Sinne   muss  man   die  doch   wesentlich  auf 
(Jorrespondenzprincipe    beruhende    Theorie    der   Charakteristiken 
einen  wichtigen  Beitrag  fttr  die  algebraische  Behandlung  der  ent- 
cheuiien  Eliminationsprobleme  auffassen. 


Vn.   Die  Geometrie  auf  einer  algebraischen  Curve* 

Wir  haben  schon  verschiedentlich  darauf  hingewiesen,   dass   von 

hnittpunkten    zweier    Curven ,    insbesondere    von    den    Grund- 

eines  Curvenbiischels  nicht  alle    wiUkurlich   gewählt   werden 

dass  vielmehr  immer  eine  gewisse  Zahl  durch  die  tlbrigen 

\mi  ist. 

sollen    nun    zunächst    diese   Verhältnisse    genauer    untersucht 
'd^n.      Eine  gegebene  Curve  «**'  Ordnung  /"  =  0  wird   von   eitier 

*)  VgL  Cha^^los;  Comptee  rendus^  l&.  fdvrier  1804.  Emeii  Beweiü  gab 
theti:  Müth.  Atmuleti.  Bd  3,  [k  163. 

••>  Mikn  fieht  sofort,  das«  der  8atz  auch  gilt,  wenn  im  Syöteme  ausser  den 
fuu  a'  oocb  andere  mit  mehrfach  zahlenden  Zweigen  vorkommen;  denn  durcb 
ütte  Cwm'ii  wird  die  Zahl  gft,  immer  enteprechend  beeinßuBst»  wie  die  Glei- 

m  U4>. 


I 


r 
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CoTTe  m**'  Ordnung  tp^O  in  mn  Punkten  gescbnitieo^   von 
wir  zunächst  annehmen,    Jeiss  sie  nicht   m  Doppel-   oder   Rüc 

punkte  von  /  =^  0  fallen,     Ist  m  <  n.  so  sind  ^-^i~  Schnitti 

als  gegeben  erfortlerlicb;  durch  diese  ist  die  Curre  ^  ^0  voUko 
bestiniDit,  mithin  auch  ihre  übrigen  Schnittpunkte  mit  /  =  ( 
hingegen  m  >  n,  so  kann  man,  wenn  es  sich  nnr  um  die  Schnitt] 
heider  Curveti,  nicht  um  die  schneidende  Cürve  <p  selbst  bände 
Stelle  der  Gleichung  tp  *=  0  die  Gleichung     . 

setzen,  wo  ^  ein  Ausdruck  (m  —  ny^^  Ordnung  ist.  Die  vollko 
willkürlichen  i 

Coefficieiiten  von  pL  dürfen  nun  besonders  so  gewählt  werden 
ebenso  viele  Coefficienten  der  Function  9?'  verschwinden.  Man 
also,  ohne  das  Schnittpiinktsystem  zu  ändern,  statt  einer  allgen 
Curve  ^^=0,  eine  specielle  Curve: 

(p  =fp^  ^/=n 
setzen  j  welche  nur  noch  von 


A 


m  (m  +  3)         (j«  _  „  +  1)  (m  ^  n  +  S)  ^  ^  (n^  1}  (ji  ^  t) 

Constanten   abhänf^t.     Diese  reducirte   Curve    ist   dann    dnrch 
^  (n  —  1)  (n  —  2)  Punkte  bestimmt;  sind  also  so  viele  Schnitt; 

von  /*  =  0,  9)'  =  0  gegeben,  so  sind  die  übrigen  -^^^—^ — 2~~~  ^* 

festgelegt;    und    dasselbe    gilt   natürlich    für    die    Schnittpunkte 
/=  0,  9)  =  0,  da  dies  dieselben  Punkte  sind. 
Die  beiden  Zahlen 

m(m  +  S)  j      (w  —  1)  (n  —  2) 

mn ^  -^        und    ^ '-^ , 

welche  bez.  für  m  <C  n  und  m>n  angeben,  wie  viel  Sehnittp 
des  Systems  durch  die  übrigen  gegeben  werden,  stimmen  überei 
m  =  n  —  l  und  m  =  n  —  2.  Für  m  ^  n  —  3  kann  man  also  i 
die  Zahl  -^  (fi  —  1)  {n  —  2)  gelten  lassen,  welche  —  und  das  i 
Wichtige  —   von  m  ganz  unabhängig  ist.*)     Für  kleinere  Werth 


*)  Auf  diesen  Umstand  bei  Curvcn  gleicher  Ordnung  wies  zuerst  Eni 
(Abhandhingen  der  Berliner  Akademie,  1748;  Sur  une  contradiction  app 
dans  la  doctrinc  des  Hgnes  courbes);  ^derselbe  wurde  ausführlich  erörtei 
Gramer  (Introduction  a  l'analyse  etc.,  1750,  p.  78),  und  von  Plücker 
gonne's  Annalen,  Bd.  19.  Die  Erweiterung  des  Satzes  gaben  gleichzeitig  J 
(De  relationibus  etc  ,  Crclle's  Journal,  Bd.  15)  und  Plücker  (ib.  Bd.  16) 
noch   weiter  gehende  Verallgemeinerung  des  Satzes   findet   man  in  Plfii 
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aber  ist  die  Zahl  der  Punkte,  welche  durch  die  übrigen  gegeben 

d,  eine  geringere. 

Diese  Betrachtungen  verlangen  eine  leichte  Moditication,  wenn  (p 
h  einige  Doppel-  oder  Rückkehrpunkt^  von  /*  geht.  Diese  Punkte 
lieh  müssen  als   Bestimmungsstücke   von   tp    einfach ,   dagegen   als 

hnittpunkt«  von   tp  mit  f  doppelt  gezählt  werden.     Die  Anzahl  der 
h  die  übrigen  bestimmten  Schnittpunkte  wird  dadurch  um  die  Zahl 

)  deijenigen  Punkte   vermindert,    welche    in  diese  Ausnahmepunkte 
^'  **  Men   und   daher   von   vornherein   bekannt   sind.     Man  hat  also 


r<wi  den  Schtutfpunkten  einer  (/egebenen  Curve  n''"'^  Ordnung  /'=0 

einer    Curvr    w'*'''  Onhnirtffj    welche    durch    ^    Amnnhmepnnkte    von 

O  gehen  s&ii,  ohne  tji  diesen  seibsi  mehrfache  Punkle  zu  haben,  sind 

1)  wmn  m%n  —  2,  ("  —  ^)^  "  ?^  _  ^  ^^^^^^  ^j^  übrigen  bestimmt; 


2)  wenn  m  <Z  n 


—  2 


mn  —  ^  ^^^  *    —  d   durch   die  übrigen  he- 

iümmt. 

£s  braucht  wohl  kaum   bemerkt  zu   werden,    dass   die    nicht  in 
iliren  Punkten  der  Grundcurve  liegenden  Schnittpunkte  einander 
liebig    gruppenweise    unendlich    nahe    rücken    können^     ohne    dass 
iarch    die    Gültigkeit    unseres    Satzes    beeinflusst    wird.      Derselbe 
eidet  jedoch  eine  Ausnahme*  wenn  die  willkürlich  zu    wählenden 
ikte  in  gewisser  Weise  von  einander  abliängig  sind.     Zerfallt  z.  B. 
Curve  9?  =  0  in  mehrere  Curven  niedrigerer  Ordnung,  so  zerfitllt 
'  nze   Schnittpunktsjstem   in  mehrere,  und  in  jedem  dieser 

1  Systeme   dürfen   sich    nur  so  viel  Punkt«  unter  den  gege- 
tn    befinden,   als  für   eine  solche  Curve  niedrigerer  Ordnung  hin- 
ten,     vermittelst    unseres  Theoremis    die    übrigen    zu    bestimmen. 
leiden  wir  z.  B,  eine  Curve  4.  Ordnung  ohne  Doppelpuukte  (d  =  0) 
einer  Curve  dritter  Ordnung,  welche  in  eine  Gerade  und  einen 
initt    zerfallt,    so    dürfen    von    ersterer    nur    2    Punkte,    von 
5  Punkte,  im  Ganzen  also  nur  7  Punkte  willkürlich  auf  der 
[gewihit  werden,  während  in  dem  Schnittpunktsysteme  einer  belie- 
Tj    mit   der  t\   9  (^  3  n  —  i  {h  —  1)  (n  —  2i)    Punkte  beliebig 
ier  C|  angenommen  werden  dürfen.    Es  kann  anderen?eit5  eintreten, 
bei  nicht  zerfallenden  Schnittpunktsystemen  die  mn  — ^  (n  —l) 
I  —  2)  -j-  d  gegebenen  Punkte  (für  m  >  w  —  2)  noch  nicht  ausreichen, 
die   Gbrigen  zn  bestimmen:    Man  wird  sich  geradezu  die  Aufgabe 
können,  ssu  mn  —  i(n  —  l)  («  —  2)  -j-  d  —  r  gegebenen  Punkten 


«ler  t^bratschen  Ctinren»  Bonn  1839,  p.  11.  —  Für  die  DarateUimg  dp« 
.  f gL  €Jpbncb  nnd  Gordan:    Theorie  der  AberBcheu  Functionen,  Leip- 
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r  weitere  so  zu  bestimmen ^  dass  sie  mit  jenen  die  übrigen  ^  (ji  • 

.  (n  —  2)  —  5  Schnittpunkte  einer  durch  6  Ausnahraepunkte  von  /*= 
gehenden  Carve  m*^'  Ordnimg  nicht  bestimmen.  Und  in  der  Tha 
wird  das  enteprechende  Problem  für  m  ==  n  —  3  spater  für  uns  noei 
von  besonderer  Wichtigkeit  werden.  Genauer  sprechen  wir  den 
geführten  Satz  daher  in  der  Form  aus,  dass  höchstens  ^tw— I) 
(n  —  2)  —  8,  hez,  mn  —  ^m  (m-j-  3)  —  ä  Schnittpunkte  durch  äk  ttlfri§n 
bestimmt  sindj  wenn  kerne  anderen  Bedinf^ungen  hinzutreten. 

Dieser  Satz  gehört    wogen   seiner   zahlreichen    Anwendungen 
den  wichtigsten  in    der  Theorie  der  algebraischen   Curven;   hmtm 
für  das  zunächst  Folgende  bildet  er  im  Wesentlichen  die  Grundlage,') 
Wir  bemerken   zunächst,   dass  für   m  =  n   von  den  m'  Grund 
eines    Büschels    in    der    That    J  (m  —  l)  (m  —  2)    durch    die 
bestimmt^  also  nur  \  m  {m  -\-  3)  willkürlich  sind  (vgl.  p.  373),    Fei 
gibt   das    Theorem  y    angewandt    auf    Üurven    dritter    Ordnung 
äusserst  einfachen  Beweis  für  den  PascaTschen  Satz,   den   wir 
unerwähnt  lassen  wollen/*"^)    Für  ;w  =  «  =^  3  lautet  dasselbe: 

Aife  Curven   dritter  Ordming^  welche  S  Punkte  ffcmein  habend 
auch  durch  einen  neunten  Punkt. 

Es  seien  nun  die  sechs  auf  einem  Kegelschnitte  liegenden  P' 
1,  2,  3y  4j  5,  6  in  der  Weise  zu  Paaren  vereinigt,  daas  wir  ifi« 
dem  Schema  (vgl.  p.  oO): 

I2        45        1 


23 
34 


5t5 


II 

111 


neben  einander  stehenden  Linien  als  gegenüberliegende  Seiten 
Sechsecks  auffassen.  Bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  von  je  x« 
derselben  bez.  mit  I,  11,  111;  so  können  wir  die  ganze  Figur 
zerfallenden  Curven  3,  Ordnung  mit  8  gemeinsamen  Punkten  zü 
gesetzt  denken;  dieselben  sind: 

1)  der  Kegelschnitt  und  die  Linie  I  II, 

2)  die  3  Linien  12,  56,  34, 

3)  die  3  Linien  4ö,  23,  Bl. 
Jede  dieser  Curven  geht  durch  die  8  Punkte  1 ,  2,  3,  4,  5,  \'>,  L 


*}  All«  ibm  lassen  «cb  eine  Eeihe  weiterer  Bät^e  liber  Bchoittpiin 
ableiten,  auf  die  wir  nicht  eingebe»;  vgl.  Cayley:  Cambridge  atid  DiiV 
thematical  Journal ,  vol.  IJIi'j»,  511,  und  die  augefülirtea  Werke  von  V^ 
tiod  Salmon. 

*•)  Vgl .  r  1  fi  c  k  e  r ,  Analytisch  -  georoetrieche  Entwicklungen ,  BcL  l»  J52 
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Kb  geht  darcJi  den  9**"  Schiiittpuakt  III  zweier  von  ihnen  auch 
itte,  und  damit  ist  der  Pascal 'sehe  Satz  bewiesen.'*') 
er  uns  beschäftigende  Satz  bildet  nun  zusammen  mit  dem  später 
ji  begründenden  „erweiterten  Correspondenzprincipe'*  die  Grundlage 
mt»  Geometrie  avf  einer  algebraiachen  Curuej  d.  h.  er  erlaubt  uns 
rimilicher  Weise  eine  Theorie  der  auf  einer  solchen  gelegenen 
tnktgruppen  herzustellen ,  wie  wir  dieselbe  auf  der  geraden  Linie 
EJPeits  kennen  gelernt  haben  (Theorie  der  binären  algebraischen 
^rmen).  Bei  den  hierauf  bezüglicheu  Untersuchungen  wird  uns 
die  fundamentale  Bedeutung  des  Geschlechks  (p.  35  Ij 

/^  =  4  («  -  1)  («  ^2)-il-r 

0  ^ji«  Ordnung  ihrem  vollen  Umfange  nach  entgegen  treten: 

»ich  die  wesentlichsten  Eigenschaften  tter  Punktsysteme  auf 

e  geradezu  allein  von  der  Zahl  /;,  nicht  von  Ordnung  oder 

der  Carve   abhängig,    80   dass  wir   weiterhin    genöthigt   sind, 

rven  je  nach  ihrem  Geschlechte  näher  zu  untersuchen,  sie  nach 

r&lben  in  wesentlich  verschiedene  Klassen  zu  theilen.  Es  steht 
in  genauem  Zusammenhange  mit  der  Theorie  der  Aberschen 
kgrale  und  der  eindeutigen  Transformationen:  erst  an  der  Hand 
Theorien  werden  wir  einen  vollständigen  Ueberblick  über  die 
e  auf  einer  Curve  gewinnen  können.  Besonders  auf  Grund 
iten  von  Brill  und  Not  her  sind  wir  jedoch  in  der  Lage, 
etzt  eine  Reihe  von  Problemen  rein  algebraisch  zu  erledigen***) 
Ir  beschränken  uns  dabei  auf  Betrachtung  der  Punktsysteme, 
auf  einer  gegebenen  festen  Curve  durch  sogenannte  adjungirte 
ausgeschnitten  werden;  eine  Beschränkung,  welche  sogleich 
näher  begründet  werden  wnrd*  iJnter  einer  ^^aiijungirten 
perjtiehen  wir  eine  solche,  die  durch  sämmUiche  Doppel-  und 
rputtife  der  fesfen  Grundcurve  einmal  hindurchgeht  ^  oder  all- 
r^  die  durch  jeden  i- fachen  Punkt  derselben  (i — l)-fach 
abgeht,  ohne  dass  sich  dabei  einzelne  Zweige  beider  Curven 
iren.  Femer  setzen  wir  voraus,  dass  die  gegebene  Curve  n^""^ 
aang  iß^)  in  jedem  i- fachen  Punkte  laoter  getrennte  Tangenten 
IskL***)    Alsdann  können  wir  jeden  i- fachen  Punkt  durch  \  i{i —  l) 


Oberzetigt  sich  leicht ^  dass  die  obeu  hervorgehobene  Eißachränkung 
t  für  «erfelleiide  SchnittpuDktßystem^  in  dieeem  Falle  ohne  EiiiüiiB«  bleibt. 
|VgL    f^  das   Folgende    Brill    und    Nöther:    Ueber   die    algebraischen 
und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie:  Gattinger  N ai.'fa richten >  Fe* 
ftS  und  MaÜL  Annalen,  6d.  Yll.  p.  269, 
Üeber  die  Berückeichtignng  von  vielfachen  F*unkten    mit  theilwei8<>   äu* 
lenden  Aesten    vgl.  den  Abschnitt   über  eindeutige  Tranaformation   in 
bdlang,  sowie  den  SchlusB  dieaer  4.  Abtheilung. 
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Doppelpunkte   ersetzt    denken    (vgL  p.  329),    und   dem    ents[ 
setzen  wir  das  Ueschlecht 

(„  -  1>  (n  -  2)  ^^    i'(i~l) 

P= ^ f  ß.  — ^—  , 

wenn  die  Curve  C„  a^  Doppel-,  a^  dreifache,  ...  er,    i-fuche 
besitzt     Für  das   Schnittpunktsjstem  einer  adjongirten  Curv€ 
wir  in  den  Formeln  unsereü  Fnndamentaltheoreins  d  =  ^  X«,  /l 
zu  setzen  j  und  wir  können  dassi^lbe  dann  tolgendermassen  aass| 
wie  man  leicht  erkennt,  da  in  einem  i- fachen  Punkte  immer  t  i 
Schnittpunkte  mit  der  adjungirten  Curve  zusammenfallen; 

foH   den  n/chl  in    die    ainf/uiärai   Punkte   fallenden   Schnit^ 
einer  adjungirien  Curve  w'***  Ordnung  mii  der  gegebenen  C^  Sinti  \ 

1)  für  m  >  n  —  3:  höchatens  p  durch  die  übrigen  nm^2^(f,, 
^  p  ^  na-^-p  —  2  {a  =  m  —  [n  —  3)J  Schnittpunkle  besti 

2)  für  m=-  n—2  —  r:  höchsiens  p  -  1  —  i  (r  +  2)  (f  —  1)  < 
die  übrigen  ^  m  [m  -\-  3)  —  \  Z"«, ,  /  (i  —  1)  bestimmt. 

Wenn    wir   uns  nun  zu  Betrachtungen  von  Systemen  von 
girten-Ciirven  wenden,  oder  vielmehr  zur  Betrachtung  der  von 
Systemen  auf   der  6*^  ausgeschnittenen   Funktgruppen,  wullea 
letzteren  durch  folgende  Elemente  als  charakterisirt  ansehen: 

1)  Die  Zahl  [Q)  der  in   jeder  Gruppe  der  ^^Schaar^^  befindli 
Punkte,    d.   h,    die   Zahl    der    beweglichen   Schnitt 
adjungirten    (Jurve    des    beti'achteten    Systems     ( 
nuinlich  auch  ausserhalb  der  singulären  Punkte  von  f  < 
zahl  feste  Schnittpunkte  mit  der  C^  gemein  haben)« 

2)  Die  MunnigfailigAeii  der  ScHaar^   d.   h*  die   Zahl   (^ 
kürlichen  Parameter,   von  denen  die  Coefiicienten  eine 
des  Systems  abbüngen. 

3)  Der  Grad  der  Schnarr  d.   h.   die   Dimension,  bez,  die  fi 
welcher    diese  q   Parameter    in    die   Gleichung  der   Ci 
gehen.     Dieselben    sollen    im   Folgenden    immer    ratioo 
kommend  vorausgesetzt  werden. 

Einige  Beispiele  mögen  diese  Unterscheiduugßmerkmalis| 
erläutern.  Die  C^  sei  eine  Curve  o^"  Ordnung  ohne  singulären 
alsdann  bilden  die  sammtlichen  Geraden  der  Ebene  ein  2 -fach  lUi 
liches  (^==2)  System  (oo')  von  adjungirten  Curven,  da«  von 
Parametern  linear  airhangt;  die  von  ihnen  auf  der  C^  aUBge^< 
Punktgruppen  bilden  daher  eine  lineare  2 -fach  unendliche  Sch:,.,^  ... 
3  Punkten  (y^3).  Dagegen  bestimmen  alle  Linien,  die  durch  einen ftl 
Punkt  der  C'.,  gehen,  und  also  noch  in  2  beweglichen  Punkten  sc| 
den,   eine  lineare   I-fach   unendliche  Schaar  von  Je    *  Punkten 


*}  Dieser  Satz  gibt  abo  eine  directe  geometrifiche  Bedeutung  für'dä 
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I;  ferner  die  Tangenten  eines  festen  Kegelschnittes  (x^^x^ — ^3^=0), 
»elben  in  der  Form 

arj  +  2^X2  +  ^20:3  =0 

Ubar  sind ,  eine  quadratische  einfach  unetidliche  Schaar  von  je  3 
m.  Hat  die  C^  einen  Doppelpunkt  und  betrachten  wir  den  von 
ausgehenden  Strahlbüschel;  von  dem  jeder  Strahl  die  C^  noch  in 
beweglichen  Punkte  trifft,  so  bestimmt  dieser  Büschel  eine  ein- 
nendliche  lineare  Schaar  von  je  einem  Punkte  {Q  =  1).  Allgemein 
h  schneiden  alle  adjungirten  Curven  w*®'  Ordnung  (tn  >  n  —  3), 
irch  s  beliebige  feste  Punkte  gehen,  auf  der  Cn  eine  lineare 
r  von  Punktgruppen  aus,  für  welche 

Q^nm--  Zai .  i  (1  —  1) 

q  s=s  nm  —  Zat .  i  (i  —  1)  —  p  —  s] 

Yon  den  0  Schnittpunkten  sind  nach  unserm  Fundamentalsatze 
Schnittpunktsysteme  p  durch  die  übrigen  bestimmt,   und  somit 
lOch   Q  —  p  willkürlich;   also   ist  q  =  Q  —  s  — p.     Liegen  hin- 
Yon  den  s  festen  Punkten  B  auf  der  C„,  so  haben  wir: 

Q  =  mn  —  HfXi .  I  (1  —  1)  —  Ä 

q  =  mn  —  Za,- .  1  (/  —  1)  —  s  —  p  . 

ITährend  die  Punktgruppen  auf  der  Cn  durch  die  bisherige  Dar- 
ig  wesentlich  von  den  betreffenden  adjungirten  Curven  abhängig 
»inen,  gelingt  es  durch  den  sogenannten  Restsatz,  zu  dessen 
fping  wir  nun  übergehen,  diese  Gruppen  in  gewissem  Grade 
iingig  von  den  sie  ausschneidenden  Curven  zu  detiniren,  wodurch 
itsprechend  den  Forderungen  einer  Geometrie  auf  der  Curve  mehr 
Ibstandige  Gebilde  dastehen.  Um  den  Itestsatz  präcis  aussprechen 
beweisen  zu  können,  müssen  wir  die  folgendeu  Bezeichnungen 
Iren. 

Üs  Residuum  einer  Gruppe  Gq  von  Q  Punkten  bezeichnen  wir 
jede  Punktgruppe  {Gr),  welche  mit  jener  zusammen  das  voU- 
ge  Schnittpunktsystem  der  vorliegenden  C„  mit  einer  adjungirten 
!  bildet;  die  Ordnung  der  letzteren  ist  dabei  gleichgültig.  Es 
erbei  noch  einmal  hervorgehoben,  dass  wir  in  dem  Schnittpunkt- 
le  die  in  singulare  Punkte  der  Cn  fallenden  Schnittpunkte  nie 
Jen,  sondern  da  ihre  Zahl  (Z"«,  .  /  (/  —  1))  für  dieselbe  C„  immer 
eiehe  ist,  stets  als  selbstverständlich  ergänzen.  Es  kann  jedoch 
amen^  dass  von  den  Punkten  der  G^,  (etwa  durch  Berührung 
SBchneidenden  Curve  mit  den  Aesten  der  Grundcurve  im  singu- 
Pnnkte)  in  einen  .solchen  ausnahmsweise  noch  mehr  Schnitt- 
fallpri  j  diese  sind  unter  den  Q  -{-  R  Punkten  mitzuzählen.  — 
inktgroppe  Ga  heisst  dauu  zu  Gtj  residual ,  und  umgekehrt. 
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Corresufual  in  Bezug  auf  Gq  netmen  wir  zwei  Punktgnippen  iln 

ünd  Gw^  welche  zu  derselben  dritten  Gruppe  Gq  residual  sind,  wekhf 
also  von  zwei  adjuiigirten  Curven  ausgeschnitten  werden  koüiien, 
deren  übrige  Schnittpunkte  mit  der  C^  sümmtlich  in  die  Punkte  p 
fallen;  diese  beiden  Curven  köimen  dabei  von  gleicher  oder  f«^ 
schiedener  Ordnung  sein.  Der  Begriff  der  Corresiduaiilaf  ist  dedialb 
von  besonderer  Wichtigkeit,  weil  er  eben  durch  den  Restsätf  tob 
einem  speciellen  Residuum  (Gq)  unabhängig  gemacht  wird. 

Um  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  Definition  zu 
wählen  wir  eine  ( -urve  ö**^^  Ordnung  (n  =  5)  mit  2  Doppei^ 
(p  =  4).  Alle  adjuugirten  Kegelschnitte,  welche  durch  2  feste  Pufilcü 
der  r&  (pnd  durch  die  Doppelpunkte)  gehen ,  schneiden  die  C^  nod 
in  4  anderen  Funkten.  Jede  dieser  Gruppen  G^  i.st  dann  zu  jdi«* 
beiden  festen  Punkten  residual ,  und  alle  diese  einfach  unendiieh 
vielen  G^  sind  unter  einander  corresidual  in  Bezug  auf  die  fes: 

Der  zu  beweisende  Satz  luiutet  nun  allgemein  folgendernui 

Sind  auf  einer  algebraischen  Curve  die  Punkigrupften  G^,   Gjtf. 
Hnander  corresidual  in   Bezug   auf  eine    Puaktgruppe  G^^    go 
auch  corresidual  in  Bezug  au/Jede  andere  Ptmktgruppe  G^f^  f/ 
einer  von  ihnen  (etwa  GaJ  residual  ist.*) 

Wir  erläutern  den  Sinn  des  Satzes  zunächst  an  einigen  tiiT-pin 
Wir  betrachten   wieder  eine  C\  mit  zwei  Doppelpunkten  (p  =  li 
den  Büschel    adjungirter   C^    mit   2    festen   Punkten  G^  (ausser 
Doppelpunkten).      Letzterer    bestimmt    uns    eine    einfach    nnem 
lineare   Schaar  von   G^j  welche  in  Bezug  auf  die  G^  corresidual 
Durch  eine  solche  G^  kann   aber  nnr  ein  einziger  adjungirter 
schnitt  gelegt  werden;   um   daher  zu  einer  Gruppe  Gq'   zu  gela; 
die  in  Bezug  auf  eine  G^  zu  der  6'^  corresidual  ist,  müssen  wir  di 
die  G^  eine  adjungirte  i'urve  höherer  ^  sagen  wir  3*^**'  Ordnung ^  l 
Diese   schneidet  die   Cr^   dann   noch   in   7   anderen   Punkten  ^  die 
iü   Bezug  auf  G^  zu  6^^  corresiduale  Gruppe  G^  bilden.     Der 
sagt  nun  aus^  dass  man  durch  diese  G-f  einen  Büschel  von  adjun^ 
C^  legen  kann,  welche  auf  der  (\  dieselbe  Sclmar  von  Punktgru] 
G^  ausschneiden,  die  wir  vorhin  durch  einen  Büschel  adjungirter  K( 
schnitte  bestimmt  haben.     Die  zuerst  willkürlieh   durch  eine  du 


*)  Der  Sat«  wurde    für  Curven  3.  Ordnung   auch    von    Sjlvuster 
und  tiadet  sicli  in  dem  Werke  Salmon's  über  höhere  Curven.   welcheB 
Äcitig  mit  der  Note   von    Brill   und    Nöther   in  den  Göttinger  Na«:hricbt( 
»chien.     Hiätorisch  hi  derselbe  xunächnt,  wenn  auch  nicht  in  der  Form,  itu 
Additiööstheoreme  der  Aberachen  Integrale  erwachaen.  —  Der  Satx  gütülrr 
auch  für  Funktgruppen  auf  einer   »erfalleDden   Cnrve;   denn    wir   wanicii 
Beweise   an   keiner   Stelle   die  Ineducibiliült  der  Curvc  f^^O 
brauchen. 
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degte  adjungirte  C^  hätten  wir  auch  so  wählen  können;  dass  sie  in 
mem  der  4  Punkte  die  C^  berührt,  dass  also  ein  Punkt  der  durch 
ie  auflgeachnittenen  Gruppe  G^j  mit  einem  Punkte  der  G^  zusammen- 
ilU;  an  dem  Wesen  der  Sache  vard  dadurch  nichts  geändert.  Ueber- 
anpt  sei  bemerkt,  dass  es  gleichgültig  isiy  ob  die  Gruppen  Gr,  Gr»^  ,  .  . 
wi  die  Gruppen  Gq,  Gq>^  .  .  .^lauter  verschiedene  oder  theilweise  je 
iesdben  Punkte  erUhalten. 

ZvjSL  Betoeise  unseres  Theorems   nehmen  wir  an,   die   gegebene 
iir?e  (£?!.)  tei 

/  =  0; 

if  ihr  mögen  die  Punktgruppen 

Gq     und     Gr  durch  ^4  =  0 , 

^Q        V        ^if'  ;;  ^  =  0  , 

Gq'      „       Gr  „  a  =  0 

jBgeachnitten  werden,  wo  A  ^=0,  ^  -=  0,  a  =  0  zu  /*«==  0  adjungirte 
uren  sind:  wir  haben  zu  zeigen,  dass  auch  die  Gruppen  Gq'  und 
f  auf  einer  adjungirten  Curve  liegen.  Es  lassen  sich  nämlich^  wie 
gleich  nachgewiesen  werden  soll,  immer  zwei  adjungirte  Curven 

/5  =  0,    y  =  0 

den  der  Art/*  dass  identisch  die  Gleichung 

f  «•  B=-ß  .A  +  y  .f 

riebt.   Es   enthält  dann  ausser  den  singulären   Punkten  von  /  die 

rfiülende)  Curve 

le  .  ^  a=  0  die  Punktgruppen  Gq,   Gq'^  Gr,  Gr>  , 
y./=0    „         „         „  Gq^  Gq'j  Gr,  Gr'^ 

\  ^«sO     „  „  „  Gqj    Gr'^ 

g^cb  muss,  damit  ß  .  A  für  alle  gemeinsamen  Yerschwiudungspunkte 
^  a  .  B  und  y  .  /Null  sei,  ß  =  0  die  Gruppen  Gq'  und  Gr'  enthalten, 
z.  b.  w. 
Daas  die  Identität  (1)  in  der  That  immer  hergestellt  werden  kann, 
pbt  sich,  weil  das  Product  a  .  B  alle  Bedingungen  erfüllt,  an  welche 
eh  einem  früher  von  uns  behandelten  Satze  von  Nother*)  die 
»glicbkeit  geknüpft  ist,  dasselbe  auf  die  Form  der  rechten  Seite  zu 
ngen ;  denn  es  verschwindet  für  alle  gemeinsamen  Punkte  •  von 
-8  0  und  /*=  0,  und  zwar  (2  1  —  2) -fach  in  jedem  i-fachen  Punkte 


•)  VgL  p.  841.    Wir  haben  in  dem  dort  gegebenen  Satze  nur  f  durch  cc .  B^ 
mch   A,  ip  durch  f  zu  ersetzen  und  r  =  i,  g  =  i  —  1  zu  nehmen.  —  Hierin 
t  anch  der  Grund,   weshalb  man  sich  bei  diesen  Untersuchungen   auf  adjun- 
e  Corven  beschränkt. 
;i«¥seh,  Vozlesungen.  28 


434 


Viert«  Abthellnng, 


von  /=0^  währeml   ^  ^  0  in  einem  solchen  eioeii  (t  —  l)-fiieh0 
Punkt  hat.     Wegen  der  Identität  (1)  rnuss   nun  ferner  das  Verbaltei 
von  ß  ,  A  gegenüber  y  ,  /",  dem   von   a  .  B  vollkommen  imalog  aenj 
^  =  0  also  in  jedem   t- fachen  Punkte  von  f  (J  —  l)-fach  Terschli 
deu,  ohne  die  Zweige  von  f  zu  berühren,  d.  h.  eine  adjimgirte 
darstellen,  w,  z.  b,  w. 

An  Stelle  von  ^  ==  0  können  wir  nun  eine  Schaar  von 
^  =  0  treten   lassen^   welche   alle  durch    G(t  gehen,    indem  wir 
Coefficieuten    von    B    als    abhängig    von    einer    Anzahl    Panuii' 
betrachten.     Diese  Curven  schoeiden  auf  f  ein  System  von  bewegli 
Punktgruppen   ^V^  aus.     Ist  dann    /^  =  0   eine   feste   Curve, 
durch  t7fi  und  ausserdem  durch  eine  Gruppe  G/t  geht ,  a  es  0 
eine   feste   Curve,   welche  durch   G/i   und  ausserdem  durch  eine 
Gruppe  6V  geht;  und  soll  dann  wieder  die  Identität  (1)  bestehen: 
mu3ä  ß  ^  0  offenbar  eine  zweite  Schaar  von  Curven  darstellen, 
alle  durch   die   festen   Punkte   tj^,^   hindurchgehen  und  auf  f  *= 
neibe  System  von  beweglichen  Punktgruppen  6>'  ausschneiden, 
vorhin  durch  die  Curvenschaar  B  =  0  bestimmt  hatten.   Und  es 
wenn   (1)   eine  id^mtische  Gleichung  sein  soll,  die  Schaar  /3  ==  0 
selben  willkürlichen  Parameter  in  derselben  Form  enthalten^ 
Schaar  ^==0.     Beide  Schaaren,   B  =  \)  und  /3  =  0,   sind  soi 
ihrer  Beziehung  zu  /^^^O  völlig  vertauschbar:   sie  sind,  wie  w 
ausdrücken  wollen,  zu  einander  äquivalent.     Kommen  in  ihnen  ins! 
dere  die  Parameter  linear  vor,  so  können  wir  dies  Restiltat  in 
dem  Satze  aussprechen,  den  wir  noch  mehrfach  benutzen  wei 

Die   Zahl    der    linear    von    einander    unabhdngi^en 
einer  linearen  Schaar  von  adjnngirten  Curven  ist  gleich   der   ent$p\ 
den   Zahl  für  eine  jede  zu  ihr  reinduale  Schaar,     Für  die  leixt&i 
dabei  natürlich  nicht  eine  solche  gewählt  werden,  die  durch  b 
Bedingungen  specialisirt   ist    und  in  Folge    dessen    eine    Scboarj 
geringerer  Mannigfaltigkeit  vorstellt 

Als  Beispiel   für  solche   Vorkommnisse  betrachten   wir  «wi 
■fach  unendliche  Curvenbüschel,  wodurch  wir  wieder  auf  die  Cbti 
Jonquit'res'sche  Erzeugungs weise  der  algebraischen  Curven 
werden.     Durch   einen    festen   Punkt    (also   (>^=^1)    einer    Cw 
Ordnung  {C^)  ohne  singulare  Punkte  legen  wir  einen  Strahlbi 
B  ^  u^  -{-  Xv^  ^On  durch  welchen  eine  lineare    einfach    um 
Schaar  von  G„  _  i  (=  G/t)  auf  der  T«  gegeben  ist.    Durch  «jine 
Gruppe  (=  6>)  dieser  G^  _  i   (bestimmt   durch   A^Uj^^  l'  v, 
legen  wir  eine  Curve  (n  —  1)*"  Ordnung  ä  =*  0,  was  immer^ 
ist^    dieselbe   schneidet   die    Cn    noch    in    einer    Gq,    be»^ 
n  («  —  1)  ^  (»  —  1)  «=  (n  —  ly  Punkten:    es   muas   meli 
Curvenschaar  /!  ==  0  so  bestammen  lassen,  dass  wieder 
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Idupch  jene   Gruppe    Gg-    von   (n  --  1)^  Punkten   gehen   noch 

viele   Carven   («  —  1)*"   Ordnung   ^  =  0   hindurch.     Die 

Itheit  der  letzteren  bildet  einen  zu  i?  =  0  iiquiTralenten  Büschel, 

L  daäs  jeder  Curve    B  ^  0  eine  Curve   /3=  0    durch    unsere 

Üon  zugeordnet  ist,  und  umgekehrt.'^)     Beide   Büschel  sind 

ctiviach  auf  einander  bezogen  und  man  kann  sich  also  die 

Bn  in  bekannter  Weise  erzeugt  denken  (p,  376).  —  Dasselbe 

auch  noch,  wenn  die  C^  vielfache  Punkte   hat     Den  Strahl- 

namlich  können  wir  dann  zu  einem  Büschel   von    adjungirtcn 

durch    Hinzufügen    einer    festen    adjungirteii    Curve    P  =  0 

i;  d.  h.  wir  setzen: 

B  =  P  (i/^  +  Ay,)  ,     A  =  P.  (u,  +  k'v^) . 

lie  II  —  1  Schnittpunkte  des  Strahles  u^  -f-  AV^  =  0  mit  /^  0 
,  wir  immer  noch  eine  adjungirte  Curve  («  —  1)^'  Ordnung 

«  =  a^««  -  *  +  A'  «x"  -^  ^  =  0 

flir  eine  solche  dürfen  nach  Obigem  mindestens  2(n  —  \)-\-p 
rtllkürlich  gewählt  werden.  Dieselbe  schneidet  die  C„  ausser- 
Socfa  in  (n  —  1)^  Punkten,  von  denen  Z"«,  /  (/  —  1)  in  die 
ken  Punkte  der  C^  fallen.  Wegen  der  Identität  (1)  muss  sich 
Jer  ein  zu  B  äquivalenter  Büschel  /J  =  0  bestimmen  lassen, 
jene  (n  —  1)^  Punkte  zu  Basispunkten  ist.  Hieraus  folgt 
;,  dajsa  jede  aigehraische  Citrve  durch  eineti  Cteradenhüschel  und 
projeciivhchen  Büschel  von  Curven  (n  —  1)'*''^  Ordnung  erzeugt 
kann.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  verfahren ^  wenn  der 
chel  durch  einen  Kegelschniitbüöchel  ersetzt  wird,  dessen  4 
ptoikie  auf  der  (7^  liegen*  Jede  Curve  desselben  schneidet  noch 
]ß  —  2)  Punkten;  durch  diese  wird  man  aber  nur  eine  adjungirte 
—  2)^  Ordnung  legen  können,  wenn  «  —  2  +  /?  >  2  («  —  2) 
p,  430).  Andernfalls  hat  man  einen  Büschel  von  C^t-^  zu 
i^  welcher  durch  Hinzufügen  einer  festen  Curve  zu  einem 
iteD  Büschel  adjungirter  Curven  ergänzt  wird|  und  dann  kann 
^der  die  Identität  (1)  anwenden.  Es  ist  klar,  wie  man  in  Jer 
weiter  gehen  kann  zu  prqjectivischen  Büscheln  ;/»*«*  und 
Y^  Ordnung,  Dabei  hat  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass  die 
idpunkte  eines  Büschels  /ts^^'  Ordnung  nicht  von  einander 
sind,  dass  man  also  von  ihnen  auf  der  Ü^  nur  eine 
Zakhl  wird  willkürlich  annehmen  dürfen,  wenn  auch  die 
kof  der  6"^  liegen  sollen  (vgl.  darüber  de  Jonquieres  a.  a.  0*),  — 

weist  D&mlich  dehr  leicht  nach,   dass  im  bin&ren  Gebiete  jede  ein- 
jr  TraoAforniAtion  linear  st^in  muss. 

28* 
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Vierte  Abtheilang. 


wif  1 

I 

I 


Aus  den   letzten  Beispielen  ist    ersichtlich,    wie    mkn   die 
über  Schnittpuiiktsy steine  adjungirter   Curven  für  Punktgruppen  m 

werthen  kann,  die  durch  nicht  adjongirte  Curven  ausgeaclinittc 
werden,  indem  man  letztere  durch  Hinzufügen  fester  Curven  zu  u 
jungirten  ergänzt.  Begründet  ist  die  von  uns  eingehaltene  Beschrw 
kung  aber  wesentlich  darin,  dass  für  adjungirte  Curven  die  Idia 
tiüit  (1)  immer  angenommen  werden  kann,  und  dosa  die  Schnittpunli 
Systeme  solcher  Curven  auch  für  andere^  später  zxx  entwickeb 
Theorien  von  besonderer  Wichtigkeit  sind. 

Wir  beschranken  uns  nun  im  Folgenden  auf  die  Betrachtni 
linearen  Schaaren  von  Punktgruppen,     Zur  Abkürzung  fÄhren  wir 
sie  folgende  Bezeichnungen  ein;  es  bedeute: 

^c?*'  y^Q  ^  '  *  •  ^^^  lineare  ^-fach  unendliche  Schaar  von  Gnip| 

je  Q  Punkten,  und 
^o  ^ ;  '"r^  ^  •  •  *  ^^^^  einzehie  Gruppe  aus  einer  solchen  Schaar  ^*^ , : 

Jede  Gruppe  in  einer  linearen  Schaar  ^J?*   ist    offenbar  durch 
kürlich  zu  wählende  Punkte  eindeutig  festgelegt;  die  übrigen 
Punkte  einer  Gruppe  der  Schaar  sind  dadurch  mit  bestimmt.     Da . 
aber  nach   unserem  Fundamentalsatze  über  Schnittpis 
Curven  m^^^  Ordnung  auf  der  C\ 

für  m  >  «  —  3  höchstens  p  , 

für  m^  n  ^2  --  r  höchstens  p~l  —  |(r  +  2)  (r  —  Ij 

durch  die  übrigen  bestimmt  sind,  so  haben  wir  den  Satz: 

Zwischen  den    Zahlen  q^   Q  einer  durch   Curveti  m*^*"   Or6 
einer  Curve  vom  Geschlecht  p   ausgeschniilenen  Schaar  g^^^ 

Relation  : 

für  f/i  >«-*  3  :  q^Q  —  p  ^ 

für  wj  =  n  -  3  —  r  :  y  >(>  —  /;  +  1  +  |(r  -f  2)  (r  —  1) 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  aber  —  wie  spätere  Anwend 
lehren  werden  —  der  Umstand,  dass  sich  dieser  Satz  für  m  <i 
umkehren    lässt.      Wir    brauchen    dies    nur   für   m  ^  n  —  3 
weisen;  denn  wir  haben  nirgends  vorausgesetzt,   dass  die  adjx 
Curven    nicht    zerfallen,    und   daher   kann  jede    Schaar   von 
niedrigerer  Ordnung  durch  Hinzufügen  fester  Curven  «u  einer 
von  Curven  {n  —  3)'**'^  Ordnung  ergänzt  werden,     üeberdiea  i 
Curven  für  das  Weitere,   besonders  für  die  eindeutigen 
tionen,  von  grösöter  Wichtigkeit.     Wir  sprechen  deshalb  zun! 
Schnittpunktsätze  noch  einmal  für  sie  besonders  aua; 
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Vm  dtn  2  p  —  2  Schnittpunkten  einer  adjungirten  Cwrvc  (n — S)''^ 
Innung  Hnäj  wenn  p  >  \  höchstens'^)  p  — *  1  durch  die  übrfgeti  p  —  \ 
hnkte  öeslimmt;  und  zwfschat  den  Wahlen  q,  Q  einer  durch  solche 
Cunnm  amgeschnittenen  Schaar  besteht  die  Gteichimgi 

Die  nunmehr   zu   arweisende   Umkehr  der   letzteren   Behaupttmg 
\ui  die  folgende : 

Eine  q-fach  unendliche   lineare  Schaar  <r/'J^  von    (Gruppen   zu  je    Q 
nkten  knnn  immer  dann  durch  eine  Schaar    von   adjuntjirtcn   Curven 
]  ~  3)*^  Ordnung  amgeschnitieti  werden ,  wenn 

g>  O  —  p  +  i ,    also    Q  —  g<p  —  l , 
sei  bemerkt^  dass  unter  den  ^  Punkten  jeder  C^J*  sich  auch   solche 
\en  können^  die  für  alle  Gruppen  der  ^[f  dieseWen  sind.     Für  Q 
eine  obere  Grenze  durch  die  Bedingung 


Q<2p  -2 

gben ;  denn  in  so  riel  beweglichen  Punkten  kann  eine  C^  ^  3  über- 
ipt   ntir  schneiden.     Diese  Bedingung  ist  jedoch  auf  den  Gang  des 
ohne  Einfluss;  und  gerade  aus  diesem  Umstände  werden  wir 
bemerkemwerihe  Folgerung  ziehen. 

Zunächst  ist  sofort  klar,  dass  der  Satz  richtig  ist  für  ^  =  0 
Q^p  —  1);  denn  durch  eine  vollständig  bestimmte  einzelne 
ppe  Ton  p  —  1  oder  weniger  Punkten  kann  immer  eine  adjun- 
Ctinre  (w  —  3)^«''  Ordnung  gelegt  werden.  Ebenso  sieht  man 
Richtigkeit  des  Satzes  für  ^  =  1  (also  (>  <  p)  leicht  ein.  Denn 
Q  s:^  p  und  m  >  ri  —  3  würden  im  Allgemeinen  p  Funkte  durch 
Übrigen,  hier  festen  Punkte  bestimmt,  dieselben  können  also  nur 
m  ^n  —  3  beweglich  sein.  Liegen  aber  die  festen  Punkte  der 
leidenden  C^  so,  dass  sie  die  weiteren  p  Punkte  nicht  bestimmen,  so 
airen  w^ir  in  folgender  Weise  einen  äqui^ralenteu  Büschel  (n  —  2)**'^ 
Ton  besonderer  Art.     Wir  legen  durch  eine  der  beweglichen 


*)  I>ae  Wort  «hÖchateiiB^  ist  z.  B.  wegen  des  folgenden  Falles  nöthig:  Man 
a«if  einer  C,  mit  2  Doppelpunkten  (p^4)p— 1^3  Funkte  iii  einer 
..i-*^^  'Ifirch  einen  der  Doppelpunkte  an;  eine  andere  Oerade  durch  den  tm- 
[lelpankt  ergänzt  dann  eretere  zu  einem  adjungirten  Kegelschnitte 
.^^;  ihre  p  —  1  «  3  Schnittpunkte  sind  aber  durch  die  jener  Linie  nicht  he- 
ilt foodero  bilden  noch  eine  g^K  Nimmt  man  die  p  —  1  =  3  Punkte  jedoch 
I,  dBam  »wei  auf  einer  Geraden  durch  den  einen  *  einer  auf  einer  Geraden 
I  4mn  uiäem  Doppelpunkt  liegen  ^  bo  sind  dadurch  die  Qbrigen  3  Schnitt 
it  wiader  bestimmt.  —  Bei  Curveu  mit  p  =■  0  oder  p  =  I  gelten  ähnliche 
für  Corre«  («  —  S)««''  Ordnung, 
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r/^  eine  Cn-i,  äie  in  eine  Gerade  A  und  eine  C^^it  zerfallt,  so  da« 
letztere  durch  p  —  l  von  den  Punkten  der  G^^  bestimmt  wird  und  die, 
C»  noch  in  />  —  1  anderen  Punkten  F,,  _  i  trifft,  nvährend  die  Ger 
beliebig  durch  den  p^^^  Punkt  a  hindurchgeht^  und  die  C„  noc 
«  —  1  weiteren  Punkten  F^-i  schneidet  Letztere  Gruppe 
bildet  dann  zusammen  mit  der  r},_i  das  System  von  Grundpuii 
für  den  äquivalenten  Büschel  von  C«  _  ä»  welcher  die  ^*^*-  ausehnj 
Die  Gerade  A  ist  aber  allen  diesen  Curven  r«_t  gemeinsam.  tiQl| 
bleibt  ein  Büschel  von  6'„_3,  durch  welches  die  ^***  ausgescha 
werden  muss.  Insbesondere  muss  anch,  wenn  dies  für  alle 
Gruppen   der  Scbaar  eintritt  ^    die  bei  unserer  Gonstroction 


Mi) 


auf  einer  r'«_3  liegen;    und    somit   folgt,    dass   von    den  p\ 
Punkten   der  r,,_i   einer  in   den   Punkt  a   hineinfallt.      Wir  k9 
dies  Resultat  {Q^ p,  ^=  1)  in  folgender  Weise  aussprechen: 

H^enn  ein  BitscM  von  adjungirten  Curven  eine  ^      hesUmmt^ 
in  p  befveglicheri  Punkten  schneidet,  m  liegt  Jeder  Pufiki  einer 
G^^^   der  Svhaar  mit  den  ;>  —  1   anderen  Punkten  auf  einer  C^^i^ 
diese  Curven  C  «^  biideti  einen  zum  ersten  Büschel  äquivataUeti  Bi 

Für  ^  ^  1 ,    Q  <  p  endlich    ist   die    Richtigkeit    unseres 
Theorems  wieder    evident,    denn    durch  p  —  1   oder   weniger 
kann  man  immer  eine  (7«_a  legen;  und  somit  ist  hier  die  Constr 
eines  äquivalenten  Büschels  von  T^^a  selbstverständlich. 

In  ähnlicher    Weise   kann   man    den    Beweis    überhaupt 
mdem  man  von  einer  g^f,Zl^  ^^  einer  ^^*    aufsteigt      Wir    br 
also  nur  noch  zu  zeigen^  dass  der  Satz  richtig  ist  für  jede  Scbaar J 
wenn  er  richtig   ist  für  Schaaren  ff^lZW    immer    vorausge&«<»»| 
Q^  Q  —  p  —  1 ,   und  zwar  nehmen   wir  ^  2>  2  an ,   da   wir  dj#| 
^  =  0  und  <y  =  1  schon  erledigt  haben. 

Zu  dem  Zwecke  fassen  wir  einen  beliebigen  festen  Punkt] 
Äuge.     Alle  Gruppen  der  gegebenen  Bchaar  ^*.f,  welche  diosenl 
enthalten^  bilden  noch  eine  ff^Zl^    ^^   ^^^  lineare  Sehaaren 
setzen.     Diese  g^qZi  kann  der  Annahme  nach  durch  eine  oo^-*'- 
von  (^^^_^  ausgeschnitten  werden,  welche  alle  noch  durch  /?<,  = 
2  —  (£) —  1)  feste  Punkte  gehen.     Wir  haben  nur  nachzuweis 
untei'  letzteren   Rj^  Punkten  der  Punkt  a  selbst  mit  enihalten  ^J 
nehmen  wir  diesen  dann  wieder  beweglich,  so  erhalten  wir  Toal 
eine   oo^-Schaar  von   C«-3,    welche   alle  durch  die   übrigen 
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inkie  gehen,  und  die  gegebene  g^^  ausschneiden^  wie  es  ver- 

rde. 

lun  zunächst  Ra>  P  —  1,  so  folgt: 

()— Kp-1. 

unser  Satz  selbstverständlich,    denn  wir  können  jedenfalls 
in  der  R^  Punkte  willkürlich  verfilgen,   ihn  also  mit  ft  zu- 
Jlen  lassen 
R^tr^p  —  1,  und  also  {>  —  1  =  p  —  1  wird  f ür  ^  >  2  (also 

1)  unter  den  ob^— ^  Gruppen  von  je  p  —  1  Punkten  jeden- 
3  bestimmte  Zahl  vorhanden  sein^  welche  eine  durch  sie 
t7ji-.s  noch  nicht  bestimmt;  denn  dies  erfordert  die  Erfüllung 
)dingungen.*)  Durch  eine  solche  Gruppe  und  den  Punkt  a 
ivc  dann  noch  eine  (7« -3  legen,  welche  in  p  —  2  weiteren 
schneidet.  Die  letzteren  bilden  nach  dem  ßestsatze  zusammen 
\p  —  1  Basispunkte  für  einen  Büschel  von  (7„_s,  welcher 
die  von  den  C^^^^  bestimmte  g^^Zi  ausschneidet,  q.  e.  d.  Durch 
>pe  der  letzteren  Schaar  (von  p  —  1  Punkten)  gehen  also  zwei, 
it  unendlich  viele  Cn-z-,  ebenso  wie  der  Annahme  nach 
I  Gruppe  von  Ra^=  p  —  1  Punkten.  Hieraus  folgt  beiläufig: 
«  p  —  1  Punkte  so  liegen,  dass  sie  eine  adjungirte  Cn^z  nicht 
,  so  schneidet  jede  durch  sie  gehende  adjungirte  Cn^z  die  Cn 

weiteren  Punkten  ^  durch  welche  ebenfalls  noch  unendlich  viele 
durchgehen. 

hätten  hiemach  also  jede  beliebige  Gruppe  von  />  ~  1  Punkten 
lels  von  Oj^^  zur  Construction  eines  äquivalenten  Büschels 
(  benutzen  können.  —  In  Folge  des  letzten  Satzes  erledigt 
auch  der  Fall  Ra  =  p  —  1  für  q  =  2  von  selbst.  Nach 
\  können  wir  nämlich  durch  irgend  eine  Punki^ruppe  von 
inkten,   in   der  eine  durch   die  festen   Punkte   Ra   gehende 

Cn  noch  trifft,  immer  eine  Cn-z  legen,   welche  durch  den 
hindurchgeht  und  also  wieder  einen   zu   dem  Büschel   der 
ivalenten  Büschel  von  anderen^  durch  a  gehenden  C„^3  con- 
wie  im  Falle  q>  2. 
len  Fall  Ä«  <p—  1,  d.  h. 

ö  —  1  >  p  —  1  ,     oder     ö  —  2  ^  p  —  1  , 

im  Allgemeinen  eintreten  wird ,  da  durch  p  —  1  Punkte  nur 
ren  Fällen  unendlich  viele  r„  _  3  gehen)  construiren  wir  neben 

werden  nämlich   später  sehen ,   dass   man   zu  p  —  3  Punkten  immcr 
iden  kann ,  so  dass  alle  p  —  1  eine  adjungirte  C^  _^  nicht  bestimmen. 
Abtheilung  dieser  Vorlesungen  (Normalcurven). 
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der  Schaar  €^^°^^  eine  «weite  cc^"*-Schaar  C^'j^^j^,  welche  eine  ^|J"/' 
ausschneidet  und  zu  allen  Curven  der  ursprünglich  gegebenen  Schiar 
/J* ,  die  durch  einen  beliebigen  festen  PunJct  ß  gehen ,  äcj^uivalent  ist 
Wir  betrachten  die  Piinktgriippen  der  gegebenen  ^J?^  welche  gltdch- 
zeitig  die  Punkte  a  und  ß  enthalten,  was  für  ^5^2  immer  müglich 
ist.  Durch  die  0  —  2  beweglichen  Punkte  einer  solchen  rTni|iiMf 
können  wir  dann  der  Annabmu  nach  2  Uurven  («  —  Hy**  Ordnaug 
legen,  von  denen  eine  der  Schaar  6'^*1*,|  angehört  und  durch  ß  gdiJ,. 
die  andere  der  Schaar  cj^^  angehört  und  durch  a  geht.  Die«  ili 
aber  im  Allgemeinen  nicht  möglich*),  denn  durch  die  f»  —  2  (^p  — 1| 
Punkte  ist  eine  6'„_3  im  Allgemeinen  bestimmt.  Die  beiden  erw2 
t'^_3  müssen  daher  identisch  sein,  und  somit  jede  durch  beide  Vn 
gehen.  Da  ferner  ß  völlig  beliebig  war,  so  folgt,  dass  jede  Cn 
der  Schaar  ^„*"^g  den  Punkt  a  enthalt,  dass  also  letzterer  unter 
Ba  festen  Punkten  der  Schaar  mit  enthalten  ist;  q.  e,  d. 

Das  folgende  Beispiel  möge  den  liiermit  bewiesenen  Satz  erlaut 
wir  behaupten:    Die  einzigen    auf  einer  Curve   5**'    Ordnung   mit 
Doppelpunkten  möglichen   Gruppen  ^^^*  sind  die  beiden  oc 
welche   von   den    durch    die    Doppelpunkte    gehenden    Strahlen 
geschnitten  werden.     Nach  unserem  Satze  nämlich  kann  jede  ^J'*  du 
adjuogirte    Kegelschnitte    ausgeschnitten     werden;    soll    also    ein 
Büschel   ausser  den  Doppelpunkten  noch  3  (=  p  —  l)   feste  Pu 
mit  der  6^5  gemein  haben^  so  muss  jede  C.^  des  Büschels  zerfallen. 

In   dem  Beweise   haben   wir  an  keiner  Stelle  von  der  Bedii 
Q  <2 p  —  2  Gebrauch  gemacht.     Auch  wenn  diese  nicht  erfüllt  wir 
würde  dieselbe   Schlussweise,    und    somit    auch    der  resultirende 
gelten.     Weil  aber  adjungirte  C„  ^  s,  die  in  mehr  als  2p  —  2  Punli 
schneiden,  nicht  existiren,   so   müssen   wir  rückwärts  schliessen , 
Punktgruppen  <^'jj*  von  mehr  als  2p  —  2  PunkMi^  für  welche  g^Q' 
p  +  1  is(,  nicht  existiren* 

Diese  Bemerkung  kann  man  zum  Beweise  eines  wichtigen 
benutzen,     Gruppen  Gq^  welche  durch  adjungirte  Ct,-^  an- 
werden,  bilden  mindestens  eine  {Q  —  p  -\-^)'i^Q\i  unendln 
also  Gruppen  G^p^%  mindestens  eine  00»*  ~  ^  -  Schaar ;  sie  bilden 
auch  höchstens  eine  solche.     Denn  bildeten  sie  z.  B.  eine  cx^*^ 


*)  Sollte  dieB  doch  in  speciellea  Fällen  möglich  sein,  ao  kömiie  tnan  €1 
dritt.en  Punkt  y  und  eine  dritte  Schaar  C^^L  s  hinsunehmen  und  entspr^eln 
üeberlegungen  anstellen,  etc. 


mabhängige  atijungirte  Cnrven  {n  —  Sy*""  Ot^änun^ 
it  diesem  Satze,  dem  wir  später  noch  wieder  begegnen  werden, 
n  wir  die  Untersuchungen  dieser  Art  über  Schnittpunktsysteme 
i  darauf  später  in  Verbindimg  mit  der  Theorie  der  Abel 'sehen 
oneii  zuröckzukommen,  wo  sie  dann  imter  neuem  Gesichtspunkte 
Den  und  unter  Anwendung  neuer  Ilülfsmittel  formal  einfacher  aus- 
hen  sind.  Das  hier  Angeführte  wird  zunächst  genügen,  um  einen 
Kn  die  von  Brill  und  Nöther  befolgte  Methode  zu  gewähren. 

HI,    Portsetznng.  —  Das  erweiterte  Correspondenzprincip. 

it  den  letzten  Betrachtungen  nicht  in  unmittelbarem  Zusammen- 
steht ein  für  die  Geometrie  auf  einer  Curve  nicht  nainder 
;er  Satz,  das  sogenannte  trweiterfe  Correspondenzprincip,  zu  dessen 
lang  wir  uns  wenden.  Dasselbe  ist  eine  von  Cajley  an- 
tte^  von  Brill  bewiesene  Verallgemeinerung  des  auf  der  Geraden 
Q  and  uns  bekannten  (vgl.  p.  210)  Chasles'schen  Correspon- 
tneipii  für  eine  beliebige  Curve,  Von  dem  Chasl es  sehen 
►e  iat  dasselbe  för  Curven  vom  Geschlecht  Null  nicht  verschie- 
s  kommt  eben  nur  ein  vom  Geschlechte  der  Curve  (6'«)  ab- 
^  Glied  zu  der  von  jenem  gegebenen  Zahl  hinzu,  so  dass  auch 
ieder  die  hohe  Bedeutung  des  Geschlechtes  für  eine  Curve 
.*)  Die  zahlreichen  Probleme,  deren  Erledigung  mittelst 
jemeineren  Correspondenz/ormel  gelingt,  und  von  denen  wir 

biterbin  bezeichnen,  werden  ein  näheres   Eingehen  auf  den 

id  hinreichend  rechtfertigen. 


P^cip  wurde  zuerst  ohne  Beweis  von  Cajley  ausgesprochen: 
"^rendusj  t.  62,' p,  586;  ausführlicher  in:  Ou  the  correspondence  of  two 
^a  curve,  Proceediugs  of  the  Londou  math.  eociety,  vol.  1.  1866  (Be- 
^■beEi  «pecielleD  Fall)  und  mit  zahlreichen  Anwendungen  in:  Second 
|R  the  curves,  which  satisfy  given  conditions,  Philos.  TransactionB  of 
toc.  London,  vol.  158,  1868.  Einen  algebraischen  Beweis  zugleich  ffir 
j*'f  Formel  gab  Brilh  Ueber  Entaprechen  von  Punktsystemen  auf 

\T\  ÄonaJen,  Bd*T!,  p.  33»  1873,  und  mehr  geometrisch:  Üeber 

ria|»OiodeD2formei,  ib,  ßd.  Vll^  p.  607,  1874.  —  Die  Gültigkeit  seines 
ftlr  Oorven  vom  Getchlechte  Null  benutzte  schon  Chasles:  Comptes  ren- 
it,  p   6$4,  Mars  1&66. 
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Die  Gleichung  der  betrachteten  (Jurve  ((7.)  von  der  Ot4 

und  dem  Geschlechte  p  sei: 

(1)  rix)  =  0', 

und  zwar  setzen  wir  sie  zunächst  ohne  Doppel-  und  Büekkelv 
voraus.    Es  sei  ferner  eine  Gleichung: 

(2)  <p  (x,  J)  =  0 

gegeben ;  vermöge  deren  jedem  Punkte  x  der  Ebene  eine  Ol 
Ordnung,  jedem  Punkte  tj  eine  (Jurve  r*®'  Ordnung  entspricJl 
der  Curve  /  haben  wir  dann,  wenn  gleichzeitig 

nx)  =  0        und        /*(y)  =  0, 

eine  üorrespondenz,  vermöge  deren  jedem  Punkte  tj  der  Curv« 
Punkte  X  und  jedem  Punkte  x  derselben  d  =  jfit  Punkte  y  zuj 
sind.  Dabei  soll  zunächst  vorausgesetzt  werden,  dass  nichi 
weffiicfien  (zu  y  [bvz,  x)  gehfirendenj  Curven  dieseibefi  festen 
gemein  haheji*)^  dasa  also  die  a  hez,  b  Punkte  sämmUich  mi 
X  beweglich  seien.     Die  Curve  (r  +  $Y^'  Ordnung 


&  i! 


(3)  tp  {x,  x)^0 

stellt  nun    den  Ort    eines   Punktes    dar,    für    welchen    die 
sprechende  Curve  durch  ihn  selbst  hindurchgeht,    Sie  schneidi 
daher  (r  +  s)  n  ^^  a  -\-  b   Punkte  aus,  für  welche  einer  der 
spoudirenden    Punkte    x  in  y    iallt,    oder  umgekehrt     Die» 
Punkte  nennen  wir    die    Comcidenz punkte    der    Coriesponäenz 
Correspondenz  selbst  werden  wir,  insofern  sie  in  Bezug  auf /'be 
wird,  kurz  durch  (a^  b)  bezeichnen. 

Diese  Betrachtung  verliert  jedoch  ihre  Gültigkeit,  w| 
Gleichung  (3)  vermöge  f  (x)  ^  0  und  /  (y)  ^  0  für  Jeden 
oder  y  von  f  erfüllt  ist**),  d.  h.  wenn  von  den  Schnittponl 
einem  Punkte  x  entsprechenden  Curven  einer  oder  mehrere,  sag« 
in  X  selbst  hin  einfei  ien,  und  von  den  Schnittpunkten  der  zu  y 
den  Punkte  d  in  y  liegen.  Es  kaun  dies  dadurch  eintreten, 
betreffende  Curve  in  x  eine  (y  —  1) -fache  Berührung  mit  /"  hl 
y  unendlich  benachbarte  Schnittpunkte,  oder  einen  y- fachen 
oder  einen  p- fachen  Punkt  und  y  —  (f  successive  Sehnitt{>unkt« 
sich  die  letzteren  noch  in  verschiedener  Weise  auf  die  q  Zw< 
Curve  m  vertheilen  können.     Wir  sagen  in  allen  diesen  Fiii 


*)  In  Betreff  diefier  Fälle  sei  auf  den  Äbacbmtt  über  eindeutig« 
tionea  in  der  O^ei'  Abtheilung  dieses  Bandes  verwiesen. 

••)  Dies  tritt  z,  B.  ein,  wenn  g>  =-  i^  (a?)  •  af  (y)  —  f  (j?)  •  ^  (y)  i«|, 
9  für  X  «*  ^  eine  Potenz  von  /"  zum  Factor  erhält. 
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)  habe  mit  /  einen  y^y-werthigen  Schniltpunki  in  x  »=«  y".  Ana- 
giH  f&r  y  and  d.    Es  ist  aber  sehr  wichtig  ^  dass  immer 

rtof.  Denken  wir  ans  nämlich  aas  (p  (x,  y)  ss  0  mit  Hülfe  von 
a=Ü  eine  der  Coordinaten  x,-  von  x,  etwa  x^^,  eliminirt,  so  mass 
'Eliminationsgleichang;  da  sie  für  Xi  =  t/i  9/ -fach  verschwindet, 
actor  ^1^2  —  ^2^1  y-^^  auftreten.  Eliminirt  man  dann  noch 
ielst  /(y)  =  0,  so  enthält  die  Resultante  diesen  Factor  n^z-mal. 
be  Resultat  muss  sich  aber  ergeben,  wenn  man  umgekehrt  erst 
[  dann  Xj  eliminirt^  wodurch  jener  Factor  m  d-mal  vorkommen 
.  Daher  hat  man  in  der  That  y=  8,  Die  Zahl  y  zeigt  sich 
i  Correspondenz  (p  charakteristisch;  wir  werden  eine  solche  mit 
y-werthigen  Pankte  in  x  durch  («  —  y,  ^  —  y)y  bezeichnen, 
urch  (a,  ^)y,  wenn  a  —  y  =  a,  b  —  y  =  ß  gesetzt  wird. 
Dsete  Aufgabe  ist  es  nun,  anzugeben,  wie  oft  noch  ein  (y4~0^ 
tpnnkt  der  zu  x  gehörigen  Cur?e  mit  x  zusammenfällt,  d.  h. 
t  in  der  Correspondenz  {a  —  y,  b  —  y)y  ein  Punkt  y  mit  einem 
chenden  x  zusammen/'dllt. 

1  dem  Zwecke  betrachten  wir  zunächst  für  y  =  0  gleichzeitig 
lorrespondenzen  (0,  b)  und  (a,  b'): 

r      t  r'       #* 

9>  (^>  y)  =  0    •  und       9'  (a: ,  y)  =  0 

«gen  nach  der  Zahl  der  Punktepaare  or,  y  auf  /*,  welche 
«itig  beiden  Correspondenzen  genügen.*)  Nun  entsprechen 
Punkte  y  der  Ebene  die  rr  Schnittpunkte  x  der  ihm  zugehörigen 
i  g>  «B  0,  9'  «a=r  0;  ebenso  sind  jedem  Punkte  x  der  Ebene  ss 
\  y  zugeordnet  Bewegt  sich  y  auf  einer  Geraden,  so  durch- 
die  entsprechenden  rr  Punkte  x,  wie  wir  bei  einer  anderen 
nheit  sahen  (p.  387),  eine  Curve  der  Ordnung  r/ +  *'•';  also 
y  unsere  Curve  f  beschreibt,  durchlaufen  sie  eine  Curve  von 
dnung 

n  {rs*  +  5r')  . 

ichnittpunkt  x  der  letzteren  mit  f  wird  mit  einem  auf  f  liegen- 
inkie  y  ein  Paar  der  gesuchten  Art  geben.  Die  Zahl  der  zwei 
pondenzen  (a,  ^),  {a\  b')  zugleich  genügenden  Punktepaare  auf 
aher  gleich 

n'^{rs  +sr)  =  ab'  +  ba\ 

igen  die  Punkte  x  und  y  zu  jeder  der  beiden  Correspondenzen 
Timetrisches  Verhalten    (wofür   nothwendig  a  =  b,  a  =^b')y  so 

)9M  Verhalten  dieser  Aufgabe  zu  der  vorhergehenden  ist  analog  den^'eni- 
Bestimmong  des  Grades  der  Resultante  zweier  Gleichungen  zu  der  Be- 
g  des  Grades  der  Discriminante  einer  Gleichung. 


444 


Vierte  Abtheilung. 


ergibt  das  angefdhrte  Verfahren  äteseWe  Curve  der  Ordnung  n  {r$i 
wenn  wir  y,  und  wenn  wir  x  auf  der  Curve  f  wandern  lassen] 
Schnittpunkt  mit  /  triigt  daher  zweimal  zur  Bildung  eines  Pa 
Die  Zahl  der  gesuchten  Paare  ist  also  gleich  der  Hälfte  der  ebeai 
denen  Zahl:  r  =  00'  =  öb\ 

Eine  Ueduction  ist  jedoch  an  obiger  Zahl  (fb'  -\-  bd  andü 
wenn  eine  oder  jede  der  beiden  Correspondenzen  einen  mehrwer 
Punkt  m  x  =  y  hat,   und  wenn   man  dann   die  Anzahl  von  gcim 
liegenden   Punkten  x,tj  auf /' angeben  will,  welche   beiden   genüg 
Wenn  nämlich  etwa  tp   einen  y'-werthigen  Punkt  besitzt  (also  für 
heim   Wandern  von  x  auf  f  immer  y    Punkte  y  mit  x  vereinigt 
gen),   so  genügt  ein  aus  zwei  solchen  benachbarten  Punkten  x>y 
stehendes  Paar   zugleich    der  Correspondenz  tp  an  denjenigen  a^ 
Stellen  von  /",  wo  Coincidenzen  von  tp  stattfinden,  und  zwar  an  je 
solchen   Stelle   y  -  fach ;   vrir  haben   daher  /  (a  -f-  b)  abzuziehen. 
Anzahl  äet-  getrennt  Hegenden  Punklepaare,  welche  zwei  Corresf 

(a,ö)    und    {c!  ^  y  ,  b'  ^  y)y' 
gleichzeitig  genügen,  ist  also  gleich 
(7)  «  (*'  -r')  +  b  (a  -  y-)  . 

Die  weitere  Ueduction^  welche  eintritt,  wenn  9)  zugleich  a 
y-werthigen  Punkt  in  x  =  y  hat,  d.  h.  wenn  die  Correspondenz«! 

qp  =  (a  —  y,  b  —  y\  ,     q!  =  (d  —  y  ,  V  —  y)r 

gegeben    sind^    bestimmen   wir   durch    folgenden    Grenzpr 
denken  uns  zunächst  die  eine  Correspondenz,   etwa  tp^  ein 
formirt   (d.  h.  die  Coefficienten   der  entsprechenden  Gleichung 
sehr  wenig  geändert)  in  eine  andere 

welche  dann  m  jt  ^  tj  keinen  ein  -  oder  mehrwerthigen  Punkt 
dagegen  y  diesem  benachbarte  Punkte  x,  bez^  y  auf  der  C„  /Tä 
Punkt  g  bez,  x  ergibt.  Die  Zahl  der  gemeinsamen  Punkt^paare 
Correapondenzen  n  und  97'  ist  nun  nach  dem  Vorigen  gleich: 

ab*  +  bd  ^y'  (a  +  b). 

Unter  diesen  Paaren  gibt  es  noch  solche,  welche  aus  xwe 
benachbarten   Punkten   x^  tj  bestehen    und,    indem    diese   Pm 
sammenfallen,  zu  einer  weiteren  Reduction  unserer  Zahl  Wraii| 
geben;  sobald  die  Deformation  von  (p  in  tt  rückgängig  gema 
Diese  Paare  sind  zti  finden. 

Wir    betrachten    einen  CoLncidenzpunkt  G  der  Cof 
näher I  d.  h*  einen  Punkt,  in  dem  y'  +  1  Punkte  x  =»  g  von  f» 
Während   sich  x  dem  Punkte  G  nähert^    rückt   der   not 
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ürende  Punkt  y  zunächst  in  die  Nähe  von  x,  fällt,  wenn  x  G 
t,  mit  X  zusammen  und  entfernt  sich  wieder  von  x,  wenn  x 
m  ^  entfernt.    Während  also  x  durch  einen  üoincidenzpunkt 

geht,  durchläuft  y  alle  zu  x  benachbarten  Punkte  von  f,  indem 
3  Punkt  den  andern  gewissermassen  einholt  und  dann  über  ihn 
eilt.  Unter  den  benachbarten  Punkten  von  x  sind  aber  auch 
Hinkte,  welche  aus  dem  7^-werthigen  Punkte  von  q>  in  Folge 

Deformation  entstanden:  auch  jeden  dieser  y  Punkte  muss 
wenn  x  durch  einen  üoincidenzpunkt  G.  von  q/  geht,,  der  coin- 
le  Punkt  y  einmal  passiren.  Für  jeden  Punkt  G  entstehen  da- 
*  aus  nahe  benachbarten  Punkten  x,  y  gebildete  Paare,  welche 
I  den  Correspondenzen  qf  und  %  genügen,  und  welche  bei 
m  der  Deformation  von  q>  eine  entsprechende  Reduction  der 
/  4.  ^a'  —  y  (a  +  b)  hervorrufen.*)  Ist  also  C  die  Zahl  der 
nzpunkte  von  q>'  j  so  bleiben 

(g?g?')  =  ab'  +  ^^'  —  /  (ö  +  ^)  —  yC 

on  getrennt  fallenden  Punkten  x^y,  die  den  Correspondenzen 
f'  zugleich  genügen. 

n  verfahren  wir  aber  unsymmetrisch,  wenn  wir  die  eine  Corre- 
LZ  q>  deformiren;  hätten  wir  statt  dessen  q>   deformirt,  so  wür- 
die  Formel 

{tpqP)  =  ab  ^b'a-'y  {a  +  b')  —  yC 

L  haben,  ux>  C  die  Anzahl  der  Coincidenzpunkte  der  Correspon- 
bedeutet.  Da  die  beiden  Werthe  für  (99')  einander  gleich  sein 
,  so  erhält  man  durch  Vergleii^hung: 

C-Cfl-yJ-C^-y)  _  C  -  (g  -  /)  -  ib'  -  y) 
y  y 

Hser  Quotient  hat  für  9  dieselbe  Form,  wie  für  9  und  muss 
on  der  speciellen  Natur  der  Correspondenz  ganz  unabhängig 
r  kann  durch  irgend  eine  Correspondenz,  für  welche  die  Zahl 
"weitig  bekannt  ist,  bestimmt  werden.  Nehmen  wir  z.  B.  die 
ondenz  zwischen  dem  Berührungspunkte  y  einer  Tangente  der 
ihren  anderen  n  —  2  Schnittpunkten  x  mit  der  Cnj  für  welche 
i  der  Anzahl  der  Wendepunkte  von  /",  also  gleich  3  n  (n  —  2) 
er  haben  wir 

a  =  n,      &==n(n  —  1),      y  =  2. 


ie  SchluBsweise  des  Textes  würde  zunächst  nur  fQr  reelle  Punkte  gelten. 
a  jedoch  den  gemachten  GreDzprocess  auch  algebraisch  verfolgen,  wo- 
sh   dann   auch  imaginäre  Vorkommnisse    erledigen;   vgl.    Brill,   Math. 
Bd,  VI,  a.  a  O. 
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und  also  den  Werth  des  Quotienten  gleich  («  —  l)  {«  —  2) ,  j 
Daher  hat  man  die  Corre$iiondenzformei: 

(11)  c^{a-y-^  +  {b-Y)  +  2yp, 
und  ferner  durch  Substitution: 

{99)  =  («  -  7)  (^'  -  Y)  +  (*  -  y)  («'  -  y')  -  a /ij^ 
Setzt  man  noch: 

a  ^  y  ^  u\        a  —  j/'  «^  «% 
h  —  ys^ß*^         b'  --  y^ß% 

wo  dann  also  a  die  Zahl  der  vermöge  der  Correspondenz  q>  dei 
fj  entsprechenden  n/rhl  mit  tj  zusamraeufallenden  Punkte  x  ia^ 
ßo  haben  wir  den  Satz:*)  ^ 

Die  Anzahl  der  Coincidenzpunkte  einer  Correspondenz  g»  i 
auf  einer  Curve  vom  Geschlecht  p  fzunädtst  ohne  Doppelpunkte 

(12)  (7  =  «  +  ^  +  2py; 

und  die  Zahl  der  den  beiden  Correspondenzen  9?  =  (0,  ß)^^  gj'  ^ 
zugleich  genügenden  Punklepaare  x,  y  ist: 

(13)  (q>q^')  =  aß'  +  ßa~2pyy\ 

Von  der  letzteren  Zahl  ist  wieder  nur  die  Hälfte  zu  nehii 
fp  und  qp'  ein   völlig  symmetrisches  Verhalten   zeigen,    wie 
den  Fall  y  ^^  y  «=^0  schon  ausgeführt  wurde.  — 

Wir  stellen  uns  nunmehr  die  Frage,  wie  die  Coincidl 
einer  Correspondenz  algebraisch  durch  ein  Eliminationsver 
bestimmen  sind.  Wir  werden  insbesondere  zeigen ,  dass  mm 
eine  Curve  angeben  lässt^  welche  die  Coincidenzpunkte  C  m 
schneidet;  dass  also  die  Coincidenzpunkte  immer  das  volhiändm 
Punktsystem  von  f  mit  einer  anderen  Curve  bilden.  Diese  Cal 
zunächst  filr  die  einfachsten  Fälle  y  =  1  und  y  ^2  wirklicll 

werden ;  für  y  ^^  0  ist  sie  ja  direct  durch  q>  (x,  x)  =  0  gegd 
£s  sei  also  erstens  y  ^  1.     Wir  setzen  symbolisch:  \ 

(14)  /=ör^«  =  V  =  ...,     9>  =  a.'/3/==.«Vjr/  — -• 

so  dass  in  qp  erst  je  r  Symbole  a  zusammen  mit  je  s  Symbo 
wirkliche  Bedeutung  gewinnen*     Der  Annahme  nach  haben 

(15)  cc^'^ßx'  »^  0 ,    (eventuell  vermöge  f  «*  0)  ; 


*)  Es  sei  besonders  hervorgehoben,  flaas  die  gefundenen  FoniMli 
leituug  nach  nur  angewandt  werden  dürfen,  wenn  die  CortevpOiiM 
den  Punkten  x  und  y  durch  eine  Gleichung  «p  =>  0  diArateUbiir  M^ 
die  a  ^  €t  -\-  y  viu  y  gehörigen ,  sowie  auch  die  ö  m^  ß^  y  mn  jt  g^b^ 
durch  eine  bewegliche  Curve  ausget^chuitten  werden. 
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»  soll  sein  {fXr  y  ^=  x  -{-  dx: 

swischen  beiden  Gleichungen  die  Differentiale  dxi  in  symmetrisclier 
B  eliminiren  zu  können,  sei  bemerkt,  dass  man  zwischen  den  Xtj 
inen  absolute  Werthe  zu  ertheilen^  immer  eine  Gleichung  der  Form 

imen  kann,  wo  die  ki  Constante  bedeuten.  Hieraus  ergibt  sich 
als  dritte  Gleichung: 

k^dx^  +  k^dx^  +  k^dx^  =  0 . 

3ur  und  den  Gleichungen  (16)  kann  man  nun  die  dx  eliminiren 
mdet  die  Bedingung: 

(aßk)aj^'^ajß^"^  =  0. 
statt  (16)  hatte  man  auch  die  Gleichungen: 

nnde  legen  können;  es  ist  also  auch 

{aak^  a*"-^«*'— ^^*'  =  0. 

IS   schaffen  wir  die  ki  durch  Anwendung  der  Identität  (p.  283): 

(aak)  ß,  —  (aßk)  a^  +  {ßak)  a^  +  {aaß)  k^ 

ienn  wegen  (18)  und  wegen  /"  =  0  geht  dann  (20)  bis  auf  den 
inten  Factor  Ar«  über  in 

iiese  Gleichung  stellt  die  gestichte  Curve  dar.  Die  Zahl  ihrer 
ttpunkte  mit  /*  ist  in  der  That  gleich: 

wr  +  w«  +  **  (**  —  3)  =B  nr  —  1  +  n«  —  1  +  2p  . 

^  sei  zweitens  ^  ss  2 ;  und  zwar  iftöge  dies  zunächst  dadurch 
dhen,  dass  die  zu  x  gehörige  Curve  in  x  und  ebenso  die  zu  y 
ige  in  y  einen  Doppelpunkt  hat;  d.  h.  dass  unabhängig  von  den  z: 

ragen  nach  den  Punkten  x^  in  denen  ein  Zweig  des  Doppel- 
ee  die  Curve  f  berührt,  d.  h.  für  welche 

Elimination  der  dx  aus  diesen  Gleichungen  und  (17)  ergibt: 

ißak)  (ßbk)  ttx'-^ar'-^flx''-  i^^x»- 1  =  0. 
(23)  hätte  man  aber  auch  die  Gleichungen: 
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ssu  Ürundü  lagen  könneo;  es  ist  aJso  auch: 

(26)  (aak)  {abk)  aJ-^ß^'a^^-'K'* ^'  =  0 

Es  sei  ferner  bemerkt,  dass  auch  die  Gleichungen  (18),  (20)  m^ 
wegen  (22)  für  jeden  auf  f  gelegenen  Punkt  x  erfüllt  Bind.  —  Zur 
Schaffung  der  ki  aus  (24)  wenden  wir  die  Identitäten  an 

ißak)  u^  =  (ßaa)  k^  +  {ßak)  u^  +  {aak)  ß, 
(ßbk)  er.  =  (^Ä^a)  A>  +  ißuk)  b^  +  {abk}  ß^ 

In    dein    entatehendea  Ausdrucke  verschwinden    die    Glieder  mit 

Factoren  a^.,  b^  wegen  /  ^  0 ,  das  mit  ß^r^  wegen  (26) ;  es  bleibe 
in  k^^  und  ^wei  in  k^^ß^  multiplicirte  Glieder,  Die  letzteren 
wegen  der  Vertausch  barkeit  von  a  und  b  bis  auf  gemeinsame  Fact 

(muk)  ißba)  ß^  +  (ßaa)  (abk)  ß^  =  2  (aak)  (ßta}  ß, 

Für  den  rechts  stehenden  Term  benutzen  wir  die  Identität: 

{aak)  b^  =  iaab)  k^  +  (abk)  a^  +  (bak)  cr^ . 

In  dem  entstehenden  Ausdrucke  verschwindet  das  zweite  Olied  m 
f^  0,  das  dritte  wegen  der  Gleichungen  (22)*  Der  Aus^lruck 
geht  also,  abgesehen  von  dem  Factor  k^^j  über  in; 

P=  {aßb)  {{aßa)  b^,  ^  2  {aab}  ß^}  a^-^'  *^,'~«^^"-«ff^"-» 

Diesen  können  wir  noch  symmetrischer  schreiben;  es  isft  nlmlieh 

{aab)  ß^  =  {aßb)  a^  +  {ßab)  a^  +  {aaß)  b^, 

und  also,  indem  sich  die  übrigen  Glieder  fortheben: 

p^{aßb)  {{aab)ß^  +  {ßab)  «,}  a^— i^-««^— 8^,'-« . 

Hierin  können  wir  noch  a  und  b  vertauschen  und  die  Summe  b€ 
Ausdrücke  bilden.     An  Stelle  von  {aßb)  a^c  tritt  dann  der  Factor; 

i  {{aßb)  a^  -  {aßa)  b^}  =  -J  {{aab)  ß^  -  (ßab)  «,}  .      ' 
Die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist  also  schliesslich:  ] 

(27)  2  />—  {iaab)'^  ßj  —  {ßaby  a^^}  a,''-^^,,-»^^«-^^^—!^ 

Die  Zahl  der  von  ihr  auf  f=0  ausgeschnittenen  Coincidenqid 
stimmt  mit  der  oben  gefundenen  überein.  j 

Eine  andere  Curve  gleicher  Ordnung  erhalten  wir  bei  d«  | 
nähme,  dass  der  2-werthige  Punkt  m  x  =  y  durch  Berührung  | 
steht.     In  dem  Falle  treten  an  Stelle  von  (22)  die  Gleichungeii:  i 

(28)  a/  ß:c'  -'ßd.  =  0 ,         a^—  ^ßja^^  =  0 , 
und  an  Stelle  von  (23)  die  Bedingungen: 
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(29)  a^'ß^'-'ß^^  +  (^  -  1)  tc^'ß.'-'ßä.''  =  0 

(30)  a^^-'a,^  +  (n  -  1)  «.«-  'a^J  =  0 

(31)  k^  (Px^  +  k^tPx^  +  k^d^x^  =  0 , 

wahrend  wieder  die  Gleichungen  (18),  (20),  (21)  für  jeden  Punkt  von 
f  erfüllt  sind.  Man  kann  sich  hier  die  dxi  aus  (29)  und  (30)  in 
Function  der  tPxi  berechnet  denken,  ihre  Werthe  in  öf^^-^a^j,  «=  0 
und  eine  der  Gleichungen  (28)  einsetzen,  und  aus  diesen  beiden  Glei- 
ehongen  zusammen  mit  (31)  die  d^xi  eliminiren.  Symmetrischer  ge- 
■chieht  diese  Elimination  jedoch  in  folgender  Weise. 

Man  fiQge  die  an  Stelle  von  (19)  tretende  Gleichung: 

■(82)  «V-^«'^:r/J'x'  +  (r  -  1)  «V-^a'^x^iSV  =  0 

L  Idnsu , .  und  eliminire  aus  ihr,  sowie  aus  (29),  (30)  und  (31)  die  Grös- 
€Pxi.    Dies  gibt  das  Resultat: 

ßtß^       ß'J^      ß,ß^      (s-^l)ßaJ^ 
a\a.     a',a.     a,a.     J'"  "  ^^  «'^^;i  «.^'^.^ -«V^^V..^-. 

A I  rCn  A  a  \J 

Determinante   entwickeln   wir   nach   den   Gliedern  der  letzten 
icalreihe.    Alsdann  verschwinden  wegen  der  Gleichungen  (18)  und 
lunachst  alle  Glieder  einzeln;  das  Glied  mit  dem  Factor  a:r"~^^da^ 
yerschwindet  sogar  quadratisch.     Letzteres  ist  nämlich  gleich 

(n  -  1)  (ßak)  a^^^  .  a^^ßj-'a/-^ß'^^aj'-'^', 

durch  Anwendung  der  Identität 

{ßak)  aa^  =  {ßa  d)  k^^  +  {fiak)  da.  +  {adk)  ßa.r 

it   aus  ihm  eine  Summe,    deren   einzelne   Glieder  je    für    sich 

Eitisch  verschwinden.     Für  die  beiden  letzten  Glieder  folgt  dies 

littelbar  aus  den  Gleichungen  (18),  (20)  und  (28);  das  erste  Glied 

ilt  den  verschwindenden  Factor  Ava:,  und  das  Verschwinden  des 

Factors  ergibt  sich  durch  Elimination  der  dXi  aus  (28)  und 

>ia^^  =  0.     Den   Term   mit   a^c'^-'^a^J    als   Factor    können   wir 

gegen   die  beiden    andern  Terme    der  Determinante    fortfallen 

en;  die  letztere  reducirt  sich  somit  auf  die  Summe: 

{{s-l){dak)d^ßaJ—{r^l){ßak)ß,,daJ}a^^ß./-'dj-^ß'^'a^--'\ 

Zur  weiteren  Umformung  dieser  Summe  dienen  folgende  Bemer- 
ren.  Jedem  Punkte  x  entsprechen  unserer  Annahme  nach  die 
mkte  X  und  x  +  dx*^  umgekehrt  müssen  daher  dem  Punkte  x  -j-  dx 
Mer  die  Punkte  x  -{-  dx  und  x  entsprechen,  d.  h.  nel/efi  (28)  besieht 
ch  die  Gleichung: 

CUbfcb,  VorIe«uiflr«n.  09 
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(34)  i^.'-Ut^^ß.'-'ß^^  =  0. 

Da  ferner  in  uuserm  Falle^  wie  oben  bemerkt  Cp-  446),  der  Aiisdi 
ti/ß^''  identisch  Null  ist  oder  den  Factor  f  hat,  so  ist  aacli  verni 
f=0  und  fi?/ =0: 

(35)  s  .  a,-^-"  '  ßa,  +  /  .  aj  -  '  ß^'a^^  ^  0 , 
oder  wegen  a^'*^  ^a^x  =  0,  k^^r  =^  0: 

5  .  (ßak)  a^'-ßj-^a^^  -  *  ^  _  r  .  (aak)  a^" ^ ß^' a^""  ^ . 

In  Folge  dieser  Gleichung  kann  man  aus  (B3)  einen  gemetosai 
verschwindenden  Factor  absondern.  Vertauscht  man  noch  im  zwe 
Gliede  die  gestricheneu  Bui-bataben  mit  den  n^ieht  ge-striehenea^ 
erhält  mau   abo  als    das    Re&uitat  der   Eiimmation  der  dßxi  am  (j 

im.  (31): 

(36)  {J  (*  -  1 )  ß.J^aJ  +  r  (/■  -  1)  a,jßj]  aj  -  ^ßj  ~  *  =  0  . 

Die  Elimination  der  dXi  aus  dieser  Gleichung  und  aus  a^^'^^&^n 
Av4-  -=  0  gibt  also : 

ü={a-  {$  ^  1  )(ß  a  kjißU)  (r,^+r(r- 1  Kutik)iabk)ßJ}a^' '  ^fi^* "  ^n^—  H 
oder,  wie  wir  kurz  schreiben  wollen: 

(37)  *  (s  —  1)  ,  Hl  +  r  (r  -  1)  /n,  ^  0  . 

Zur  Fortschaffung  der  ki  wenden  wir  im  ersten  GHede  die  iJ 

titäten  an: 

^  (^flf A)  a^  =  ißaa)  k^  +  (/JaA)  a^  +  {aak)  ß^  , 
{ßbk)  a^  =  ißba)  A,  +  {ßak)  b^  +  (ai^Ar)  /3^  . 
Es  wird  dann  wegen  /'=0: 
n^  =  («/3a)  (a/3^)  a^'-- ^ß^* - ''aj' -'b^--'  ,kj  +  Tf.,  -f-  2 A-^  •  n 


wenn: 


Ha  =  (ßaa)  (abk)  a^T - ^  ßx' "  ^  ö," - ^ ^x" " 


Letzteren  Ausdruck  formen  wir  nochmals  mittelst  der  Identität 

{ßaa)  k^  =  {ßak)  a^  -  {ßak)  a^  —  {aak)  ß^ 

um.  Von  den  drei  dann  entstehenden  Gliedern  verschwindet 
erste  wegen  (34),  das  zweite  wegen  /=  0,  das  dritte  ist  gleich  — 
und  also  wird,  wenn  S  den  Factor  von  kj  bezeichnet: 


(38) 


TT,  +  TTj  =  5  .  ^^ 


Um  auch  die  Differenz  TT,  —  TTj  zu  bilden,  benutzen  wir  für 
folgende  Identität  (IV,  p.  283) 

2  {ßak)  ißhk)  a^b,  =  (ßaky  bj  +  (ßhky  aj  -  {abkf 
-  (jabßf  kj  +  2  (/Je*)  (abk)  Av, 
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Setzt  man  dies  in  TTj  ein,  so  bleiben  nur  die  letzten  beiden  Glieder 
der  rechts  stehenden  Summe.  Es  wird  also  bis  auf  die  Factoren 
a,''"*/J,*~*flx*~*^,"~*  der  Ausdruck  TTj  gleich 

-  i  {abßy  ä,2  .  j,ji  +  ^ßah)  {abk)  ß.aj  .  k., 
und  ebenso  bis  auf  dieselben  Factoren  TTj  gleich 

—  i  (abay  ßj^  .  kj  +  {aab)  {abk)  a^^ßj  .  A-^ . 

Bei  Bildung  der  Differenz  benutzen  wir  für  die  letzten  beiden  Glieder 
die  Identität: 

(ßab)  a^  —  (aab)  ß^  =  (aßa)  b^  -  [aßb)  a^ . 

Wegen  der  Vertauschbarkeit  von  a,  b  und  wegen  des  Factors  (abk) 
kSonen  wir  für  die  rechts  stehende  Differenz  2  {aßa)bx  schreiben. 
Den  so  umgeformten  Factor  von  Av  in  TT,  —  TTj  wollen  wir  für  den 
Augenblick  mit  2  X  bezeichnen.  Derselbe  lässt  sich  auf  TT,  und  TT.^ 
sorfickfahren. 

Die  Form  (a/Sö)  a,»*  -  ^/Sj-^-^a^"- "  nämlich  ist  für  unsern  Fall 
identisch  Null  oder  hat  /*<=  dr,"  zum  Factor;  jedenfalls  ist  also  auch 
Termöge  /"=  0  und  df^  0: 

Srietzen  wir  aber  hierin  wieder  die  äxi  durch  die  Unterdeterminanten 
^l^fybjc'^"^,  so  ¥mrd  der  Coefficient  von  {n  —  1)  gerade  gleich  jener 
JWm  X\  der  Coefficient  von  (r  —  1)  dagegen  wird  gleich  dem  oben 

f  Alt  TTj  bezeichneten  Ausdrucke,  also  sein  Product  mit  A^:  gleich  —  TTj, 
and  entsprechend  muss  der  Coefficient  von  {s  —  1)  bis  auf  den  Factor 

Jt,  gleich  -f-TT,  werden.    Wir  haben  sonach  die  Relation: 

(«  - 1)  A-, .  x  =  (r  ^  1)  n,  -  (6-  -  1)  n, . 

Tragen  wir  dies  in  den  für  TT,  —  TTj  gefundenen  Ausdruck  ein  und 
beseicluien  den  Coefficienten  von  kj^  in  TT,  mit  7,,  in  TTj  mit  T^y  so 

(«— i)CrT,-n2)=.i*,»(n-i)(r,-7',)+2(r-i)n,-2(s-i)n,, 

oder: 

C39)     2  (25  +  n  -  3)  Hl-  2  (2r  +  n  -  3)  n^  =  kj'in  -  \){T^-  T,). 

Diese  Gleichung  zusammen  mit  (38)  gibt  die  Resultate: 

4  (r  +  5  +  n  -  3)  n,  =  Ar,2  {2  (2  r  +  n  -  3)  5  +  7'3  -  r, } 

4  (r  +  5  +  n  -  3)  Hj  =  Ar,2  {2  (25  +  w  —  3)  5  -  7^  +  7,}  . 

Damit  ist  die  Absonderung  des  Factors  A:^^  aus  der  Gleichung  (37) 
geleistet.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Curve,  weiche  avf  f={)  die 
iMncidenzpunkte  der  Correspondenz  dx^'ßy'  =  0  ausschneidet,  ist  also: 

|B)2S[#(*--J)(2r+ii--3)+r(r-l)(25+;i-3)]+r(;i-l)[r(r-l)-5(5-l)]=0, 
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wo  Sy  T  ^  f ,  —  Jj  in  fallender  Weise  definirt  sind: 

S  =  (auß)  {baß)  «^'^-«/S^*-  «ii,"-  '^>^-  '  ^ 
T^{ühßfttJßJ'''^a,,'*''n^''-^  —  {abayaZ-^ß^'a^'^-nj 

Aus  diesen  Beispielen  wird  m  klar  sein,  wie  mao  im  sllg< 
Falle  zu  verfahren  hat:  Man  wird  mit  Röcksicht  auf  die  Glei 
k/,r  =  0  durch  ein  dem  obigen  analoges  Verfahren,  bei  d 
Symbole  u  und  ß  der  Function  g?  =  (^j^'^ß/  symmetrisch  benm 
den,  nach  einander  die  Diflercntiale  yerschiedener  Ordnn: 
Gleichungen  eliminireu  können,  welche  den  >'-werthigen 
Correspondenz  in  x  =  1/  definiren ;  sei  es  dass  letzterer  durcli 
mehrfachen  Punkt  der  Curven  9  daselbst  oder  durch  mehrpi 
Berührung  derselben  mit  /=0  oder  durch  gleichzeitiges  Ei 
beider  Vorkommnisse  entsteht.  Aus  dem  Endresultate  hat  man 
immer  noch  durch  identische  Umformungen  in  obiger  Weil 
Potenz  von  /c^:  als  Factor  abzusondern,  um  schliesslich  die  Gl 
der  Curve  zu  erhalten,  welche  die  Coincidenzpunkte  auf  /  aussei! 
Die  Ordminf/  dieser  Cmve  können  wir  indes»  ohne  nähere  Beti 
jener  algebraischen  Operationen  angeben,  da  wir  nach  Fornai 
die  Zahl  ihrer  Schnittiiunkte  mit  /  kennen,  dieselbe  ist  (i 
b  =  sn)  gleich : 
(41)  [r  +  s  +  y  («  '-  3)] . 

Diese  Zahl  bleibt  die  nämliche,  wenn  /  ^  0  Doppel  *  und  ?i 
Punkte  besitzt,  denn  die  angedeuteten  algebraischen  Operationen 
immer  ausführbar.  Andererseits  wird  aber  auch  unsere  zur  Aufs 
der  Zahl  C  =  a  -\-  ß  -{-  2  yp  führende  Ueberlegung  durch  di 
treten  vielfacher  Punkte  auf  /*  nicht  raodificirt,  wenigstens  nichi 
die  verschiedenen  Aeste  des  vielfachen  Punktes  alle  getrennt  verlj 
Die  Zahl  C  wird  alsdann  aber  kleiner,  wie  die  Zahl  der  Schnit 
obiger  Curve  mit  /  =^  0.  Dies  erklärt  sich  dadurch,  dass  di«s€| 
durch  die  vielfachen  Punkte  von  /  hindurchgeht,  dass  in  diesi 
Coincidenzen  entstehen,  ohne  dass  die  coincidirenden  Punkte 
benachbart  auf  demselben  Curvenzweige  liegen,  vrie  soglejc 
deutlicher  werden  wird;  und  für  Coincidenzen  dieser  Art  gelten 
obigen  geometrischen  Schlüsse  nicht.  Demgemäss  führen  wir  d 
Unterscheidungen  ein:     ff/r  bezeichnen  als  eigentliche  Cain^ 


*)  Bei  der  obi^ii  zur  Bebtimmung  der  Zahl  der  Wendepunkte  (p. 
nutztet]  Correspondenz  tritt  nach  die  Besonderheit  ein«  dass  die  Corvei 
ersten  Polaren)  in  den  vielfachen  Punkten  gemeinunme  feste  Punkte  ImH 
Omgebang  der  dadurch  vielleicht  entatehenden  Schwierigkeiten  (auf 
später  eingehen),  kann  man  ein  axideree  Bei^tpiel  wählen*  x.  ß.  dio  C< 
den»  (n  —  l,«  —  i)p  welche  durch  die  Linien  eines  Strahl bilftcheJb 
beBtimmt  wird« 
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me  jede,  weiche  dadurch  entslfhl^  Has$  einer  der  a  bewegUchen  einem 
hüte  y  entsprechenden  Punkte  diesem  Punkte  auf  demselben  Curve$i- 
:mi<;e  unen düch  n ahe  liegt :  als  u n e ig en (liehe  Coincide n z  ein c  jt^de^ 
für  weiche  dies  nicht  der  Fall  ist^  Nach  Jeni  Obigen  gilt  dann  in 
Folge  dieser  Definitionen  der  Satz,  dass  die  uneigenttichen  Coincidenzen 
immmcn  mit  den  eigentlichen  Coincidenzen  attf  f  ^  0  ein  voüstcindiges 
khninpunklsfjstem  bilden.  Bezeichnen  wir  also  rait  G  die  Zahl  der 
entteren,  so  muss  die  Zahl 

üJ^G  =  nr  -r  +  ns  ^  y  -{'ly  {n  ^  1)  {n -^2)  ^  2  d]^  G , 

wo  rf  die  Zahl  der  Doppelpunkte  von  /=  0  angibt^  durch  n  theilbar 
idD,  \h  h-  ea  ist  <?  =^  2  yd, 

In  jeden  Doppelpunkt  von  f  fallen  aUo  2  y  (ebenso  in  Jeden  i- 
(^dien  Punkt  mit  gelrennten  Tangenten  y  ,  i  [i  —  \])  vneigenlliche 
Coinääenzen, 

In  der  That  verschwindet  für  y  =  1  die  linke  Seite  von  (21)  in 
jedem /-fachen  Punkte  von  f  (i  —  l)-fach*  Um  dies  in  (27)  zu  erkennen, 
hit  man  für  einen  Doppelpunkt  x  von  /  nur  zu  beachten,  dass  der 
Ausdruck  iabuf  a^**  "^^.r"  "  *  in  einem  solchen  proportional  zu  «^^  wird. 
Von  diesem  Verhalten  der  die  Coincidenzpunkte  ausschneidenden 
,  die  wir  im  Folgenden  kurz  als  f^Coincidenzeurve^^  bezeichnen 
^),  in  den  singularen  Punkten  von  /'  mag  man  sich  in  folgen- 
eise  direct  Kechenschaft  geben  für  den  Fall,  dass  die  zu  x  ge- 
Curven  ip  iii  x  =^  g  einen  y- fachen  Punkt  haben.**)  Nähert 
nn  X  einem  Doppelpunkte  von  f  auf  dem  einen  Zweige  dieser 
(mit  dem  also  die  zugehörige  Curve  tp  immer  y  Schnittpunkte 
X  s^  y  hat),  so  wird  die  Curve  qp,  sobald  *r  in  den  Doppelpunkt 
Itritt^  in  X  noch  weitere  y  Schnittpunkte  mit  dem  andern  durch  den 


•)  Djibb  die«  Wort  früher  in  anderem  Sinue  gebraucht  wurde  (p.  387),   wird 

i  2tt  lÜesvecständnidsen  Anlasa  geben  können. 

••J  Diea  kantj  entweder  unabhängig  von  f^^^  eintreten  oder  vermöge  f^^. 
emterefo  Falle  hat  die  Curve  tp  telbstvcrgtÄndlich  auch  in  einem  Doppelpunkte 

f  eiBeo  y- fachen  Punkt,  dessen  Tangenten  von  den  Doppelpnnktstangenien 
pehi^cji  sind,  Dass  letzteros  auch  im  zweiten  Falle  im  Allgemeinen  eintritt, 
man,  indem  man  die  Function  gj  {x^  y)  ^  '^Jßy  o^h  dem  von  Gordan 

iben^n  foUe  (Math.  Annalen^  Bd.  5,  p.  100)  in  eine  Beihe  entwickelt,  deren 
>  1  Glieder  für  r  ^  i  bis  anf  Zahlenfact<tren  bez.  aas  den  Formen: 

rch   eilten  Polaren procega  enißtehen.    Di^  Formen  qp^ ,  «pi ,  «jp^  •  ♦  •  *3Py 

die  Potenzen  f^,  /'*'  '  ^*  /*'/  —  ^  ^      ^o  ^^  Factoren  haben.    Verachwinden 

die  Formen  tp^^  99^,  . . ,  9y_i  tdle  identisch*  to  hat  man  den  Fall, 

y*fkcli«  Punkt  in  x  =  ij  unabhängig  davon  eintritt,  ob  x  auf /" liegt  oder  nicht 


müssen 
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Doppelpunkt  gehenden  Zweige  von  /  besitzen,  so  dass  y  nneigünUicb« 
Coincidenzen  eintreten.  Dasselbe  gilt,  wenn  ^  auf  diesem  andtm 
Zweige  an  den  Doppelpunkt  heranrückt;  uinl  so  haben  wir  in  der 
That  zusammen  2y  uneigentliche  Coincidenzen,  wie  es  sein  soll. 

Betrachten   wir  ferner   den   Fall,    wo    der   y-werthige   Punkt  in 
X  =  y  durch   BerOhrung  entsteht     Hier  können  wir  nns  immer  die 
zu   Punkten    x    gehörigen   Ciirven   (p  aus   einer  zweifach  unendhcboo 
Mannigfaltigkeit  von  Cnrven  s^'  Ordnimg,  deren  jede  die  Curve/«0^ 
in  y  ^ —  1  consecutiven  Punkten  trifft,  eben  durch  die  Bedingung 
geschieden  denken,   dass   eine   solche   Curve   noch   einen  weiteren 
nachbarten   Punkt  mit  /'  gemein  habe.     Jedem  Punkt«  x  entsprech 
dann   die   übrigen   ns  —  y    einfachen    Schnittpunkte   y    einer   sokhiil 
Curve  mit  /,  von  denen  im  Aligemeinen  keiner  in  den  Doppelptmirii 
liegt-     Durch  jeden  Punkt  t/  dagegen   gehen   einfach   unendlich  ridft  \ 
Curven  jener   oc^-Schaar,   deren  jede   in   einem   nicht  in  ^  liegenden 
Punkte    die    Curve   /'in    y  —  1    benachbarten   Punkten    trifft;   unttr ^ 
diesen  wiid  aber  eine  endliche  Zahl  von  Curven  sein,  welche  /  injey| 
benachbarten    Punkten    schneiden:     Dem    Punkte   y    entspricht  dab 
eine    Curve,    welche    die    so    ausgezeichneten    Berührungspunkte 
letzterwähnten  Curven  ausschneidet,  d.  h,  die  Coincidenzcurve  ip.  458) 
einer    Correspondenz   mit    {y  —  l)-werthigera   Punkte.      Eine   solt 
Correspondenz   hat  aber,  wie   wir   sogleich   sehen   werden^    y  (y  —  l| 
uneigentliche   Coincidenzen    in  jedem  Doppelpunkte   von  /*;  und 
fallen  in  jeden  y  {y  ^  1)  Schnittpunkte  der  zu  ij  gehörigen  Curve. 
aiso  eint'  CorrespONffem  in  x  =  y  eiften  y-werthigen   Purt^f,   tUr 
{y  —  \)' pHHtihtje  Bertiiirmiff  entsteht^    und   gehen    die    zu  x  gt 
Curven  nicht  durch  die  Doppelpunkte  von  f^   so  faUen   doch  für  jede 
einem  Punkte  tj  gehörige  Curve  y  (y  ^  1)  Schnittpunkte  in  Jeden    / 
pimki  von  f;  d.  h.  wir  haben  eine  tjorrespondenz  mit  festen  Puf^ 

Solche  Correspondeuzen  haben  wir  allerdings  von  der  Betrachtua 
vorläufig  ausgeschlossen.     Für  sie   soll   später  der  folgend' 
wiesen  werden*),  den  wir  einstweilen  wiederholt  werden  benut         _  ^  . 
und   deshalb  hier  mittheilen:     Entfalten    Im    einer    CorrcspoHäenz 
y-werthigem  Punkte  in  x '=  ij  für  jede  der  zu  X  gehMgen  CwutM  ^ 
für  Jede  der  zu  y  gehörigen  z  Schnittpunkte  mit  f  in   einen  festen 
fachen  Pwikt  von  f^  so  liegen  in  diesem  <J  +  t  uneigentliche  Caincidenzm^ 
ist  der  feste  Punkt  jedoch  Doppelpunkt  von  f,  so  liegen  in  ihm  <f  -^  r  - 
^ uneigentliche  Coincidenzen.  —  Die  eigentlichen    Comadenzen    da 
bestimmen  sieh  wieder   durch    die  Formel   (12),    tifenn   man    nur 
a,  ß  die  Zahlen  der  beweglichen  zu  x,  bez,  y  gelierenden  Punkte  vcr 


^)  Tgl.  den  Abflchnitt  über  emdeuUge  TransforniatiaDeii  in  der  €.  AI 
dieser  Vorleffangen. 
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r  wollen  nun  voraussetzen;  dass  a  Schnittpunkte  der  zu  x 
dien  Curve  in  einem  Doppelpunkte  liegen.  Ist  dann  y  =  2 
Berührung  in  x),  so  bestimmt  sich  die  zu  y  gehörige  Curve  in  der 
erten  Weise  als  Coincidenzcurve  einer  Correspondenz  mit  y  =  1, 
und  auch  t  =  <t.  Für  diese  liegen  aber  <y  +  r  +  2y  =  2(<y+l) 
tliehe  Coincidenzen  im  Doppelpunkte,  d.  h.  in  der  Correspon- 
it  y  =  2  liegen  2  (<t  -f-  1)  Schnittpunkte  der  zu  y  gehörigen 
n  Doppelpunkte.  Wir  haben  also  hier  <y  =  0,  ?:  =  2  (cy  +  1); 
nit  wird  die  Zahl  u  der  uneigentlichen  Goincideozen:  ti  = 
i).  Für  eine  Correspondenz  mit  y  *=  3  ergibt  sich  hieraus 
r  =  3  (0  +  2),  und  also:  w  =  4  (<y  +  3).  Durch  Fortsetzung 
chlussweise  (durch  einen  Schluss  von  y  auf  y  +  1)  findet  man 
ner,  wenn  a  =  a  gegeben  ist: 

=  y  (<y  +  y—  1),     w=(y  +  r+2y  =  (y+  l)((y  +  y). 

^en  also  in  einer  Correspondenz  mit  y-werthigem  Punkte  in  x  =  y 
zu  X  gehörige  Curve ^  welche  in  x  (y  —  \)-punktfg  berührt,  a 
xnittpunkte  in  einen  Doppelpunkt  von  /*,  so  fallen   in  diesen  für 

y  gehörige  Curve  y  {^^  ■■\'  y  —  1)  feste  Schnittpunkte;  und  es 
ihm  (y  +  1)  (<^  +  y)  uneigentliche  Coincidenzen.  —  Für  (T  =  0  folgt 
der  oben  ausgesprochene  Satz;  ebenso  beweist  man  auch  den 
n:  fVenn  bei  der  genannten  Correspondenz  für  die  zu  x  ge- 
trve  ü  Schnittpunkte  in  einen  festen  einfachen  Punkt  von  f  fallen y 

in  ihn  yö  feste  Schnittpunkte  für  jede  zu  y  gehörige  Curve  und 
0  uneigentliche  Coincidenzen. 

3en  wir  andererseits  den  Punkt  x  in  einen  Doppelpunkt  von  f 
so  wird  ihm  zunächst  keine  bestimmte  Curve  zugehören,  indem 
druck  q>  {x^  y)  unabhängig  von  den  y  zu  Null  wird.  Man 
aber  erst  eine  bestimmte  Curve,  wenn  man  unter  den  beiden 
US  auf  f  möglichen  Fortschreitungsrichtungen  eine  Wahl  trifft 
igemäss  x  -{-  dx  statt  x  in  9>  (a:,  y)  setzt.  Dem  Doppelpunkte, 
te  Xj  entsprechen  daher  2  völlig  verschiedene  Curven,  deren  jede 
')€ig  von  f  {y  —  X)- punktig  berührt.  —  Es  möge  dies  noch  an 
m  Beispiele  erläutert  werden: 

x  soll  die  Correspondenz  g?  =  0  angeben,  vermöge  deren  jedem 
;  die  in  ihm  die  Curve  f=0  berührende  Curve  m'^*"  Ordnung 
zes  entspricht.  Sind  «^'"  =  0,  «^'"»  =  0,  «/'"*  =  0  drei  be- 
Uurven  des  Netzes,  so  hat  man  zu  dem  Zwecke  zunächst 
aus  den  drei  Gleichungen 

xa^*^  +  ^«x"*  +  fta".r  "*  =  0 , 
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und  aus  dem  Rejäuliaia  die  dXi  vermöge  der  ßelatioaen  a**"  '^^,=0, 
^'^^  t=  0  zu  elltainiren.  Mittüls  einiger  identiächer  ümformuDgeii  ki 
man   dann    noch    einen    Factor  A'jr  abzuaondeni,    um    scUiessiicli  dai 

Resultat  zu  erhalten; 


<7,--i  S^(aaa")a\ 


ff.' 


Die  Ricbtigkeit  des  Resultats  verilicirt  man  auch  leicht  oacbträglick  Dk 
Gleichuug  stellt  nämlich  in  den  Verindorliclieii  i/  jedeufalk  eine  Cunt 
des  Netzes  dar  j  setzt  man  in  ihr  j/  =  ^" ,  m  wundert  sich  in  der  Tl 
wegen  der  Identitiit^) 

eiü   Factor  ö^**  ab-    und   ebenso ^    wenn  man  y  =  .r  +  (Qfa:  ^etxt, 
Factor   «r"^  ^öfrfx,   i^ie   es    sein  soll     Die  Gleichung  kann  aber 
lineare  Function  der  Grössen  <^,r""*fl«  angesehen  werden;  und  da 
tblgt,  dass  Jede  zu  einem  Punkte  fj  gehörige  Curve  in  der  That  dun 
die  Doppelpunkte  von  /  gehen  mus:^,  wie  behauptet  w^urde, 

Auaserdem  kann  es  natürlich  eintreten,  Jass  der  }^-werthige  Pufl 
dadurch  entsteht,  dass  die  Curve  <p  in  x^tj  einen  vielfachen  Pu 
hat,  dessen  einzelne  Zweige  die  Oiirve  Hoch  ein-  oder  mehrpunkti 
berühren*  Diese  Fülle  können  als  Comhinationen  der  soeben  he 
delten  angesehen  werden,  — 

Lmi^en  wir  nun  den  ßuppelpmikt  vmi  f  in  einen  Mück/cchrpun^ 
ausarien*  Alsdann  behalten  die  vorstehenden  Betrachtungen  jcd 
falls  ihre  Gültigkeit,  insofern  es  auf  die  uneigentlichen  Coineid 
ankommt.  In  einem  Rückkehrpunkte  aber  sind  zwei  zusammenfallen 
I^unkte  immer  als  auf  demseiben  Curvenelemente  gelegen  zu  betracht 
es  vrerden  daher  die  in  einen  solchen  fallenden  Coincidenzen  theilwd 
als  eigentliche  gezählt  werden  laüsseD,  so  dass  auch  an  der  Zahl  C\ 
(12)  noch  eine  Reduction  anzubringen  ist,  wenn  man  nach  der 
der  nicki  in  singulare  Pi^nkte  vvn  f  fulhnd^n  eigenilichen  Cmnddml 
fragh  Wir  geben  im  Folgenden  einige  Beispiele  för  die  Bestimiaii 
dieser  Reduction. 

Nehmen  wir  an,  dass  Jie  Curven  gp  in  x  ^^^  fj  einen  j'-fac 
Punkt  haben ;  dasselbe  wird  dann  der  Fall  sein,  wenn  x  ein  Kückke 
punkt  ist,  und  im  Allgemeinen  sind  die  Tangenten  des  j^-fa 
Punktes  von  der  Rflckkehrtangente   verschieden.     Die  Zahl  der  in  \ 


•)  Aus  dem  Sat^e  (p.  382)»  daaa  die  Curven  eines  Netzee,  welche  durtheii 
Fimki  der  Jakobi^icbeu  Curve  dessf^lben  gehen,  sich  in  diesem  alle  berüKnat^ 
folgt,  dasa  die  zu  einem  Schnittpunkte  jt  der  Jakobi'ichen  Curve  mit /" g«bOrigti 
Curve  tf  in  x  einen  Doppelpunkt  bat,  oho  uldit  eigentlich  berdhii;  wm  vsM\ 
auch  direct  bettätigt 
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len  eigentlichen  Coincidenzen  ist  dann  offenbar  unabhängig  von 
iciellen  Correspondenz  und  kann  für  dieselbe  Zahl  y  an  einem 
^n  Beispiele  bestimmt  werden.  In  der  Nähe  von  x  können 
er  die  Curve  mit  y-fachem  Punkte  durch  ihre  y  Tangenten 
Q.  Wir  brauchen  also  die  betreffende  Zahl  an  einem  Beispiele 
r  den  Fall  zu  bestimmen,  dass  die  zu  x  gehörigen  Curven  ^>  in 
ie  Linien  zerfallen.  Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Corre- 
Dz  (n  —  1,  n  —  l)y;  welche  einem  Punkte  von  /*  die  y  (n  —  1) 
DDL  an  eine  beliebige  Curve  y*"  Klasse  zu  legenden  Tangenten 
3t.  Die  Zahl  der  eigentlichen  Coincidenzen  muss  gleich  der 
jr  gemeinsamen  Tangenten  beider  Curven  sein,  d.  h.,  gleich 

^  .  y  =  y  |n  (n  —  1)  —  2  </  —  3  r}  , 

Ir,   rf,  r  für  die  Curve  f  die   bekannten    Bedeutungen    haben. 
Correspondenzformel  ergibt  aber  die  Zahl: 

^  =  2  y  (n  —  1)  +  2  yj?  =  y  {w  («  —  1)  —  2  e/  —  2  r}  5 

jran  haben  wir  noch  eine  Reduction  von  yr  anzubringen,  um 
J  A'y  zu  erhalten.  Entsteht  also  der  y-werthige  Punkt  in  x  =^y 
inen  y- fachen  Punkt  der  Curven  9,  so  entfallen  in  jeden  Rück- 
\kl  y  eigentliche  Coincidenzen, 

tsteht  dagegen  der  y-werthige  Punkt  durch  Berührung,  so  kann 
r  y  =  2  die  Curven  9  in  der  Nähe  von  x  wieder  durch  gerade 
ersetzen  und  so  die  eintretende  Reduction  aus  den  Plücker- 
Tormeln  bestimmen.     Wir  werden  erst  später  auch  den  allge- 

Fall  erledigen*)  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  zu  x  ge- 
.  Curven  ^>  aus  einer  linearen  y-fach  unendlichen  Schaar   von 

eben    durch    die    Bedingung    der    Berührung   ausgeschieden 

Es  scReint  jedoch  misslich  ganz  allgemeine  Kegeln  anzugeben. 

ndere  treten  z.  B.  Ausnahmen  ein,  wenn  die  zu  x  und  die  zu 

renden  Curven  ^>  durch    einen    Rückkehrpunkt    von  f  gehen, 

(  folgende  Beispiel  zeigt. 

m  bestimme  die  Zahl  der  von  einem  Rückkehrpunkte  an  die  Curve 
jenden  Tangenten.    Die  Berührungspunkte  sind  die  Coincidenz- 

einer  Correspondenz  (n  —  3,  n  —  3)^  mit  einem  zweifach 
en  festen  Punkte  im  Rückkehrpunkte  für  jede  Curve  g?  (d.  i. 
durch  den  Rückkehrpunkt).  Die  Zahl  der  eigentlichen  Coinci- 
iat  also,  wenn  ausserdem  (der  Kürze  wegen)  keine  Rückkehr- 
auf f  mehr  vorhanden  sind  (also  r  =  1),  gleich 

2w  — 6  +  2i?  =  A:->  3. 

•seits    sind    diese   Punkte    die    nicht   in    Doppelpunkte    von    f 

gl.  den  Schluss  dieses  Abschnittes. 
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fallendeii  Schnittpunkte  der  ersten  Polare  des  Rückkehrpniikies 
Für  diese  fallen  aber  in  den   Ruckkehrpunkt  ß  Seh nittp unkte 
d.  i  3  mehr,  ab  wie  fiir  eiiieii  beliebigen  Pol;  wir  erhalten  als* 
A'  ~  3  andere  Schnittpuukte;    und  somit  fallt  in  den  einen  Rilc 
punkt  A-eifte  eigentliche  Coincidenz.  — 

Wir  gehen  dazu  über,  im  Folgenden  eine  Reihe  von  Be 
und  Anwendungen  für  die  Cor re^pondenz forme!  zu  geben,  wob 
gleichzeitig  versehiedenej  an  sich  wichtige  Theoreme,  sowie  eia 
allgemeinerang  unserer  Correspondenzformel  kennen  lernen  w€i 

1)  Als  Beispiel  zu  der  Formel  (13)  für  (qp^')  diene  das  fol 
Gegeben  sei  ein  einfach  unendlicher  Curvenbüschel,  der  die  C^  ii 
Zahl  fest^er  und  in  M  beweglichen  Punkten  schneidet,  worunt 
Punkte  .r  und  tj  sich  befinden  mögen.  .Es  soll  die  Zahl  der 
von  Schnittpunkten  x,  ij  bestimmt  werden,  welche  in  Bezug  aai 
heliebigen  festen  Kegelschnitt  conjugirte  Pole  sind.  Ein  solch« 
muse  zugleich  der  Correspondenz  ^  ^  (j^/ —  1 ,  M — -  \\  zt 
den  beweglichen  Schnittpunkten  und  der  Correspondenz  q/  ^ 
zwischen  einem  Punkte  y  der  t\  und  den  n  Bchnittpunkten 
Polaren  von  y  genügen.     Man  erhalt  daher  ™ 

{{ip^')=n{^f-  1) 
für  die  Anzahl  der  gesuchten    l*aart^  (den  Zahlenfactor  |  w^ 
Symmetrie), 

2)  Die  Formel  (12)  benutzen  wir  zuerst  zur  Ableitung  des 
früher  angegebenen  Satzes  von  der  Gleichheit  des  Geschlechtes 
eindeutig  auf  einander  bezogenen  Curven  (vgl.  p.  368).  Wir 
sogleich  allgemein:  Wie  ist  das  Geschlecht  (/?)  einer  Curve* 
demjenigen  {p)  einer  Curve  C  abhängig,  wenn  beide  so  auf  ei 
bezogen  sind,  dass  jedem  Punkte  P  von  C  x  Punkte  P'  von 
sprechen,  und  jedem  Punkte  P'  von  C  x  Punkte  P  von  T?*) 

Wir  bezeichnen  mit  y  und  y  die  Zahlen  ^er  Coincidenzen 
Punkten,  welche  bez.  auf  C  und  (f  demselben  Punkte  der 
Curve  entsprechen,  wobei  die  durch  Doppelpunkte  der  Curven 
gerufenen  Coincidenzen  nicht  mitgezählt  sind.  Ausserdem  m 
z-mal  (auf  jeder  Curve)  vorkommen,  dass  zugleich  zwei  einem  Pi 
entsprechende  Punkte  in  P'  zusammenfallen,  und  umgekehrt  z? 
den  P'  zugehörigen  Punkten  in  P.  Wir  setzen  ferner  vorau 
die  Curven  C  und  C/  nur  Doppelpunkte,  keine  Rückkehrpunkte 
Zur  Bestimmung  der  Punkte  y  und  z  auf  C  haben  vrir  nu 
Correspondenz : 

{x  (pß  —  1)  ,        X  {x  —  l)).r'  . 

*)  Vgl.  im  Folgenden  Zeuthen:  Nouvelle  dämonstration   de  theori 
les  sdries  de  points  correspondants  sur  deux  conrbes.   Math.  Annalen,  Bd, 
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Punkte   P  von  C  entsprechen  nämlich  x    Puukte   P'  von  C\ 

dieser  Punkte  wieder  x  Punkte  0  auf  C,  von  denen  je  einer 

im  Ganzen  o:')  mit   P  zusammenfallt;    und  so   entsteht  die  er- 

B  Correspondenz,  welche  zufolge  unserer  Bezeichnung  y  •■{' 2  z 

denzpunkte   hat;    denn   als   solcher   zählt  jeder  der   z   Punkte 

Hy  indem  dann  noch  zwei  Punkte  0  mit  P  zusammenfallen.    Es 

ler: 

y  4-  2  z  =  2  X  {x  —  1)  +  2  xp  , 
lenso  * 

y+2z  =  2x{x—l)  +  2xp] 

irch  Subtraction:*) 

y-~y=2x(p-  1)  — 2a:(p  -  1). 

vischen  zwei  jyX-x -deutig  auf  einander  bezogenen  Curven^^  bez.  vom 
Tht  p  und  p'  mit  y  bez.y  Coincidenzpunkten  besteht  die  Relation:**) 

y-y=  2x  (p  -  1)  -  2x  {p  -  1) . 

«=3  a;'  =  1 ,  also  y  =^  y  =^0  haben  wir  insbesondere  p  =  p'] 
»  ergibt  sich  das  Theorem ;  dessen  Darlegung  im  Einzelnen  uns 
tpater  beschäftigen  wird: 

PCT  eindeutig  auf  einander  bezogene  Curven  sind  von  gleichem 
*chie. 

Mit  Hülfe  der  Correspondenzformel  können  wir  femer  die 
nach  der  Zahl  der  Curven  eines  Systems  beantworten,  welche 
egebene  Curve  f  vom  Geschlechte  p  in  gewissen  Punkten  mehr- 
»röhren.***)  Die  dabei  auftretenden  Correspondenzen  sind  nach 
obigen-  (p.  454)  immer  solche  mit  festen  Punkten;  bei  Bestim- 
der  eigentlichen  Coincidenzen   hat  man  aber  nach  der  daselbst 


Dieselben  Gleichangen  würden  übrigens  beim  Auftreten  von  Rückkehr- 
1  foribestehen ,  wenn  man  nur  unter  y,  bez.  y  die  Gesammikeit  der  eigent- 
cinddenzpunkie  versteht  (vgl.  oben),  also  ohne  die  durch  Rückkehrpunkte 
isondezB  veranlassten  Reductioaen. 

Nimmt  man  insbesondere  x'  *=  l,  also  ^'  =>  0 ,  und  p  *=  p\  so  wird 
p  —  1)  —  2  X  (p  —  1).  Weil  nun  y  immer  eine  positive  Zahl  sein  muss, 
ooh  j?  =■  1  (wenn  nicht  p  =  1);  und  es  folgt  der  Satz:  Sind  zwei  Curven 
'ckem  Oescklerhte  (p  >  1)  so  auf  einander  bezogen^  dass  jedem  Punkte  der 
in   Punki  der    zweiten  entspricht^    so  ist  diese  Beziehung  auch    eindeutig  um- 

Hierfür  gab  Weber  mit  Hülfe  Rie  mann 'scher  Principien  auch  einen 
i  Beweis:  Grelle 's  Journal,  Bd.  76,  p.  345.  —  Der  Fall  p  ==  1  bedarf  einer 
m  Erörterung;  er  bezieht  sich  auf  die  Transformation  der  ellipt.  Functionen. 
)  Die  betreflfenden  Formeln  sind  (für  r  =  0)  zuerst  von  de  Jonqui^res 
Ut:  Sar  les  probl^mes  de  contact  des  courbes  algdbriques,  Crelle's  Jour- 
.  66,  1866;  erweitert  für  Curven  mit  Rückkehrpunkten  von  Cayley: 
TniDsactioos,  vol.  158,  p.  109,  1868.  Vgl.  auch  Bischoff:  Crelle's  Jour- 
.  56.  Exacte  Beweise  für  jene  Formeln  gab  Brill:  Math.  Annalen, 
.  46. 
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angegebenen  Regel  nur  auf  die  bewegUeheu  SehnittpuDkte  der< 
^  [Xj  !/)=(}  und  f^=0  7M  achten.  Wenn  wir  alao  im  Folj 
Curvensysteme  betmchten,  die  linear  von  q  Parametern  abbäng 
können  aüch  immer  eiuiselne  einfache  oder  Doppelpunkte  von  / 
Ciirven  das  Systems  gemeinsam  sein^  ohne  dass  unsere  Forme 
durch  beeinflusst  würden;  denn  diese  zeigen  sich  uur  von  ikr  Kuhi 
beweglichen  Schnitipunkte  abhängig.  Wir  setzen  hier  zunächst  i 
daas  f  keine  Rück  kehr  punkte  habCj  fügen  aber  der  Vollständigkeit 
die  betreffenden  (später  zu  beweisendiin)  Reduetionen  sogleich  h 
Es  sei  zunächst  ein  Curvenbüschel  (q  ^^  1)  gegeben.  Durch 
Punkt  X  von  f  gebt  eine  Curve  desselben,  die  /in  M  —  l  wi 
Punkten  y  schneidet.  Wir  haben  also  eine  Correspondeoz  (J 
M  —  IJ,;  und  die  Zahl  a^  der  berührenden  Cun^en  ist: 

«1  =  2  01/—  l)-{-2p~r^2iM  +  p—  l)  —  r, 

wobei  die  in  etwa  auf  der  Cu  liegenden  festen  Punkten  bertht 
Cnrven  nicht  mitgezahlt  ainA*) 

Nehmen  wir  ein  Curvennetz  mit  3f  beweglichen  Scbnittpn^ 
also  q  ^  2j  so  berührt  in  einem  beliebigen  Punkte  x  der  t\ 
Curve  des  Systems»  denn  durch  zwei  (hier  successive)  Punkte  i» 
solche  bestimmt.  Dieselbe  schneidet  M  —  2  correspondireade  P 
tj  aus.  Durch  jeden  Punkt  t/  geht  dagegen  ein  Büschel  von  C 
des  Netzes  mit  J/  —  1  beweglichen  Schnittpunkten^  unter  denen 
dem  Früheren  a^ — 2  berührende  sind;  denn  die  Zahl  a,  ge 
«j  —  2  über,  wenn  man  31  durch  M —  1  ersetzt.  Wir  haben  y 
denn  es  gibt  ausserdem  noch  2  unendlich  benachbarte  Curven,  i 
in  y  selbst  berühren.  Wir  finden  so  zwischen  den  Berührungspo 
X  und  den  andern  Schnittpunkten  y  der  Curven  eine  Correspo 
(Af-2,  «, -2)3. 

Es  gibt  daher 

a2  =  ^/-2  +  a,  —  2  +  4/?  —  r  =  3(iV+2;?  —  2)  —  2 


•)  Ist  die  Gleichung  des  Büschels  durch  a'^  +  Xa'J^  =  0  gegeben, 
die  Correspondenz  auf  f  bestimmt  durch 

„  __-   „    m  Q  m  *   m    »'  m  *'    m     '  m         « 

qP^^r     Py      =«.r     «y     ^  ^  a;     ^y      ="  ^ ' 

Beachtet  man  nun,  dass  in  nicht  symbolischer  Form: 

so   ersieht  man,   dass   die   Coincidenzpunkte   ausgeschnitten   werden  dar 
Curve  (p.  447): 
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%äe   (in  3  successiven  Punkten  schneidende)  Curven  im  Netze.*) 
derselben  Weise  kann  man  weiter  von  q  auf  </  +  1  schliessen, 
angt  dann  zu  dem  Satze: 

einer  q-fach  unendlichen  linearen  Schaar  von  Curven j  welche  die 
f  hetoeglichen  Punkten  schneiden,  gibt  es 

«ff  =  (^  +  1)  (^^  +  QP  —  0)  —  ^^ 
welche  die  C^  in  q  -^  \  benachbarten  Punkten  treffen  (q- punktig 

0- 

d  die  Curven  der  Schaar  von  der  w*®**  Ordnung  und  keiner 
ing  unterworfen,  so  haben  wir  insbesondere  M  =  nm,  q  =^  ^  m 
3)  zu  setzen.    Es  gibt  also  z.  B.  auf  der  C„ 

12n  +  30(j»  — 1)  — 5r 

in  denen  ein  Kegelschnitt  5-pu7iktig  berühren  kann."**) 
Um  weiter  auch  die  Zahl  der  Curven  eines  Netzes  zu  be- 
1,  welche  die  Cn  in  zwei  getrennten  Punkten  berühren,  muss 
vor  die  Correspondenzformel  in  gewisser  Weise  verallgemeinem. 
l>en  bisher  immer  vorausgesetzt,  dass  die  zu  einem  Punkte  x 
gehörigen  Curven  q>  (x,  y)  =  0  ausser  in  a:  =  y  die  Citrve  f 
lanter  einfach  zählenden  Punkten  schneiden.  Es  kann  aber 
men,  dass  dieselben  z.  B.  in  einem  Punkte  ein-  oder  mehrfach 
d  und  in  den  übrigen  mehrfach  schneiden.  Diese  complicirteren 
)llen  wir  hier  nur  kurz  erwähnen.  ***)  —  Man  beweist  zunächst 
i  wie  oben  die  Formel  y  =  d,  p.  443)  den  folgenden  Satz : 
nn  unter  den  beweglichen  einem  Punkte  x  entsprechenden  Punkten 
werihiger  Punkt  y  vorkommt  (d.  h.  ein  solcher  Punkt,  in  welchem 
ke  Schnittpunkte  vereinigt  liegen),  so  verhält  sich  umgekehrt  unter 
{gehörigen  Punkten  x  der  Pupkt  x  ebenfalls  wie  ein  i-werthiger, 
loren  nun  zu  einem  Punkte  x  in  einer  Correspondenz  mit 
igem  Punkte  in  x  =  y  allgemein  ß'  (nicht  in  x  fallende) 
ige  Punkte  y,  /3"  /"-werthige   Punkte  y",  u.  s.   w.,  also  zu- 

y^W)  wird  man  nach  dem  erwähnten  Satze  zu  jedem  Punkte 
j   Anzahl  a^e)   von  Punkten  x^^'^  finden   können,    die  ihm  iS9^' 


ae  die  Oscalationspunkte  ausschneidende  Curve  ist  von  Brill  angegeben, 

nalen,    Bd.  3,    p.  459.     Man  wird  dieselbe   aus  der    obigen    Gleichung 

9.  461    ableiten    können,    wenn   man    die    Form  (p  [x,  y)  wie  auf  p.  456 

deokt. 

ajlej  hat  auch   eine  Curve  angegeben,  welche  diese  Punkte  auf  der 

76  aoBschneidet:  Philos.  Transactions ,  1859  und  1865. 

i^gL  CtLjley:  Comptes  rendus,  t.  62,  1866  und  Brill  a.  a.  0. 


d 
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fach  entäpreciieu,  m  dass  die  Zahl  der  einem  Punkte  ^  iixi  0 
entaprecbendeEi  Punkte  x  gleich 

wird,  /?/*'  Zöt/i/  dfr  Cmnddenzpunhle  der  m  ent&(ehend(*H  C&rr^i 
(ofj  ß)y  üt  dann  nmh  der  Cörrespondenzformei  (12);  V  s^  u  ^  ß -^ 
d,  Ä<  ^i^  bestehi  die  Belation:  | 

,'  (C  -  «•  _  /T)  +  ,"  (6-  _  «■'  _  ^')  + ^  2y^,  J 

wenn  C*ff'  angibt,  wie  oft  eine  Coinci«leuz  zwischen  einem  i^^^-weri 
Punkte    3r^9\    hez.    y^v^  mit  dem   /-werthigen  Punkte    y 
wenn  also  gesetzt  wird: 

Das  einfachste  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  Porinel  gü 
Bestimmung  der  Zahl  der  Doppel tangenten  der  Curve  /,  oJer 
meiner  die  Bestimmung  der  Zahl  der  an  zwei  verschiedanen  ä| 
der  C^  beröhrenden  Curven  eines  Nötzea  mit  3f  bewegliehen  Sdj 
pnukten  auf  f.  Durch  jeden  Punkt  x  geht  ein  Büschel  von  Ö 
mit  iV.  —  1  beweglichen  Schnittpunkten^  in  dem  sich  nach  der  fi 
Bezeichnung  a^  —  2  berührende  Curven  befinden  (denn  die  ol 
ö,  wird  um  2  verringert^  wenn  man  in  ihr  M  —  l  statt  .¥ 
Von  diesen  sclmeidet  jede  die  Ct,  in  1  zweiwerthigen  und  in 
einwerthigtiu  Punkten.     Wir  haben  also* 

»■=1,     ^'  =«■=(«,- 2)  (jr- 3),    y  =  «, -2 


• 


=2,  r  =  ^i- 


^  — 2»}, 


Ferner  ist  C  ^  ct^  die  (uns  schon  bekannte)  Zahl  der  oscuürt 
Curven,  während  ( ''  =  2  cf ^  ^  das  DappeUe  der  gesuchten  Zahl  i| 
Setzen  wir  also  die  Curve  f  ohne  lliick  kehrpunkte  voraus,  so  f 
wir  für  die  Zahl  der  doppelt  berührenden  Curven  des  NcizeM: 

«,.  =  («,  -  2)  (iV-3)  -  «,  +  K  -a)  +  CM-2}  +  c«,  -i 
In  derselben  Weise  können  wir  aber  auch  die  Zahl  a,^  & 
einem  Punkte  y- punktig»  an  einem  andern  1-punkiig  berttfi 
Curven  eines  lint'aren  ^-fach  unendlichen  Systems  von  Curven  1 
beweglichen  Schnittpunkten  finden.     Es  ergibt  sich: 

«.,  =  2K-^  -  l)(.l/-«r~2j-(9+-l){<r,+  ,_(«,_,j 


k 


•)  Die  Zahl  «*'  beetimiiit  bIcIi,  wie  folgt     In  jedem  Puukte  ^' 
Cur? e  df's  Netzeß.     Dieselbe  zülilt  aber  doppelt  in  der  Gesammt^eit  4er 
y"  gehenden  Curven  dea  Netzes ,  welche  /"beruhten;   abo   iat  ia  4^r 
der  übrigen  3t  —  2  Schnittpunkte  mit  f  als  S-wertbiger   ^u  ^^  gghdfigi^ 

ar*""  2U  zählen,  wie  ea  obiger  Satz  verlaugt  ^ 


,  ^j.vaus  der  Zahl  [s  —  1,  ^],v_i  bilden  lehrt;  und  eine  weitere 
^emeinerung  gibt  schliesslich  eine  Recursionsformel  für  die  Zahl 
.  -  .^'^^].v,  d.  i.  für  die  Zahl  der  an  q  verschiedenen  Stellen 
•,  ^'-,  .  .  .  ^<^)- punktig  berührenden  Curven  einer  linearen  Schaar 
jr  Mannigfalt^keit  ^  +  ^'  +  .  .  .  +  q^^^  (vgl.  Brill  a.  a.  0.). 
Wir  geben  noch  einige  Beispiele  für  die  Bestimmung  mehrfach 
ender  Curven  aus  einer  nicht  linearen  Schaar^  auf  die  wir  uns 
firOher  bezogen  (p.  407);  und  zwar  beschränken  wir  uns  auf 
rAmV/schaaren.  Zunächst  folgt  aus  der  obigen  Formel  für  aj, 
r  3  A-  -f-  r  (=  3  n  +  m»)  Kegehchnitle  gibt,  welche  durch  3  feste 
gehen  und  die  gegebene  Curve  osculiren.  Nelimen  wir  aber  für 
iiaar  2  beliebige  Punkte  und  1  Tangente  fest;  so  gehen  durch 
chbarte  Punkte  der  €„  noch  2  C^  der  Sehaar;  während  durch 
beliebigen  Punkt  derselben  2 k  -\-  An  —  4  C,^  gehen,  welche  die 
sii  in  einem  andern  Punkte  berühren  (vgl.  p.  401);  wir  haben 
ine  Correspondenz  (4n  —  4,  2 k  •■{'  An  —  4)^  zu  betrachten. 
te  hat  zunächst  6  k  -\-  4r  eigentliche  Coincidenzen ;  davon  sind 
ach  obiger  Bemerkung  über  den  Einfluss  vou  Bückkehrpunkten 
')  noch  2  r  abzuziehen.  Es  gibt  daher  2  (3  A  +  r)  =  2(3n  +  m;) 
'JkniUe,  weiche  unsere  feste  C^  osculiren,  durch  2  Punkte  gehen,  und 
ie  berühren;  und  dualistisch  entsprechend  gibt  es  ebenso  viele, 
»erdem  2  Gerade  berühren  und  durch  1  Punkt  gehen.  —  Analog 
ODit  sich  die  Zahl  der  dreipunktig  berührenden  C^y  welche  durch 
i  gehen  und  1  Gerade  berühren  mittelst  einer  Correspondenz 

(4n  — 6;  6A  +  2r  — 6)«. 

lU  der  Coincidenzpunkte  findet  man  zunächst  gleich  n  -|-  3  A 
+  5r;  davon  sind  aber  nach  jener  Bemerkung  noch  2r 
shen.  Die  übrig  bleibenden  Coincidenzen  sind  zwar  alle  eigent- 
nnd  liegen  nicht  in  singulären  Punkten  der  C„,  sind  aber 
die  dareh  eigentliche  berührende  Kegelschnitte  bedingt.  Jede 
lern  festen  Punkte  an  die  C„  gelegte  Tangente  nämlich  ist 
t  genommen  auch  ein  Kegelschnitt;  welcher  den  gestellten  Be- 
gen  genügt;  er  schneidet  die  C<  im  Berührungspunkte  ebenfalls 
Dsammenfallenden  Punkten.     Da  ferner  die  beiden  in  einem  be- 


r 
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liebigen  Punkte  der  €»  osculireDÜen  €^  der  Sehaar  für  einen 
Berührungspunkte  in  die  doppelt  zählende  Tangente  de^b 
sammenfallen^  so  zählt  der  Berührungspunkt  einer  jeden  dieser  k\ 
linien -2-fach  als  eine  Lösung  j  und  wir  haben  von  obiger^ 
2  k  abzuziehen.    Dieselbe  wird  dann  gleich 

;?  +  A'  +  3  r  +  3  1^  =  —  8  rj  —  8  ^'  +  6  ff , 

wenn  et  ^  3  A-  -[-  r  ^  3  n  *j-  w  gesetzt  wird;  eine  Zahl,  welcl 
m  bei  dem  sieh  selbst  dualistischen  Charakter  der  Aufgabe  seil 
aymmetriseh  in  n^  k  und  r^  «'  ist.  In  letzterem  Umstände  hal 
gleichzeitig  eine  Controlle  i'ür  die  rielitige  Beröcksichtigm 
Rückkehrpunkte,  — 


;er  A- 1 

i 


lelo  1 


Schliesslich   kehren    wir   noch    einmal    äu    den   Formeln 
Zahlen  fC/  zurück,  da  die  nähere  Untersuchung  derselben  zu  bem 
wertheD  geometrischen  Beziehungen  zwischen  gewissen  Cnrvenq 
führt»     Wir  wer^len  dabei  ein  Gesetz  der  Reciprocilat*)  kennen 
welches   in  gewissem   Sinne   als   Verallgemeinerung  des  Prind 
Dualität  anzusehen  ist. 

Es  seien  zunächst  zwei  Correspondenzen  tp  {x ,  tfj  ^=^ 
^  i^f  V)  '=^^  gegeben;  es  sei  4>  =  0  die  Coincidenzcurve  (p.  4f 
(p,  H'  =  0  die  Ton  ^5  ferner  mögen  93  und  0  beide  yon  der  0 
r  in  den  Xj  der  Ordnung  s  iu  den  y  sein  und  keinen  gemei 
Coineidenzpunkt  haben.  Wir  betrachten  die  lineare  Schaar  von 
spondenzen  (p  -\-  kilf  =  0.  Jeder  Punkt  von  f  wird  dann  Coii 
punkt  einer  Correspondenz  der  Schaar  sein,  und  auch  nur 
Sollten  nämlich  zwei  Correspondenzen  der  Schaar  einen  Coir 
punkt  gemein  haben,  so  müsste  derselbe  ofiFenbar  Coincidenzpu 
alle  Correspondenzen  der  Schaar  sein,  also  auch  für  9  und 
der  Annahme  widerspricht.  Hieraus  folgt,  dass  durch  jeden 
von  f  nur  eine  der  zu  der  Schaar  tp  -\-  kilj  =  0  gehörenden  Coic 
curven  hindurchgeht,  d.  h.  dass  diese  Curven  den  Büschel  O  +  * 
bilden;  oder  mit  anderen  Worten:  Die  Gleichung  der  Coincide 
einer  Correspondenz  (p  [x,  y)  =0  ist  linear  in  den  Coefficienten 
einer  linearen  Schaar  von  Correspondenzen  entspricht  daher  au 
lineare  Schaar  von  Coincidenzcurven.  Es  wird  dies  durch  di 
von  uns  berechneten  Beispiele  (bei  y  =  1  und  y  =  2)  bestätig 

In  der  Schaar  g)  -{-  kil^  =  0  wird  nun  eine  Zahl  von  Cor 
denzen  enthalten  sein,  für  die  zwei  Coincidenzpunkte  benachbart 
und  zwar  sind  dies  diejenigen,  deren  entsprechende  Coincidea 
aus  dem  Büschel  (J)  -|-  AV  =  0  die  Curve  /=  0  berühren.    Wir 


*)  Vgl.  Brill:  Math.  Annalen,  Bd.  4,  p.  627. 
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dem  Obigen  (p,  452)  die  Ordnung  der  Curven  O  imd  V^ 
ch  nach  der  Formel  für  a^  die  Zaiil  dieser  beriihrendeix  (Jurven 
iachels  und  somit  die  Zahl  der  in  genannter  Weise  ausge- 
ben Correspondenzen. 

die  spätere  Anwendung  dieser  ÜeberlegiiBgen  ist  noch  fol- 
Bemerkung  von  Nutzen.  Für  die  Zahl  a^  der  ^- punktig  be- 
en  Gurren  einer  linearen  «>jv  -  Schaar  *)  mit  M  beweglichen 
punkten  fanden  wir  oben  den  *Wertti  (p.  461): 

wir  hierin  M  —  1  statt  M^  d,  h,  betrachten  wir  eine  Schaar 
pven  von  derselben  Mannigfaltigkeit  mit  nur  M  —  l  beweglichen 
punkten,  so  erkennt  man,  dass  es  in  ihr  nur  a,j  — {q  -\-  1) 
tig  berührende  Curven  gibt*  Die  eine  in  dem  festen  Pimkte 
'-punkdff  benlhrende  Curve  der  Schaar  zühU  also  {q  -(-  \)-fach 
r  Gesammfheii  der  q-ptinktig  berührenden  Curven,  — 
seien  nun  (V/ +  1)  Curven  gegeben  qp,j»  ^>\»  ^t  -  -  -  (Pq\  wir 
;en  die  oo*- Schaar: 

inzelne  Curven  in  M  beweglichen  (und  ausserdem  in  a  festen 
n  oder  Doppel -Punkten  von  f)  die  Curve  f  schneiden.  Durch 
ühningsp unkte  der  (q  —  1)- punktig  berührenden  Cui'ven  der 
Schaar: 

eine  Curve  ^^  (also  die  Coincidenzciirve  einer  Correspondenz 
einem  Punkte  von  f  und  den  Punkten,  in  welchen  eine  durch 
lende   Curve  der  Sehaar  {q  —  1) -punktig  berührt).     Durch  die 
banden  Punkte  der  Schaar 

«Po  +  ^^^2  +  ^'2<3P3  +  *  -  +  Vq-lW^  =  ü 

ir  eine  andere  Curve  0^  ete. ,    so   dass   wir  im  Ganzen  ^  +  1 

Irgend  eine  lineare  Combination 


^0.    *H 


*. 


.  0^  erhalten. 


bestimmten  ^  +  1  oo<^  ~  *-Schaaren  der  qp  gibt  dann  auf /eine 
fudenzj  welche  sich  linear"^)  aus  den   q  +  1    genannten  (d.  u 

lestimmenden)  Correspondenzen  zusammensetzt;  und  also  setzt 
Coincidenzcurve  derselben  nach  obigem  Satze  ebenfalls  linear 
0  zusammen.     Den   ^-fach  unendlich  vielen  oo? ^i- Schaar en, 

die  gegebene  oo«^*  Schaar   der   (p    enthält,    entspricht   so    eine 


Sehaar  soll  hier  immer  eine  lineare  Schaar  verstanden  werden. 
m  Punkte  x  von  /*  nämlich  mnas  dann  eine  in  ihm  {q  —  2) -punktig 
nrc  qp  der  oc'' ^  "^Schaar  entsprechen,   also  eine  Curre»   die  sich 
Cnrven  qp  ^tiiitajnmensetzt}  vgl.  auch  unten  p.  472. 
^,  Vcrrl««iiog«ii.  30 
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lineare    oo^-Schaar    von    Curven    0.      Aus  der  letzteren    wühlen  wir 
wieder  eine  oo*^ "  *  -  Seh  aar 

aus.  Jeder  Curve  derselben  entspricht  eine  bestimmte  oo^~*-Schi8f 
von  Curven  9,  und  zwar  immer  eine  solche^  welche  die  Gurre  f^ 
enthillt;  denn  die  bez,  zu  den  Curven  (l>j ,  <t>2  •  •  •  ^']  gehijreodei 
Schaaren  enthalten  einzeln  die  C^rve  q>f^.  In  der  Schaar  (1)  nun  wiid 
es  eine  Anzahl  von  {g  —  l)-j»unktig  berührenden  (g-pnnktig  schnör 
denden)  Corven  geben.  Einer  solchen  Curve  0  muss  dann 
00'/ ~* -Schaar  von  Curven  9  entsprechen,  für  welche  </  der  in 
enthaltenen  (q  —  1)- punktig  berührenden  Curven  zusammenfi 
denn  jedem  Schnittpunkte  einer  Curve  <t>  mit  /  entspricht  eine 
(q  —  1)- punktig  berührende  Curve  (p  der  zugehörigen  Schaar  v« 
Unter  den  00?  ~  ^  -  Schaaren  von  Curven  ip ,  welche  in  der  gegel 
c»*- Schaar  möglich  sind  und  die  Curve  <p^^  enthalten,  sind 
jedenfalls  diejenigen,  deren  Carven  aammtlich  durch  einen  Schuitt] 
von  (p^  mit  f  hindurchgehen  (denn  dies  gibt  ehic  lineare  Bei 
für  die  q  Parameter).  In  einer  solchen  Schaar  zählt  die  in  dem  f< 
Punkte  selbst  [q  —  l)-pünktig  beröhrende  Curve  nach  der  s* 
gemachten  Bemerkung  <y-fach.  Unter  den  BerührungHpunkten 
(q — l)-punktig  berührenden  Curven  0  unserer  cx>* -* -Schaar 
folglich  jedenfalls  die  Schnittpunkte  von  f  mit  q>^;  ausserdem 
andere  (nur  von  der  Gesammtheit  der  Curven  g?  abhängende) 
die  uns  spater  beschäftigen  sollen. 

fJie  ß€ciprot'i(ä(  zfvischen   den   Curven   O   und  q)  iausi  sich  demn 
in  folgender  ff  eise  aimpreciten*):     Grujtpirt  man  die  q  -j-  I   Curv 
zu  V  +  1  Schaaren  von  je  ^  und  sucht  diejenigen  Curven  einer  sol 
Schaar,  welche  f  (q —  l)-pLmktig   berühren,   so  lässt   sich    durch 
Berührungspunkte  eine  Curve  0  legen,    welche  ausser  in  diesen 
noch  in  den  festen  Punkten  der  qp  und  den  singulären  Punkten 
Jede  Schaar  liefert  so   eine   Curve  0,   welche  zusammen  wieder 
Schaar  von  q  -\-  l    Curven   bilden.     Auf  letztere  kann   man 
Operation,   welche  man  auf  die  9?  angewendet  hat,   wiederum 
den;    und   die   hieraus  hervorgehenden   beweglichen   Curven  mnd 
dann  keine  anderen,  als  die  1^,  von  denen  man  ausging. 

Bevor  wir  weiter  gehen,   erläutern  wir  dies  an  einem 
Es  sei  ^  ^  2j  also  das  Netz 

gegeben.     Wir  bilden  die  3  Curvenbüschel: 

*)  In  der  von  Brill  gegebenen  Ableitang  (a^  a,  0.)  erscheinen  di<»e  1 
als  Anwendungen  eines  aueb  soufit  wichtigen  Determinantensattes,  aaf  ^m 
nicht  eingegangen  werden  solL 
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von  ihnen  gibt  es  eine  Anzahl  beröhrender  Curven,  deren 
rungspunkte  hex.  durch  die  Curven  0.^  ^  0,  %  ^  ^;  *i  =  Ü 
(chnitten  werden.     Wir  betrachten  nun  z*  B.  die  einfach  unend- 

ae  der  Büschel 


(9o  +  ^9\)  +  9(91  +  F%)  =  *>  1 


^ihe  1 

HERe  Curven  des  Netzes  umfaast,  dieselben  nur  in  besonderer 
Pfcordnet,  indem  allen  Büscheln  die  Curve  tp^  gen] einsam  ist 
I   Pankie  x  von  /  entspricht  nun  im  ersten  Büschel  die  Curve 

|(v)  —  9i  ('^)  Sfn  (y)  ^=0?  ^^  zweiten  die  Curve   ^j  (x)  95.^  (y) 
SPi  (^)  =  ^K    alsö    im    Netze    (bei    unserer    Anordnung)    der 
ron  Curven: 
■< 


fiis^)  —  9i(^)  9oi!/)}  +  €»  {^1  W  ^'•iCy)  --  <P2(^)  <Pi(i^)}  ^  0; 


j^hat  eine  Correspondenz^  welche  sich  linear  aus  den  durch  die 
^prafcen  Böscliel  gegebenen  Correspondenzen  zusammensetzt. 
öincidenzcurve  ist  demnach  gegeben  durch  0.^  -f  ^0^  ^  0  (p,  4G4). 
^rührenden  Curve  des  letzteren  Büscliels  entspricht  nun  ein 
Hder  g?,  in  welchem  zwei  berührende  Curven  zusammenfallen, 
t  also  entweder  (in  der  geschilderten  Weise)  in  einem  Schnitt- 
^Fon  /*  mit  epj  einen  festen  Punkt  hat  oder  eine  osculirende  Curve 
fbd  der  q>  enthalt.  Bezeichnen  wir  also  die  Coincidenzcurve 
^!n*espondenz 

k  «,  ix)  *,  (j/)  -  0„  (x)  O,  (y)  =  0 

j  ^  0,  80  ist  A\  =  gjj  .  Zt  wo  Z  =  0  auf  /'  die  Punkte  aus- 
lei,  in  denen  Curven  des  Netzes  osculiren.  Diese  Punkte  aber 
der  speciellen  Anordnung  der  Curven  zu  B tischein,  wie  wir 
unabhängig;  man  hat  also  auch  X^  =^  (p.^  ,  L,  X^  =  93  .  Z, 
:  0,  X,  ^  0  die  berührenden  Curven  der  Büschel  <J)^,+  ^0^  =0, 
0  bestimmen  (dass  auf  den  rechten  Seiten  bei  9p,  ^  ^p^,  q'^ 
stante  Factoren  mehr  auftreten  können,  wird  weiterhin  noch 
erden).  Es  folgt  hieraus,  dass  in  jecfem  Büschel,  welcher  in 
der  <l>  enthalten  ist,  Curven  vorkommen,  die  /  =  0  in  den 
ikten  mit  Z  =  0  berühren.  Während  also  in  einem  he- 
lakte  von  /*  nur  eine  Curve  des  Netzes  der  0  berührt,  be- 
jedem  dieser  Punkte  unendlich  viele  Curven  dieses  Netzes. 
in  dem  dies  stattfindet^  liegt  aber  bekanutHch  auf 
il'scfaea  Curve  desselben  (p»    382);    und   somit  haben   wir 
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Die  Punkte  j  in  denen  eine  Cnrve  des  Netzes  der   ip    dk 

öscuiirt,  liegen  auf  der  i^Vohv sehen  Curve  des  Netzes  der  <J>,"^) 

Wir  koriiien  hier  auch  die  Zahl  dieser  Punkte  direct  besii^ 
Die  0  schneiden  in  ct^  beweglichen  Punkten^  wo  cf,  =  2  {M  -\-  p  —  X 
wenn  f  keine  Rückkehrpunkte  hat.  Die  Coincidenzpunkte  der  dun 
einen  Büschel  der  0  gegebenen  Correspondenz  bestimmen  sich 
mittelst  einer  Correspondenz  («j^  a^)^\  und  ihre  Zahl  ist  gleich, 

«,  +  .!/=  2  («,+/?-!)• 

Hieraus  folgt  in  der  That,  wie  oben  (p^  460): 

a,^  =  3(^f+2/?  — 2). 


L. 


"*)  Man  kann  dies  auch  direct  algebraisch  nachweisen,  wobei  aicb 
gibt,   daas  L  die  schon   früher  erwähnte   CoincidenzcarTe   der   die   otov 
Curven  bestimmenden   CorrcBpondeuss  mit  f  =  t  ist  (p.  46t  Anmk.).  — 
zeichnen  mit  {q>iyi>)  die  Functionaldeterminante  dreier  Functioiieu  ^t  %tt\ 
dirt  durch  das  Prodiict  ihrer  Ordmmgen;  dann  let  nach  der  Änmk,  anf  p, 

(2)  Xo  -  (AO'.Ot) ,         X,  =  (/-(D.OJ  ,         X,  =  (/-^oO,) ; 

also  anch  nach  den  Erörterungen  des  Texte«; 

(8)  {f% ^t)  -  9n  -  /^ .        {r^t%)  =  Vi'J^.        (r% ^i)  =  «3Pt . 

Femer  bestehen,  wie  achan  auf  p>  466  bemerkt,  die  Identitäten: 

und  durch  Benutzung  derselben   findet  man  wegen  (1)  und  (8)  zur 
Yon  L  die  Relation: 

(4)  («PoqPiqp«)  ^  ^^  (010*0«), 
womit   der   Satz   des   Textet   bewieteii   tat    Ea  läast  sich  weiter  feigen,] 
immer  eine  ganze  Function  ist.    Die  q>  mögen  von  der  Ordnung 
Einfachheit  wegen  nicht  nammtlich  durch  die  Doppelpunkte  von  f  g«li6li,< 
Bind  die  0  nach  (1)  von  der  Ordnung  2  w  +  «  —  S;  und  L  ist  nach  (S) 
Ordnung  3  (m  +  "  —  2),  also  in  der  TJiat  von  derselben  Ordnung,  wie 
cidenKCurve  der  auf  p.  456  betrachteten  Correspondenz  (vgl.  dazu  p,  469)] 

(5)  (A^PäVi)  Tt  (y)  +  if^i'Pt)  9^0  (jV)  +  (/'9t 9a)  9i  Uf)  =  <^  • 
Von  den  Schnittpunkten  der  letzteren  Curve  mit  f  liegen  in  jedem 

punkte  von  /"  y  (y  +  1)  =  6  vereinigt  (nach  dem  Satze  über  uneigent|je 
cidenzen  p,  4M);  in  demselben  liegen  aber  auch  ebenso  viele  Schmtt|>u 
jeden  der  Curven  (f0^0^)  =  0  mit  /;  wie  aus  einem  Satze  auf  p,  45S  fo\{ 
die  0  geben  ala  Coincidengcurven  alle  durch  die  Doppel-  und  Rfic^kek 
von  f).  Die  Curve  (/0,0^)  schneidet  also  /*  in  ganz  denselben  Pujikieti» 
Product  g>/ .  L  und  kann  daher  in  der  Form  ipi .  L-\-  K  *  f  darfge^telll 
Da  sich  somit  L  auch  in  den  singulären  Punkten  von  /  verhält,  wie 
cidenzcurve  der  Correspondenz  (6)^  so  folgt,  dass  L  die  t>on  Brill  (Math.  A> 
Bd.  3,  p.  463)  htrecfmete  Function  int  (bis  auf  einen  Zahlenfactor).  —  l>ie^^ 
Gleichungen  (3),  (4)  ausgesprochenen  Saite  über  Fumtionatdetcrminantem  td^H 
sich  an  die  von  Clebsch  (Crelle*fl  Journal,  Bd.  6d  und  70}  gegeb«ii«ii  ifl^' 


analog   gestalten    sich    diese    Verhältnisse    im    allgemeinen 

Wir  haben  hier  zunächst  noch  zu  zeigen,  dass  in  einer  oo?"** 

von  0   nur   M  der  (q  —  l)-panktig   berührenden   Curven   bei 

[Wählten    Gruppirung  der  q    betrachteten  C3c^- ^-Schaaren   von 

<p  abhängen^   die   übrigen   dagegen  nur  von  der  Gesamratheit 

rven   «p;   und  zwar  wollen   wir  nachweisen,   dass  diese  übrigen 

Punkte  sind,  in  denen  eine  Curve  <p  ^ -punktig  berühren  kann, 

Zwecke  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an, 
be  in  der  gegebenen  oo^Schaar  der  <5P  enthaltene  oo^  -  *  -  Srhaar 
nfalls  durch  q  aus  ersterer  beliebig  herausgewählte  Curven  be- 
Wir  betrachten  nun  eine  solche  oo^  ^  *- Sehaar ,  welche  eine 
fe  Curve  <p  (etwa  g?,,)  euthUtt  und  ausserdem  andere  zu  einander 
kb&rie  ^  *-  1  Curven  95,  welche  in  q  —  1  zit  einander  benach- 
Punkten  |  von  f  je  {q  —  l)-punktig  berühren  (d.  i.  </- punktig 
en).*)  Die  zu  der  so  conatruirten  Schaur  gehörige  Curve  0 
n  immer  /*  in  |  (^  —  2) -punktig  berühren,  sonst  aber  noch 
leren  Punkten  einfach  schneiden,  in  denen  andere  Curven  q> 
Schaar  die  Curve  /'  {q  —  1)- punktig  berühren.  Lassen  wir 
auf  /  wandern,  so  wird  sich  unsere  cx»^-*- Schaar  mit  |  ändern 
mer  noch  tp^  enthalten);  und  insbesondere  kann  |  so  liegen, 
ie  zugehörige  Curve  0  (g —  l)'punktig  berührt  (y*  punktig 
,),  In  dem  Falle  haben  wir  in  der  betreöenden  00^-*- Schaar 
icht  q  —  1  j  sondern  q  benachbarte  Curven ,  welche  /'  in  den 
{  I  je  iq  —  I)-punkt!g  berühren.  Dies  tritt  nach  dem  Frü- 
rstem  in  den  Schnittpunkten  von  f  mit  <p,j  ein  (p,  465);  zweitens 
a^  Punkten,  wo  eine  Curve  ip  ^- punktig  berühren  {{q  —  1)- 
schneiden)  kann,  indem  diese  Curve  dann  doppelt  zählt.  In 
Punkten  von  f  kann  dies  aber  nicht  eintreten.  Eine  anderswo 
-pnnktig  beröhrende  Curve  qp  zählt  nämlich  immer  einfach; 
benachbarte  Curven  der  Art  ist  daher  eine  in  der  c5o*?- Schaar 
nthaltene  00'- ^-Schaar  schon  völlig  bestimmt,  wird  also  nicht 
Ue  vollkommen  willkürlich  zu  wählende  Curve  tpi^  enthalten. 
den  Berührungspunkten  der  (// ^  1)  -  punktig  berührenden  0 
^^  gehörigen  cc?~*- Schaar  sind  also  in  der  That  ausser  Jen 
»onkten  von  9^  ^^  f  ^^^  ^'^  ^^^  ^^^  Gesammtheh  der  q> 
näen  Punkte  a^  enthalten. 

Punkte   sind  aber  Je  (q  —  \)'fach   zu  zählen.     Da  nämlich 
Mfolge  ihrer  Definition  /in  «g— 1  beweglichen  Punkten  treifen, 
p,  461  (wenn  f  zunächst  keine  Rüekkehrpunkte  hat): 


Cf-,_ 


Curven  tp  kaim  man  m  jedem  Punkte  von  /' beatLmmeu,   da  eine 
le  darch  q  (bier  benachbarte)  Punkte  feitgelegt  wird. 
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SO  ist  die  Zahl  A^_i  der  Curven,  welche  der  Schaar  (I)  angehöi 
und  {q  —  l)- punktig  berühren: 

A,- 1  =  ^  {«,-1  +  {q  -  1)  (P  -  1)}  =  ^/^^»/+  y  (r  -  1)1 

Diese  Punkte  sollen  theilweise  in  den  .V  nicht  allen  Curven  ^  i 
meinsanien  Schnittpunkten  von  (p^^  mit  /"  Liegen  (denn  durch  i 
gemeinsamen  Punkte  gehen  atich  die  0),  theilweise  in  den  «,  Punkte 
d.  h.  es  soll  für  alle  Werthe  von  M  die  Uelation  bestehen: 

f/'M+gOP^  \)ip~  \)  =  xM+l{q+  l)(M+gp^\ 

Hieraus  folgt  aber  x  =^  \   und  X  =^  q  —  1,  q.  e.  d. 

Die  A^  _  i  Punkte  werden  durch  eine  Curve  ansgeschnit 
wir  mit  X^,  bezeichnen  wollen^  und  welche  ausserdem  noch  dut 
singuläreii  Punkte  sowie  darch  die  den  qp  gemeinsamen  ein 
Punkte  von  /'  hindurchgeht  Pffs  Verhalhm  von  X^  in  letzteren 
waiien  wir  ffesfrmmen.  Dies  können  wir  nach  einem  obigen | 
(p.  455),  da  .V„  Coincidenzcurvc  einer  Correspondenz  mit  [qi 
werthigem  Punkte  in  x  =^  y  ist^  vermöge  deren  jedem  Punkte 
Curve  0  der  Schaar  (I)  zugeordnet  wird.  Das  Verhalten  der  O 
hetreÖenden  Punkten  kennen  wir  aber,  da  dieselben  Coincidenztnri 
von  Correspondenzen  «iml^  vermöge  deren  jedem  Punkte  z  ein« 
ihm  (^  —  2) -punktig  berührende  Curve  qp  zugehört.  Und  zwar 
in  jedem  Doppelpunkte  von  /,  in  welchem  6  feste  Schnittpui; 
(f  liegen»  nach  jenem  Satze^  indem  y  =  </  —  1  ist,  <y  ((J  -|-  '/  —  1) 
punkte  der  4>,  und  also 

(U)  7  .^(ff  +  y_  i,4-y-l|=y»ff  +  y(y2_,) 

Schnittpunkte    von   X^,     In  jedem   einfachen   Punkte   von  f 
iu  dem  die  0  a   Punkte  mit  /'  gemein  haben^  liegen  qc  Schoit 
der  0,    und  also   q'^c   Schnittpunkte   von    X^^,     Es  ist  nun   le| 
sehen,   dass   sich  in  allen  Schnittpunkten   von   X^  mit  /  das 
9,^  .  Z,*~^  ebenso  verhalt,  wenn  L^  =^  0  die  Coincidenzcurve  ui,^ 
die   flf^   Punkte   ausschneidet.     Für  letztere  nämlich  fallen 
selben  Satze  ('/  +  1  j  er  Schnittpunkte  von  /^  in  jeden  einfacli 
von  /*  der  zuletzt  genannten  Art»  also  in  der  That  • 

^  +  (ß-  1)  (q  +  1)  <f  -=  9'<f 
Schnittpunkte  des  Productes  <p^^  /./-^     Ferner  liegen  in  jedem 
punkte  von  f,   in  denen  a  feste  Schnittpunkte  der  qp  liegen, 
.  f ff  -j-  q)  Punkte  von  L^^  also  wie  in  (11) 

a  4-  (^  -  1)  (,^  +  1)  («,  -1-  ,/)  =  q^&  +  q  {q^  -  1) 

Punkte  von   qp^,  .  Z/--*;  und  endlich  geht   letzteres   Prodact 
durch  die  A/  Schnittpnnkt-e  von  qp„  mit  /'  und  (y  —  l)-fftcli 


Allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Curven.  471 

onkte,  wie  es  sein  soll.    Bedeutet  also  C  einen  coustanten  Factor^ 
onnen  wir  (unter  Adjunction  von  /*  =  0)  setzen*) : 

Factor  C  aber  kann  nur  ein  Zahlenfactor  sein,  d.  h.  die  Coeffi- 
sn  der  q>  und  f  nicht  mehr  enthalten.  Andernfalls  nämlich  würde 
irch  sein  Verschwinden  aussagen,  dass  es  in  der  Schaar  (I) 
ilich  viele  {q  —  1) -punktig  berührende  Curven  0  gibt  (indem 
0);  dann  aber  müsste  entweder  tp^  unendlich  viele  Punkte  mit 
lein  haben,  oder  es  müssten  auch  unendlich  viele  (^- punktig  be- 
nde  Curven  9  in  der  gegebenen  Schaar  sein  (also  Lq  z^  0). 
Bedingungen  können  aber  offenbar  nicht  durch  das  Verschwinden 
einzigen  Ausdrucks  C  angezeigt  werden.  Da  somit  C  ein 
nfactor  ist,  muss  derselbe  der  Symmetrie  wegen  in  allen  Glei- 
;en  den  gleichen  Werth  haben,  welche  aus  (III)  durch  Vertauschung 
Po  mit  9)|,  9>2  *  •  •  9?  entstehen;  und  wir  können  ihn  in  die 
tion  der  Xi  eingehen  lassen,  wenn  X^,  X^y  ,  .  .  Xq  entspre- 
e  Bedeutung  wie  X^  haben.  Es  bestehen  dann  also  die  Glei- 
m: 

Xi=(pi.Lq^-K 

ist  obiges  Reciprocitätsgeseiz  völlig  bewiesen  (p.  466). 
dasselbe  findet  seinen  Ausdruck  in  dem  Entsprechen  der  Zahlen 
1  a^  - 1 ,  d.  h.  der  Zahlen  für  die  beweglichen  Schnittpunkte  der 
Q  q>  und  0.     Aus  jeder  Relation  zwischen  den  Zahlen  M,  or^-i 
ndem  von  den  qp    abhängenden  Zahlen   kann  man  daher  eine 

ableiten,  indem  man  M  mit  a^  — 1  vertauscht  und  jene  anderen 
i  mit  den  ihnen  im  Systeme  der  0  entsprechenden.  Insbesondere 
sich  hier  die  Frage  auf,  welche  Zahl  ßq  in  letzterem  als  der 
tq  entsprechend  angesehen  werden  muss.  Die  Punkte  aq  sind 
nen  mit  den  (eventuell  mehrfach  zu  zählenden)  Rückkehrpunkten 
die  eigentlichen  Coincidenzpunkte  einer  Correspondenz,  deren 
denzcorve  durch  Z^  =  0  gegeben  ist.     Um  die  Zahl  ßq  zu  finden, 

wir  also  die  Curve  Lq  für  das  System  der  0  statt  für  das  der 
bilden.     Wir  wollen  zeigen,  dass  diese  Curve  mit  der  Curve  Lq 

le  Correspondenz,    für   welche    Lq  Coincidenzcurve   ist,    ordnet 

Punkte  X  eine  in  ihm  {g —  l)-punktig    berührende    Curve  der 

von  Curven  9  zu,  jedem   Punkte  y   aber  eine  Curve,  welche 


an  fiberzeugt  sich  auch  leicht,  dass  auf  beiden  Seiten  die  Ordnungen  üborein- 
;  denn    (vgl.  P-  452)  L^  ist  von  der  Ordnung  (g  -{■  1 }  { '/^  +  ^  (w  —  3)  7  } , 
Ordnang  von  (jpo»  "  clie  von  f  bezeichnet,  und  Xo  ist  von  d^r  Ordnung: 
f-  H''  —  3)  (7  —  1)]  +  4  («  -  3)  (7  -  1) }  =  q'm  +  i  («  ~  3)  7  (7  -  1)  . 
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auf  f  die  Berührungspunkte  der  durch  y  gehenden  {q  —  l)-puxi]cti| 

berührendeji  <)p  ausschneidet,  d*  h,  eine  Cunre  der  Schaar  0*  Diei< 
Correspondenz  wird  daher  durch  eine  Gleichung  dargestellt,  welch^ 
linear  in  den  g?  (//)  und  linear  in  den  0  (x)  ist.  Betrachtet  mau  dqi 
einen  Punkt  x,  für  welchen  0^,  verschwindet,  so  muss  die  in  ihn 
(Si  —  l)-punktig  berührende  Curve  qp  zufolge  der  Definition  Ton  ♦j 
eine  lineare  Conibination  der  Punctionen  9?, ,  9^  ,  .  ,  gp^  sein;  i  k 
in  unserem  lineo -linearen  Ausdrucke  muss  jedenfalls  0,^  in  ^^ 
plicirt  sein,  die  übrigen  0  dagegen  dürfen  den  Factor  g^^  nicht 
Betrachtet  man  ferner  einen  auf  ^y^  gelegenen  Punkt  y  von 
erkennt  man  ebenso,  dass  0^  auch  nicht  in  <P|;  g?^  .  ,  *  g?^ 
plicirt  vorkommen  darf.  Zu  dem  Producte  0^qpo  kaun  ferner 
constanter  Factor  (keine  simultane  Invariante  der  tp  und  /) 
treten.  Das  Verschwinden  eines  solchen  nämlich  würde  'zur 
haben,  dass  in  der  Gleichung  der  Correspondenz  ein  Glied  mit 
nicht  mehr  vorkommt.  Vermöge  der  Correspondenz  würde  aboj 
Punkte  X  von  /  eine  in  ihm  (^  —  1)- punktig  berührende 
der  durch  qp, ,  9.»  .  .  »  qp^  bestimmten  00'' "  ^  -  Schaar  zugeordnet;' 
ausreichende  üud  noth wendige  Bedingung  dafür,  dass  in  dieser  6« 
unendlich  viele  {q  —  1)- punktig  berührende  g>  sind,  ist  aber  offenl 
das  identische  Verschwinden  von  0„;  dieselbe  Bedingung  kann 
nicht  durch  das  Verschwinden  viner  Invariante  ausgedrückt  n 
Das  Product  0,j9q  kann  sonach  in  der  Correspondenzgleichm 
in  einen  Zahlentactor  muUiplicirt  sein;  ein  solcher  aber  m^ 
Symmetrie  wiegen  dann  ebenso  bei  den  Gliedern  0j7>t, 
auftreten.  Die  fragliche  Correspondenz  kann  man  daher  in  ft 
Form  dar  stellen  *  ) ; 

*ü  (-^)  •  g'o  (y)  +  *i  C-^)  •  *Pi  (y)  +  '  -  +  *7  {^)  •  9q  ly  J  =  ^> 

stellt  man  die  entsprechende  Correspondenz  für  die   O 
erhält  man  ganz  dieselbe   Gleichung;  nur  sind  die  x  nnd  y  ve 
Man   hat   nämlich   0,  statt  g},,  X  statt  0;  zu  schreiben-,  dann 
sich    aber   wegen    (IV)    ein   Factor    Lq^^^   ab,    und    man    erhi 
erwähnte    Resultat     Da    nun    die    beiden    Correspondenzen    di< 
sind,  so  sind  auch  ihre  Coincidenzcurven  identisch^  q.  e.  d. 

Die   aus   vorstehenden  Betrachtungen  geschlossenen  algel 
Resultate    behalten  offenbar  ihre  Gültigkeit,  w^enn  die  Curro  f 
kchrpunkte  besitzt*,  es  rücken   dann  nur  einzelne  der  a^  eigeO' 
Coincidenzpunkte  in  diese  Rückkehrpunkte  (in  näher  zu  besÜ 
Weise)    hinein.     Die   Untersuchung  dieser   Verhältnisse   wird 
der  geforderten  Bestimmung  der  Zahl  ß^  führen.  —  Die  Sehüitlj 
von  Zq  mit  f,  welche  eigentliche  Coincidenzen  geben,   zerfj 


*j  Vgl  dazu  das  Beispiel  7  =  2  auf  p.  456. 
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nippen:  die  nicht  in  den  Rückkehrpunkten  Hegenden  Punkte  a^  und 

ie  r  Rüekkehrpunkte   von  f^  durch   welche   die   Curven  xp  zunächst 

Seht  hindurchgehen   mögen.      In  jedem    Punkte  der  ersteren  Gruppe 

iröhrt  eine  Curve  tp  ^' punktig ^  und  zwar  geht  jede  Curve  15p,  welche 

iselbst   q    benachbarte    Punkte    von    /   enthält^    auch    durch    einen 

-f  1)*«»   benachbarten  Punkt  von  /*.     In    einem   Punkte    derselben 

rappe  berührt  ebenfalls  eine  Curve  0  7 -punktig  (eventuell  mehrfach 

hJend),  ausserdem  aber  einfach  unendtich  i^*>/<?  Curven  0  je  {q  —  1)- 

H|||^.'*)     In    einem    Rückkehrpunkte  dagegen   verhalten  sich  die  ip 

Hb  80,  wie   die  0  in  einem  der  a,j  Punkte;   in   der   That   berührt 

0  der  einfach  unendlich  vielen  ^,  welche  durch  den  Küekkehrpunkt 
d  y  —  2  benachbarte  Punkte  gehen  (q  —  1)- punktig,  da  der  Rück- 
irpunkt  doppelt  zählt;  und  unter  diesen  wird  es  eine  (event,  mchr- 
A  zählende)  Curve  geben,  welche  noch  einen  (*7  —  1)***'  benachbarten 
nkt  von  f  (d.  i,  zusammen  wieder  q  +  1  benachbarte  Punkte) 
li3UL  Uieraas  folgt  nach  unserem  Reciprocität^gesetze ,  dass  sich 
Igekebrt  die  0  in  den  RQckkehrpunkten  von  f  verhalten  wie  die  (jp 
d<^n  Punkten  a^\  d,  h.  wir  haben  ß,^  =^  r  zu  nehmen:  Vermöge  der 
tiprocität  zwischen  den  9  und  0  entsprechen  sich  die  Zahlen  a,^  nnd  r. 

1  Dää  besondere  Verhalten  der  0  in  den  lluckkebrpunkten  kann 
t  dadurch  begründet  sein,  dass  dieselben  sämmtlich  (als  Coincidenz- 

durch  die   Rückkehrpunkte  hindurchgehen;    denn  andernfalls 

r  sie  dieselbe  Schi uss weise  wie  für  die  q>  gültig  sein.     Hieraus 

man   rückwärts   schliessen,    das8    unsere    Schlusäweise   auch  für 

"  ■  Töltig  wird,  wenn  dieselben  in  den  ßuckkehrpunkten  gemein* 

•^   Punkte  haben  I  d.   h.   daas  sich   diese   dann   verhalten  wie 

C|  Punkte.     Gehen   aim  die  tp  sämmtlich   durch   r    Rüekkehrpunkte 

f  hindurch^  so  entsprechen  sich   die   Zahlen  a^  und  r  —  r   oder  r 

•f  +  ^\  ^^  ^^^^  jeder  der  r  Rikkkehrpunkte  sich  seihst  entspricht.  — 

IMe   letzteren   Üeberlegungen   gestatten    uns   endlich  auch   die   in 

ichungen  auf  p.  460  f.  vorläufig  mitgeiheilten  Reductionen  zu 

en,  welche  die  Zahl  a,^  beim  Auftreten  von  Rückkehrpunkten 

Wir  betrachten  eine  r/-fach  unendliche  Schaar  von  Curven 

welche  Mj  r^  r   die  angegebenen   Bedeutungen   liabeu  mögen. 

der  Curven  qp,    welche    durch  einen  beliebigen  Punkt  der 

i  gehen  und  die  Grundeurve  (q  —  1)- punktig  berühren,  ist  dann: 

a^^i^^  {M+(q  -  1 )  (>  —  1 )}  —  gr  -  q  r  , 

f  f    noch   zu   bestimmen  sind*     Hieraus  folgt  aber,  wenn  man 
unserem  Reciproeitätsgesetze  a^-i  mit  M,  r    mit  «^  +  r ,  ver- 
)diif  die  andere  Gleichung: 


^f  Kab  erkennt  dies  in  ganz  derselben  Weiae,  wie  oben  dofi  Etitaprechende 
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M^  q  1«^ _,  H-  (v  ^  1)  {p  -  n}  -  e  («t  +  O  --  tfri 

und  durch  Elimination  von  a^  —  i  aus  beiden  Gleichungen: 

qa^  ^  (q^  —  1)  {M  +  qp  -  q)  —  (iqr  ~  r  {p  +  (q  ^  1)  i 

Für  r  =  r  s=  0  ist  aber  bekanntlich  «^  ^  (^  +  1)  {M-\-qp—{ 
somit  ^  =  ^  -^  1,     Setzt  man   dies  in    die   letzte   Gleichung 
haben    alle    Glieder   denselben    den    Factor  (q  —  l)  bis  auf  deo^ 
raultiplicirten  Term ;  es  ist  also  q  =  4-  (//  —  1)  zu  nehmen , 

««  =  ('/  H-  1)  (^*/  +  rP  -q)-qr  ^[\±  {q  +  1)]  / . 
IX6se  Zahl  muss  aber  für  r  =  r  ^=  1 ,  M  =  n  —  2,  q^^  {^  d* 
man  den   von  einem   Rückkehrpunkte   ausgehenden  ätrahlbüschel 
trachtet,  nach  p.  457  den  Werth  k  —  3  annehmen,  was  nur  bei  \ 
des  negativen  Zeichens  eintritt     Man  hat  also  den  Satz: 

Jn  einer  q-fach  unendlichen  linearen  Schaar  von  Curuen.  w 
f  beliebige  gemeinsame  fe&le  Funkle  haben  und  unter  diesen  r   RücM^ 
punkle   von   /,    ausserdem    aber'   f  in    M  betveglichen    Punkten 
gibt  es 

«^  =  ('y  +  1)  i^  +gP  —  9}  —  <lir-  r) 
Cun^n,  die  f  (nicht  in  den  feslen  Punkten)  q-punktig  beriihren, 
tat  p  das  Geschlecht  j  r  die  Zahl  der  fiückkehrpunkte  von  f. 

Es  sei  schliesslich  bemerkt,  dass  sich  analoge  Reciprocitat 
für   die  niederen  aus  der  oo^-Schaar  der  tp  auszuscheidenden 
Mannigfaltigkeiten   von   Curven   qp  aufstellen   lassen.*)     Dieselb« 
statten   dann  die  genaue   Bestimmung  der  an  verschiedenen 
von  /*  mehrpunktig  berührenden  Curven  (vg).  Brill,  a.  a.  0.)| 


1 

ächcl 
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IX. 


Eindeutige  Abbildung  zweier  Ebenen  auf  einander 

Den  Ausgangspunkt  unserer  Untersuchungen  über  algei 
Curven  bildete  die  Theorie  der  linearen  Transformation.  Wir 
letztere  als  analytischen  Ausdruck  für  die  projectivische 
zweier  Ebenen  zu  einander  auffassen  ^  und  konnten  de 
von  uns  allein  beriicksicbtigten  Eigenschaften  der  Curven  als 
definiren,  die  durch  beliebige  (reelle  oder  imaginäre)  Proj 
Curven  nicht  geändert  werden.  Im  Änschlasse  an  diese  Aul 
trat  zuerst  die  Theorie  der  terntiren  algebraischen  Formen 
ihr  die  symbolische  Bezeichnung  und  Rechnung  in  den  V« 
um  einen  eleganten  algebraischen  Apparat  für  die  geometriddii 
legung  zu   liefern.      Bei   weiterem  Fortschreiten  jedoch   haben 


1 


•)  Es  tei  darauf  hingewieaeü,  da^H  diese  UeciprocitüUge&etze  ia 
ziehtiüg  fliehen   zu   dem   gewohulichcu  Ducilitiitögeaetze  ^  wie  di^eees  beil 
faltigkeiten  von  mehr  Dimensionen  auftritt  (vgl.  auch  die  Amok,  auf  f^f 
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des  durch  diese  Gesichtspunkte  bezeichneten  Gebietes  allmählich 
schritten:  In  der  That  boten  uns  schon  die  gegenseitigen  Bezie- 
hen zwischen  der  Hess  ersehen  und  Stein  er 'sehen  Cnrve  ein 
piel  für  die  Untersuchung  zweier  nicht  linear^  aber  doch  eindeutig 
einander  bezogenen  Corven,  und  noch  mehr  wurden  wir  beim 
||tt  der  Geometrie  auf  einer  Curve  gelegentlich  zu  der  Bemer- 
^Beranla&stj  dass  die  entwickelten  Sätze  nicht  nur  gegenüber 
^^  sondern  überhaupt  gegenüber  vindendtjen  Transformationen 
HKndcurve   einen    invarianten    Charakter    zeigen,    d.   h,   für   die 

(mirte  Curve  ebenso  gelten^  wie  für  die  ursprüngliche.    Wiihrend 
t  hier  nur  von  zwei  einzelnen,  eindeutig  auf  einander  bezogenen 
sprachen,   kann   man  auch   die  Frage   stellen,   ob   es  möglich 
ftirei  ganze  Ebenen  Punkt  für   Punkt   eindeutig  auf  einander  zu 

R,  und  welche  Eigenschaften  derartigen  Transformationen  zu- 
.  Diese  auf  die  ganze  Ebene  bezüglichen  Transformationen 
Kn»  hier  zunächst  allein  beschäftigen;  auf  die  anderen,  nur 
einzelne  Curven  eindeutigen  werden  wir  bei  einer  anderen 
leit  eingehen. 
Die  Möglichkeit  einer  nicht  linearen  eindeutig  umkehrbaren 
sfcong  zwischen  zwei  Ebenen  zeigt  sofort  ein  einfachstes  Beispiel: 
rathchc  Verwandtuchail^')  Dieselbe  wird  zwischen  den  Punkten 
zweier  vereinigt,  oder  getrennt  gedachten  Ebenen  £,  und  Ky 
It  durch  die  Gleichungen: 

9^\  =  y^y^  7   Q -^1  =  ^si/n    9 '*^i  =  i/i y« ; 

sben  unmittelbar  die  ebenfalls  eindeutige  Umkehrung: 

Ilen    diesen   für  das   folgende   besonders  wichtigen  Si»ecjalfall 
lier  betrachten*     Einer  geraden  Linie  u^  =?  0  entspricht  ver- 
in  Ep  ein  RegeUcbnitt 

^uy^y'A  +  ^hy^y\  +  ^hy\yi  =  ^ 

jrt  einer  Linie  Vy  =^  0  vermöge  (2)  in  E^^  ein  Kegelschnitt 

V, .r,^3  +  y^Xg^j  +  v^x^x^  --  0  ; 

dass  die  Beziehung  beider  Ebenen  auf  einander  vollkommen 

iL       Die    Eindeutigkeit    dieser    Beziehung    wird    geometrisch 

uasseu   evident     Dem   Schnittpunkte   zweier   Linien   w,  =  0 

Linurde  stuerst  betrachtet  von  MagouB:    SammluDg  von  Änfgaben  hdJ 

\nB  der  an«iyti«cheu  Geometrie,  Berlin  I8;i3,   und  vorher  im  Crelle'a 

9;    rjidtßr  von  Steiner:   Systematische  Entwicklung  der  ÄbhÄngig- 

1'  '    h   finden  sich  quadratische  Verwandtschaften    iinch  schon 

.   des  propri^teß  projectives  des  figuresi   1822,  p,  198)  und 

Jeff  Jostmal,  6d.  h). 
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und  Ux'  =  0  in  E,r  entsprechen  in  Ej,   die  Schnittpunkte 
Schnittes  (3)  mit  dem  Kegelschnitte 

Wir  bemerken  aber,  dass  von  diesen  vier  Schnittpunkten  d 
dieselben    sind:    die   Ecken    des    Dreiecks    ^,=0,    y^  =  0, 
Den   Geraden   der  einen    Ebene  entsprechen  also  KegehchniUe  d\ 
feste   Punkte^  ,fFundamen{afpunkte",    in   der  andern;   und  dem 
punkte  zweier  Geraden    der    vierte    bewegliche  Schnittpunkt    de$ 
z  ifgeh^iritj e n  k'ef/ehch  n  Ute.  * ) 

In  der  Weise  können  wir  uns  diese  ^^quadratische  Ventam 
überhaupt  geometrisch  detinirt  denken:  wir  setzen  die  Gesa 
der  zweifach  unendlich  vielen  Geraden  einer  Ebene  entspreci 
demGesammtheit  der  zweifach  unendlich  vielen  Kegelschnit 
Netzes  mit  drei  festen  Fundamental fiunkttfu.  Den  KegeU 
durch  einen  Funkt  der  einen  sind  dann  die  Geraden  diuro 
Punkt  der  andern  Ebene  zugeordnet;  jedem  Punkte  der  ©ine! 
entspricht  also  der  Schnittjjunkt  zweier  (und  somit  unendh*cb 
Geraden  der  andern  Ebene  und  umgekehrt.  Demgemäas  köil 
die  algebraische  Darsteil ang  der  Verwandtschaft  allgemeiner 
dermassen  fassen»  Es  seien  t>^,  Q.^,  ()^  und  ()/»  ()/,  Q^  beliebigi 
Functionen  in  y, ,  y, ,  t/-^ ,  dann  geben  die  beiden  linearen  61ei< 

P.  xy  +  Q;  x^  +  0,  .r,  =  0 

'^  '  i>,'x,  +  o,'.r-,  +  o;x,  =  0 

wieder  unsere  Beziehung;  denn  durch  Auflösung  erhalten  wir' 

*)  Von  den  FuodamentalpunkteQ  köEiQeti  zwei  oder  alle  drei  ^s 
nachbart  Hegen ,  wo  sich  dann  alle  KegeUchQiite  des  Netzes  b#i.  etil  -  i 
puDktig  beruh  reo. 

*•>  Die  Gleichungen  (4)  kann  man  in  der  Fonn  schreiben  I^£m^^ 
EEtt^^T^yf.  =  0»  Nimmt  man  dann  insbeßondere  n^.^  *=  a^^-,  A^.^  ^^  ^ki  *■* 
Ebenen  B^  und  E    zusammenfallen,  ao  bilden  je  xwei  enteprechendo 
und  1/  ein  conjugirtes  Polepaar  in  Bexug  auf  die  beiden  KegeUchnitte  X<f^ 
^Äp^.j^a?^a?j^  =»0.     Die  Fundamental  punkte  der  einen  Ebene  fallen  mit  i 
andern  zusammen  und  bilden  die  Ecken  dea  beiden  KegelBchnitten  g«! 
Polar dreieck»,  —  Eine  andere  einfache  geometrische  Darstellung   difj' 
ergibt  sich,    wenn  man  zwei  Fundamentalpunkte  (bei  vereinigtem'' 
Ebenen)  in  die  imaginären  Kreispnnkte,  den  dritten  in  den  Anfj 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  legt«    Setzen  wir  demgenU^ 


l  +  in. 


^^1  *'  ^*  t/z 

80  gehen  die  Gleichungen  (1)  für  p*^  {*  -|-  ij»  über  in: 


E 


«t^ 


und  diese  Gleichnogen  stellen   bekanntlich   die  aogenaimie  V^rwundt 
reeiproken  Hadien  dar. 
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ft'-öaP/.     9^r,  =  Q^0i-0,0^\     ^^:t -^  Q1Q2  —  O2O/, 

Üe  Gleichungen    x^  ^  0,  X2  ^  0,  »r,  =^  0    stellen    in   der   That 

Idrei  Kegelschnitte    mit  drei  festen   Punkten   djxr,    den  Funda- 
unkten  der  Ebene  K^,     Die  Urakehriing  dieser  P'ormeln  würde 
irgeben^  wenn  wir  die  Gleichangen  (4)  nach   den  f/,   ordnen   und 
wollten* 

bezeichnen  mit   ^, ,  /Jj,   ^3  die  drei  Fundamentalpunkte  in 

«j,   ufj,  «3    die    drei   Fundamental  punkte   in   E^,     Für   diese 

eibsf  h(  unsere  Verwandtschaft  nickt  mehr  eindeutig:  and  solche 

»epunkte  treten   bei   allen    höheren    eindeutigen    Beziehungen 

im  Punkte  et,  (^r,  =  0^  x^  ^=  0)  entsprechen  nämlich  nach  (l) 

nüe  Punkte  der  Geraden  ß^ß.^  {jUy  ^0)  in  Ey\  und  umgekehrt 

it  jedem  Punki-e  dieser  Geraden  ein  und  derselbe  Punkt  cf,  in 

aber  die  Gerade  jS^ft  ^^^  Punkte  (3^,  ß^  enthält,    denen  bez. 

en  Geraden  «3*^1*  ^^^2  entsprechen,  so  erleidet  gleichwohl  der 

Jeder  Geraden  in   dem   einen  Systeme  in   dem  andern  ein 

tt    durch    die    drei    Fundamentalpunkte    zugehört,    für    die 

%^ß^  keine  Ausnahme» 

Hülfe  dieser  Bemerkungen  können  wir  leicht  die  Aenderungen 

welchen  eine  Curve  durch  unsere  Transformation  unterworfen 

ist  klar>   dass  einer  C^   in   ^^  eine   C^n    in   E^  entspricht, 

Gleichung  sich  einfach   durch  Einsetzen  von  y^y^  statt  x^  etc. 

Gleichung   der  C^  ergibt.     Da  aber  die  Geraden  cf-jßß,  ^i^u 

der  C^   in  je  n  Punkten  geschnitten  werden,  denen  immer 

Punkt  (bez,  /J,,  ß^,  ß^)  in  E^  entspricht,  so  geht  die  t^j/ 

ie  Punkte   /5,,  ß.,^  ß.^  je   «-mal;    und    zwar    werden   diese    n 

[der   Cfn    alle  von  einander  getrennt   verlaufen,    wenn    die    n 

der    C„   mit  der  betreffenden   Fundamentalgeraden  der 

Sbene  alle  von   einander  getrennt  liegen.     Geht  dagegen  die 

einen   Fandamen talpunkt  «, ,  so  wird   von   der  zugehörigen 

fester  Thail,  die  «^   entsprechende  Gerade  ß^ß^^  abgesondert: 

nur   eine  Curve  von  der  Ordnung  2n—  1;    und    dieselbe 

ßj  nnd  ß^  nur  noch  je  {n  —  l)-mal  hindurch, 

ein  enuprichi  daher  einer  Curve  n*"'^  Ordnung  der  einen  Ebene ^ 

furc/i  ,die  Fundfimenialpunkte  a, ,  cc^,  «^  derselben  bez.  k^-^  k^-, 

mäurchgeht  in  der  andern  Ebene  eine  Curve  von  der  Ordnung 

X'j  —  k^f   welche  durch  die  Fundamentalpunkte  /8^ ,   ^3,  ^3 

Afr.   n  —  (k^  +  A*5,),  n  —  (A3  -\-  A-j),    n  —  (A-,  +  k^)  mal 

So  entspricht  z.  B.  einer  C^  mit  je  einem  Doppelpunkte 

Äj    eine  C^t  die  nicht  durch  ß^j  /?.,,  ß.^  hindurchgebt;  und 

jedeiD    solchen  Kegelschnitte  eine  ü^  mit  3  Doppelpunkten 
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Durch  directe  VerallgememeruDg  dieser  Anschauung 
zu  der  geometrischen  Definition  eiuer  allgemeinen  eindeutigei 
Formation  der  Ebene  geführt,  einer  sogenannten  ralionah 
Crem ona  sehen  Transformation;  Cremona  ist  es  nämlich, 
diese  wichtige  Theorie  zuerst  in  ToUer  Allgemeinheit  aufgesteU 
An  Stelle  des  Kegelschnittsystems  mit  3  festen  Punkten  hal 
ein  doppelt  unendliches  lineares  System  von  Curven  n*®'  Ürdn| 
einem  beweglichen,  also  n^  —  1  festen  Schnittpunkten  zu  sets&ei 
sind  aber  nach  unserem  Pundamentaltheoreme  über  Schnittpunkt 
(vgl  p.  427)  durch  ^  n  (n  -\-  3)  Schnittpunkte  zweier  Curven 
nung  den  übrigen  ^  (n  —  1  (w  —  2)  Punkte  im  AUgemeineii 
völlig  bestimmt.  Soll  daher  bei  n^  —  l  festen  Scbnittpunki 
ein  beweglicher  möglich  sein,  so  müssen  diese  n^  —  1  festen 
eine  ganz  besondere  Lage  zu  einander  haben  ^  bez.  die  Cae 
Systems  sich  in  ihnen  besonders  verhalten;  und  die  Feststellu] 
Verhältnisse  ist  im  Folgenden  unsere  wesentliche  Aufgabe. 
knüpft  sich  dann  von  selbst  eine  Erörterung  über  die  Natur 
Transformation  vermittelnden  Functionen,  und  die  andere  Vi 
noch  andere  eindeutige  Tninsformationen  einer  Ebene  möglich 
die  durch  solche  Curvensysteme  mit  n'^  —  1  festen  Punkten  veri 

Eine    eindeutig    umkehrbare   Transformation    sei    durch 
Gleichungen 

(5)  gyi  =  A  (^t .  ^2.  ^s).    ('  =  1.  2,  3) 
gegeben,  wo  die  /«  Functionen  ;/*'''  Ordnung  sind,  welche  kein< 
gemein   haben,  und  deren  Functionaldeterminante  nicht  ideni 
schwindet**)     Nehmen  wir  au,  es  sei  in  Folge  derselben  jedi 
y  umgekehrt  ein  Punkt  x  zugeordnet  vermittelst  der  Gleichuii 

(6)  (fx.-  =  q)i(tj^,  1/2  f  ya)i 
wo  die  (fi  rationale,  ganze  Functionen  i''*"  Ordnung   in  dei 


mögen* 

Den  Geraden  w^  =:=  0  in 


E^  entsprechen   dann    die  Cof 


Ordnung    Zui(pi  =  0    in    ^^    und    den   Geraden 


0  in 


Curven  n**''  Ordnung  -£i'i/V  in  Ej,,    Den  Schnittpunkten  von 

•|  Id  den  beiden  Abhaodluugen:  Suüe  tranaforma2iotü  geamüllj 
figure  i>iaiiej  Memorie  deir  Äccademia  di  Bologna,  Serie  II.  t,  S.  l 
ISftö:  abgedruckt  in  Battaglini'ß  Giornale,  t  1  und  3.  Vjifl.  die 
den  (för  den  Text  benutzten)  Daratellungen  von  Cayley:  On  the 
foriDationä  between  two  ipaces,  Proceedings  of  the  London  math.  Soctil 
1870;  und  Rosanea:  Ueber  rationale  Substitution en^  CrelleV  Journal,  Dd. 
ftowie  Bulletin  des  eciencea  matbematiques,  vol  6,  p.  207*  —  VeroUgeT 
für  mehrdeutige  Abbildungen  üudet  man  bei  Wiener:  Math.  Anoäleti, 

^*)  In  letzterem  Falle  würden  die  drei  Curven  f  einem  BOtdid 
vgl.  p.  377,  Anmk, 
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(^rechen  also  die  Schnittpunkte  von 

Vy  =  0     und     X  Ui  (pi^=0, 

Anzahl  derselben  muss  aber  w^gen  der  vorausgesetzten  Eindeutig- 
onserer  Beziehung  zwischen  Ej,  und   F^  beide  Male  die  gleiche 
;  alflo  ist  n  =  vi 
ßk  dndeutig  umkehrbaren  Suhsiitutionen   sind  von  derselben  Ordnung 

•  ihre  inverxen, 
Suchen   wir  den   Punkt  ;r,  welcher  dem  Durchschnitte  zweier  in 
gelegenen   Gerailen  v  und   w  entspricht,   so    haben    wir   aus   den 

tichßßgen; 

X  XU  eliminiren.  Das  Endresultat^  welches  die  u  zum  Grade  »', 
ir,  w  je  zum  Grade  n  entliält,  gibt  die  Gleichung  des  Productes 
«'  Schnittpunkte  der  Ciirven  (7).  Unter  letzteren  muss  sich  der 
befinden,  dessen  Gleichung,  wie  wir  wissen,  durch  Euitpi  =  0 
t  wird,  der  Ausdruck  Zuiifi  muss  alao,  wenn  wegen  (7) 

wird,  ein  Factor  des  Eliminationsresultates  sein.     Aber  auch 
Eiihält  dann  die  v,  w  je  in  der  «^*"  Ordnung;   die  übrigen 
jenes  Resultates   können  daher   v,   tv  nicht   mehr  enthalten, 
hat  den  Satz: 
\iwei  Curven  des  Systems  Zv.fi^^i)  schneiden  sich  nur  in  einem 
und  in  n-  —  l  festen  Punkten^  ^^den  Fundamentalpunkten  der 
stion'\     Dasselbe  gilt  natürlich  für  das  System  der  Curven 
•=  O    in    der   andern    Ebene.      Jede   eindeutige    Beziehung   der 
Bbenen  auf  einander  ist  daher  eine  Cremen  a^TAc-, 
Tir  haben  nunmehr  die  Lage  der  n^  —  1    festen  Punkte  in  den 
Ebenen  festzustellen.     Da   den   Punkten   einer  Geraden  v^  =^  0 
die  Punkte  einer  Curve  Evif  =  0  zugeordnet  siud,  so  folgt 
etiienj    früheren  Theoreme  (p.  450),   daas  diese   Curve  und  die 
voll    demselben   Geschlechte  sind;    d.   h.   die  Curven   des   eine 
Transformalion   vermittelnden   Netzes  sind   sämmllich   vom  Ge- 
ie  /»  ^^  0:    sie  haben  mehrfache  Punkte,   welche  mit  \{n  —  1) 
2)  Doppel-  hez,  Riickkehrpunkten  äquivalent  sind.     Wir  wollen 
i ,    dass  diese  vielfachen   Punkte  sämmtlich  in  den  festen  fim- 
nktcn  liegen  müssen.    Nehmen  wir  nämlich  au,  dass  in  ihnen 
'-^eichende  Zahl  noch  nicht  vereinigt  wäre,  so  müsste  jede  Curve 
leXt  unendlichen  Netzes  ausser  den  feste j  jedenfalls  noch  einen 
uukt   besitzen*     Da  es  aber  auch  nur  doppelt  unendlich  viele 
in  einer  Ebene  gibt,  so  konnte  dies  nur  in  den  beiden  folgen- 
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den    Fällen    emtreten.      Entweder    mtisste   jeder   Punkt  ein 
Dopi>elpuiikt  sein,  cl  lu  die  drei  Gleichungen: 


müssten    für  jedes   Werthsysteni  »r,,   .r^,  ar^    ein    bestimm« 
System   «^, ,   i'j,   ^^^  ergeben,   im  Ganzen  also  zweifach  \meiiii 
solche  Werthsysteme*     Dann  aber  müssten  sich  die  drei  Gleij 
auf  eine  rediiciren^  d.  h.  es  bestanden  die  Gleichungen: 

M.JA:  M=£^:M:1^„M:  ?^:M 

was   der   Voraussetzung  widerspricht,   dass  /,  ^  f.^^  f^   keinen 
samen  Factor  besitzen,     Oder  es  gäbe  6?mfach  unendlich  viek 
Systeme  x,  denen  je  ein  Werthsystera  v  zugehört,  nUmlich  diejS 
für  welche  die   Fanctionaldeterminante    der  /",    verschwindet; 
mtisste  jeder  solche  Punkt  x  Doppelpunkt  für  einfach  unendli| 
Curven   des   Netzes   sein.     Dann   würden  aber  für  je   sswei 
fach  unendlich  vielen  Curven  vier  Schnittpunkte  in  x  zusai 
während  wir  voraussetzen,    dass  je  zwei  Curven  /*  sich  nur   it 
beweglichen  Punkte  schneiden.     Damit  ist  unsere  Behauptung  1 
Von   d^    allen    Curven    des   Netzes    gemeinsamen    Fund 
punkten   ivird  nun    im   Allgemeinen   jeder   einer   mehrfachen^ 
von   Schnittpunkten  je  zweier  Curven  iiquivalent  sein;   es  kS 
doch   höhere   als   (n  —  1)* fache  Punkte  nicht    auftreten,    d« 
würden   alle   Curven   qp,  zerfallen.     Nehmen  wir  an,   es   seiet 
fache  Punkte  aller  Curven,  a^  Doppelpunkte,  a^  dreifache,  , 
fn  —  1)- fache  Punkte  darunter ^  so   müssen  dieselben   zus 
System  von  ?i^  —  1  Punkten  darstellen»  d.  h.  man  musa  hat 


(8) 


a,  +  4«3  +  9  (.,  +  ...  +  (n  -^  ]y  a^^t  =  n*  —  1  .| 


Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  die  Curven  qp  sich  in  den  Fund 
punkten  nicht  berühren  und  dass  die  Tangenten  einer  beliebig 
fp  in  den  vielfachen  Punkten  getrennt  verlaufen» 

Eine  zweite  Relation  für  die  Zahlen  a,  folgt  aus  der 
dass  ein  A'- fach  er  Punkt  mit  getrennten  Tangenten  immer  mit  ^i 
Doppelpunkten  äquivalent  ist  (p.  329),  Da  nämlich  die  Gi 
der  Singularitäten  gleich  i  (n  —  l)  {n  —  2)  sein  muss  (d*  Li 
so  haben  wir: 

(9)  a,  +  3a,-^.,.  +  i(n-  1)  (n  ^  2)  «f^^  =  ^  („  _  l)  , 

und  ferner  durch  Combination  mit  (8):  | 
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0)  «i  +  3a2  +  6«,  +  . . .  +  in(n  -  1)  a„^i  =  ^n  (n  +  3)  -  2.*) 

tr  ein  bestimmtes  n  erhält  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  je 
eh  der  Zahl  ihrer  brauchbaren  ganzzahligen  Lösungen  eine  bestimmte 
ihe  yerschiedener  Möglichkeiten  für  die  Transformation,  wofür  von 
emona  und  Cayley  Tabellen  gegeben  sind.  Von  n  «=s  1  bis 
"  7  hat  man  z.  B. : 


n ' 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

«1 

3  1  4 

1  l 

6,  3 

8,3,0 

10,  1,  4,  3 

12,  2,  0,  5,  3 

«i 

0,  3 

0,  3,  6 

0,  4,  1,  4 

0,  3,  3,  0,  5 

«a 

1,0 

0,  1,0 

0,  2,  8,  0 

0,  2,  4,  3,  0 

«* 

1,0,0 

0,  0,  0,  1 

0,  1,  0,  1,0 

«s 

1,  0,  0,  0 

0,  0,  0,  0,  1 

«« 

1,  0,  0,  0,  0 

Den  in  Ej^  gegebenen  Fundamentalpunkten  ce  entsprechen  nun  in 
nicht  einzelne ;  sondern  je  unendlich  viele  Punkte,  wie  schon  das 
ipiel  der  quadratischen  Transformation  zeigte.  Betrachten  wir 
m  Fnndamentalpunkt  k^  Ordnung  a^  Sind  ii  die  Coordinaten 
fm  Punktes  und  setzen  wir  für  den  Augenblick 

kiben  wir  die  identische  Gleichung 

iiend  a^""-*fl,*  a»  0  das  Product  der  Tangenten  im  A:- fachen  Punkte 
itolll  Ist  femer  g  irgend  ein  Punkt  der  Ebene,  so  sind  g,  -f-  ^& 
Coordinaten  eines  in  der  Richtung  gg  zu  S  unendlich  benachbarten 
iktes,  wenn  X  unendlich  klein  genommen  wird.  Für  /,•  =  fl^'^x" 
en  wir  ako  in  erster  Annäherung 

1  jeder  von  |  ausgehenden  Fortschreitungsrichtung  entspricht  in 
ein  ganz  bestimmter  Punkt;  und,  wenn  g  sich  um  §  bewegt,  so 
dilaofen  alle  diese  Punkte  eine  Curve  /:**»  Ordnung,  deren  Glei- 
ng  sich  durch  Elimination  der  g,-  aus  den  Gleichungen  (11)  ergibt. 
Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Curve  sind  durch  (11)  gleich- 
ig als  rationale  Functionen  eines  Parameters  dargestellt,  denn  wir 


^  Da  es  nach  p.  839  \k  (k  -^-1)  Bedingungen  äquivalent  ist,  wenn  eine  Curve 
inem  bestimmten  Punkte  einen  Ar -fachen  Punkt  haben  soll,  folgt  aus  dieser 
Bhang,  daas  das  Netz  der  Transformationscurven  ailein  durch  die  gemein- 
sn  Punkte  derselben  bestimmt  wird. 

l«bs«]i,  Vocl«ning«n.  31 
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können  zwischen  den  g,  noch  eine  beliebige,  k.  B.  lineare  Gleicl 
annehmen.  Eine  solche  Darstellung  ist  aber^  wie  wir  spater  s 
werden,  nur  bei  Curven  Tom  Geschlechte  p  ^0  möglich.  Wir  li 
also  den  Satz: 

Einem  Fundamental  punkte  ^"^  Orämmg  in  E^  tmispricht  eine  ( 
A*^""  Ordnung  vom  Gcschkchie  p  =^  0  in  E^, 

Den  k  in  |  vereinigten  Punkten  einer  CuTTe  des  Sjatems  ZPif, 
entsprechen  hiernach  k  einzelne  Punkte  der  Geraden  r^  ^  0: 
Schnittpunkte  derselben  mit  der  zn  |  gehörigen  Curve  Ä***  Ordüi 

Die  Beziehungen  dieser  sogenannten  Fundameniaicurven  zu  dl 
Ep  gelegenen  Fundamentalpiinkten  des   Systems  2^ti^(pi  ^=^  0  sind 
von    besonderer  Wichtigkeit      Zunächst   mdssen    natürlich    auch 
diese  die   (ileichungen  (B),  (9)   und   (10)  bestehen;   d,  h.  w^enn 
E^  ß^  einfache j  ß^  zweifache  ,  .  .  Punkte  gibt,  so  ist: 

2:i(i-i)^,=  («-i)(fl-2) 
2:«('  +  J)^.  =  «(''  +  3)-4. 

I 

Durch  Combiuation-  der  letzten  beiden  Gleichungen  folgt  ferner: 
2Jißi=3n  —  3  =  2JicCi .  " 

i  i 

Legen  wir  auf  die  Werthe  der  Zahlen  «,,  ß,  kein  besonderem 
wicht,  und  sind  die  Fundamentalpunkte  in  ^x  der  Grösse  nad 
ordnet  von  den  Ordnungen  Tj,  r^  .  .  .,  so  dass  r^  ^  r.,'^r^  .  .  .,  el 
die  Fundamentalpunkte  in  Ey  von  den  Ordnungen  s^,  ^3  .  .  .,  so 
5,  >  .<?2  ^  ^3  •  •  •;  s^  können  wir  diese  Gleichungen  durch  die  folg« 
ersetzen : 

Zri^  =  n2  —  1 ,      Zsfc'^  =  n2  —  1 

^^^'^  Z'r.=3w  — 3,     ZsM  =3n  —  3, 

I  k 

Alsdann  gilt  ferner,  wenn  wir  als  k^  Fundamentalcurve  vo 
die  zum  k^^^  Fundamentalpunkte  von  Ey  gehörige  bezeichnen, 
Satz:  Die  k^''  Fundamentalcurve  von  E^  geht  ebenso  oft  durch  de 
Fundamentalpunkt  von  Ej^,  wie  die  i^""  Fundamentalcurve  von  Ey  1 
den  k^"*  Fundamentalpunkt  von  Ey  geht. 

Sind  nämlich  zwei  Fundamentalpunkte  A,  B  gegeben,  bez.  i 
und  in  Ey,  und  Fa,  Fb  die  ihnen  zugehörigen  Fundamentalcoi 
und  geht  Fa  ()-mal  durch  By  so  entsprechen  diesen  q  von  B 
gehenden  Fortschreitungsrichtungen  q  Punkte  auf  der  Fb\  l«t 
müssen  aber  alle  mit  A  zusammenfallen,  da  jedem  Punkte  der  Fa^ 
wieder  A  entspricht.     Also  die    Fb   geht   ebenfalls   9 -mal   doici 
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f.  z.  b.  w.  Aus  diesem  Beweise  erkennt  man  femer  die  Richtigkeit 
des  Satzes: 

Die  Fundamentaicurven  in  E^  haben  ihre  vielfachen  Punkte  in  den 
hndamentalpunkten  von  Ej^. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  afk  die  Zahl,  welche  aussagt^  wie  oft  die 
f*  Fandamentalcurve  in  Ey  durch  den  k^^^  Fundamentalpunkt  in  Ey 
ffkL  Zwischen  diesen  Zahlen  aik  und  den  Zahlen  r,  s  besteht  dann 
m  Beihe  von  Relationen.  Zunächst  gibt  der  Satz,  dass  die  Fun- 
kmenlalcurven  vom  Geschlechte  Null  sind,  die  Gleichungen: 

B)   (r.~l)(r,~2)=2;«,-*(a.ifc  — 1),     {s,-l)  {Sk-2)=^£ai,{aiu-l) . 

k  i 

Fllrden  sich  zwei  Fundamentaicurven  Faj  Fa'  derselben  Ebene  ausser 
i  den  Fundamentalpunkten  dieser  Ebene  schneiden,  so  müssten  dem 
shmttpunkte  die  'beiden  Punkte  A  und  A'  der  andern  Ebene  ent- 
lechen;  also: 

Fundamentaicurven    schneiden     sich    nur    in    Fundamentalpunkten , 
h.  es  ist: 
t)  nri»  =  UaikCCi'k,     SkSk»  =  Eaikaik' . 

k  I 

Wenn  eine  Curve  des  Netzes  Zvifi  =  0  von  einer  Fundamental- 
|lfe  Fb  ausser  in  den  Fundamentalpunkten  noch  geschnitten  wird, 
einem  solchen  Schnittpunkt  zugleich  ein  Punkt  der  Linie 
»0  und  der  Punkt  B  entsprechen^  was  nicht  möglich  ist.     Also: 
Curven  f   welche    Bilder    von    Geraden   sindy    werden   von   den 
ilcurven  nur  in  Fundamentalpunkten  geschnitten;  es  ist  somit: 


nri  =  ZskCCik ,     nsk  =  IJriUik  . 

k  I 

Sehliesslich  werden  wir  sogleich  den  Satz  beweisen: 
(    IHe   Anzahl   aller   Zweige   von    Fundamentaicurven^    welche   durch 
Im  Fundcunenialpunkt  gehen y  ist  gleich  dem  Dreifachen  der  Ordnung 
$  letzteren,  vermindert  um  Eins;  was  die  Gleichungen  gibt: 

B)  3r,—  l  =  2;aök,    Ssk  —  l  =  2:ai/c' 

k  i 

Rh  Combination  der  Gleichungen  (16)  mit  (13)  folgt  ferner: 
)  r,'+l  =  2;a^%     st?  +  \  =  2:aik^. 

k  I 

Znm  Beweise  des  zuletzt  erwähnten  Satzes  bemerken  Wir,  dass 
Fundamentaicurven  der  Ebene  Ey  zusammen  die  Jakobi'^^Ä^  Curve 
Netzes  I^Ui^pt  =  0,  und  ebenso  die  Fundamentaicurven  von  E^  die 
lohi^sche  Curve  des  Netzes  Uvif  =  0  bilden. 

Die  Jakobi'sche  Curve  nämlich  ist  der  Ort  der  neuen  Doppel- 
ide  derjenigen  Curven  des  Netzes,  welche  ausser  in  den  Fun- 
lentalponkten  noch   einen  weiteren  Doppelpunkt  haben.     Dies  ist 

31* 


pQiikte 

des   Nelzei 

Fonnel  (16)  bewiesen.  — 

Mittelst  der  aufgestellten  Gleichungen  finden  wir  nun  i 
Beziehungen  zwischen  den  Fundamentalpunkten  in  den  beiden  B 
Wir  bezeichnen  mit  q  die  Anzahl  der  Punkte  r,  mit  ö  die  der  I 
X,  d.  h.  wir  setzen 

p  =  Za,,     ö  =  21  ßi. 

Summiren  wir  nun  die  eine  Seite  der  Gleichungen  (16)  nach 
andere  nach  k,  wobei  die  rechten  Theile  einander  gleich  w 
so  folgt:  ' 

I  k 

Aber  nach  (12)  ist  Zr,  =  Zsk,  und  daher  q  =  öi     Die  Zahl  de 

I  k 

damenlalpunkte  in  den  beiden  Ebenen  ist  dieselbe ,  es  ist  Z'a,  =  2 
Wir  wollen  auch  noch  weiter  zeigen,  dass  die  Zahlen  c, ,  a 
von  den  Zahlen  /3, ,  /^j  .  .  .  überhaupt  nur  der  Anordnung,  nie 
Grösse  nach  verschieden  sind,  dass  es  also  zu  jedem  a,  ein  ihm  ^ 
ßk  geben  muss.*)     Wir  führen   diesen  längeren  Beweis  um  so 

*)  Den  Beweis  dieses  von  C  r  e  m  o  n  a  schon  aufgestellten  Sattt 
Clebsch:  Zur  Theorie  der  Cremona' sehen  Transformationen,  Math.  Ai 
Bd.  4,  p.  490. 
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als  er  allein  auf  Constantenzahlen  und  gewissen  Symmetriebe- 
ditungen  beruht  und  so  an  sich  von  Interesse  ist. 

Wir  können  den  Werth  für  das  Quadrat  der  aus  den  Zahlen  a,vfc 
bildenden  Determinante  A  mittelst  der  Gleichungen  (14)  und  (17) 
eben,  denn  in  diesen  stehen  rechts  unmittelbar  die  einzelnen 
ider  dieses  Quadrates,  d.  i.  diejenigen  Ausdrücke^  welche  als  Glie- 
in  der  q  (-=  <;)- reihigen  Determinante  auftreten,  die  aus  A  durch 
tiplication  mit  sich  selbst  nach  dem  Determinantenmultiplications- 
t  hervorgeht.  Der  Werth  derselben  (A^)  ist  demnach  unter  Be- 
Ton  (12)  gleich  den  beiden  Determinanten: 


.»+1 

'•l'-2 

rjTj     .  .  . 

rjrj 

V+1 

Tjrj     .  .  . 

fz'-i 

r^r^ 

r^  +  1... 

.'+1 

«1*2 

«1*3       •  •  • 

»j«i 

V+1 

«,«3       .  .  . 

»3*1 

«3*1 

«3»  +  1  .  .  . 

=  1+2'"' 


1  + 


?'" 


=  n2 


0b8Oluie  Werth  der  Determinante  der  auc  ist  also  gleich  n: 

A  =  +  n. 


k. 


Vorzeichen  bleibt  unbestimmt,  weil  die  Ordnung  der  Reihen 
Ir  Determinante  durch  die  Anordnung  der  r,  s  nach  ihrer  Grösse 
I  völlig  bestimmt  zu  sein  braucht.  Unter  denselben  können 
Beh  gleiche  sein,  deren  Vertauschung  dann  das  Vorzeichen  von 
ndem  würde;  und  dies  ist  auch  bei  den  bisher  bekannten  Bei- 
en  immer  der  Fall. 

Wir  denken  uns  nun  die  Determinante  A  der  aik  durch  horizon- 
mid  verticale  Linien  getiieilt^  so  dass  in  jedem  der  entstehenden 
itecke  nur  Horizontalreihen  vorkommen,  welche  zu  gleichen  r,  und 
iTerticalreihen,  welche  zu  gleichen  s  gehören. 
Betrachten  wir  eins  dieser  Rechtecke.  Zu  den  in  ihm  vorkom- 
len^  r  gehört  eine  Gruppe  von  Pundamentalpunkten  in  Ejc  und 
liefert  für  die  Transformation  eine  gewisse  Zahl  von  Constanten, 
le   bei    der   Bildung   des    Curvennetzes    Evifi  =  0    in.   E^    voU- 


Die  Abhängigkeit  zwischen  den  zu  einem  a,-^  gehörigen  r^,  s/.  wird  durch 
Formeln    vermittelt.    Dieselben   können   wir  mit  Hülfe  von  (18)  noch  in 

larer  Gestalt  schreiben.    Durch  Auflösung  von  (15)  nach  den  r,  s  ergibt 

imlich: 
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kommen  symmetrisch  benutzt  werden.'*)  Dasselbe  gilt  für 
dem  Rechtecke  vorkommenden  j?:  die  entsprechende  Oruppe] 
Fundamental  punkten  der  Ebene  E,j  musa  von  jenen  Constanteii 
zn  r  gehörigen  Gruiipe  in  E^r  ebenfulls  symmetrisch  abhi 
und  umgekehrt:  Zwischen  den  r  und  s  mu$$  mttige  Stftnmetrk  in  M 
Rechtecke  herrschen.  Die  in  einer  Vertical reihe  unseres  Reehtecl 
stehenden  a  milssen  demnach  in  deu  verbchiedenen  Ve rtieal reihen  d« 
selben  sich  wiederholen,  und  zwar  in  allen  Permutationen,  und  j«i 
Permutation  tjfcich  oft.  Sei  k  die  Zahl  der  Elemente  einer  V(*rtki| 
reihe  des  Kechteekä,  p  die  Zahl  ihrer  Pcrmutatiouenj  t  die  Zalil| 
Elemente  in  einer  Horizontalreihe,  q  die  Zahl  ihrer  Permut 
Man  muss  dann  haben: 

(19)  l  =  ^P^ 

wo  (i  eine  ganze  Zahl;  und  ebenso  folgt,  wenn  man  in  Vi»r:>teliJ 
die  Rolle  der  Horizontal-  und  Verticalreihen  vertauscht: 

(20)  /r  =  i../; 

wo  V  eine  ganze   Zahl.     Nun  ist  die  Zahl  der  Permutationen  ts 
grösser,  als  die  der  Elemente,  ausgenommen 

V)    wenn   alle   Elemente   gleich   sind,   wo  die  Zahl   der  P« 
tionen  gleich  1  ist; 

2j    wenn  alle  Elemente   bis  auf  eines  einander  gleich   siii 
dann  die  Zahl  der  Permutationen  gleich  der  Zahl  der  Elemente,] 

Schliessen   wir  diese   beiden  Fälle  vorläufig  aus,  so  sind  du« 
chungen  (l^) ,   (20)   unmuglich,   denn  sie  wurden  gleichzeitig  fd 
dass  k  >  i  und  /  >  /r.     Im  Falle  1)  haben  wir  dagegen  />  =  1,  i 
also   k  und   /  beliebig;    im   Falle    2)    aber    wird   p  = /:,    ^f  =^ /, 
/  ^  ^ik,  k  =  vi.     Demnach  muss  ^  =  t^  =  1,  A^=  /  sein:    I> 
eck  geht  in   ein   Quadrat   über.     Mithin  gilt  der  Satz:     In  ^ 


lind  uDter  Benutzung  dieser  Gleichungen  aiua  (14)  und  (^17j  durch  AQfl<ifiu 
den  clf,J^.  (bei  cousttuitem  t    bez.  k*)i 

^  da 

*)  Eine  CremonaVbe  Transformation  ist  überhaupt  durch  mm 
Anzahl  von  absoluten  Constant^n  charakteriairt ,  die  allein  von  den  Fo 
punkten  abhängen  können,  da  durch  diese  das  Netz  der  qp  TGllig  b« 
Betrachtet  man  projectiviaehe  Umformungen  beider  Ebenen  (abhUiigig 
Oonatanten)  als  unwesentlich,  bo  kann  man  ohne  den  Charakter  4er  Tr 
tion  atu  ILndem,  in  jeder  Ebene  noch  4  Fundamentalpunkten  beliebig«] 
geben  und  dann  als  eigentliche  Coufitanbe  der  Transformation  die  t^  —  sf 
verhfiltnisße  der  Strahlbüßcliel  auffaascn,  welche  von  zweien  solclier  4] 
je  nach  den  3  anderen  und  einem  o*«"  Fundamentalpunkte  g«nchiot 
Bnd  dies  abs^Utte  InmiTianien  der  Transformation,  Lnsofem  sie  iiich  dufi 
jectinache  Ui&rormung  nicht  mehr  ändern. 
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ecken  van  A,  welche  durch  die  Gruppen  gleicher  r  und  gleicher  s  ahge- 
theüt  werden^  sind  immer  die  Elemente  a  einander  gleich;  nur  in  den 
Fälkn,  wo  das  Rechteck  ein  Quadrat  ist,  kann  in  Jeder  Horizontal-  und 
Ferticalreihe  ein  von  den  übrigen  verschiedenes  Glied  vorkommen.  Diese 
Weder  sind  dann  unter  sich  gleich,  und  mit  ihtien  lässt  sich  durch  Um- 
ttdlen  der  Reihen  die  eine  Diagonale  des  Quadrates  ausfüllen. 

Femer  kann  man  zeigen,  dass  in  dem  Schema  der  ganzen  Deter- 

ninante  niemals  zwei  solche  Quadrate  horizontal  oder  vertical  neben 

einander  stehen  können.    Sonst  nämlich  würden  wir  in  zwei  Quadraten 

Ton  gleicher  Grosse  die  abweichenden  Elemente  an  gewissen  Stellen 

finden,  die  dadurch  auf  einander  bezogen  erschienen.     Es  würde  also 

eine  gewisse  Zuordnung  der  r  bez.  ,s-  der  dem  einen  Quadrate  zuge- 

liörigen  Gruppe  von  Fundamentalpunkten  gegenüber  den  r  und  s  der 

dem   andern  Quadrate  zugehörigen  Gruppe    hervorgerufen.     Da  eine 

Bolehe    Zuordnung    wegen   der   durchaus   selbständig    innerhalb   jeder 

Gruppe  auftretenden  Symmetrie  nicht  existiren  kann,   so   sieht   man 

den  Satz  ein: 

Jeder  Gruppe  von  r  kann  höchstens  eine  Gruppe  von  s  entsprechen, 
weiche  eine  gleiche  Zahl  von  Elementen  enthält^  und  welche  mit  jener 
ngammen  auf  ein  Quadrat  von  «.a  innerhalb  A  führt,  dessen  Elemente 
^'■^^  sdmmtlich  gleich  sind. 

Aber    andererseits    muss    auch    wenigstens    eine    solche    Gruppe 

in,  denn  sonst  würden  der  Gruppe  der  r  lauter  Rechtecke  ent- 

len,  welche  gleiche  Elemente  enthielten,  imd  die  Determinante 

a  würde  verschwinden,  während  doch  ihr  Werth  nach  (18)  gleich 

II  ist.     Nur  wenn  die  Gruppe  der  r  sich  auf  ein  einziges  r  reducirt, 

dieser  Schluss  nicht  zu.    Jeder  Gruppe  von  r,  welche  mehr  als 

r  enthält,  entspricht  also  irgend  eine  gleich  grosse  Gruppe  von  s 

omgekehrt     Lassen   wir   diese    bei   Seite,    so  bleiben  nur  noch 

le  r,   bez.  s  übrig,    welche  sämmtlich   unter   sich   verschieden 

r;  aber  die  Zahl  dieser  r  muss  der  Zahl  dieser  s  gleich  sein,  und 
bilden  daher  wieder  ein  System  von  Gruppenpaaren  gleicher 
Blosse.  Damit  ist  endlich  unsere  Behauptung  bewiesen,  d.  h.  der  Satz: 
Die  Zahien  a,-,  welche  angeben,  wie  viele  r  jedesmal  einander  gleich 
Im,  und  die  Zahlen  j3,-,  welche  angeben,  wie  viele  s  jedesmal  einander 
■BfeA,  sind  höchstens  der  Anordnung^  nicht  der  Grösse  nach  verschieden, 
F  So  haben  wir  z.  B.  in  obiger  Tabelle  für  ;*  =  6  eine  Trans- 
bnuation : 

hlTj  «r  4,       «2=1;       «3  =  3,       «4=0,       «5=0 
eine  andere: 
«1=3,       «2  =  4;      «3  =  ö  ,      «4  =  1,      «.   =  0  . 

fon  beiden  wird  nach  unserem  Satze  die  eine  die  inverse  Transfor- 
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tnation  der  andern  deinj   wenn  nicht  etwa  in  einem  besonderen] 
jede  XU  sich  selbst  invers  ist.     Letzteres  ist  für  die  Transforma 
von  n  ^^  2  bis  n  ^  5  zufolge  der  Tabelle  immer  der  Fall ;  fürl 
Transformationen  niedrigster  Ordnung  sagt  also  unser  Satz  nichi) 
Ebenso  wie  bei  //  =  6  verhält  es  sich  mit  den  beiden  letzten  V€ 
reihen  der  Tabelle  für  «  =^  7,  — 

Von  ganz  fundamentaler  Bedeutung  für  diese  Theori«  ist 
der  folgende  Satz: 

Bh  Summe  de?'  Ordnungszahlen  für  die  drei  höchsten  Fnnda 
punkte  einer  Transformation  /«"''"  Ordnung  ist  grösser  als  n;  d.  h. 

'^l   +  ^'1  +  ''3  >   ^^  . 

WO  nach  unserer  früheren  Annahme  r^^r^^r^>r^  . 
Wir  haben  nämlich  wegen  (12)  die  Gleichungen: 

3 


(21) 


Zr?  +  Tj«  =     „3  _  1  _  r,2  —  r^  , 
E'n  +  r^  =  3w   —  3  —  fj   —  r-j . 


wo  sich  das  Summen  zeichen  22*  auf  alle  Indices  /  ausgenommen 


^  2  >   '  ,1 


bezieht.     Wir  wollen  zeigen,  dasa  unrnögiich 
n  ^  r,  +  r^  +  r^ 


»ein  kann. 

Multipliciren   wir  die    zweite   der  Gleichungen   (21)    mit 
subtrahiren  von  ihr  die  erste,  so  kommt: 

r,  Ifn  —  ^' r.'-  =  r^  (3  ;j  —  3  —  r^  —  r,)  —  n'  +  l  -|-  r,  v 

Hier  steht  aber  links  ein  positiver  Ausdruck,  da  Tj  ^  r^  .  .  . ; 
ist  nur  Null  für  r,^  =  r^  =  r^  .  .  .     Wir  haben  also  rechts 

r^  (3«  —  3  —  r^  —  r^)  ^  «^  —  1  —  r^^  —  r^^ , 
Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  ^  ^  '"i  +  ''a  +  ^"3»  ^^  erhalten  wir: 

r,  {dr,  -  3  +  2  r,  +  2r,)  ^  r,^  +  2  (r.r,  +  r,r,  +  r^r,} 
oder:  2r/  —  2r^r^  —  Sr^  +  1>0; 

und  dies  ist  nicht  möglich,  denn  es  ist  der  Annahme  nach  r, , 
und  3  r^  >  1 ,  da  r^  mindestens  gleich  1  sein  muss.  Damit 
gewünschte  Beweis  geliefert.. 

Dieser  Satz  Über  die  MultiplicitM  der  drei  höchsten  Fund 
punkte    erlangt   so    grosse    Wichtigkeit    durch   die  folgende 
sich  ergebende  Folgerung.    Wir  unterwerfen  die  Ebene  B^  einer« 
tischen  Transformation,  deren  drei  Fundamentalpunkte  mit  den 
r,  ^  r^,  r^  zusammenfallen.     Durch  dieBelben  geht  jede  Curve  w'Jj 
nung  des  Netzes  £Vtfi  =  0  bez»  Tj-,  r^-,  rg-mal  hindurch; 
entspricht  also  nach  der  oben  für  quadratische  Transforn 
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Regel  eine  Curve  von  der  Ordnung  2  n  —  r,  —  r^  —  r^  in 
leaen  Ebene  J?,;  und  alle  diese  Curven  bilden  wieder  ein  Netz 
finem  beweglichen  Sclmittpuiikte,  denn  ihnen  entsprechen  durch 
ittlung  der  Ebene  E,^  eindeutig  die  Geraden  der  Ebene  E^.  Die 
e  Beziehung  zwischen  E^  und  E^  wird  sonach  durch  Functionen 

fnng  2n  —  r,  —  ^2  ^  ^3  hergestellt.     Nun   ist   aber  r,  -j-  r., 
: 
c 


ip  also  jedenfalls 


2«— r,  —  r^  —  ra  <  «; 


ursprüngliche  Transformation  ist  auf  eine  andere  von  nie- 
Ordnung  zurückgeführt.  Mit  dieser  kann  man  weiter  in 
bni  Weise  verfahren»  bis  man  schliesslich  auf  eine  quadratische 
Beare  Transformation  zurückkommt;  und  umgekehrt  muss 
mtürlich  durch  wiederholte  Anwendung  quadratischer  Transfor- 
leu  wieder  auf  die  ursprüngliche  geführt  werden.  Wir  haben  also 
atz: 

fäe  CtemonQ.'sch€   Transformation   kann   durch  eine  Reiften  folge 
fier    Transformationen    ersetzt    fverden,    indem    man    die    drei 
a/punkte    einer   solchen  je   in   die   höchsten    Basispunkte   des 

Transformationscurven  hineinlegt, *) 
B*  die  Transformation  4*"  Ordnung  mit 

ufj  ^  6^  ofg  =  ^^  ^  %  ^=  1 
»n,  80  legen  wir  die  3  Fundamentalpunkte  einer  quadratischen 
Tormation  in  den  dreifachen  und  in  zwei  der  einfachen  Punkte. 
th  kommen  wir  auf  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
!;,  welcher  dadurch  entsteh t^  dass  die  Verbiodungslioie  der  beiden 
Fundamentalpunkte  (lineare  Fundamentalcurve  der  quadra- 
ransformation)  von  den  €^  noch  in  zwei  Punkten  getroffen 
ir  haben  also  eine  Transformation  dritter  Ordnung  mit 
afj  ^  1,  Benutzen  wir  nun  zwei  Punkte  a^  und  den  Punkt 
ler  neuen  quadratischen  Transformation,  so  erhalten  wir 
?**•  Ordnung  mit  drei  einfachen  Fundamentalpunkten j  wie  es 
EÜttte.  — 

He  wir  früher  die  Curven  hinsichtlich  ihrer  Eigenschaften  unter- 
weiche  gegenüber  beliebigen  linearen  Transformationen  unge- 
leiben,   so   kann  man,   wie  schon  oben  hervorgehoben,  auch 
ieu  Eigenschaften  der  Curven    und    überhaupt    der  ebenen 


'Sats  wurde  ziemiicli  gleichzeitig  von  Clifford  (ohne  Bewei»,  vgl. 

brteö  Äafsatz  von  Cajley),  Nötker  (Math.  Annalen,  Öd,  3,  p,  164) 

lea  (a.  a*  0  )  gefunden»    Die  Ungleichung  «  <  ''1  +  »"t  +  H  ^^^^  somit 

Sal2   von   der  Zusammenaetzbiirkeit  der  Transfonnationeu  gilt  auch 

obrere  Fandamentalpunkte  einander  unendlich   nahe  rücken,   was 

^berückBicbtigt  wurde;  vgl,  Nöther,  Math.  Anuakn,  ßd,  5,  p,  635. 
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Gebilde  fragen,  welche  bei  beliebigen  Cremona 'sehen  Tra 
tionen  erhalten  bleiben ^  und  andererseits  nach  der  Art,  w 
Eigenschaften  durcli  die  Transformation  beeintlusst  werden. 
kann  man  sich  wegen  unserer  letzten  üeberlegungen  imme 
Betrachtung  quadratischer  Transformationen  beschränken, 
einer  solchen  die  SingulariUiten  einer  einzelnen  Curve  geäni 
den,  haben  wir  schon  früher  erwähnt^  wenigstens  insow 
Aenderungen  durch  die  Fnndamental[»unkte  der  Tranaforma* 
anlasst  werden  (p,  477).  Andere  Aendoningeu,  als  die  dort  ei 
treten  aber  auch  nicht  ein.  Hat  nam!kh  die  t\  amserhafb  de^ 
mentaiptinkie  einen  Boppetpunki  P  in  E^^^  so  entspricht  diesem 
Doppeipunkt  P'  der  zugehörigen  C  in  E^,  Dies  folgt  nnmittc 
der  Eindeutigkeit  unserer  Transformation,  denn  in  Folge  f 
muss  jeder  von  P  aus  auf  der  Cf,  möglichen  Fortschreitungi 
eine  von  P*  ausgebende  Fort^chreitungmchtung  auf  der  6"  ent 
Analoges  gilt  für  vielfache  Punkte,  —  Insbesondere  tritt  1 
wieder  der  Satz  von  der  Erhaliung  des  Geschlechts  in  den  Vor 
(p,  459),  den  man  anch  für  quadratische  Tratisformationc 
direct  bestätigt.  Einer  d«  in  E^  möge  eine  €^  in  E^  enta 
Dann  ist  ^^2m  —  k^  —  k^  —  k^y  wenn  die  Cm  bez.  )t, -^ 
mal  durch  die  3  Fundamon talpunkte  in  E^  geht^  und  die 
bez.  X|-|  x^-,  Xj-mal  durch  die  Fundamentalpunkte  von  E^y 

x^  =  m  —  k^  —  k.^  j    X2  =  m  —  k^  —  k^ ,     x.^  =  m  —  A',  - 

Aus  diesen  Relationen  ergibt  sich  direct  die  Identität: 

1  =  1  T^\ 

Von  diesen  Ausdrücken  unterscheidet  sich  aber  das  Geschlecl 
Curven  nur  um  eine  Zahl,  welche  allein  von  den  nicht  ii 
mentalpunkten  liegenden  vielfachen  Punkten  derselben  abhär 
die  letzteren  sind  für  beide  Curven  dieselben.  Folglich  hal 
beide  Curven  dasselbe  Geschlecht,  q.  e.  d. 

Man  kann  übrigens  auch  leicht  den  Einfluss  einer  Transf« 
w*®'  Ordnung  auf  die  C^  angeben;  man  gelangt  mittelst  der  o 
wickelten  Principien  zu  folgendem  Satze: 

Einer  Curve  C^n  in  E^r,  welche  li-mal  durch  einen  Fundan 
ri  gehtj  entspricht  eine   Curve  C^,   wo  p  =  um  —  ^ril^^    tvelch 

i 

durch  jeden  Fundamentalpunkt  Sk  geht,  wo  k^  =  rns/,  —  Z'r,« 

t 
Mittelst  dieser  Formeln  könnte   man  ebenfalls  -die  Gl( 
Geschlechts    bestätigen;    doch    gehen    wir   hierauf  nicht  ei 
später  bei  Betrachtung  der  nur  für  einzelne  Curven  eindeut 
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en  ähnliche  Verhältnisse  ohnehin  naher  besprechen  müssen. 
Beispiele  für  andere  Eigenschaften  zu  geben,  welche  bei 
ä'schen  Transformationen  erhalten  bleiben,  sei  bemerkt,  dass 
ich  berührende  Curven  nothwendig  wieder  in  zwei  sich  be- 
(und  zwar  ebenso  vielpunktig)  Curven  übergehen,  oder  mit 
Torten,  dass  einer  Punktgruppe  der  einen  Curve,  welche 
achen  Punkt  enthält,  auf  der  transformirten  Curve  wieder 
kl^ruppe  mit  einem  y- fachen  Punkte  entspricht.  Hieraus 
n  z.  B.,  dass  die  zu  einer  auf  einer  Curve  f  gegebenen 
denz  gehörige  Coincidenzcurve  (p.  453)  nicht  nur  gegen- 
iren,  sondern  auch  gegenüber  C rem on ansehen  Transforma- 
irarianteneigenschaft  hat.*) 

betrachten  im  Folgenden  noch  eine  Anwendung  der  hier 
«n  Theorie.  Die  Bemerkung  nämlich,  dass  jedem  vielfachen 
ner  Curve  durch  eine  Crem ona'sche  Transformation,  sobald 
mentalpunkt  derselben  ist,  einzelne  getrennte  Punkte  der 
rve  entsprechen,  kann  man  dazu  benutzen,  um  eine  gegebene 
beliebigen  singulären  Punkten  in  eine  andere  zu  transformireny 
'  gewöhnliche  melfache  Punkte  enthält  (d.  i.  vielfache  Punkte 
nnten  Tangenten).  Durch  solche  Transformationen  wird 
md  das  ist  das  Wichtige  —  die  Singularität  des  betrachteten 
Punktes  von  f  in  analoger  Weise  in  verschiedene  Klassen 
rie  wir  es  früher  an  der  Hand  der  Methoden  von  Newton, 
und  Puiseux  kennen  gelernt  haben.**)  Den  Unterschied 
jthoden  werden  wir  später  noch  kurz  charakterisiren.  — 
Ir  bei  den  betreffenden  Untersuchungen  nur  quadratische 
ationen  anwenden,  so  liegt  darin  keine  Specialisirung,  denn 
jn  lassen  sich  ja  alle  anderen  Crem on ansehen  Transforma- 
ammensetzen  (p.  489). 

näheren    Discussion    dieser   Verhältnisse    nehmen    wir    nun 
,   dass  die  betrachtete   Curve  C  in.  P  einen  i -fachen  Punkt 
getrennten  Tangenten  besitzt     Wenden  wir  dann  auf  C  die 
le  Transformation: 

jiner  Fundamentalpunkt  (a;,  =  0,  0^2  =  0)  in  P  liegen  möge, 
chen  dem  Punkte  P  von  C  auf  der  neuen  Curve  C  i  ein- 
cte  der  Geraden  2/3  =  0  (vgl.  p.  477),  und  damit  i.st  die 
t  von  P  erschöpft. 

lie  Beispiele  für  solche  Curven  auf  p  417,  448,  451  und  p.  460  Anink. 
im  Folgenden  Nöther:  Göttinger  Nachrichten,  1871,  p.  267,  sowie 
Lelist  in  den  Math.  Annalen  erscheinenden  Aufsatz  desselben. 
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Zwdiem  mögen  alle  i  Zweige  Ton  C  in  P  zusammeafallen,  j^doQ 
SO;  dass  je  zwei  Zweige  eich  nur  einfacli  berühren,  also  nur  in  Gli 
erster  Ordnung  der  Kleinlieit  übereinstimmen.     Dann  ist.  wenn 
der  «*'"  Ordnung 

die  Gleichung  unserer  Curve;  und  durch  jene  quadratische  TranfifoB 
mation  geht  sie  über  in: 

Diese  Curve  hat ,   entsprecbcnd  dem  Punkte   P  von  C,   mit  ^j  =  0  j 
dem  Schnittpunkte  der  Linie  K^y.^-\-  x,^fj^  =0  1  consecutive 
gemein,  ohne  daselbst  jedoch  einen  vielfachen  Punkt  zu  besitzen 9 
weitere  Trennung  dieser  benachbarten   Punkte  ist  daher  durch 
rationale  Transformation  mehr  möglich.     Wir  behaupten  nun, 
dksetn  Falle  die  Smgularitäi  von  €  in  P  aufzufassen  isi  al$  enii 
durch  Zmammenrücken  von  ^  i  (r  —  1)  Doppelpunkten,  unter  den€n\ 
Hückkehrpunkte  enthalten  sind^  oder  mit  anderen  Worten,  dass 
ducdon,  welche  die  Klasse  n  {n  —  \)  von  C  in  Folge  der  SinfftUa 
erleidet f  gleich  i  {i  —  1)  -|-  /  ■ —  1  zu  setzen  ist.     Zum  Beweise  bemJ 
wir,   dass  den   Linien  durch  den  Punkt  Q  (^4=0,  ^3=^0)  iftj 
Ebene  Ey  die  geraden  Linien  durch  den  Punkt  Q*  (i/i  =  0,  y^ 
entsprechen,  wahrend  im  Allgemeinen  einer  Geraden  in  E^  ein 
schnitt  in   Ey  zugeordnet  ist,  und  umgekehrt     Da  nun  benacti 
Punkte  von  C  in  benachbarte  Punkte  von  €'  übergehen ,   so  mu 
Zahl  der  Tangenten,  welche  man  von  ^  an  C  legen  kann,  gleich 
Zahl  der  von   Q'   an    C'  zu   legenden  sein,  wobei  natürlich  die  in 
selbst  berührenden  Tangenten   nicht  mitzuzählen  sind.     Man 
diese   Behauptung  auch    leicht  direct  mit  Hülfe   der  obig«n  Sitatj 
477).     Die  Carve  C  nämlich  geht  i-mal  durch  den  Fundamentitp 
Xj -=  0,  ^2^0,  hingegen  nicht  durch  die  beiden  andern  Fund 
talpunkte;  die  Curve  C  ist  also  von  der  Ordnung  2w  —  1  und  biti 
Punkte  tJ^  =  0,  y<i^^  einen  11- fachen,  dagegen  in  den  beiden 
Fundamentalpunkten  je  einen  {n  —  1) -fachen  Punkt,  alle  mit  g« 
Tangenten.     Bezeichnet  nun  Ö  den  Einfluss,  welchen  alle  an 
gulären  Punkte  von  C'  (die  dann  ebenso  bei  C  vorkommen) 
Klasse  von  C'  haben,  so  wird  letztere: 

;t'  --  (2  n  —  0  (2  fi  —  I  -  1 )  —  (J  —  n  (fi  -  1)  —  2  (i>  —  1)  (n  - 

Wegen  besagter  Vielfachheit  des  Punktes  Q'  ist  die    Zahl 

ihm  aus  noch  an  C*  gehenden  Tangenten  gleich 

//  _  2  (tt  —  f)  =^  «  (rt  -  l)  _  *  _  f  (1  _  I)  . 

Diese  Zahl  aber  ist  gleich  der  Klasse  von  C,   vermehrt  um  4» 
der  in  P  vereinigten  Rückkehrpunkte ,  also,  da  P  nicht  a 
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»oaimen  wurde,  in  der  That  gleich   der  Zahl  der  durch  P  gehenden 

Bernden,   welche    C    in    zwei    benachbarten    Punkten   treffen;    womit 

Zwischenbehauptung  bewiesen  ißt,  —  Unter  jenen  k'  —  2  (w  —  i) 

'  aasgehenden  Tangenten  ist  nun  die  Linie  |/j  ^^  0  (i  —  Ij-fach 

itUten,  denn  auf  ihr  liegen  /  benachbarte  Punkte  vtm  6".     Letztere 

her  sind  aus  dem  Punkte  P  durch  die  Transformation  hervorgegangen; 

0  aahlt  die  Linie  0' P*  ebenfalls   (i —  l)-fach  als  Tangente  von  r, 

h.  ^  Klaue  von  C  hh 

k  =  n(n  —  \)  —  8  -  i{i—  1)  —  (i  -  1)  ,  q,  e.  d. 

Driiiem  nehmen  wir  an,  dass  der  Coefficient  von  j^/~'  in  C  den 

»1^1  +  *5^2  2^^  ^^*^  Potenz  enthalte   (/<i);  die  übrigen  Fac- 

reo  von  x^**-'  können   unter   einander  auch  wieder  in  verschiedene 

ihrwerthige   Gruppen  zerfallen,  was  dann  einer  weiteren  ganz  ana- 

jen  Untersuchung  bedarf;  jedenfalls  ist  die  folgende   Untersuchung 

Verhaltens  von  €  gegen  jenen  /fachen  Factor  davon  unabhängig, 

iraer  möge  der  Factor  Xj.r,  -j-  x^x.^  in  jedem  Factor  fi^r  (^jr  ^2) 

indeetens  (/|  —  r)*mal  enthalten  sein,  so  dass  also  in  C*  für  y^  ^  0 

id  x^y^  +  x^y,  =0  alle  späteren  Glieder  /^-fach  Null  werden.    Die 

Curve  C   wird  dann  wieder  von  y^  =^  0  in  /  zusammenfallenden 

ii>Irt4?n  getroffen;   aber  diese  liegen  nicht  wieder  sümmtlich  einander 

t  auf  demselben  Curvenzweige  von  C\     Vielmehr  hat  jetzt  C 

licui  Schnittpunkte  von  y^  =  0  mit  x.,j/,  -\-  )t^y^'^  0  einen  ^^- fachen 

lÄty  dessen  Zweige  die  Linie  ^3  ^  0  im  Allgemeinen  nicht   sämmt* 

kherühren  werden.     Durch  diesen  vielfachen  Punkt  werden  /j  der 

'   ^       liegenden  Schnittpunkte   von  ^3  =^  ^J  itiit  €'  absorbirt,  und 

.  nur  noch  /  ^  /^  einander  benachbarte.     Ganz  ebenso,  wie 

bstehendem   Falle,   ist  daher  der  Punkt  P  von  C,  so  weit  es  auf 

mn  «HS  betrachteten  /  Zweige  ankommt,  äquivalent  mit  4  '  ('  —  l) 

jipelpiinkten ,   unter  denen  /  —  /j    Rückkehrpunkte    sind,    und   mit 

P(S^  —  1)    weiteren    Doppelpunkten,    unter    denen    ebenfalls   noch 

Urelirpnnkte  vorkommen  ki3nnen,  was  einer  weiteren  Untersuchung 

Mrf,     Die  letztere  geschieht  ganz  ebenso,  indem  man  die  Curve  C 

Itr   durch  eine  quadratische  Transformation  umformt,  deren  einer 

Ibiesitalpankt  in  dem  /j -fachen  Punkte   liegt;   u«   s.   w.     Geome* 

IPliai  öMm  sich  die   Singularität   von  P  so  zu  denken,  dass  von 

I  Zweigen  /  zusammenfallen,  und  dass  von  diesen  wieder  l^  noch 

ü   weiteren   benachbarten   Punkt  gemein   haben,   dass  also  an  den 

tken  Punkt  ein  i^-fachcr  Punkt  unendlich  nahe  herangerückt  ist,  und 

r  in  einer  Bichtung^  in  welche  t  Tangenten  des  i- fachen  Punktes  zu- 

nenfnilen.    In  der  That  muss  ja  nach  unsern  obigen  SatÄcn  (ji.  489  f,) 

«;«..,M  nicht  in  x^  =  0.  x^^O  selbst,  sondern  nur  dazu  benach- 

.enen  /j- fachen  Punkte  von  C  wieder  ein  /(-facher  Punkt 

€'  entstehen;  wie  es  bei  unserer  letzten  Transformation  eintrat 
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Wir  tTläutern  das  Vorstehende  an  dem  folgenden  Beispid 
sei  eine  Curve  2n*"  Ordnung  mit  (2 w  —  2) -fächern  Punkt 
(xj  ^0,  ^2  =  0)  gegeben  durch  die  Gleichung: 

wo  wieder  der  untere  Index  an  f  die  Ordnung  der  beiden  ii 
homogenen  Functionen  f  anzeigt.  Durch  Anwendung  der  Trau 
tion  (22)  erhalten  wir  die  Curve: 

c'  =  y^'y^  [fn - 1  (y,,  ydV  +  A«  [ytr  Vi)  y^  =  0- 

Dem  singolären  Punkte  von  C  entsprechen  auf  C  die  ii  —  l 
liehen  Bnppeipunkle ^   bestimmt  durch   V;i^  =  0  und  f^^i{y^^  ^m 
Es  bilden  sich  also  zuerst  n  —  1  Klassen,    von  denen  jede  sod 
zwei  Punkte  zerfallt,  d.  b,  C  hat  in  P  einen  {2n  —  2)-fachei] 
mit  n  —  X   getrennten  Tangenten,   in   deren  jeder  noch   ein 
punkt  zu  P  benachbart  liegt,  d.   h,  in  dem  Punkte  P  liege 
Selbstberühnmgspunkte  von  6^  (vgl.  p,  334).     Die  Zalü  der  ge 
Doppelpunkte,  mit  welchen   P  äquivalent   ist,  wird    also 
gleich 

\  (2  «  —  2)  (2n  -  3)  +  w  —  1  =  |(n  —  1)  (2ii  —  1] 

'  Wie  man   durch  Fortsetzung   dieses   Verfahrens  schliesslid 
einer  vnäiichen  Anzahl  von  Operationen  zu  einer  Curve  mit 
fachen,  einander  benachbarten  oder  von  einander  getrennten 
an  Stelle  der  Singularität  P  kommt,  wird  aus  Vorstehendem  kl 
in  der  That  können  sich  zwei  Curvenzweige  ja  nur  in  einer  et 
Anzahl  von   benachbarten   Punkten  treffen.     Um   uns    nun 
ausdrilcken  zu  können,    wollen  wir  das  Ausarten  eines  Doppelt 
in  einen  Rüekkehrpunkt  dadurch  bezeichnen,  dasa  an  den  Dopp 
ein     Verzweig ungspunki    herangtrückt   aei.*)     Alsdann    lial 
folgenden  8atz: 

Jeder  i- fache  Punkt  einer  algcbrahchen  Curve  kann  definirt 
ah  Grenz  fall  eines  geivöhnlichen  i- fachen  Punktes ,  zu  dem  eint 
IVme   zu    bestimmende  Zahl   von    Verzweigungspunktcu   treten^ 


welchen    überdies   eine   llcihe   von    L-^   L-, 


fachen    Punki 


'i  +  'i  H"  •  • '  ^  *)>  /eefcT  wieder  eine  getmssc  Zahl  von    Vcrz 
punkten  enthaltend^  unendlich  nahe  heranrucken. 


*)  Dieae  BeEeichnuiigaweifie  ist  aus  der  Theorie  der  HiemaDti^acbeo  Fl 
heröbergenommeii.     Die  VerzweiguDgap unkte  derselben  entsprechet!  i 
BenihrungÄpankten  der  von  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  y-Axe 
Curve  zu  legenden  eigentlichen  Tangenten.    Von  letzteren  :i'  \t  ii 

Plück  er 'scheu   Formeln)    einer   an   einen  Doppelpankt   ui. 
wenn  ein  solcher  in  einen  Rüekkehrpunkt   üljergeht   (so    da«»  jvder 
punkt    zu    einem    Ventweigongsp unkte    der   Riemann'achen    FlÖ 
•nng  gibt)« 


Allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Curven. .  495 

Die  Beduction,  welche  ein  solcher  Punkt  an  der  Klasse  von  C 
roTsacht;  ist  dann  gleich 

I  (.•  -  1)  +  /,  (/,  _  1)  +  /,  (/,  _  1)  +  .  .  .  +  r , 

)im  r  die  GesamnUzahl  der  in  il^n  liegenden  Verzweigungspunkte 
dentel 

Um  auch  den  Einfluss  von  P  auf  das  Geschlecht  der  Curve  C  zu 
■timmen,  betrachten  wir  wieder  die  einfachsten  Fälle.  Wenn  alle  i 
■reige  von  P  getrennt  verlaufen,  so  verursacht  P  eine  Reduction  um 
<(f  —  1).  Fallen  einige  Zweige  zusammen,  ohne  dass  eine  weitere 
iMiiderheit  hinzutritt,  so  transformiren  wir  C  in  obiger  Weise  in 
bi  Curve  C'\  das  Geschlecht  der  letzteren  ist  dann  (vgl.  p. -430): 

'— ^(2ii— I— l)(2n  — f-.2)— in(n-l)-(n  — 0(«  — «-1)  — -Ö"; 
■m  ^  die  durch  andere  singulare  Punkte,  welche  auf  C  und  C' 
Kthmassig  vorkommen,  hervorgerufene  Reduction  bedeutet.  Diese 
pl  ist  aber  gleich 

i(»-l)(«  -2)-ii(i-l)-^. 

*re  Zahl  werden  wir  auch  als  das  Geschlecht  von  C  bezeichnen; 
ist  dann  seiner  Definition  nach  bei  eindeutiger  Transformation 
—  Für  den  allgemeinen  Fall,  der  ja  eine  Combination  der 
genannten  ist,  folgt  hieraus  der  Satz: 

in  P  oder  unendlich  benachbart  zu  P  liegenden  Verzweigungs- 
haben auf  die  Bestimmung  des  Geschlechtes  von  C  keinen  Einfluss» 
kann   dies    auch    direct    durch    eine    Grenzbetrachtung   aus 
Definition  der  Singularität  von  P  erkennen,  und  so  direct  ohne 
einer  Curve  C'  das  Geschlecht  von  C  definiren.    In  der  That 
der  bei  einem  Bückkehrpunkte  zum  Doppelpunkte  hinzutretende 
reigongsponkt  ohne  Einfluss  auf  das  Geschlecht;  und  der  Punkt 
eine  Vereinigung  verschiedener  einzelner  Doppelpunkte  mit  Ver- 
iponkten.     Berechnet  man  nun   das  Geschlecht   von   C   auf 
dieser  Bemerkung,  so  kommt  man,  wie  leicht  zu  übersehen, 
iben  Werthe,  welchen  das   Geschlecht  von  C  ergab:    Beide 
stimmen  also  Oberein»    Mittelst   dieser  üeberlegung  ergibt 
iass  fiir  das  so  bestimmte  Geschlecht  von   C  ganz  dieselben 
hen  Sätze  gelten,  wie  für  das  Geschlecht  einer  Curve  mit  ge- 
:hen  vielfachen  Punkten  (vgl.  p.  425  —  474).  — 

machen  schliesslich  auf  den   Unterschied  zwischen   der  hier 

ten  Methode    von  Nöther    und' der    früher    zur   Discussion 

singolaren  Punktes  benutzten  Cr  am  er 'sehen  Regel  aufmerksam 

0,  ffl).     Zunächst  lehrt  ein  Rückblick  auf  letztere  sofort,   dass 

ne  eigentlich  Transformationen  der  vorgelegten  Curve  benutzt. 

siad  aber  im  Allgemeinen  nur  eindeutig  für  die  Nähe  des  be- 


r 


I 


trachteten  Punktes  P\  nicht  für  die  ganze  Ebene  (z,  B.  die  Trans 
mation  x^=x^y  tj^y''*  auf  p.  332)-  man  beheiTScht  daher 
VerhUtniss  von  P  zu  der  Curve  C  nicht  so  unmittelbar  und  er 
nicht  Bo  leicht  Aufschiusa  über  den  Einfluss  von  P  auf  die  KL 
Ton  Cj  wie  dies  bei'  eindeutiger  Transformation  möglich  ist 
snceessiTe  Trennung  der  durch  P  gehenden  Zweige  in  Terschied 
Klassen  ist  jedoch  bei  beiden  Methoden  dieselbe,  insofern  man  jm 
mal  alle  Zweige  zu  einer  Klasse  zusammenfasst^  welche  in  Grd« 
von  gleicher  Ordnung  ^ier  Kleinheit  übereinstimmen*  In  der  1 
kann  man  auch  mittelst  der  quadratischen  Transformationen  diesi 
Reihenentwicklung  für  den  singulären  Punkt  aufstellen^  7.u  welcher 
Anwendung  der  Gram  er 'sehen  Regel  führt  5  wie  hier  jedoch  m 
weiter  ausgeführt  werden  soll.*) 


*)  Zu  dem  Zwecke  bedient  man  sich  beiaer  der  quadratischen  Tr 
tion  mit  ^wei  zutammenfaUenden  FundamenMpnnkten: 

OTi  :  iiTj  :  ^a  ^  yty^  -Uil/t'*  afp*  ^ 
DieBelbe  gibt  fflr  jp|  ^  a*,  x^^  y,  a-g ^  l ,  y,  =  fl?\  p^^  y\  ^i  ■•  I  die 
iAoty  X  =  ix;\  y  ^  je* ^\   welche    Hambiirger   (SchlÖmilch^s   Zeitacbrift«   fl^ 
p.  474  ffi)  und  Eönigsbetger   (Theorie    der    elüptiachen    Function eu , 
iS74,  p.  137  ff.)  Kur  Au&tellanf  jener  Reihen entwieklnng  banutseo* 


I 
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Fünfte  Abtheüung.     "^  -   /  '?*  ' ' 
Die  GnTTen  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse. 

I.   Das  System  der  Wendepunkte. 

Wenn  wir  nuumehr  dazu  übergehen,  die  gewonnenen  allgemeinen 
ise  und  Anschauungen  insbesondere  für  Curven  dritter  Ordnung  zu 
rwerthen*),  so  wollen  wir  dem  Vorstehenden  entsprechend  die  fol- 
iiden  verschiedenen  Punkte  berücksichtigen: 

1)    Ihre  Beziehung  zur  Polarentheorie  und  zu  den  Plücker'schen 
Formeln,  besonders  also  die  Lage  der  9  Wendepunkte.    Auf 
die  Theorie  der  letzteren,  welche  bei  den  Curven  dritter  Ord- 
nung zuerst  vorkommen,  wird  sich  unser  Hauptinteresse  con- 
L         centriren. 

^  S)    Die  Darstellung  ihrer  Eigenschaften  mittelst  der  Theorie  der 
temären  cubischen  Formen. 

3)  Die  Geometrie  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung.  Für  diese 
werden  wir  dann  durch  Anwendungen  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  ganz  neue  Hülfsmittel  kenuen  lernen. 

4)  Curven  dritter  Ordnung  mit  vielfachen  Punkten  und  Ausar- 
tungen dieser  Curven* 

Endlich  konnten  wir  noch  Systeme  von  Curven  3.  Ordnung  unter- 
jthen,  besonders  die  Anwendung  der  Methode  der  Charakteristiken 
f  diese  Systeme.  Darauf  soll  aber  nicht  eingegangen  werden;  es 
i    nur    daran    erinnert,    dafis    die    Elementarsysteme     der    Curven 

•)  Für  die  Aasbildang  der  Theorie  dieser  Curven  sind  besonders  folgende 
jlbltze  von  Wichtigkeit:  Newton:  Enumeratio  linearum  tertii  ordinis;  Mac- 
lirin:  De  linearum  geometricarum  proprietatibus  generalibus  tractatus  (in's 
ipBzdsische  übertragen  von  deJonqui^res:  M^ langes  de  geomdtrie  pure,  p.  197, 
IKU  1856);  Plücker:  System  der  analytischen  Geometrie ;  Hesse:  Crelle's  Jour- 
L  Bd.  28,  36  und  38;  Cayley:  Philosophical  Transactions ,  vol.  147,  sowie  die 
iftrfach  erwähnten  Werke  von  Salmon,  Cremona  und  Chasles  (Geometrie 
iMrienre}.  Eine  Zusammenstellung  der  geometrischen  Theorien  gab  auch 
prige:  Die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung,  Leipzig  1871.  Auf  letztere  Werke 
f  in  Betreff  weiterer  Ausführungen  einzelner  Punkte  der  Theorie  verwiesen ; 
^  findet  daselbst  auch  eingehendere  Litteraturnachwciso. 
Clcbfcb,  Vorl€«ttJig«n.  32 
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dritter  Ordnung  mit  Riickkelirpirnkt  schon  frülier  betrachtet  iPÜfl 
(p.  417).  -  ] 

Zuerst  werden  wir  fragen,  wie  eine  Curvo  3**'  Ordnung  fiberlnl 
iiussehen  kann,  ob  wir  der  Gestalt  nach  mehrere  projectivisch  m 
schiedene  Typen  zu  unterscheiden  haben,  oder  ob,  wie  bei  den  Kefl 
schnitten^  jede  reelle  Curve  durch  reelle  Combination  (oder  auch  1 
durch  conti nuir liehe  Verzerrung)  in  jede  andere  reelle  Curve  übM 
führt  werden  kann,  Dass  wir  die  Coefficienten  der  CurvenglekH 
für  diese  gestaltlichen  Ueberlegungen  reell  annehmen  müssen,  brn 
wohl  kaum  hervorgehoben  zu  werden*  Eine  ganz  imaginäre  Oi 
kann  höchstens  9  reelle  Punkte  besitzen:  die  Schnittpunkte  I 
reellen  Curven  f^O  und  qp  =r  0,  wenn  ilie  imaginäre  Curfe 
der  Form 

darstellbar  ist,  vorausgesetzt,  dass  diese  Schnittpunkte  reell  sind,  I 
die  weiteren  algebraischen  Untersuchungen  ist  eine  Annahme  fli 
die  Realität  der  Coefficienten  jedoch  nicht  nothwendig. 

Eine  reelle  Curve  3*«^  Ordnung  wird  nun  von  einer  GmA 
immer  in  3  reellen  Punkten,  oder  in  2  conjugirt  imaginären  i 
einem  reellen  getroffen;  und  zwar  gibt  es  in  der  Ebene  immer  g&ä 
Liuien  teiäer  Arten,  Geht  man  nämlich  von  einer  Geraden  mill 
reellen  Schnittpunkten  aus  und  dreht  dieselbe  um  einen  beliefl 
ihrer  Punkte,  so  wird  sie  nach  dem  Gesetze  der  Continuität  allmiH 
in  eine  Lage  kommen,  wo  zwei  der  Schnittpunkte  zusanimenfifl 
Setzt  man  die  Drehung  über  diese  Grenzlage  hinaus  noch  weiter 9 
80  müssen  die  beiden  Punkte  imaginär  werden ,  denn  sonst  tnfl 
der  Berührungspunkt  der  Grenzlage  ein  Doppelpunkt  der  C^  ^iafl 
Existenz  eines  solchen  aber  schliessen  wir  vorläufig  aus.  So  il 
man  in  der  That  zu  einer  Geraden  mit  nur  einem  reellen  Sehil 
punkte  geführt;  von  dieser  ausgehend  kann  man  da^elbe  Verfihl 
rückwärts  anwenden*  —  Insbesondere  muss  auch  die  unendlich  fä 
Gerade  in  einem  reellen  Punkte  oder  in  drei  solchen  schneiden;  1 
zeichnen  wir  daher  die  Tangente  einer  Curve  in  einem  unen^ 
fernen  Punkte  als  Asymptote  derselben^  so  haben  wir  den  Sat^ 

Jede  reelle  Curve  dritta*  Ordnung  hat  mindestens  rme  rettle  M 
ptote  und  kann  immer  in  eine  Curve  projicirt  werden,  welrh*'  rufA 
reelle  Asymptote  hat.  I 

Ausserdem  haben  wir  tUr  unsern  nächsten  Zweck  noch  ißM 
genden  Satz  zu  beweisen:  V 

Jede  reelle  Curve  dritter  Ordnung  hat  drei  reelle  lVen4ef 
Dass  auch  nicht  mehr  dieser  Punkte  reell  sein  köuneni  werden  wi 
später  zeigen.  M 
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eben  bewiesen  ist,  können  wir  nämlich  die  Curve  immer  so 
,  dass  sie  nur  einen  Zweig  besitzt,  welcher  sich  ins  Unend- 
^eckt;  und  dieser  muss  zwischen  den  beiden  Punkten  mg.  ei. 
in  Fig.  61,  in  denen  er  sich  der  Asymptote  zu 
sginnt,  in  continuirlichem  Zuge  verlaufen.  Nun 
i  Pnnkte  A  und  B  immer  auf  verschiedenen  Seiten 
)tote  (ebenso  wie  bei  der  Hyperbel),  und  auf  beiden 
femt  sich  die  Curre  zunächst  von  dieser  Linie.  Sollen 
Theile  sich  einander  nähern,  um  einen  zusammen- 
I  Zug  zu  bilden,  so  müssen  sie  ihre  Erümmuug 
.  h.  etwa  in  fF^  und  J^j  ^^^^  Wendepunkte  bilden, 
mtstehen  aber  zwei  verschieden  gekrümmte  Theile 
es,  deren  Vereinigung  nur  in  einem  dritten  Wende- 
twa  ^3,  möglich  ist;  und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 
liier  beschriebene  Zweig  der  Curve  wird  von  jeder  reellen 
1er  Ebene  in  einem  reellen  Punkte  geschnitten;  die  Curve 
ausserdem  nur  noch  einen  Zweig  enthalten,  der  von  einer 
Geraden  in  höchstens  zwei  reellen  Punkten  getroffen  wird, 
3val.  Letzteres  kann  aber  auch  ganz  fehlen.  Wir  erhalten 
;enden  beiden  Typen  für  die  möglichen  Gestalten  einer  Curve 
dnung: 

mtJieHige  Curve  y  bestehend  aus  einem  einzigen  Zuge  mit  3 
'^endepunkten  (1  in  Fig.  62). 

ceHheüige   Curve,    bestehend    aus  einem   solchen   Zuge    und 
nem  ausserhalb  desselben  gelegenen  Oval  (3  in  Fig.  62). 
[ebergangscurve  zwischen  beiden  Arten  kann  man  die  Curve 
elponkt  (2  in  Fig.  62)  auffassen  (vgl.  p.  343,  f.);  je  nach 


i 

—\\\ 

nd  Weise,  wie  man  sich  diese  aus  einer  allgemeinen  Curve 
ng  entstanden  denkt,  wird  man  auf  die  ein-  oder  auf  die 
e  Curve  geführt,  wie  es  Fig.  62  wohl  hinreichend  veran- 
ünd  durch  diesen  Uebergangsprocess  ist  gleichzeitig  der 
i  noch  fehlende  Existenzbeweis  für  die  beiden  angeführten 
lefert*) 

liehe  üeberlegungen  gelten  übrigens  für  Curven  beliebiger  Ordnung. 
besteht  aas  verschiedenen,  getrennt  verlaufenden  Zügen,   die   man 

32* 
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Die  Gestalt  einer  Curve  3^"  Ordnimg  kann  jedoch  vol 
Fig.  62  dargestellteo  scheinbar  sehr  verschieden  sein,  indem 
durch  die  unendlieh  ferne  Gerade  in  zwei  Theilc  getrennt  wi; 
ein  Wendepunkt  unendlich  weit  rückt,  u,  8.  f.;  und  in  der 
hält  man  je  nach  diesen  Beziehungen  zur  unendlich  fernen 
die  mannigfach  verschiedenen  Arten  von  Curven  dritter  Ordä 
sie  in  den  Eintheilungen  von  Newton,  Gramer,  Plücker, 
und  Cayley*)  angegeben  werden.  —  Durch  unsere  Funda 
theilung  in  ein-  und  zweitheilige  Curven  soll  übrigens  l 
gesagt  sein,  dass  alle  Curven  einer  Klasse  durch  ColUneatioi 
ander  übergeführt  werden.  Dies  ist  im  Gegentheile  nicht 
denn  eine  Curve  dritter  Ordnung  hat,  wie  wir  später  seheoj 
eine  absolute  Invariante;  und  diese  muss  für  zwei  Curven 
Werth  haben,  wenn  sie  linear  in  einander  transformii 
sollen.**)  — 

Wir  stellen  im  Folgenden  zunächst  eine  Reihe  von 
zusammen,    welche    sich    aus    früheren    allgemeineren    Eröi 
unmittelbar  ergeben,  wenn  man  nur  die  betrelFenden  Zahlen 
Wir   werden   dadurch  sogleich   auf  wichtige   Satze  über  die 
Wendepunkte  geführt 

Die  Curve  3'*'  Ordnung  (/ =^  cr.^^  =  0)  ist  im  AUgenu 
der  6^*''  Klasse  (vgl.  p.  278  und  353),  d.  h.  man  kann  von 
liebigen  Punkte  y  aus  an  dieselben  6  Tangenten  legen, 
rührungspunkte  der  letzteren  liegen  auf  dem  Kegelschnitte  ^ 
der  ersten  Polare  von  fj  (p.  309).  Alle  ersten  Polaren 
Kegelschnittnetz;  unter  ihnen  gibt  es  einfach  unendlich 
eineu  Doppelpunkt  haben^  d.  h,  in  ein  Linienpaar  zerC&Uen. 

nach  V,  Stau  dt  (Geometrie  der  Lage»  Nürnberg  1847,  p.  81)  id  paare 
einzutheiien  hat.  Ein  iinpaarer  Zug  kann,  wie  der  Zug  mit  S  W«rii< 
den  C3,  durch  Verzerrung  einer  Geraden  erzeugt  werden ;  ein  paarer  2 
durch  Verzerrung  eines  Kegelschnittes.  Zwei  unpaare  Zi3ge  schneiden 
eine  Curve  ohne  Doppelpunkt  kann  daher  hochsttns  nur  eini?n  iK>lchi 
haUcü.  Eine  Curve  ungerader  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  enthSUt 
einen  der  Art^  eine  allgemeine  Curve  gerader  Ordüung  besteht  nur 
Zügeu.  —  VgL  auch  Klein:  Math.  Ännaleni  ßd.  VJ,  p.  577  und  Ze 
Bd.  Vll,  p.  410. 

*)  Vgl.  darüher  Salmon's  higher  plane  curves* 
♦♦)  Die  f\  hat  nämlich  zwei  luvariauten  S  und  T,  derart,  dtü 
durch  7^  die  absolute  Invariante  ist  (vgl.  unten).  Die  Bediiigiiii|| 
Doppelpunkt  ist  dann  5'  —  6  T'*=0;  der  Unterscheidung  zweier  Tjf 
entspricht  eine  Trennung  der  Falle,  in  denen  der  Werth  von  S'  —  6  7* 
ist,  wie  sich  durch  Betrachtung  der  4  von  einem  Punkte  de«  asn 
ausgehenden  Tangenten  ergibt,  wenn  uian  die  Sätze  über  die  Re^tlJ 
2elti  einer  biquadratiechen  Gleichung  benutzt  (Clebsch:  Theorio  1 
Formen  f  p.  160  and  463);  vgL  den  Schluss  des  5.  Abficliniitee  dmcr 
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p  Pole  für  diese  Kegelschnitte  ist  eine  Curve  3*«'  Ordnung  (Deter- 
nante  der  zweiten  Differentialquotienten),  »die  Resse^sche  Curve 
.  312): 

(ahCy    OyhyCy    =    0    , 

dche  die  Grundpnnkte  in  den  9  Wendepunkten  schneidet.  Ihre 
leichung  ergibt  sich  durch  Elimination  der  x  aus  den  drei  Glei- 
tungen: 

Sfikt/k  =  aiüa^ay  =  0 , 

1>  /»  =  ^  g — g—  ,  und  wo  die  Xi  die  Coordinaten  des  zu  y  gehörigen 

Ippelponktes  sind.    Diese  Gleichungen  ändern  sich  aber  nicht,  wenn 
jtt  die  Xi  mit  den  y<  vertauscht;  und  somit  folgt  der  Satz: 
i-   Für  eine  Curve  dritter  Ordnung  sind  Re^se'sche  und  Stein  er 'scÄ^ 
Wwe  identisch.    Hieraus  ergibt  sich  ferner  (vgl.  p.  365): 

Pie  linearen  Polaren  eines  Punktes  y  der  Hesse' sehen  Curve  berühren 
Curve  in  dem  Doppelpunkte  den  ersten  Polare  von  y. 
Auf  das  Verhalten  der  von-  den  Linien  xy  umhüllten  Cayley'- 
;  Curve  werden  wir  erst  später  eingehen.  — 
Wir  können  auch  leicht  die  Gleichung  des  Productes  der  6  von 
lenden  Tangenten  angeben.     Ist  nämlich  x  ein  Punkt  einer 
Tangente,  so  muss  die  Gleichung: 

r{x  +  ly)  =/''\-3lDr'\-3PDV+  PDV=0, 
r«B  fl,3^  Dfcss  ajuy,  I)^f=  öTj-öy',  Z?^/=  öTy^  für  A  zwei  gleiche 
ei^eben;  d.  h.  ihre  Discriminante  muss  verschwinden.     Das 
der  6  von  einem  Punkte  y  ausgehenden  Tangenten  ist  also  ge- 
durch  (vgl  p.  219): 

\{f.ß^f—  {Dfy)  {Df.D^f- {D'^ff) -  (/• .  DV  —  Df  .  />V)'  =  0 . 

PBückt  der  Pol  y  in  einen  Punkt  der  Curve,  so  fallen  zwei  der 

lüim  ausgehenden  Tangenten  in  die  Taugeute  dieses  Punktes,  und 

Jmiidcurve  wird  in  ihm  von  seiner  Polare  berührt.    In  der  That 

die  Gleichung  (1)  für  />3^=_o  den  Factor  (/^Y)*^;   von  einem 

der  Curve  kann  man  also  noch  4  Tangenten  an  dieselbe  ziehen^ 

durch:  ' 

Af.D^f—^{Dff  =  0. 

\  diese  Lage  von  y  sind  die  Punkte  der  ersten  Polare  ebenso  einfach 
ch  zu  definiren,  wie  bei  den  Kegelschnitten.  Es  sei  z  der 
Schnittpunkt  eines  von  y  ausgehenden  Strahles  mit  der  Polare, 
&H8  a^a^=^0.  Sucht  man  dann  die  Schnittpunkte  y  +  Az  des 
jyliM  mit  der  Grundcurve,  so  erhält  man:  Za^a^  +  ^^z^  =  ^j  also 
kleine  quadratische  Gleichung  für  A,  und  es  folgt: 
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Fünfte  Abtbeilang* 


Sucht  man  auf  den  durch  einen  Punkt  y  der  Curve  fftle 

zu  y  und  den  beiden  anderen  Schnittpunkitn  den  vierten  harml 
Pimkt,  so  beschreibt  dieser  die  erste  Polare  von  y.  Es  folgt  dJi 
unmittelbar  aus  unseren  früheren  allgemeinen  Sätzen  ftbcr  Polan 
bei  binären  Formen  (vgl  p.  205).  M 

Ist  endlicli   der  Pol  y  einer  der  9  Wendepunkte,  so  aenl 
Polare,  da  //  dann  gleichzeitig  auf  der  Hesse  scheu  Curve  lie 
zwar  in  die  Weiidetangente  (da  die  Polare  berühren  müss^ 
eine    andere   Linie,    die    dem    Wendepunkte    zugehörige    j^hA 
GeradeJ^      Von   einem    Wendepunkte  ftm  kann   man   daher    wi 
Tangenten  an  die  Curve  ziehen;  die  Berührungspunkte   dersel 
die  3  Schnittpunkte   der  ihm  zugehörigen  harmonischen  Gel 
der  Curve.     Nach  dem  vorigen  Satze  ist  ferner  die  harmonUcl^ 
selbst  der  Ort  der  vierten  harmonischen  Punkte  zu  dem  l^endep 
den  beiden  andern   Schnittpunkten    der  durch  diesen  gehenc 
mit  der  Curve, 

Um  nun  die  gegenseitige  Lage  der  Wendepunkte  näher] 
tiren,  knüpfen  wir  an  unser  Fundamentaltheorem  überSchnittpunI 
an,   welches   für  Curven  3''-^  Ordnung  aussagt,  daj^s   alle   Ct 
Art,  welche  8  Punkte  gemein  haben,  auch  durch   einen 
l**«"^  Punkt  gehen  (vgl.  p,  428)*  und  welches  uns  früher  einen  eü 
Beweis  für  den  PascaTschen  Satz  lieferte.     Wir  machen 
andere  Anwendung  desselben  Theorems.     Auf  der  vorliegenil 


c^ 


nehmen   wir  drei   Punkte   -4,,  A.^ 


A^  auf  der  Geraden  a,  et 


Punkte   /?|,    /^j,   B:^   auf    einer   anderen   Geraden   b   und 
andere   Linien,    welche  je  einen  Punkt  A  mit  einem   Pc 

binden,  also  z,  B.  die  Linien  AyBy,  A^B^t  -^^3*     DicseU 
bez.   mit  flf, ,  d^,  d.^  bezeichnet  werden  und  unsere  Curve 
in  den  Punkten  T, ,  C^^  C^  schneiden.     Wir  behaupten,  dam 
Punkte  C  ebenfalls  auf  einer  Geraden  c  liegen.     Wir  hah 
drei  Curven  dritter  Ordnung: 

1)  die  gegebene  Curve 

2)  die  Linien  ^1,^21*^3 

3)  die  Linien  rt,  bj  c, 
welche  jedenfalls  8   Punkte   gemein  haben,   nämlich  v#, , 
ß^f  B^,  ^1,  ^2,  imd   folglich  auch  alle  den  neunten   Pntiki 
halten,  q.  e*  d. 

Verbindet  man  also  je  einen  von  den  drei  Schnittpfunktm 

♦)  Diese  Berührung  kann  in  der  Tbat  keine  uneigentliehe  sein,' 
etwa  dadurch  entstehen,  dasB  der  Doppelpunkt  der  zerfallendem  PoU 
punkte  hegt;  denn  sonst  würde  mau  auch  von  dem  Wendepunkie  j 
Tangenten  an  die  C^  ziehen  können,  wUhrend  doch  off'enbar  eitw  f^ 
der  Wendetangento  benachbart  hegen  mnss. 


Die  Curven  dritter  OrdnuDg  oder  dritter  Klasee. 
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Jen  mii  einer  Cnrm  drtlter  Ordnung  mit  je  einem  von  den  Schniifpunhien 
%er  anderen  Geraden,  so  schneiden  diese  Verbindungslinien  die  Curve 
rh  in  drei  Punkten,  welche  wieder  in  einer  Geraden  liegen, 

Id  dieser  Weise  kann   man  unendlich  viele  Gitter  von  je  sechs 

}er&den  constniiren ,  von  deren  Ecken  immer  9  auf  der  Curve  3*«' 

)rdnuDg  liegen.     Durch   besondere   Wahl   derselben  werden   wir  nnn 

Jcr  auf  die  Wendepunkte  geführt.     Lassen  wir  zunächst  die  Gera- 

U  lilid  b  einander  unendlich  nahe  rücken^   so  dass  ein  Punkt  Ai 

la  B^  unendlich  benachbart  liegt     Alsdann  sind  die  Linien  f/,,  d^^  rfy 

Tangenten  der  Uurve  in  den  Punkten  A^^  A^^  Aj^\  und  wir  haben 

8«tz: 

liegen  die  Berührungspunkte   dreier   Tangenten   einer   Curve  dritter 
wng  171  gerader   Linie  ^   so   Hegen  ihre    drei   weiteren  Schnittpunkte 
nfails  in  gerader  Linie, 
Gehen    ferner  die  beiden   benachbarten   Geraden   a  und  b   durch 
m  Wendepunkte,  sind  also  A^  (=  ^,)  und  A^  (=  B^)  zwei  Wende- 
dcr  Curve,  so   sind   die  Linien   <f, ,   d^  ihre   Wendetangenten» 
weiteren  Schnittpunkte  Cy  und  C,  der  letzteren   fallen   dann  aber 
mit  .#t .  A^  zusammen,  d.  h.  die  Linie  e  fallt  auch  in  die  Linie  a» 
lun  die  Punkte  A^,  B^,  C^  auch  auf  einer  Geraden  liegen  müssen, 
ftber  einander  unendlich  nahe  gerückt  sind,   so  bilden  sie  auch 
Wendepunkt  unserer  Curve.     Also: 
lEine  gerade  Linie^  welche  zwei  fVendepunkfe  verbindet^  gehl  immer 
äurch  einen  dritten  Wendepunkt,"*) 

Die  9  Wendepunkte  haben  also  eine  besondere  Lage  zu  einander. 

jeden  gehen   4  j^iyendepunktslinien^\    von  denen  jede  je  2  der 

Wendepunkte  enthält.     Solcher   Wendepunktslinien  muss  es 

da  bei  dieser  Anordnung  jede  Linie  dreimal  auftritt,  |  9  ,  4  ^=  12 

—   Wir  bezeichnen  im  Folgenden  die  Wendepunkte  durch  die 

Kn 

I,  2,3,4,5,  6,  7,  8,  9 

durch  L,uh  eine  Wendepunktslinie,  welche  die  Wendepunkte  i 

bUi.     Es   sind  sonach    l,   2,  3  z.   B.   die  drei   auf  der  Linie 

»den  Punkte*    Durch  jeden  von  ihnen  gehen  dann  noch  3  Linien 

tr  ti^.j   so   dass  wir  zusammen   If*  Linien  haben»     Es  gibt  also 

:jtH*6i  weitere  Wendepunktslinien,  welche  die  Punkte  1,  2,  3  nicht 

Iten.     Nehmen  wir  nun  an,  dass  4,  5,  6  auf  einer  Geraden  L^^^ 

^    HO   muss  es  eine   12*<'  Linie  Lj^^  geben,    welche   die    Punkte 

F,  9  enthält.     Eine  solche  Combination  von  drei  Linien  wie  Z,,^,, 

A»^/  welche  zusammen  alle  neun  Wendepunkte  euthalten,  nennt 


k,h 

I2n 


*9  V^.  Mt^clskUTin  a.  u.  0.  —  Einen  rein  algebraiBche»  Beweis  diegea  Sutze^ 
'  dm  wir  wmier  unten  kennen  lemeu. 
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Funftfi  Äbtheilung, 


man  ein  WenäepunkUdreieck.     Die  Zahl  dieser  Dreiecke  bestimmt 
wie    folgt:    Durch  jeden    Wendepunkt   gehen  4  Wendepunkts^ 
jede  muss  Seite  eines  und  nur  eines  Dreiecks  sein.     Da  aber  de 
trachtete  Wendepunkt  in  jedem  Dreiecke  vorkommen  mass,  so  gibt  ^ 
überhaupt  nur  4  Wendepunktsdreiecke.     Wir  können  somit  den  Sa|| 
aussprechen : 

Die  'J  fFendepunkte    Hegen  zu  dreien  auf  /?  Geraden,    und 
Geraden  ordnen  sich  in  vier  Gruppen  zu  drei  (^f^endepnnktsdreiecke)^ 
da^s  Jede  aus  3  Linien  besiegende  Gruppe  sdmmtliche  9  JVendepnnkte 

Dieser  Satz  bildet  den  Kern  für  die  algebraische  Bebandlui: 
Wendepunktsprubhmis,    welche   wir   später    durchführen    werden j 
skizziren  hier  nur  kurz  den  dabei  zu  befolgenden  Gedanken  gang.  | 
dieser  Gnippirung  der   9  Punkte   folgt  nämlich,   dass   die    Gleic 
O^**"  Grades,   welche  sie   bestimmt,    einen   ganz    besonderen  Cha 
hat,  dass  sie  durch  Wurzelziehen  lösbar  ist.   Sie  muss  zuerst  av 
Gleichung  vierten   Grades  führen,    von   welcher  die  4   Wendej 
dreiecke  abhängen;  zwei  der  letzteren  je  in  ihre  3  Seiten  zu  Eerll 
erfordert  dann  nur  je   eine  Gleichung  3'*™  Grades;  die  ScbnittpuaK 
der    einzelnen   Seiten    verschiedener  Dreiecke  sind   dann    die  W| 
punkte.     Zur  Bestimmung  der  letzteren   hätte  man  also  nach  diesi 
läufigen  Abzahlung  ausser  linearen  Gleichungen  nur  eine  biquadrti 
und  zwei  cublsche  Gleichungen   zu  lösen.     Um  die  biquadratische 
chung  selbst  aufzustellen^  hat  man  noch  folgende  geometrische 
legungen  uothig. 

Die  gegebene  Curve  f=^0  und  ihre  Hesse 'sehe  A  =  0  bestia 
den  Büschel  x/'-f-  ^  A  ^  0,   dessen  Grundpunkte  die  9  Wendcp^ 
sind.     Unter  den  Curven   dieses  Büschels  müssen  auch  die  4 
punktsdreiecke  enthalten  sein^  denn  jedes  bildet  eine  zerfallende ' 
3*w  Ordnung,  welche  durch  die  9    Wendepunkte    geht.     Wir 

also  eine  biquadratische  Gleichung  für  j  zu  bilden,  welche  die 

besonderen  Curven    des    Büschels    x/"  +  AÄ  ==  0    bestimmt. 
einen  Wendepunkt  gehen  nun  vier  Strahlen,  welche  je  zwei 
Wendepunkte  enthalten.     Zwei  dieser  Linien   können    wir 
nutzen,  um  die  harmonische  Gerade  des  Wendepunktes  zn  coc 
indem  wir  auf  ihnen  die  vierten  harmonischen  Punkte  in  der  | 
gebenen    Weise    suchen;    die    Verbindungslinie    der   letzteren 
gesuchte  harmonische  Gerade.     Diese  Construction  hängt  nur  f« 
Wendepunkten,  nicht  von  der  gegebenen  C^  ab;  geht  also  if 
C.j  durch  die  9  Wendepunkte,  so  liegen  immer  die  zu  einem  dcB 
in  Bezug  auf  diese  C^  gehörigen  vierten  harmonischen  Punkte  iiil 
Geraden,  d*  h,  die  Polare  des  Punktes  zerfallt.     Letzleres  tritt  abetj 
l"ür  die  Wendepunkte  ein;  und  somit  haben  wir  den  wichtigem 


Smä  dk  9  Fundamentalpunkte  eines  Mschels  von  Curven  drtfter 
Mnmp  Wendepunkte  für  eine  Curve  desselben,  so  sind  sie  es  für  alle 
Cmtn  des  Büschels:*)  oder: 

J/ie  Curven  des  BiLicMs  Kf+kA=^(^  haben  dieselben  'J  fVende- 
fuhttf,   (Die  Wendetangenten  dagegen  sind  natürlich  verschieden.) 

lüsbesondere  folgt  hieraua,  dass  die  Hesse*8che  Curve  von 
»/'fiÄ  =  0  wieder  eine  Curve  des  Büschels  ist  Bezeichnen  wir 
ärp  Gleichung  durch  A^i  =  0,  80  haben  wir  also: 

iL  und  l  vom  dritten  Grade  in  x,  l  sind,  da  die  Hesse  sehe 
inuuer  vom  dritten  Grade  in  den  CoeClicienten  der  Grundform 
Die  wirkliche  Bestimmung  dieser  Functionen  li,  l  geschieht  mit 
bUe  der  Theorie  der  ternüren  cubischen  Formen,  auf  welche  wir 
lier  eingehen  werden. 

Unter   den  Curven  des  ^^^jzyf/vtiu^hen^^   Büschels  x/"  +  ^A  =  0 
vi  ooBj  wie  schon  erwähnt,  auch  die  vier  Wendepunktsdreiecke  ent- 
Dieselben    können    wir    dadurch    charakterisiren ,    dass    ihre 
se'sche   Curve  mit  der  Grundcurve   zusammenfallen  muss;    denn 
einer  aus   drei    Geraden   bestehenden  Curve    ist  jeder   Punkt   ein 
idepunkt^  indem  in  jedem  drei  successive  Punkte  auf  gerader  Linie 
Soll  also  die  Curve  x/'+AA  =  0  in  drei  Gerade  xerfallen^ 
vt)n  den  Gleichungen: 

le  eine  Folge  der  andern  sein.     Durch  Elimination  der  x,  ergibt 
lier  als  die  Gleichung  vierten  Grades^  welche  die   Wendepunkls- 
bestimmti 

xZ  — AÄ'  =  0. 

iu3  der  Vertheilung  der  Wendepunkte,  auf  die  Seiten  dieser  4 

ie  können  wir  ferner  Schlüsse  auf  die  Realitut  derselben  ziehen. 

Aillen  zu  dem  Zwecke  die  Lage  der  1>  Punkte  auf  den  12  Seiten 

em   Schema   übersichtlich   zusammen.     Dabei   benutzen   wir  den 

H'enn  durch  einen  IFendvpunki^  etwa  /,  zwei  If'endvpunktslinienj 

X,23    und  Z,j-  gehen  ^  so  schneiden  sich  die  Verbmdung^linicn  von 

Ut  Je  einetn  der  Punkte  /,  7  niemals  in  einem  ff  endepunkte.    Denn 

Fsicb  24   und  37  in  G  schnitten    und    etwa  5    der   Punkt    wilre, 

lien    IG  noch  enthalt,  so  mössten  8,  9   (als  die  allein  übrig  blei- 

a)  jawohl  mit  1,   als  mit  6  in  gerader   Linie   liegen,  was   nicht 

lieh    ist     Hiernach    werden  wir  nun   sogleich    folgendes  fc^chema 


Vgl.  hier  mid  im  Folgenden  Heeae;  a.  a.  0* 
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FQnfte  Äbtheiluog. 


(5) 


1)  1,2,3 
5)  4,  5,  6 
9)  7.8,9 


3)  1,5,9 

7)  2,  6,  7 

11)3,4,8 


4)  1,6,8 

8)  2,4,9 

12)  3,5,7, 


1 


der  auf  den    12  Wendepunktslimen    liegenden    Trijiel    der    9 
aufstellen : 

2)  1,4,7 

6)  2,5,8 
10)  3,6,9 

Wir  können  nämlich  l),  2),  3)^  4)  ganz  beliebig  wühlen^  da 
jedenfalls  vier  Wendepunktslinien  gehen.  Feiner  kunnen  wir, 
schon  früher  gezeigt  wurde,  aunehnieu,  dass  4,  5,  6  und  7, 
auf  einer  Geraden  liegen,  wodurch  dann  5)  und  D)  festgel 
Den  Punkt  2  können  wir  dann  noch  mit  4,  5  und  6  verbinde 
weil  die  Zahlen  24,  25,  26  in  1),  2),  3),  4),  5),  9^  noch  ni 
einigt  vorkommen,  dagegen  4  mit  7  schon  in  2),  5  mit  9 
mit  8  in  4)  vereinigt  ist,  so  haben  wir  für  jedes  der  drei  P\ 
25,  26  nur  noch  die  Wahl  zwischen  je  zweien  der  Zahlen  7 
andere  Zahlen  können  dagegen  nach  obigem  Satze  nicht  hin 
werden.  Ebenso  erkennt  man  endlich,  da^s  nach  diesen  Hestimauu 
die  von  8  ausgehenden  Linien  nur  die  in  10),  11),  12)  bezeichc 
Punkte  enthalten  können.  In  dem  so  entstandenen  Schema 
gleichzeitig  je  drei  unter  einander  stehende  Gruppen  ein  Wend 
dreieck;  denn  in  ihnen  kommt  jedesmal  jede  der  Zahlen  1,  2 
nur  einmal  vor.  Wir  können  das  Gesetz  dieser  Gruppiru 
übersichtlicher  in  folgender  Weise  darstellen.  Wir  schreiba 
Zahlen  in  Determinaotenforra; 


(6) 


Bezeichnen  wir  nun  die  Dreiecke  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  in  oh 
Schema  (5)  neben  einander  stehen,  mit  I,  II,  III,  IV,   so 
lUaus  den  Linien  Z^^r,;  Z^«;,   Za^^  besteht,  so  erkennt  man 
Richtigkeit  der  folgenden  Regel 

Es  liegen  immer  auf  gerader  Linie: 

I  je  drei  Punkte  einer  Horizontalreihe  von  (6) , 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9, 

in 


II 


III 


IV 


„         „  „      Verticalreihe  von  (6), 

„         „      ,  welche  in  (6)  als  Determinante  ( 

sitives  Glied  geben, 
„         „      ,  welche  in  der  Weise  ein  negatii 
ergeben. 
Aeusserlich  noch  einfacher  gestaltet  sich  diese  Gruppii 
wir  jeden    Wendepunkt    (wie    ein  Element  einer    Determii 
zwei  Zahlen  bezeichnen,  also  00  filr  1,  Ol   für  2  etc  sclireil 
haben  dann  die  9  Wendepunkte: 
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00  Ol  02 
10  11  12 
20        21        22, 

oad  die  eiüfache  Eegel:  Es  liefen  immer  und  nur  drei  solche  Punkte 
m  tiner  Geraden^  bei  denen  sowohl  die  Summe  der  ersten  ats  die  der 
imiten  Zahlen  durch  3  (heilbar  ist.  Diese  Darstellung  erscbeint  hier 
nur  äüsserlich  boquemer;  wir  werden  jedoch  später  mit  Hiilte  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  in  der  Lsige  sein,  den  Zahlen- 
paareu  (X),  Ol  etc.  eine  reale  Bedeutung  beizulegen,  wodurch  wir  dann 
direct  auf  den  zuletzt  ausgesprochenen  Satz  geführt  werden.  Um  so 
mehr  werden  wir  uns  im  Folgenden  dieser  Schreibweise  bedienen. 
Bezeichnen  wir  also  durch  Verbindungsstriche  die  Wendepunktslinien, 
zwar  durch  parallele  Striche  solche  Linien,  welche  ein  Wende- 
ttsdreieck  bilden;  so  haben  wir  das  Schema  (vgl.  p.  15): 


Km Oar TOD Of 
-  xp<.i^i 

Ä ^^c ^^ft '' 


man  hat  die  folgenden  Linien  ond  Dreiecke: 

I  II  III  IV 

00,  Ol,  02      00,  10,  20      m,  U,  22      00,  12,  21 
10,  n,  12      Ol,   11,  21      Ol,  12.  20      Ol,   U),  22 
20,  21,  22      02,  12,  22      02,  in,  21      02,  11.  20. 
m    kann   dies  auch   so  aussprechen,   dass   in   1  je  drei   Punkte   mit 
instantem  ersten  Index  auf  einer  Geraden  liegen,  in  U  je  drei  mit 
»stanletn  zweiten  Index,    in  III  je  drei,  bei  denen  jeder  Index  von 
inkt    s&u   Punkt  um    l   wächst,  in  IV  je  drei,    bei    denen  der  eine 
von   Punkt  zu   Punkt  um   1    abnimmt,   der  andere  aber  um   1 


Ejus  der  so  gewonnenen  Dreiecke,  z.  B.  das  erste,  legen  wir  den 

llgeml«?!!   Betrachtungen  zu  Grunde   und  bezeichnen  die  Ecken  des- 

Iben  durch  ^^^^  .-/j,  A^j  die  gegenüberliegenden  Seiten  durch  a^^  «j, 

L   80  dass  auf  a»  die  Punkte  rO,  il,  f2  liegen.     Betrachten  wir  ctwn 

beiden  Pnnktreihen: 

a,)     J,,    20,     21,     22,     J,, 
a,)     A,,     10,     12,     11,     A^. 
ans  dem  Vorstehenden,  dass  sie  projectivisch  Hegen,  denn  je 
fr  einander  stehende  Punkte  liegen  mit  00  auf  gerader  Linie» 
i,tt   00  können  wir  aber  auch  Ol    oder   02   als   Projectionsceutrnm 
ilcn,   wenn  wir  die  Reihe  ri,  nur  bez.  in  folgender  Weise  ordnen: 


Ö08 
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a{)     ^,,,     12,    11,     10,    A,    und: 
O     >/„     11,     10,     12,     Ay 

Die  drei  Panktreiiien  a, ,  ff,',  ff,"  sind  also  unter  einander  proj« 
visch,  da  sie  alte  zu  a.^  projectivisch  sind;  sie  unterscheiden  sich  i 
nur  durch  cyclische  Vertauschung  dt*r  Elemente  10,  12,  11  undj 
daher  zu  einander  cycliöch- projectivisch  (vgl.  p.  201).  Dassel 
für  die  andern  Dreiecke  und  Linien,  so  dass  wir  den  Satz  a 
chen  können: 

Fassi  man  die  drei  auf  einer  Wendepunktdinie  liegenden  Wendepm 
ah  ein   cy f lisch -projccf irisches  System  avf^  so   werden   die  beiden  fr. 
Grimdelemente  durch  die  auf  der  Linie  liegenden  Ecken  des  zugch 
Wendepunk fsdreieeks  gegeben;  und  zwar  kann  man  auf  5<f  Arii 
ihtnktreihen  so  wdhfen^  dass  sie  pcrspecfivisch  tiefen,   und  äas$ 
jcedonscenirum  wieder  ein  ff'endepunkt  isi*),  oder  mit  anden 
(vgl  p.  225): 

fasst  man  die  drei  auf  einer  Geraden  liegenden   Wende  [tun 
Verschtvindungspimkte  einer  binaren  cubi&chen  Form  auf^  so   wen 
Punkte    ihrer    Hesse  atä^/i    Form    durch    die    Ecken    des    zugti 
Wendepunktsdreiecks  dargesteUt,     Jede  solche  Ecke  bildet  also 
drei  Punkten  ein  iiquianhannonisches  Doppelverhill tniss. 

Hieraus  folgt  schon,   dass  die   beiden   Ecken   conjugirt  i 
sein  müssen^  wenn  die  drei  Wendepunkte  reell  sind 5  denn  rier 
mit   äquianharmonischem    Doppelverhältnisse  können  niemals 
lieh  reell  sein.     Sollen  dagegen  die  beiden  Ecken  reell  sein,  so 
zwei    der    drei    Wendepunkte    conjugirt    imaginär  werden. 
unserm    Falle  nun  nicht  alle  9   Wendepunkte  reell  sein  ko 
kennt  man  auch  daraus,  dass  zwei  projectivisch  liegende  Pu: 
wie  üy  und  a^^   nur  ein  reelles  Projectionscenirum  ergeben  k^ 
Des  Näheren  gestaltet  sich  die  Vertheilung  von  reellen  und  im« 
Punkten  in  folgender  Weise. 

Schon  früher  haben  wir  gesehen,  dass  mindestens  imme 
reelle  Wendepunkte  vorhanden  sein  müssen.  Diese  drei  liegen 
auf  einer  Geraden,  denn  die  reelle  Verbindungslinie  von  zwei« 
selben  muss  die  Curve  in  einem  dritten  reellen  Punkte  treffei] 
dies  ist  dann  nach  dem  obigen  Satze  ein  Wendepunkt  Die  t^ 
dieser  Wendepunktsliuie  liegenden  Dreiecksecken  sind  dann  noii 
dig  conjugirt  imaginär«  und  ebenso  die  beiden  durch  sie  gel 
Linien,   welche    mit  jener    reellen  Geraden   ein   Wendepunl 


*)  Man  schliefst  aas  diesen  Verhältnissen  leicht«  dass  jede  Cnrve  diiftl 
ming  IS  tinettre  Tromformalionen  in  sich  selbst  zuIJIsbI;  und  diese  Transibr 
fübrea  zugleich  alle  Cnrven  des  Büschel«  x/'+  Jl  A  =  0  in  sich  ober     Vi 
Klein:  Math*  Aiinalen,  Bd.  4,  p.  »&3;  Harnack.^  ib.  Bd,  9«  p.  it 
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bilden.  Also  sind  alle  die  andern  Wendepunkte  imaginär,  und  zwar 
I  in  dem  betrachteten  Dreiecke  die  Wendepunkte  einer  Seite  conjugirt 
Utidenen  der  andern.  Verbindet  man  nun  je  zwei  conjugirte  Punkte, 
Bfcpteteht  ein  zweites  Dreieck»  dessen  Seiten  sämmtlich  reell  sind, 
uiiJ  wo  auf  jeder  Seite  ein  reeller  Wendepunkt  liegt.  Die  beiden 
Dreiecke  sind  ganz  imaginär  und  einander  conjugirt,  denn 
musste  es  mehr,,  als  drei  reelle  Wendepunkte  geben,  was  nicht 
[möglich  ist.  Beeil  sind  also  immer:  3  Wendepunkte ,  4  Wendepunkis- 
linhi^  l  tVendepunktuireieck f  4  Ecken  von  IVefidepunkfsdreierkrn.*) 
I  Letzteres  sind  die  drei  Ecken  des  reellen  Dreieeka,  ond  die  Ecke, 
»eiche  der  Verbindungslinie  der  drei  reellen  Wendepunkte  in  dem 
5rigen  Dreiecke  gegenüberliegt, 

)iese  Verhältnisse  lassen  sich  algebraisch  einfach  darstellen,  wenn 
aes  der  Wendepunktsdreiecke,  etwa  das  reelle,  als  Coordinaten- 
ck    einftlhren,    d,    h,   uns    einer  (reell    herstellbaren)   kftnfmiarhcn 
form  für  die  Gletchung  der  Cvrve  dritter  Ordnung  bedienen.     Während 
iie  solche  vereinfachte  Gleichungsform  bei   den   Kegelschnitten   auf 
eifach    unendlich    viele    Weisen  möglich   war^   gibt    es    für    sie    bei 
pn    dritter  Ordnung   nur  vier   verschiedene   Fundamentaldreiecke. 
köheren   Curven  jedoch   wird    die    durch    eine    kanonische  Form 
ste    Vereinfachung    verhaltnissmassig    immer    geringer;    denn 
ineare  Transformation  enthält  8  Constante,  und  man  kann  diese 
Btimmon,  dass  8  Constante  der  Curve  fortfallen,  also   in  der  ka- 
lben   Form    nur    noch   ^  «  (w  -f-  ^)  —  ^   Constante    vorkommen, 
diese   Zahl  ist  schon   für  n  ^^  A  gleich   6^   die   erzielte   Verein- 
ig daher  nicht  mehr  so  bedeutend.     Bei  Curven  dritter  Ordnung 
I  hiernach  eine   kanonische   Form   möglich  sein»  in  der  nur  noch 
hmhtie  Constante  vorkommt;   und  diese   Constante  hüngt  mit  der 
absoluten  Invariante  der  Curve,  die  wir  später  aufstellen  werden, 
asammen.     In  der  That  ergibt  sich   eine   kanonische  Form  der 
irrh  die  folgenden  Ueberlegungen. 

z.    B*    durch   y,  =  0    eine   Wendepunktslinie   dargestellt,    so 

wir  anf  ihr  eine  binäre   Coordlnatenbestimmung  ^2  :  y^,  deren 

pttokte  mit  den   auf  y,  =  0  gelegenen  Ecken  des  Coordinaten- 

rosammen fallen.     Diese  Ecken  sollen  nun  —  so  nehmen  wir 

Ecken  eines  Wendepunktsdreiecks  sein,  also  nach  dem  soeben 

rneii   Satze  die  Hesse 'sehe  Form  der  binären  cubisehen  Form 

len,  welche  durch  die  drei  auf  y^  =0  gelegenen  Wendepunkte 

isk     Die  Gleichung  der  letzteren   in    dem    binären  Uebiete, 

auf  die  Grundpunkte  der  Hesse 'sehen  Form  j/2^=0,  ^3^=0 


Sllse   aber  Gnippirung  und  Realität   der   Wendepunkte   sind   zuerst 
^  Ptfieker  entwickelt:  System  der  analytischen  Geometrie,  Berlin  1S3&,  p,  283  C 
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kfmo    aber    nach    unsera    früheren    Unt ersuch  ungen    in    der   0« 
S/ti^  4"  f/s*  *=  Ö*)   vorauagesetzt  werclen;  und  in  diese  Gleichung 
also  die  Curvengleichung  für  y^  -=  0  übergehen.     Ebenso  können 
den  Gliedern  derselben  für  y^  =^  0  und  ^^  ^  0  bez,  nur  die  Aysdfüd 

yi^  +  y^^   ^Eid  1^,3  ^.^^s 

stehen  bleiben.     Pie  Gleichung  der  Curve  äriiier  Ordnung  j   ^ßezögm 
ein  Wendepunklsdreieck  ist  daher  von  der  Farm: 

(8)  /  "  fl  (y,'  +  y,/  +  yj»)  +  6  by,  y,y,  -  0 , 

WO  dann  -  eine  für  die  Curve  charakteristische  absolute  Constante 

a 

deren  geometrische  Bedeutung    wir   später  erkennen    werden.     Die« 
Gleichungsform  tritt  nicht  nur  immer  beim  Wendepunktsdreieck  €1% , 
sondern  kommt  auch  nus^seh/ies^iieh  demselben  zu;   denn  wir  koD 
leicht  zeigen,  dasa  eine  Curve  von  der  Gleichung  (8)  ihre  Wendepn 
immer  auf  den  Seiten   des  Coordinatendreiecks  hai     Zu  dem  Zw« 
bilden  wir  die  Gleichung  der  Hesse 'scheu  Curve;  dieselbe  ist: 

[^!/i       ^y^       ^y^ 


A  = 


by^        ay^         Öi/^ 
by^        by^         tty^ 


0. 


~{a^  +  2  iF)  y,  y,y,  -  ab^  (jy,^  +  y,^  +  y/)  = 

oder  wenn  wir  a  =  —  6  ab^^  ß  ^  u^  -^^  27/^  setzen: 

(9)  A  -  I.  (y,^  +  y,'^  +  y,^)  +  Gßy,y,y,  =  0, 

also  von  derselben  Form  wie  die  Curvengleichung.     FQr  die  Sei 
punkte  der  Curven  (8)  und  (9)  haben  wir  also  entweder 

flO)  aß  -^ba  =  Q, 

oder: 

(11)  yi^  +  i^2^  +  ^3^  =  *^   ^^^  yiy^y2  =  ^* 

Die  letzte  Gleichung  sagt  aber  unmittelbar  aus,  dass  die  Schnittpi 
von  (8)  und  (9),  d.  i.  die  Wendepunkte  auf  den  Seiten  y^  ^^0.  y^=«( 
1^3  ^  0  liegen. 

Die  Gleichung  (10)  wird  im    Allgemeinen  nicht  erfüllt  seia» 
gibt  vielmehr  für  a  :  &  die  Gleichung  (^^  ^=1); 

0  3=^  fi^  +  8  ab^  =  ö  (öf  +  2i^)  (a  +  2Bb)  (a  +  2^t) . 

Wenn  einer  dieser  vier  Facto ren  verschwindet,    ist  die  Cnrve  imi 
ein  Dreieck,  hat  also  unendlich   viele   Wendepunkte    and  kommt 


•)  Die  auf  p*  224  benutzt©  Form  ^,^  —  ^i'  ^  0  geht  oifenb&r  in  diefte  tb«, 
wenn  man  nur  —  ^,  statt  ^,  »chrelbt. 
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jetzt  nicht  in  Betracht.  Für  a  =  0  gibt  nämlich  die  Gleichung 
direct  1/11/21/3  =  ^}  ^^^  f ür  0  =  —  26'b  oder  &  =  —  J  ör«'»  geht 
aber  in: 

Mit  Hülfe  obiger  kanonischen  Form  beweisen  wir  auch  leicht 
ler  den  Hess  ersehen  Satz^  dass  alle  Gurren  des  Büschels 
f-  A  A  =  0  die  Wendepunkte  gemeinsam  haben.  Die  Hesse 'sehe 
fe  der  Curve 

f  AA  =  ixa  +  Aa)  (y,3  4.  y.^3  +  y^S)  +  6  (x^  +  kß)  y,y,y,  =  0 
lamlich  gegeben  durch 

A,i  =  ^  O,»  +  ^2'  +  ^3^)  +  ^By^y^y^  =  0, 

4f  B  von  acflf  +  ^«j  ^^  +  ^1^  ebenso  abhängen,  wie  a,  j3  von 
^  wo  also: 

^  =  -  6  (xa  +  la)  (xb  +  AiS)^ 
J?  =  (xö  +  Aa)3  +  2  (x&  +  Ai3)3 ; 

da  ^1^  +  2/2^  +  ^3'*  und  ^1^2^:3  s^^^^  durch  /"  und  A  ausdrücken 
tt,  so  folgt  wieder  die  Gleichung  (3):  Axi  =  Kf'\'  LA,  was  den 
(e 'sehen  Satz  involvirt. 

Die  Coordinaten  der  9  Wendepunkte,  sowie  die  Gleichungen  der 
Tendepunktslinien  können  wir  nun  auch  leicht  angeben.  Nehmen 
in,  die  Linien  y^  =  0,  y^  =  0,  y^  =  0  seien  reell,  so  haben  wir 
r,  =  0: 

wenn  ^2  =  ^  gesetzt  wird:  ^3  =  —  1,  —  fi  oder  — -  £^5  und  $0 
f  man  für  die  Coordinaten  der  0  Wendepunkte  die  Tafel  («^  =  1) : 


ify,=0: 

0, 

1, 

-1; 

0, 

1, 

—  *; 

0, 

1,  -5»; 

y,=.0: 

-*s 

0, 

1; 

-1, 

0, 

1; 

— «, 

0,        1; 

y,  =  0: 

1, 

-e> 

0; 

1, 

-^\ 

0 

,     1, 

—  1,       0. 

in  dieser  Anordnung  stimmt  die  Tafel  mit  dem  früheren  Schema 
rollkommen  überein.  Je  dreimal  drei  neben  oder  unter  einander 
nde  Punkte  geben  ein  Dreieck,  ebenso  je  dreimal  drei  Punkte 
ans  dem  Schema  abgeleiteten  positiven  oder  negativen ,  Deter- 
nten- Gliedes.  Man  überzeugt  sich  davon  leicht  direct,  da  die 
den  Coordinaten  je  dreier  solcher  Punkte  zu  bildende  Deter- 
nte  verschwindet,  dieselben  also  auf  gerader  Linie  liegen.  —  Für 
Producta  der  Seiten  der  4  Wendepunktsdreiecke  haben  wir  die 
hnngen : 


612 


Fänfbe  Abtbeilunf, 


n.      (l^i  +     5^a  +  y^)  (Ui  +  ^r^  +  ^^^a)  (t/i  +  ^^¥i  +   ^l^t)  =  0, 

IV.  [y^  +  ihj,  +  ^3)  (^,  +  1/,  +  fVs)  (S^i  +  m  +  ^¥^)  =  0 . 
Hier  entsteht  II  aus  den  positiven  DeterminanteDgliedem  der  Td 
es  enthalt  eine  reelle  und  zwei  eonjugirt  imaginäre  Seiten;  Uli 
steht  aus  den  Horizontal  reihen  und  ist  ganz  imaginür;  IV  enUti 
aus  den  negativen  Determiöantengliedem  und  ist  zu  III,  Seite  fllrS<|l 
conjügirt  imaginär. 

Ganz  analüg  gestalten  aich  natürlich  diese  Verhältnisse,  w| 
man  statt  des  reellen  Dreiei^ks  eines  der  imaginären  xu  Grunde  ti 
Ben  UelKTgang  von  einem  IVenäepmikt&dreieeke  zu  einem  andern  U 
man  in  folgender  Weise  bewerkstelligen.  Ea  sei  die  Curvengldcu 
/*  =s  0  in  der  Form  (8)  gegeben ,  bezogen  auf  das  Dreieck  I  (y^  J 
1^2  =  Oj  ^3^^0),  dann  setzen  wir,  um  sie  statt  dessen  z.  B,  aufj 
Dreieck  II  zu  beziehen: 

«t  =  1^1  +     ffa  +     Vs 

-s  =  y,  +  *^Ä^a  +   *^5 
und  zur  Abkürzung; 

dann  wird:  1 

9  -  m'  +  ^^/  +  **3^  =  3  (^1'  +  !^i^  +  Us']  +  i^  J^i  J/,1^.       I 

=  3  9?  +  18  ^ 
^/  =  r,  r^zj  =  y^'  +  |^/  +  ^^a  _|_  3  (^  ^  ^^  ^^^^^ 

also :  9  qp^^  ^  qp'  -l"  6 1^',     27  t^  «=^  g?'  —  3  ^1' 

und  die  gesuchte  Gleichung  der  Curve,  bezogen  auf  das  neue  Dreil 
9/ =  9  örgj  +  64  ö^  =  (a  +  2  &)  9'  +  6  (a  ~  If)  ^'  ™  0. 
Zur  wirklichen  Lösung  des  Wendepunktspro blems  bleibt  um 
diesen  ausführliclien  Erörterungen  über  die  üruppirung  der 
Punkte  übrig .  die  TraDsformationsformeln  aufzustellen  ^  mittebi 
eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  in  die  als  moglieb  erk 
kanonische  Form  gebrachti  d.  h.  auf  ein  Wendepunktsdreieck 
werden  kann.  Die  Frage  nach  der  Bestimmung  der  Wendefiunkti 
also  ebenso  auf  ein  Transformationsproblem  zurückgeführt  wit 
früher  behandelte  der  Aufsuchung  der  gemeinsamen  Punkt<?  i 
Kegelschnitte,  Die  biquadratische  Gleichung  (4)  vertritt  diibt'i 
für  letzteres  Problem  benutzte  cu  bische  Gleichung  A  (A)  =^  0 
p,  122  ff). 
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H  n.    Die  zugehörigen  Gurven  dritter  Klasse. 

^ir  knüpfen  wieder  an  die  Betracbtimg  der  zu  den  9  Wende- 
ticft  gehörenden  9  harmonischen  Geraden  an.  Man  kann  eine 
(ic,  wie  schou  erwähnt,  construiren^  indem  Diaii  auf  den  durch  den 
liurigen  Wendepunkt  gehenden  Weiidepunktsliiiien  die  vierten 
Wscfaen  Punkte  xu  den  beiden  andern  Wendepunkten  der  Linie 
^Zufolge  unserer  Untersuchungen  über  binäre  cubische  l'orinen 
j.  225)  liaben  wir  den  Sat/: 
»7  man  äie  drei  auf  einer  Geraden  liegenden  Wendepunkte  ah 
mkfe  einer  binaren  culmchen  Form  auf^  so  bitden  die  Schnitt' 
fer  zugehörigen  drei  hartnonischen  (ierttden  mit  der  Wendepunkts- 
Grundpunkte  der  Covarianie  Q,  Und  da  die  binäre  quadra- 
•ovariante  A  tbtrcli  die  aul'  der  Linie  gelegenen  Ecken  des 
Hgen  WendqMinktsdreiecks  dargestellt  wird  (vgl  |».  ri<>8J,  so 
weiter: 

^rr  Scbnittpunl^t  der  zu  einem  Wendepunkte  f/ehörigen  harmonischen 
mit  einer  dutch  ihn  gehenden  WendepunktsHuie  ist  der  vierte 
che  Punkt  zu  den  beiden  auf  dieser  Linie  liegenden  Ecken  des 
^en  Waide pmiktsdreiecks  und  dem  Wendepunkte. 
3n  Satz  künnen  wir  auch  leicht  direct  einsehen:  Die  9  har- 
_  &n  Geraden  sind  für  alle  Curven  des  ßilschels  xf  -{-  X^^=^0 
beo*     Als  Theile    der   Polaren   der   Wendepunkte    in    Bezug  auf 

Iie  Curven  erhält  man  sie  daher  auch,  wenn  man  als  Curve 
Ordaung  ein  Wendepuuktsdreieck  zu  Grunde  legt  und  die 
jinea  Wendepunktes  in  Bezug  auf  dasselbe  constniirt.  Ijctztere 
dann  aber  aus 'der  durch  den  Wendepunkt  gehenden  8eite  des 
I  und  aus  der  Polare  in  Bezug  auf  die  beiden  andern  Seiten 
[ben.  Die  liarmonische  üerade  entsteht  also  einfach,  wenn  man 
IHreffenden  Wendepunkt  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  eines 
Phr  durch  ihn  gehenden  Wendepnnktstb'eiecke  verbindet  und  zu 
'  Linie  und  zu  den  in  jener  Ecke  zusammenlaufenden  Seiten  des 

Iden  vierten  harmonischen  Strahl  sucht.  Die  harmonischen 
geben  hiernach  jede  durch  eine  Ecke  jedes  Wendepunkts- 
/2  Ecken  der  Wendrpwiktsdreiecke  Hegen  zu  /  auf  den  9 
hen  Oeiüden.  llial  ferner  erkeunt  man  ans  der  < 'onstrurtion 
.den  Satz: 

K  harmooischen  Geraden,  welche  zu  drei  auf  einer  Wendepunkts* 
Utgen^f^  Wendepunkten  gehören  y  schneiden  sich  in  einer  Dreiecks- 
HfrAe  dadurch  Jener  Wendepunktslinie  entspricht:  Ben  Seiten  eines 
H  ent^redu^n  die  gegenidf er  liegen  den  Ecken. 
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Die  harmoDischen  Geraden' 
rung    ein    deu    Wendepunkien 


bilden  also  hiasichtlich  ihrer  Grup! 
doalmtisch    geuau    entgegenge 

System;  sie  raüssen  daher  ebenso  die  gemeinsamen  Rückkehi 
einer  Schaar  von  Curven  dritier  Klasse  sein^  wie  die  Wendep 
iillen  Cnrven  eines  Büschels  von  Curven  dritter  Ordjiang  gemdo 
sind.  Die  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  ist  daher  unzer 
lieh  von  derjenigen  der  Curven  dritier  Klasse 5  die  eine  iuhit  i 
wendig  auf  die  andere.  Ehe  wir  auf  die  erwähnt«  Schaar  mit 
meinsamen  Rückkehrtangenten  eingehen,  wollen  wir  die 
erhaltenen  Öatze  über  Curven  dritter  Ordnung  dualistisch  aaf  Vu^ 
dritter  Klasse  übertragen  und  kurz  zusammenstellen- 

Was  zunächst  die  tJest^ilt  der  letzteren  anbetrifft^   so  kuimeaj 
dieselbe    erhalten,    indem    wir    etwa    die    polaren   Gegenbilder  «Ic 
Fig*  62  dargeötellten  Curven  in  Bezug  auf  einen   beliebigen 
schnitt  construiren.     Aus  einem  Ovale  wird  dabei  wiederum  ein 
wie  ein  Kegelschnitt  wieder  in  einen  Kegelschnitt  tibergeht;   lua 
Zuge   mit  drei  Wendepunkten   in  gerader  Linie  dagegen  ein  !icig| 
drei  Rückkehrtangenten  durch  einen  Punkte  und  zwar  ein  geschlo 
Zug^),  denn  derselbe  muss  ebenso  aus  einem  Strahlbüschel  diirch| 
mählige  Degeneration  erzeugt  werden  können,  wie  jener  Zug  mit 
Wendungen   aus  einer  Geraden.     Wir  haben  demnach  die  fo 
T^pen  von  Curven  driiier  hlasse: 

1)    Eint  heil  ige  Curven,    bestehend   aus    einem    einzigen   Zu^l 
drei  Rückkehrtangenten  (vgL  Fig.  fö  und  3  in  Fig.  64)»  I 


2)    ZwdlheUifje    Curvc ,    bestehend    aus 
umsehliessenden    Ovale 


emem 


solchen   Zuge  j 
Fig.    G:^,  uod 


einem   ihn 
Fig.  64). 

Im  letztern  Falle  kann  das  Oval  nicht  im  Innern  des  dreispil 
Zuges  liegen y   da   es  sonst  Punkte  geben  würde,   von  denen 

Fig.  i-^\  Fig.  04.  ►1«. 


fünf  Tangenten  an  die  Curve  ziehen  könnte.    Zwischen  iKfiden  Ca 
arten  stellt  sich  als  Uebergangsstnfe**)  die  Curve  mit  Doppeltand 

^J  Maü  erkennt  diei»  auch  daraufl,    dass   die  Curve   dritUT    Klab&e  mn 
gecbsteD  Ordntuig  ist,  und  daes  eine  Curve  gerader  Ordunug  ohne  Dofi^ptlp 
nU*  einen  nnpaaren  Zug  enthalten  darf;  vgL  die  Anmk.  auf  p,  491>. 

••)  VgL  da»n  Fig.  53  anf  p.  31«, 
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(vgl.  2  in  Fig.  64).  Wie  aus  dieser  Curve  die  zweitheilige  von  Fig. 
S3  entsteht,  wird  ans  der  Zeichnung  unmittelbar  klar  sein ;  die  Curve 
ron  Fig.  65  entsteht  dagegen  aus  der  Curve  3  in  Fig.  64  durch 
anende  Verzerrung  und  Projection. 

Wir  erhalten  femer  durch  dualistische  Uebertragung  sofort  die 
oJ^den  Sätze: 

Eine  Curve  dritter  Klasse  ist  im  Allgemeinen  von  der  sechsten 
^nng  und  hat  neun  Rückkehrtangenten.  Die  erste  Polare  einer 
eraden  v  in  Bezug  auf  die  Curve  9)  ==  t/«^  =  0  ist  ein  Kegelschnitt 
?Pg  =  0,  welcher  die  6  in  den  Schnittpunkten  von  v  mit  9  =  0  an 
ese  Curve  gezogenen  Tangenten  berührt.  Ist  v  insbesondere  eine 
mgente  von  y  =  0,  so  berührt  der  Kegelschnitt  die  Curve  dritter 
bsse  in  ihrem  Berührungspunkte.  Er  zerfallt  in  ein  Punktepaar, 
mn  die  Gerade  v  der  Bedingung 

Ay  =  iaßyy  VaVfiVy  =  0 

nfigt,  d.  h.  die  Hesse 'sehe  Curve  von  9  =  0  berührt;  und  letztere 
mre  wird  gleichzeitig  von  den  Geraden  berührt,  welche  je  zwei 
mkte  eines  solchen  Paares  verbinden.  Diese  Curve  hat  dieselben 
lekkehrtangenten,  wie  9  »=  0^  und  die  gleiche  Eigenschaft  kommt 
loi  Curven  der  Schaar  x^)  -|-  A  A^  =  0  zu;  doch  sind  ihre  Rückkehr- 

r\e  verschieden.  Die  Polare  einer  Rückkehrtangente  zerfallt  in 
Punkte,  von  denen  der  eine  der  Rückkehrpunkt  selbst  ist;  wüh- 
id  der  andere  einer  harmonischen  Geraden  dualistisch  entspricht; 
d  also  für  alle  Curven  der  Schaar  mit  gemeinsamen  Rückkehr- 
Renten  derselbe  ist. 

Von  jedem  Punkte  einer  Tangente  der  Curve  dritter  Klasse  k^nn 
Hl  noch  zwei  weitere  Tangenten  an  dieselbe  ziehen.  Sucht  man  zu 
»en  und  der  ersteren  die  vierte  harmonische  Gerade,  so  umhüllen 
stere  Geraden  einen  Kegelschnitt;  und  dies  ist  die  Polare  jener 
rten  Tangente.  Derselbe  zerfallt,  wie  erwähnt;  in  ein  Punktepaar; 
sin  die  Tangente  eine  Rückkehrtangente  war.  Die  9  Punkte  der 
entstehenden  9  Paare;  welche  nicht  in  die  Rückkehrpunkte  fallen, 
den  ein  System  von  Punkten,  welches  gleichzeitig  die  Grundpunkte 
r  einen  syzygetischen  Büschel  von  Curven  dritter  Ordnung  liefert; 

B.   W. 

Wir  werden  nun  zeigen,  dass  die  Schaar  von  Curven  dritter 
lase,  welche  zu  dem  Büschel  x/'4"  ^^  =  0  gehört,  nichts  anderes 
,  als  die  Gesammtheit  der  Cayley 'sehen  Curven  dieses  Büschels, 
B  darunter  also  insbesondere  die  Cayley'sche  Curve  von  /'=() 
bst  enthalten  ist.  Diese  Curve  müsste  unsem  allgemeinen  Formeln 
!blge  von  der  Klasse  6  sein  (vgl.  p.  368),  da  aber  bei  Curven 
tter  Ordnung  die  Hesse 'sehe  und  Steiuer'sche  Curve  zusammen- 

33* 
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fjilleiij    so  zühlt  jeiie  Tangente,  als  Verliindungsliuie  entsprechel 
l'mikte  beuler  Curveii.  doppelt     Die  Cayley'^cÄe  kt  daher 
driilen  Klasse. 

Diese  Vurve  wird  auch  gleichzdUg  von  den  Linienpaaren 
in  welche  die  ersten  Polaren  zerfallen  kennen.  Betrachten  wir 
zwei  einander  conjugirte  Punkte  x  und  tj  der  Hesse 'sehen 
so  dass  also  die  erste  Polare  von  x  in  y,  und  die  erste  Polare 
in  X  einen  Doppelptintt  hat.  Die  beiden  so  entstehenden  Linienpi 
schneiden  sieh  in  vier  Punkten;  und  alle  durch  diese  gehenden  Kej 
schnitte  haben  ihre  Pole  auf  der  Linie  xtj.  Unter  letzteren  Ke\ 
schnitten  ist  noch  ein  drittes  Linienpaar,  dessen  Doppelpunkt  z  efc 
falls  auf  der  Hesse 'sehen  Curve  liegen  muss,  während  der  zugehöi 
Pol  z'  ebenfalls  auf  xtj  liegt  In  z  schneiden  sich  ferner  die  7 
genten  der  Hesse 'sehen  Curve  in  x  und  tj*  denn  die  Taugen  teji 
ist  nach  dem  Früheren  (p,  5()l)  zugleich  die  lineare  Polare  ?oi 
Bezug  auf  die  Clrundcurve;  die  letztere  ist  identisch  mit  der 
von  X  in  Bezug  auf  das  zugehörige  Linienpaar.  Nun  sind 
ijf  z  die  Ecken  des  Polardreiecks,  welches  den  Kegelschnitten  i 
erwähnten  Büschels  gemeinsam  ist;  und  also  ist  die  lineare  Poli 
von  X  die  gegenüberliegende  Seite;  sie  tjeht  somit  durch  z.  Dies  ff" 
den  Satz: 

Die  Tangenten  der  Curve  von  Hesse  in  zwei  conjngirten  Punkt 
X  und  kj  derselben  schneiden  sich  auf  dieser  Curve  in  einem  Punku 
lüelcher  der  conjugirle  Pol  des  driilen  Schnitlpunklcs  derselben  Curpe  I 
der  Ceraden  xy  ist. 

Da  also  die  linearen  Polaren  von  x  und  y  sich  in  z  schneidl 
90  muss  die  ei-ste  Polare  von  z:  durch  x  und  y  gehen ;  und  weil  z  i 
Punkt  der  Hesse  sehen  Curve,  also  die  Polare  von  z  ein  Linienfi 
ist,  so  folgt:  ^fl 

Eine  (Jierade^  welche  zwei  conjnyirie  Pole  x  und  y  der  Hess^H 
Curve  verbindet f  d*  h,  eine  Tangente  der  CayleyVc/i^i  Curve,  M 
einen  Theil  der  ersten  Polare  des  PunAles  z,  welcher  dem  drillen  JM 
punkte  der  Linie  xy  mit  der  Ke^se' sehen  Curve  auf  letztens  ^^^j^H 
iit*    Und  damit  ist  unsere  Behauptung  erwiesen.  ■ 

Mit  Hülfe  dieser  neuen  Definition  der  Cay  lej'schen  Curve  kfl 
wir  ihre  Gleichung  leicht  aufstellen.     8ei  ^| 

f^aj^  EEEamXiXkXH  =  0  ■ 

die  Gleichung  der  Grundcnrve  dritter  Ordnung^  und  seteen  wir^| 

^  fk  =  aikiXi  +  aikiXt  +  aut^x^j  ^M 

so  wird  die  Bedingung,  dass  die  erste  Polare  eines  Punktet  x  i^| 
Linien  n  unil  r  zerfalle^  gegeben  durch  die  Gleichungen:  ^| 
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/*22  =  ^^2  2/3,  =  U^V^  +  t;3Wi 

As  =  ^zV'6       2/*,2  =  wj V.J  +  t;, W2 . 

Eliminiren  wir  hieraus  die  linear  vorkommenden  Grössen  Xi  und  vt, 
so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  C&jlej^schen  Curve  in  der  Form: 


(l) 


Mll 


^221 


*n2 


*222 


*I13 


^223 


2a, 
2a 
2a 


*331 
231 


^332 


*333 


3n 

121 


2  a, 
2  a, 
2  a 


232 


312 


122 


2  a 
2  a, 
2  a 


233 


313 


0 
0 
0 


123 


0 

«2 
0 

W3 
0 


0 
0 


0 


0, 


der  That  eine  Curve  dritter  Klasse;  dieselbe  Gleichung  würde  sich 
|fb  die  Vi  durch  Elimination  der  Xi  und  t/,-  ergeben.    Setzen  wir  ins- 
Jere  die  Curve  dritter  Ordnung  in  der  kanonischen  Form  (8)  als 
eben  voraus^  so  erhalten  wir  die  Bedingungsgleichungen: 

f\i  =  «^1  =  «'i«^!  2/23  =  2^a;,  =  «2^3  +  i;2«3 
/j2  =  ax2  =  W2«'2  2/'s,  =  2  bx^  =  1/3«;,  +  v^u^ 
fn  =  «^3  =  «s^'s      2/",2  =  2  ^0:3  =  w,  Vj  +  «^1^2 , 

hieraus   ei^eben  sich   durch   Elimination   der   xi  die   drei   Glei- 
ten: 

2 bu^  Vi  —  a  (1/2^3  +  1^2*^3)  =  ^ 
2  i^f/2^2  —  ^  ("1  ^^3  +  ^i  W3)  =  0 
2  ^f/j ^3  —  a  (W|  1^2  +  «'i «^2)  =  0  . 

wird  nach  Elimination  der  v,-  die  Gleichung   der  Cajlej^schen 
in  der  kanonischen  Form: 

2bui        — ^^^        — ^^2 
—  au^  2bu2        — ^^1 


2bu^ 


=  0, 


entwickelt: 

a^b  (t/j»  +  V  +  V)  +  («^  —  4^^0  W1W2W3  =  0. 
Gleichung  ist  genau  von  der  Form,  wie  die  Grundcurv(f  selbst; 
Cayley'sche  Curve  verhält  sich  daher  ebenso  zu  den  Ecken  des 
ordinatendreieckSy  wie  die  Grundcurve  zu  den  Seiten;  und  daraus 
dann^  dass  die  Cayley'sche  Curve  in  der  That  die  harmonischen 
enden  der  Wendepunkte  der  Grundcurve  zu  Riickkehrtangenten  hat, 
K>  in  der  von  ans  betrachteten  Curvenschaar  enthalten  ist.  Dasselbe 
It  f&r  die  Gay ley 'sehe  Curve  einer  beliebigen  Curve  des  Büschel«? 
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;c/+AA^O;  denn  um  ihre  Gleichung  zu  erhalten,  hraiiclit 
nur  in  (2)  hü  -\-  ka^  Hb  +  Aß  statt  a,  b  z\i  seizee^  wodurch  die 
der  (Tleichung  nicht  geändert  wird. 

Da  nun  bei  denjenigen  9  LinienpaareUj  welche  den  Wendepu 
alij  ertöte  Pularen  entj^prtsehonj  iuimor  eine  Gerade  des  Paare 
WeudetaDgente  ist,  so  werden  auch  letztere  von  der-  Oayley' 
Curve  berührt  und  sie  bestimmen  dieselbe  vollständig.  Mit 
dieser  Beötimraungsstücke  kann  man  dann  die  Cayley'sche  Cur 
spiiter  ?M  erörternder  Weise  construiren.  ~  Mit  den  reciprokei 
trachtuugen  vereinigt  stellen  wir  dieae  Resultate  in  den  folg 
Satzes  zusammen: 


Dk  ■  I  IFenfiefanf/enten  einer  je- 
den Cfinx'  di's  Bffsthcis  mit  gerne hi- 
Mimvn  U  'emicpunkten  busümmrn  eine 
Curve  S"*»^  Klmic^  und  diese  sämmt- 
ikheu  Curren  3**^'  K lasse  haben  gü- 
meimame  niiekkehtltmgm  ten . 

Die  durch  die  9  H'cndetmi^en- 
ien  einer  Curve  3**^  Ordnung  he- 
stimmie  Cnrve  3**^'  hin  um  ht  die  En* 
peloppe  dei'  Linienpaare^  in  welche 
die  Polareil  gewi$^er  Punkte  in  Bezug 
ay/  eniiere  Curve  zerfailen  können^ 
und  gldchzeiiig  die  Efwelöppe  der 


Die  9  Bikkkehrpmtku  ein 
den  Curee  der  Schau r  mit  tji 
samen  iUtckkehrtangentcn  besti 
eine  Curve  8***  Ordnung  ^  und 
mmmtiithen  Curven  3^*"'  Or 
haben  gemeinsame  H'endepmd 

Die  durch  die  0  Hiickkehfi 
eirwr  Curve  3**"*  hlasse  bes 
Curve  3**^  Ordnung  ist  der  0 
PunktepaarCj  in  toelche  die  f 
gewisser  Geraden  in  ßezui 
vrskTC  Curve  zerfaUen  k^mna 
gleichzeitig  der  Ort  der  Schnitt^ 


Vvrhindifngslinien  dieser  Punkte  mit  dieser  Geraden  mit  den  fh^p^ 
den  Doppelpunkten  der  zugehörigen  genien  der  zugehfirigen  Punkte 
Linienpaare. 

Unter  den  Curven  3*®'  Ordnung  fanden  sich  indess  4  System 
3  Geraden  (Wendepunktsdreiecke);  also  sind  unter  den  Curven  • 
Klasse  4  Systeme  von  3  Punkten  (bez.  die  Ecken  jener  Wendep 
dreiecke).  Auch  letztere  Curven  müssen  von  den  Wendetan^ 
einer  Curve  des  syzygetischen  Büschels  3*"  Ordnung  berührt  w 
es  folgt  also: 


Unter  den  Curven  mit  gemein- 
samen Wendepunkten  gibt  es  vier 
solche y  deren  Wendetangenten  sich 
dreimal  zu  drei  in  Punkten  schnei- 
den^ welche  die  Ecken  eines  Wende- 
punktsdreiecks bilden. 


Unter  den  Curven  mit  (j 
samcn  Rückkehrtangenten  gibt 
solche,  deren  Rückkchrpunkti 
mal  zu  drei  in  geraden  Lini 
gen,  welche  die  Seiten  eines  l 
punktsdreiecks  bilden. 


Dadurch   ist  für    die   betrefi'enden    Curven    dritter    Ordnung 
besondere    Invarianteneigenschaft    ausgesprochen;     und     wir    \ 
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«pöer  auch  die  Invariante  aufstellen,   durch  deren  Verschwinden  die- 
sdbe  bedingt  wird.  ~ 

Die  Hesse 'sehe  Curve  einer  Curve  dritter  Ordnung  konnten  wir 

«ch  als  Jakobi'sche  Curve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  auffassen. 

Wir  haben  gesehen^  dass  dies  Netz  gleichzeitig  das  allgemeinste  Kegel- 

'duittnetz  ist  (p.  384);   und  dies  Resultat  werden  wir  dadurch  be- 

itüiien;  dass  wir  geradezu  die  Gleichung  der  zugehörigen  Grundcurvc 

9"  Ordnung  aufstellen.     Wir  können  also  die  Hesse 'sehe  Curve  auch 

TttD  einem  solchen  Netze  ausgehend   definiren:    sie   ist   der  Ort  der 

Doppelpunkte  zerfallender  Curven  desselben.    Ebenso  lässt  sich  aber 

iueh  die  Cajley'sche  Curve  definiren    als  Enveloppe   der   Geraden, 

ao8  welchen    diese   zerfallenden   Kegelschnitte    bestehen;    und    unter 

I  Seaem  Gesichtspunkte  pflegt  man   letztere   Curve  als  Hermite'sche 

,  Oirve  des  Systems  zu  bezeichnen.*)    Die  Gleichung  der  3 2^\Loh VscJien 

'  iffer  ILesse' sehen  Cvrve  des  Kegelschnittneizcs: 

■..(3)    xfl^r^  +  A^ar^  +  ikcj  =  X ZaikXiXk  -f  A UbiuXiXk  +  /i EdkXiXk  =  0 

^  nach  dem  Früheren: 

1(1)  /  (flf,  h,  c)  =  (itbe)  axha:C.x  =  0 . 

Giewhumg  der  Hexmiie' sehen  Curve  desselben  ergibt  sich  aus  den 
hangen : 

2  (xttik  +  A bik  +  iieik)  =  UiVk  +  ViUk 
ih  Elimination  von  x,  A,  fi^  v^,  v^y  t^:n  sie  ist  also: 


SB) 


Symbolisch  lässt  sich  diese  Determinante  sehr  einfach  darstellen,  wie 
rir  sogleich  sehen  werden.  Wir  bezeichnen  als  zwei  zu  einander  in 
^e2ug  auf  das  Netz  conjugirte  Punkte  zwei  Punkte  der  Jakobi 'sehen 
/orve  der  Art,  dass  sich  die  Polaren  des  einen  in  Bezug  auf  alle 
[egelschnitte  des  Netzes  in  dem  andern  schneiden  (vgl.  p.  377). 
Jwei  solche  conjugirte  Punkte  stehen  hiemach  zu  einander  in  derselben 


«II 

*u 

Cn 

«1 

0 

0 

1 

ff« 

ftjj 

Cvi 

0 

«2 

0 

«3S 

2  ff« 

*33 
2*23 

Cj3 

0 
0 

0 

"3 
«2 

=  0 

2ff„ 

2*3. 

2c„ 

«3 

0 

«I 

2  «12 

2^2 

2  c,, 

M, 

«1 

0 

*)  Vgl.  Hermite  ih  Crelle's  Journal,  Bd.  57.  —  Für  die  folgenden  ünter- 
nchnogen  über  Kegelschnittnetze  und  conjugirte  Gewebe  vgl.  Smith:  Procee- 
ings  of  the  London  Math.  Society,  Mai  1868  und  liosance:  Math.  Annalcn, 
Kd.  6,  p.  264  ff.  —  Bein  algebraisch  sind  diese  Verhältnisse  neuerdings  von 
(nndelfiiiger  dargestellt  und  erweitert:  Crelle's  Journal,  ßd.  80,  p.  73. 
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ßeziahuogi  wie  zwei  Punkte  der  LI e s s e 't^chen  CufTe  einer  ( 
dritter  Ordnung,  Pol  und  Dappolpunkt  soiner  Polaren,  welche 
früher  als  coojugirfc  bezeichneten.  Die  Enveloppe  der  Verbindi 
linien  dieser  Punltte  war  aber  die  Cayley^achü  Curve;  also  1 
wir  den  Satz  (welchen  man  übrigens  auch  direct  für  Eegelschnitt 
leicht  in  obiger  Weise  ableitet): 

Dw  Hermite'^cAe  Curve  eines  Ke^eischniitmizes  ht  die  Enm 
der  Geraden  j  welche  die  in  Bezug  auf  dm  Netz  einander  cofijM^ 
Punkie  paanvei$e  verbmäen. 

Betrachten  wir  eine  Tangente  der  Curve^  so  müssen  hiemae) 
Schnittpunkte  eines  beliebigen  Kegelschnittes  des  Netzes  mit  ihr 
monisch  liegen  zu  den  beiden  conjugirten  P unkte n,  deren  Verbindi 
linien  die  betrachtete  Tangente  ist.  Letztere  wird  also  von 
Cnrven  des  Netzes  in  Punktepaaren  einer  Involution  getroflen, 
ist  aber  die  Bedingung  dafür^  dass  drei  binäre  Formen 

«1^  =  0 ,     b^^  =  0 ,     tf  =  0 

Punktepaare  derselben  Involution  daretellen,  laicht  anzugeben* 
dann  nämlich  müssen  dieselben  zu  dem  uilmlichen  vierten  1 
gleichzeitig  harmonisch  liegen.  Nun  sind  die  Paare  a^^  ^  0,  fr|' 
jedenfalls  harmonisch  zu  dem  Paare  &^^  =i  (ab)  a^b^  ^^  0  (vgl.  p,  1 
soll  also  auch  e^^  =^  0  zu  letzterem  Paare  harmonisch  liegen,  so 
die  Invariante  (ßc)^  verschwinden.  Die  gesuchte  Bedingung  ist  c 
gegeben  durch  die  Gleichung: 

{^cY  =  {ab)  (bc)  (ac)  =  0 . 

Nach  unserm  üebertragungsprincipe   (vgl.   p.   276)   ist   also   die 
chung  der  Enveloppe  der  Geraden,  welche  die  Kegelschnitte 

in  Punktepaaren  einer  Involution  schneiden,  d.  h.  die  Gleichunt 
Hermite'scÄ^w  Curve  des  Netzes*): 

(6)  H{a,  b,  c)  =  {abu)  {bau)  (acü)  =  0. 

Ganz  ähnliche  üeberlegungen  gelten  für  ein  Kegelschnittge 
wenn  wir  unter  diesem  Ausdrucke  das  dem  Netze  dualistisch  g 
überstehende  Gebilde  verstehen,  also  ein  System  von  Kegelschn 
gegeben  durch  die  Gleichung: 

(7)  l/t/a^+^y  ^^,,^2_0. 

Die  Jakobi'^rAc  Curve  des  Getvebes,  der  Ort  der  Doppeltangente: 
in  Punktepaare  zerfallenden  Curven,  ist  gegeben  durch: 

*)  Die  Vergleichung  eines  beliebigen  Gliedes  zeigt,  dass  sich  der  Am 
// (abc)  von  der  Determinante  (5)  durch  den  Factor  —  \  unterscheidet. 
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)  i  («>  /*;  r)  =  (S^ßr)  UaU^iUy  =  0  , 

d   die  Hermite'^c^  Curve  des  Gewebes^  der  Ort  der  Punktepaare 

r&llender  Kegelschnitte ;  gegeben  durch: 

)  H{a,  ß,  y)  =  (aßx)  (ayx)  {ßyx)  -  0 . 

Ein  solches  Netz  und  Gewebe  kann  man  nun  direct  in  einfache 
dirbindung  bringen ^  so  dass  das  eine  unmittelbar  durch  das  andere 
dingt  ist.  Alle  Kegelschnitte,  welche  mit  einer  beliebigen  Curve 
8  Netzes  (3)  vereinigt  li^en  (vgl.  p.  385  und  295),  d.  h.  alle  Kogel- 
hnitte  Ua^  =  0,  für  welche  die  Invarianten  öf«^,  ba^,  Ct^  verschwin- 
n,  bilden  offenbar  ein  Gewebe;  denn  die  Gleichungen 

heu  drei  lineare  Bedingungen  für  die  Coefficienten  «,*  von  m«^.  Wir 
dien  das  so  erhaltene,  mit  dem  Netze  (3)  vereinigt  gelegene  Gewebe 
braer  als  dem  Kegelschnittnetze  (3)  conjugirt  bezeichnen^  und  umge- 
iirt  dieses  als  jenem  conjugirt. 

Zunächst  entsteht  die  Frage  nach  dem  Zusammenhange  der 
ikobi 'sehen  und  Her  mite 'sehen  Curve  des  Netzes  mit  den  ent- 
nchenden  des  conjugirten  Gewebes ;  sie  erledigt  sich  sehr  ein- 
Zwei in  Bezug  auf  das  Netz  conjugirte  Punkte,  welche  also 
!der  Jakobi'schen  Curve  desselben  liegen,  sind  harmonische  Pole 
Eng  auf  alle  Curven  des  Netzes  und  bilden  demnach  einen 
ehnitt  des  conjugirten  Gewebes ;  denn  die  Bedingung  ö«^  =  0 
für  Ua^  =^  Ux  'Uy  über  in  ö^r^y  =  0.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  Jakobi'^cÄ^  Curve  eines  Kegelschnittnetzes  ist  identisch  mit  der 
\irrsL\te* sehen  Curve  des  conjugirten  Gewebes.  Und  dualistisch  ent- 
lechend: 

Die  JakobiVcÄ^  Curve  eines  Kegelschnittgewebes  ist  identisch  mit 
r  TlerrsLÜe' sehen  Curve  des  conjugirten  Netzes. 

Hieraus  können  wir  Schlüsse  auf  die  Beziehungen  zwischen  der 
Bsse'schen  und  Cayley'schen  Curve  einer  Curve  dritter  Ordnung 
ihen.  Die  erstere  ist  gleichzeitig  (in  dualistisch  übertragenem  Sinne) 
i  Cayley'sche  Curve  derjenigen  Curve  dritter  Klasse  der  Schaar  mit 
taeinsamen  Bückkehrtangenten^  deren  Polarkegelschnitt- Gewebe  zu 
Bi  Polaren -Netze  der.Grundcurve  conjugirt  ist.  Und  die  Hesse'sche 
mre  dieser  Curve  dritter  Klasse  ist  identisch  mit  der  Cayley 'sehen 
nre  der  Grundcurve  dritter  Ordnung.  Wir  können  die  Gleichung 
lier  Cnrve  dritter  Klasse  selbst  auch  aufstellen,  sobald  es  uns  ge- 
igt, die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung  anzugeben,  deren 
ilarsystem  mit  dem  Netze  (3): 

HaJ^  +  XbJ  +  lLC:c''  =  ^^ 

mnmenfallt.     Zu  dem  Zwecke  müssen  wir  einen  Satz  voraussetzen, 
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deu   wir  später  bei  Ifetmchtuiig  der  lernnren  cubi^cheu   F< 
weisen  werden,     Ist  uüs  die  Ürundcurve  dritter  Ordnimg  gegt 

(10)  p,^  =  gj  =  rj^s^^  =  0^ 

wo  Pf  t/j  r,  s  gleichbedeutende  Symbole  sind,  und  soll  ihr  S; 
er^iten  ralaieii  mit  dem  Netze  (1)  identisch  sein,  ao  ist  die 
ihrer  U esse 'sehen  Curve: 

/  («,  b,c)-  (nl^e)  ii.A,.r,  -  //  =  fj  =  fj  =  i> 
und  die  Gleicliung  ihrer  Cayley 'sehen  Curve: 

ß  (flfj  b^  c)  i=  {iii/t4)  (acti)  (bct(]  ^  u/^^  ~  i/^^^  __  ua-^  ^ 

Zwischen  p^^^  und  «^^  beateht  nun  —  und  das  ist  der  erwl 
aus  der  Formentheorie  —  die  Relation: 

(11)  iPA^UA^P^^S  .  U^ 

WO  S  eine  liiTariante  der  Grundcurve  ist,  nämlich! 

S  =  (pqr)  {pq$)  (prs)  {grs) , 
Die  tileiehung  (11)  sagt  aber  au^,  dass  (wenn  nicht  S  ^  nj 
eittes  Punktes  x  in  Bezvg  auf  eine  Curve  dritter  Gramme  mit  r/ 
einer  G^radeti  u  in  Bezug  mif  die  Ghjley'sehe  Curve  immer  ven 
wenn  x  und  u  vereinig  Hegen»  Öind  also  w,  v  ^wei  Gerad 
sich  in  y  ichneiden,  so  können  wir  den  Kegelschnitt  des  1^ 
welcher  Polarkegelschnitt  von  ;/  in  Bezug  auf  die  Curve  p^ 
dadurch  bestimmen,  dass  er  mit  den  Polarkegelschnitten  vor 
in  Bezug  auf  //  (a,  b,  c)  =  0  vereinigt  liegen  soll;  d.  h.  es  i 
Gleichungen  bestehen: 

xaj^+  kbj  +  /ir,.'   =U 

u,(xa^^  +  kb,,''  +  ^c,'')  =  0 

VA  {xaA^+  lbA'  +  ^CA')  =  0, 
Durch  Elimination  von   x,   A,   fi   finden  wir    hieraus    für  d 
kegelschnitt  des  Schnittpunktes  ij  von  u  und  v  (d.  i.  für  p,.  (j 
die  Gleichung: 

oJ        bj  cj 

(12)  a^''         b,;'  c^?   uuVH'  =  0.  . 
(th''^         M          O.V 

Diese  Determinante  haben  wir  so  umzuformen,   dass   in   ihr 
dinaten  von  y  statt  derer  von  u  und   v  vorkommen;    wenn 
y,  =  Xi  setzen ,   so   resultirt  die  gesuchte   Gleichung    der    G 
/^a^  =  0.     Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Deterrainante: 

[  aj        bj        cj  I 

,  a:'        b,'        c,^ 


\ 


Die  Cnnren  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse.  523 

in   die   linke   Seite   von   (12)    übergeht,    wenn  man  y,  =  ä„ 
■'  setzt  und  mit  UkVh'  multiplicirt. 

16  Determinante  D  verschwindtit,  .sobald  irgend  zwei  der  Werth- 
^  a^  bj  c  oder  x^  y,  z  einander  gleich  werden ;  sie  ist  daher  eine 

Combination  der  beiden  Bildungen 

6  {xyz)  .  ijciyiz  -=  i^l/z)  .  (abc)  .  ^  a^^byr. 
6  {hyz)  {hzx)  (hxfj)  =   >^  (abu)  (acv)  {bcw) , 

M,  V,  fV 

:h    die  Summenzeichen   auf   alle    verschiedenen   Ausdrücke    er- 
n,   welche  durch   Vertauschung  von  x,  tj,  z,   aus  a^byd,  bez. 
Vj  w  aus  (abu)  (acv)  {bcw)  entstehen,  und  wo  gesetzt  ist: 

^\  =  (y  ^)i  =  ^2  ^3  —  1/3  ^2  9  etc. 
i;,  =  {zx\  =  2.^x.^  —  x.^z.;^ ,  etc. 
Wi  =  {xy\  =  x.^tj^  —  ^3 ^2 ;  ^^' 
ftben  sonach  die  Relation: 

D  =  m  (xyz) .  ix^yh  +  «  (Äyz)  {hzx)  {hxy) , 

und  n  Zahlenfactoren  sind.     Zur  Bestimmung  derselben  setzen 
^besondere 


=  \\     X^  =  Oj     0^3  =  0 

=  0,    z^^O,    Zn  =  l 


W,    =  1  ,       «2=0,       «3    =  0  , 
V^     =0,       1^2    =   1.       «^3=0, 

t^i  =  0,     tVo  =  0,     10^=:  l , 


Ox     *™  ^1    ;  ^x    —  •'^2   »  ^«^     ^3    • 

wird,  da  SI{a,  b,  c)  gleich  der  Functionaldeterminante  der 
ormen  und  H  {a,  b,  c)  gleich  der  mit  —  2  multiplicirten  Deter- 
^  (5)  ist*): 

/  (fl,  b,  c)  =  x^x^X;^,      H  (fl,  b,  c)=  -  ii^u.^u.^ , 

so  in  (13): 

{xt/z)  =  1 ,     Uvh  =  i,     {hyz)  {hzx)  (hxy)  =  —  i  . 

d  die  Determinante  D  vermöge  unserer  Substitution  den  Werth 
nmt.     Wir  haben  also: 

6  =  m  —  n, 

18  setzen  wir  aj^  =  x^x^^  h^^  =  x^x^,  Cr^  =  a:, o-jj  dann  wird 
;her  Weise: 

/  (a,  h,  c)  =  ^x^x^x^ ,     H  (a,  b,c)  =  )^  w, «2^3  5 


pl.  ^e  Anmk.  auf  p.  620. 


I 
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während  B  jetet  den  Werth  0  annimitii     Die  Gleichung  (13)  | 
souach  über  in: 

0  ==/«-(-  2  w  5 

und  aus  den  m  erhaltenen  Gleichungen  für  m^  n  lindet  man! 

r*  ^  —  2.     Wir  haben  also  das  Resultat*) :  1 


..1 


i?  = 


^J      V      ^/ 

a/        b^^        c^^ 


4  (xffz)  ixfy^s  —  2  (hfjz)  (Azii?)  (Aä| 

Set^en  wir  hierin  endlich  tji^hi^  z,  =  A,'  und  multiplici^en  wi 
und  i/^',  80  erhalten  wir  links  den  Ausdruck  (12)  und  rechts: 

{4(  hh'x)  Uhh  -  2  (Ä-'A/O  (A"  fix)  (ro^Ä)}  .  «A  r^. .        j 

Wegen  der  Vertauschharkeit  von  k  und  A'  ist  dies  ferner  gleieh:  ^ 

{2  (A  h'  x)  LU^  —  (AA'A^')  (/rAV)  (AA^'x)}  (i^,  i^^^  —  i^*  »a  )  •    , 

Tmgt  man  hierin  tji^  (utf)i  ein,  so  sinO  also  dk  Giekhutig  der  M 
des  Punkteu  y  in  Bezu^  auf  die  Cnrm  drilicr  Ordnunff,  deren  He« 
sehe  Curve  durch  I  (aj  b^  c)  ^  ij  =^  (\  deren  Ü^yl^y^scfie  Curt^  ^ 
ff  {a.bfC)  ^  i/a^  =  0  gegeben  ist: 

2 (AA»  (AÄ'x)  i^uiV  —  (hh*tj)  {fTHx)  {hh'x)  {hh'h")  =  0. 

Für  gi  ^  Xi  erhalten  wir  also  als  Gkichmifj  der  üurve  dritier  Ord 

deren  Polarennetz  mit  dem  Netze  (3)  zusammefifäHi: 

(16)  pj"  ^  2  ihKxf  U,Ja*  —  (A A'A")  (A A'x)  (A'A'^x)  (A^A^)  ^  0. 

Ganz  in   gleicher  Weise   können  wir  nun  auch  die  Curve  dd 
Klasse  ti«^^0  finden,  deren  Polarkegelschnitte  das  zu  (3)  conj 
Gewebe : 

bilden.    Die  Jakobi'sche  und  die  Hermite'sche  Curve  des  lel 
seien  gegeben  durch  die  Gleichungen 

I  (a,  ß,  y)  ^  wr'  -^0,     H(ü,  ß,  y)  =  ff,^  =  0  . 

Alsdann  haben  wir  als  Gleichung  dieser  Curve: 

(17)  H^'ii^2 {ff/I'uy HiJijUt  —  {HH'ir){Hitu){H'a''u){H*^nH) 

Wir  können  auch  hierin  die  Symbole  von  /(a^b^c)  und  //{«,! 
einführen,  denn  die  Curven  n/^  ^  0,  H^r^  ^  0  sind  bez,  identtioli 
den  Curven  Uk^=^(\  ir^^O.  Wir  haben  also,  wenn  c,  c  Zai 
factoren  bedeuten; 


•)  Diene  Formel  kann  man  aiicli   mit  Hülfe   der   von    Gordan   ItSr  F« 
mit  inehrereu   Reilnu   von    Veriiiiderlichen  (j-,  y^  z)  gegcbenetL  Beibi£a«a^ 
Inngen  ableiten :  Math.  Annaienj  Bd.  5,  p.  106,  — 
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/(«,  *,  c)  =  c  .  H{a,  ß,  y)  .     H(a,  b,c)  =  c'.I  (a,  ß,  y)  . 

Q  c,  c  ZU  bestimmen;  betrachten  wir  wieder  das  specielle  Kegel- 
mittnetz,  dessen  Curven  ein  gemeinsames  Polardreieck  besitzen: 

d  fiir  welches  1  {a,h,  c),  ff(a,b,c)  durch  (14)  bestimmt  sind. 

Ein  Kegelschnitt  i/«'  =  0  des  conjugirten  Gewebes  muss  mit  den 
>ppellinien  a:,^  =  0,  ajj^  «=  0,  0:3^  =  0  vereinigt  liegen,  d.  h.  die 
Dien  a:,  =  0,  ajj  =  0,  x<^  =  0  berühren;  dies  Gewebe  ist  also  dar- 
stellt durch: 

VU1U2  +  (>W2^3  "t"  <^^3W|  =  0, 

;d  wir  haben  daher  wegen  (14)  und  (15): 

(ff{a,  /J,  y)  =  i  x^x^x^  =       i  ^  («;  ^>  c) . 

(  iflt  daher  c  ==»  2,  r'  =  —  4  zu  setzen ,  und  für  die  Symbole  /,  ff, 
i  bestehen  die  Beziehungen: 

Bnen  wir  mit  Hülfe  dieser  Relationen  die  Symbole  h,  i  in  die  Glei- 
(17)  ein,  so  erhalten  wir  endlich  als  Gleichung  der  Curve  dritter 
f,  deren  Pölarkegelschnitte  das  zu  dem  Netze  (3)  conjugirte  Gewehe 
für  welche  also  /T  («,  ^,  r)  =  0  die  Hesse'^cÄ^,  1  {a,  ^,  c)  =  0 

^C^jlej'sche  Curve  ist: 

I)  —  i  11^3  =  (,-,-«)2  ^^^^f^  +  (ifr)  iitu)  {rru)  {fiu)  =  0 . 

\  Polare  eines  beliebigen  Punktes  y  in  Bezug  auf  px^  =  0  und  die 
mre  einer  beliebigen  Geraden  v  in  Bezug  auf  Un^  =  0  liegeji  vereinigt, 
i  aas  der  Ableitung  der  Gleichung  (19)  folgt;  d.  h.  unabhängig  von 
&  y  and  v  besteht  die  Relation: 

J)  Pn^PyVn  =  0  . 

Die  gewonnenen  Resultate  können  wir  benutzen,  um  die  Resultante 
r  drei  Kegelschnitte  a^^  bj^^  cj^  aufzustellen.  Sollen  dieselben  näm- 
ii  einen  Punkt  y  gemein  haben,  so  ist  dieser  Punkt  doppelt  zählend 
I  Kegelschnitt,  welcher  mit  allen  C^  des  vorliegenden  Netzes  ver- 
1^  li%^  d.  h.  er  bildet  einen  Kegelschnitt  des  conjugirten  Gewebes; 
d  wir  dürfen  t/y*  =  u,/  setzen.  Dann  wird  aber  nach  den  Glei- 
pmgen  (18): 
«,  *,  c)  =  2  {aßx)  (ßyx)  (ccyx) ,     ff  {a,  b,  c)  =  —  4:  Uy  .  {aßy)  UaUß . 

e  Jakobi'sche  Curve  1^^  =  0  hat  also  den  Punkt  y  zum  Doppel- 
ÜJ[te;  und  alle  Polark^elschnitte  derselben  gehen  durch  y.  Hieraus 
gt,   dass  der   Kegelschnitt   Uy^  =  0  mit   allen    Kegelschnitten    des 
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Syst^ema  der  ersten  Polaren   von   i\^  =  0  vereinigt  liegt|  d. 
kann  in  dem  Gewebe  vuj  *f  ^w^^^  +  any^  ^^  0  eine  Curve  (i 
i/j^')  so  bestimmen,  dass  die  drei  (ileiebungen  bestehen: 

thid  durch  Elimination  von  v^  q^  0  ei^ibt  sich: 


'/ 


Cai) 


Nnn  besteht 
D  gefandenen  n 


IC''''0 


'.' 

*.*' 

V 

l'a' 

'V 

O' 

r„.^ 

O' 

.-,..' 

"^tsD  id  7.11  der  für  die  obige  Deten 

ung: 

=  w)  u/V/Wj  —  2  (ffüw)  {/fwm)  j 


Wy 


■  '*     ^   (l>«?)    (»»•«)    (itll*)  . 

/^   aber  gibt  die  in  (2i;  auttretende  Determinante,   wenn   wir 
u  durch  /,  r;  durch  {^  w  durch  i*'  ersetzen*     Die  Bedingunt^  dafü 
die  drei   Kegelschnitte  a^^  =  Q,   hj^  =  0,  c,r^  =  0  eineti   Punkt 
haben  (oder  dass  im   conjugirten  Gewebe   ein   doppelt   zählender 
auftritt)  ist  also: 

(22)        {ii'ty  i,i\t\ -  (itf)  {ift")  {irr)  {tt'D  =  o , 

wo  ijc^  =  0  die  Jakobi'sche,  w/,^  =  0  die  Hermite'sche  Cun 
Netzes  darstellt;  und  dualistisch  entsprechend  die  Bedingung  / 
Auftreten  einer  Doppellinie  in  dem  Netze  der  Kegelschnitte  aj^^  l 
(oder  einer  gemeinsamen  Tangente  der  Curven  des  conjugirten  Gewt 

(23)     2  {hh'hy  ihiu'ih"  +  {hU h")  {h hlC)  {hh" h"')  {h'K'h"')  =  ( 

Wir  heben  schliesslich  noch  als  Resultat  der  soeben  geleg* 
angestellten  üeberlegungen  über  das  besondere  Kegelschiiittnetz 

xXy^  +  Xx^^  +  fio:/  =  0 
die  Sätze  hervor: 


♦)  Die  von  uns  hier  betrachteten  Bildungen  sind  sämmtlich  (schon 
ihrer  Bedeutung)  Combinanten  des  Netzes  bez.  Gewebes  (vgl.  p.  303  ui 
Der  in  Obigem  hervortretende  Zusammenhang  derselben  mit  der  Det^rms 
ist  kein  zufälliger;  vielmehr  hat  Gordan  nachgewiesen^  dass  aite  Comb 
des  Netzes  als  Functionalinvarianten  dieser  Determinante  darstellbar  sein  i 
Math.  Annalen,  Bd.  5,  p.  116. 
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Das  amjugirte  Gewebe  zu  einem 
ize,  dessen  Kegelschnitte  ein  ge- 
insames  Polar äreieck  haben,  be- 
ht  aus  den  die  Seiten  des  Dreiecks 
'Ohrenden  Kegelschnitten. 


Das  conjugirtc  Gewebe  zu  einem 
NetzCy  dessen  Kegelschnitte  drei 
Punkte  gemein  haben  ^  besteht  aus 
den  Kegelschnitten,  welche  das  durch 
die  Punkte  gebildete  Dreieck  zum 
Polardreiecke  haben. 


.    Zur  Oeometrie  anf  einer  Gorve  dritter  Ordnung.  —  Erzengungs- 

weisen  derselben. 

Zu  jeder  Curve  dritter  Ordnung  des  Büschels  x/*  +  ^A  =  0 
t  gemeinsamen  Wendepunkten  gehört  eine  andere  Curve  desselben 
achels  als  deren  Hesse'sche;  gegeben  durch  die  Gleichung: 

AT,  Z  vom  dritten  Grade  in  x,  A  sind  (vgl.  Gleichung  (3)  p.  505). 

696   Beziehung  zwischen  beiden  Curven   ist  aber  nicht  umkehrbar. 

U  nämlich  die  Hesse'sche  Curve  von  x/^-f- AA  =  0  mit  /"=  0  zu- 

nmenfallen;  so  muss  £^=0  sein^  damit  die  Relation  ^jtX^=K.f 

liehen  kann.    Da  aber  L  die  Grossen  x^  A  in  der  dritten  Dimen- 

enthält;  so  haben  wir  den  von  Hesse  gefundenen  Satz: 

Eine  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  ist  die  Hesse'^rÄ^  Curve  von 

anderen  Curven  dritter  Ordnung, 

'assen    wir   nun   eine   vorliegende   Curve   als   Hesse'sche   einer 

auf,  so  sind  damit  die  Punkte  derselben  paarweise  einander 

ordnet,  und  zwar  der  Art,  dass  der  Polarkegelschnitt  des  einen 

eines  Paares  im  andern  Punkte  einen  Doppelpunkt  hat:    Es 

i^  nach  unserer  früheren  Bezeichnung;  zwei  conjugirte  Pole  in  Bezug 

^das  Netz  der  Polarkegelschnitte  der  gewählten  Grundcurve,  oder, 

I  >TO  uns  kurz  ausdrücken  wollen,  ein  Polepaar  der  Hesse 'sehen 

rre.    Aus  unserem  letzten  Satze  folgt  also: 

;  Man  kann  eine  allgemeine  Curve  dritter  Ordnung  /*  =  0  auf  drei  ver- 
yedene  fFeisen  in  Punktepaare  (Polepaare)  auflösen,  so  dass  die  Punkte 
Itt  jeden  Paares  conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  das  Netz  der  Polar- 
fdschniite  einer  Curve  9  =  0  sindy  für  welche  f  =0  die  Resse^sche 
ne  isi.^) 

Wir  haben  also  auf  der  Curve  drei  verschiedene  Systeme  von 
ilepaaren.  Für  die  Paare  eines  Systems  gilt  nun  der  folgende 
ditige  Satz: 

]  fFenn  man  die  Punkte  zweier  Polepaare  desselben  Systems  kreuz- 
pt  verbindet j  so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  auf  der  Curve, 
it  dkse  Schnittpunkte  bilden  ein  drittes  Polepaar  desselben  Systems. 

^  VgL  Maclanrin  nnd  besonders  Hesse  a.  a.  0. 
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Es  seien  die  Polepaare  1^  1'  und  2,  2'  gegeben;  es  solk 
die  Linienpaare  12,  i'2'  und  12\  V2  sich  in  zwei  Punkten  3 
schneiden,  die  wieder  ein  Polepaar  sind.  Wir  nehmen  zum  Bew 
Nebenseiten  des  durch  die  Linien  12^  V"/,  t'2,  12'  hestimml^ 
standigen  Vierecks  tu  Seiten  des  Coordinatendreiecks;  ferner  bet 
wir  die  Constanten  in  den  Coordinaten  so^  dass  die  Gleicbl 
einen  Seite  des  Viergeits,  etwa  12  wird: 

^i  +  -^^^  +  ^'3=0; 
dann  sind  nach  den  Sätzen  über  das  Vieraeit  (p.  fiG)  dia  Glei^ 

von    r2'  ;       ^^  -|"  ^^  ^  *^:i  ^^  **  - 
„     fg  :       or,  —  X. +  .r3==0, 
„     12*  :  — ar,  +x, +  .T3  =  Ü, 
nnd  von  TT',  22",  3f  be«: 

Die  Coordinaten  der  Punkte  1^  V  »ind  in  Folge  dieser  Festsefc 

;c,  =0,    x^=l,    x,i  =  — ] 
^^=0,     :^,  =  1,     x;,  =  +  l; 

damit  sie  also  conjugirte  Pole  eines  Kegelschnittes  EaikXiXt,  = 
muss  «22  —  «33  =  0  sein,  und  ebenso  damit  2  und  2'   conjugir 
in   Bezug    auf  denselben  Kegelschnitt  sind:    «,,  —  a.^,^=0, 
folgt  aber  die  dritte  Gleichung:  «, ,  —  ö^^  =  0,  d.  h.  auch  3, 
conjugirte  Pole  für  die  Curve  UaikXiX^  =  0.     JVenn  also  zwe 
von  gegenüberliegenden  Ecken  eines  vollständigen  Vierseils  conjugi 
für  einen  KegelschniU  sind^  so  sind  es  auch  die  Punkte  des  dritten 
Und  hieraus  ergibt  sich    unmittelbar    der   von   uns  aufgestell 
über  die  Polepaare  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  da  sie  a 
jugirte  Pole  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  eines  Netzes  definirt 

Aus    diesem    Satze  können    wir   nun    nach    dem    Vorgauj 
Schröter  eine  sehr  einfache  Construction  der  Curve  dritter  0 
ableiten.     Eine  solche  ist  nämlich  durch  drei  Polepaare  desselben 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt;   und  zwar  kann  man  diese  Pi 
beliebig  annhemen. 

Ist  für  das  betreflfende  System  von  Polepaaren  tp  ^^  a^.^  = 
Gleichung  der  Grundcurve,   auf  deren  Hesse'scher  Curve  /*  = 
Polepaare  liegen  sollen,  und  bezeichnen  wir  mit  o:,,  xl\  t/i,  y/-,  r, 
Coordinaten  der  in  den  drei  gegebenen  Paaren  vorkommenden 
so  bestehen  die  Gleichungen; 
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a^«jr'ffi  =  0        ayay'CCi  =  0        «.«;'«!  =  0 
(1)  crjpa,.a2  =  0         «^«^.«2  =  0         azCCi'CC2=^0 

cCjcUjc'a^  =  0         aytty'ttz  =  0         «jas-  aa  =  0 . 

Und  dies  sind  9  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Coeffieienten 
Ton  q>=  «jc^;  mit  aj^^  ist  aber  auch  die  zugehörige  Hesse 'sehe  Curve 
bestimmt^  w.  z.  b.  w.  Um  einzusehen,  dass  die  Gleichungen  -(1) 
wirklich  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  nicht  unendlich  viele  Lö- 

I  sangen  zulassen,  kann  man  folgenden  Weg  einschlagen.  Wir  wählen 
die  drei  Punkte  Xj  y,  z  zm  Ecken  eines,  Coordinatendreiecks;  durch 
die    zugeordneten  Punkte  Xj  y,  z    sind  dann  aus  (1)  die  folgenden 

Gleichungen  fOr  (p  gegeben: 

a*cfi^    =  0        ay'U^cc^  =0        «.«jai  =  0 
(2)  «^'«laj-^O        «y«2^    =0        «,.«3^2  =  0 

«*'«!  «3  =  0  ayÄo  «3  =  0  «5  «3*^      =  0  . 

In  diesem  Gleichungssysteme  kommen  die  Coeffieienten  cc^^^,  a^y^ 

nur  in  den  Diagonalgleichungen  vor,  werden  also  am  Schlüsse 

bestimmt.     Die   übrigen  a  bestimmen  sich    dann    (abgesehen 

on  «1537   durch  welches  alle  anderen  a  sich    ausdrücken)    paarweise 

zwei  der  Gleichungen  (2),  z.  B.  a^^^  und  «^j-i  ^^*^' 

«112^1'  +  «122^/  +  «123^3'  =  0 

«112^1'  +  «1222^/  +  «123  J/3'  =  0. 

ei   muss  jedoch  x^'y^  — oc^y^    von  Null  verschieden  sein;  es  darf 
I  die  Verbindungslinie  der  zu  zweien  der  Punkte  x,y,  z  gehörigen 
x',  y'j  z'  nicht  durch  den  dritten  Punkt  gehen.     Alle  Bedin- 
für  die  Amführbarkeil  der  Operationen  sind  somil  erfüllly  wenn 
festsetzt,  dass  von  den  0  Punkten  der  3  Paare  niemals  drei  zu- 
gehörige auf  einer  Geraden  liegen  sollen, 
Oeht  man  nun  von  den  drei  gegebenen  Paaren  IT,  22,  ^^3'  aus, 
kann  man  beliebig  viele  neue  Paare  nach  dem  soeben  gegebenen 
constrairen;  dass  die  Verbindungslinien  zweier  Paare  sich  auf 
Ciirve  und  zwar  in  einem  neuen  Paare  schneiden.*)    Man  erhält 
z.  B.  durch  die  Schnittpunkte  der  Linien  12,   r2'  und  12',  1'2 
nenes  Paar  44';  ebenso  aus  den  Paaren  11',  33'  ein  neues  Paar 
iT,  dann  aus  33',  44'  ein  Paar  66',  aus  55',  22'    ein   neues  Paar 
tT,  n.  8.  w. 

Man  kann  hiernach ,  wenn  drei  Polepaare  desselben  Systems  auf  einer 
rve dritter  Ordnung  gegeben  sind,  beliebig  viele  Punkte  der  Curve  construiren. 

•)  Diese  CJonatruetion  ist  von  Schröter  angogeben:  Ueber  Curven  3*^' Ord- 
(Bg,  Math.  Annalen,  Bd.  V,  p.  50;  vgl.  auch  Clebsch:  Ueber  zwei  Erzeugung«- 
rten  der  ebenen  Cnrven  3^«'  Ordnung,  ib.  p.  422. 

Clebacb,  Vorleinngen.  .'U 


I         und    zwar  leistet  diese  von  Schröter  angegebene  Construeticiu 
an  Einfachheit  das  Aeusserste,  was  man  verlangen  kann:    man  erhiUt 
jeden    neuen  Punkt   der  Curve   ak   Kreuzungspunkt  zweier  Geraden™ 
ohne  weiterer  Hülfgilinien  zu  bedürfen»  .  ^M 

Gegenüber  diesen  drei  Systemen  von  Polepaaren  zeigen  in  fi^ini^H 
auf  das  Reelle  und  Iraagioiire  die  ein-  und  zweitheiligen  Curren  dritter^ 
Ordnung  ein  wesentlich  verschiedenes  Verhalten.  Man  übersieht  die*  I 
leicht  mit  Hülfe  des  bei  den  Kegelschnittnetzen  (p.  516)  gegeben«!  I 
Satzes,  daas  sich  die  Tangenten  der  Curve  in  den  Punkten  eines  Pol^J 
paares  wieder  in  einem  Funkte  der  Curve,  ,,dem  zugehörigen  Tarnjcntisl^M 
pnnk(e^\  schneiden;  ein  Satz^  welcher  sieh  übrigens  aus  dem  He£f^H 
sehen  Satze  über  das  von  zwei  Polepaaren  gebildete  Vierseit  unmitt«lbl^| 
ergibt,  wenn  man  die  beiden  Paare  einander  unendlich  benachbid  ■ 
annimmt.  Gehen  wir  umgekehrt  von  einem  Punkte  0  als  Tangeutiilr  ■ 
punkte  aus,  so  gehören  ihm  vier  Punkt«  1,  2,  3,  4  zu:  die  B^rüh- ■ 
ningspunkte  der  vier  von  ihm  an  die  Curve  gelegten  Tanger teo.  I 
Nehmen  wir  etwa  den  Punkt  1  heraus,  so  kann  zu  ihm  als  eonJQgirtff'l 
Pol  in  einem  der  tlrei  Systame  nur  einer  der  Punkte  2,  3,  4  gi^hrmfi»« 
Also  sind  die  Punkte  2^  3,  4  diejenigen,  welche  bez.  mit  l  in  difti 
drei  Systemen  von  Polepaaren  ein  Paar  bilden;  und  wir  hahctfl 
den  Satz:  ^ä 

Die  vkr  Berührungspunkte  der  vier  van  einem  Punkte  der  Cvnßi  ^M 
dieselbe  zu  iegenden  Tangenten  bilden  sechs  Polepaare;  und  zwar  gekH^^ 
je  zwei  sich  ergänzende  Paare  zu  einem  der  drei  mögliehen  Sgs lerne,    V 

Letzteres  folgt  daraus,  dass  immer  zwei  der  sechs  Polepaare  t^B 
13,  14,  23,  24,  34,  die  keinen  Punkt  gemeinsam  haben ^  zu  deoiMlI^I 
Systeme  gehören  müssen,  und  man  so  die  Paare  nur  in  einer  W<^H 
einander  zuordnen  kann.  Da  in  den  vier  Berührungspunkten  d^| 
Tangenten  die  Grundcurve  von  dem  Polarkegelschnitte  des  Tangent^^ 
punktes  geschnitten  wird,  können  wir  den  Satz  unter  Berncksichtigiii^H 
des  Hesse 'sehen  Satzes  vom  vollstiindigen  Vierseit  (p.  527)  iiil|^V 
folgend ermassen  aussprechen:  ^m 

Der  Polarkegvlschnilt  eines  Punktes  der  Curve  dritter  CMM^h 
schneidet  dieselbe  in  vier  Punkten,  deren  kreuzu>ei$e  Vctbindunf^sHtj^m 
sich  wieder  auf  der  Curve  treffen.  ^^^k 

Von  den  betrachteten  vier  Tangenten  gehen  nun,  wenn  ihr  0^^^! 
sanier  Schnittpunkt  auf  dem  Zuge  mit  drei  Wendungen  lii^^  ^^^1 
zwei  an  das  Oval,  welches  bei  einer  zweitheiligen  Curve  Torbtfl^H 
ist,  denn  an  ein  Oval  kann  man,  wie  an  einen  Kegelschnitt^  ^"^H 
jedem  Punkte  ausserhalb  desselben  zwei  Tangenten  ziehen;  An  dH 
Zug  mit  drei  Wendungen  kann  man  also  von  einem  Punkte  tiessell 
nur  noch  zwei  Tangenten  ziehen*  Fehlt  aber  das  Oval  (abo 
einer    ein theil igen    Curve),     so    werden    zwei     der    vier    Tangvtt 
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imaginär.     An    eine   eintheilige   Curve    dritter    Ordnung    kann    man 

daher  von  einem  ihrer  Punkte  aus  nur  zwei  reelle  Tangenten  ziehen. 

Ton  einem  Punkte  des  Ovals  dagegen    kann    man    überhaupt   keine 

reelle  Tangente  an  die  Curve  legen,  denn  eine  solche  müsste  das  Oval 

\  immer  noch  in  einem  zweiten  reellen  Punkte  schneiden;    was  nicht 

I  möglich  ist,  da  die  Gerade  dann  4  Schnittpunkte  mit  der  C^  haben 

i  wflide.    Aus  diesen  üeberlegungen  in  Verbindung  mit  dem  Vorher- 

gebenden  ergibt  sich  für  die  Vertheilung  der  Polepaare  auf  der  Curve 

dtt  Folgende. 

Eine  zweilheüige  Curve  kann  man  mittelst  der  Seh  röter 'sehen 
G)n8faraction  auf  drei  Arten  in  reeller  Weise  erzeugen.  Bei  zweien 
derselben  durchläuft  ein  Punkt  des  Polepaares  das  Oval,  der  andere 
Joi  Zug  mit  drei  Wendungen;  bei  der  dritten  Erzeugungsart  bilden 
die  Punkte  des  Ovals  eine  Schaar  von  Paaren,  die  Punkte  des  unend- 
Kelien  Zuges  eine  andere.  Bei  einer  eintheiligen  Curve  bleibt,  indem 
iis  Oval  fortfällt y  nur  die  letzte  Erzeugungsweise  als  einzig  reelle 
testehen;  eine  solche  Curve  kann  daher  nur  auf  eine  Art  aus  reellen 
V>lepaaren  zusammengesetzt  werden.'*')  — 

Für  den  hier  betrachteten  Büschel  der  vier  Taugenten  gilt  noch 
er  folgende  fundamentale  Satz: 

Das  Doppelverhältniss  der  vier  Tangenten,  welche  man  von  einem 
tmAie  der  Curve  dritter  Ordnung  an  dieselbe  legen  kann,  ist  constant 
1"  €iile  Punkte  der  Curve, 

Wir  geben  hier  einen  einfachen  geometrischen  Beweis,  der  von 
ftlmon  herrührt,  indem  wir  einen  directen  algebraischen  auf  später 
Biehieben.  Von  einem  Punkte  0  der  Curve  ziehen  wir  die  vier 
kogenten 

Ol,    02,    03,    04 

i  dieselbe;  ihre  Berührungspunkte  1,  3,  3,  4  liegen  auf  dem  Polar- 
Igekelmitte  von  0.  Auf  denselben  Kegelschnitt  projiciren  wir  von 
Iftem  sra  0  benachbarten  Punkte  0'  der  Curve  aus  die  Berührungs- 
■nkte  r,  2',  3',  4'  der  vier  von  0'  ausgehenden  Tangenten.  Diese 
tojectionspunkte  (d.-  h.  die  Schnittpunkte  letzterer  vier  Tangenten 
nl  der  C^)  sind  dann  von  den  Punkten  1,  2,  3,  4  nur  um  unendlich 
kine  Grossen  zweiter  Ordnung  verschieden,  wenn  0  von  0'  um  eine 
liBase  erster  Ordnung  entfernt  ist.  Da  ferner  der  Polarkegelschnitt 
m  0  die  Grundcurve  in  0  berührt,  d.  h.  (bis  auf  Grössen  zweiter 
idnang)  auch  durch  0'  geht,  so  haben  die  Strahlen  von  0  nach 
2,  3,  4  (bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung)  dasselbe  Doppolverhäliniss, 

•)  Es  knöpfen  sich  hieran  weitere  Folgerungen  über  die  AbluingigVt-'it  der 
litalt  der  Gay  ley 'sehen  Curve  von  der  der  Hesse 'sehen  etc.  Vgl  darüber 
irnack:  Math.  Anualen,  Bd.  9,  p.  9  ff. 
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wie  die  Strahlen  von  0'  nach  \\  2\  3'.  4',  oder  von  0'  nach  Ij  t 
Das  Doppelyerhältniss  der  vier  Tangenten  wird  somit  nicht  gei 
weun  man  von  Punkt  zu  Punkt  auf  der  Ciirve  fortschreitet;  e 
alaso  für  die  ganze  Ciirve  conatant  öein,  4.  e.  d. 

In  demselben  finden  wir  somit  eine  für  die  Cnrve  charakteri 
Coustante:  Man  wird  nur  solche  Cnrven  dritter  Ordnung  lin 
einander  transfonniren  können^  bei  denen  dies  Doppelverhaltnis 
selben  Werth  hat.  Eine  für  die  Curve  ebenfalls  charakteri 
Constante  huben  wir  schon  bei  anderer  Gelegenheit  gefanden; 

die  Zahl  -  in  der  kanonischen  Form  der  Curvengleichuug  (p. 

(3)  a  (a?j»  +  a-a^  +  z^^)  +  6  b^^  x^x^  =  0  * 
Daraus  j   dass  von   den    Constantan  der  Curve  durch   Coordins 

änderung  alle  bis  auf  diese  eine  ''    zerstört    werden     können, 

gleichzeitig,  dass  der  Werth  jenes  Doppelverhaltnisses  nur  von 

Grosäe  k  =      abhun^ii'  sein  kann.     Dies  wird  in  der  That  dui 

folgende  Betrachtung  bestätigt.  Wir  bilden  das  Doppelverhultnis 
für  die  vier  Tangenten,  die  von  einem  Wendepunkte  ansgehei 
von  denen  eine  uiit  der  Wendetangente  zusammen  fällt.  Ein 
Wendepnukt  ist  z,  li  j^ej^eben  durch  die  Coordiiialen  (v'^h  jk 
x^  =  ly  x.,  =  —  1,  x^  =  0.  Die  Gleichung  seiner  ersten  Polare 
in  die  der  Wendetangente: 

(4)  .r,  +  o:,  —  2  Xo-g  =  0 

und  in  die  der  zugehörigen  harmonischen  Geraden: 

(5)  a-,  —  X.,  =  0  . 

Die  Schnittpunkte  der  letzteren  Linie  mit  der  Grundcurve,  d. 
Beviihrungs])unkte  der  drei  vom  Wendepunkte  ausgehenden  Tan) 
erhält  man  also  aus  (3)  für  x^  ==  x^-,  d.  i.  durch  die  Gleichung 

(())  2  x,-^  +  x/  +  G  A\r,;-'a'3  ==  0  . 

Das  gesuchte  Doppelverhilltuiss  ist  nun  gleich  demjenigen,  > 
diese  drei  Punkte  zusammen  mit  dem  Schnittpunkte  der  harraoi 
Geraden  und  der  vierten  Taugente,  der  Wendetangente,  bilden 
diesen  Schnittpunkt  haben  wir  aber  wegen  (4)  und  (5)  die  Coord 

QX^  =  Qx.,=  K      QX,^  =  ^  . 

Die  Coordinaten  der  vier  Punkte  sind  nur  von  A'  abhängig,  unci 
auch  ihr  Doppelverhältuiss,  wie  behauptet  wurde.  Besser  gestali 
auch  diese  Darstelhing  in  der  Theorie  der  ternären  cubischen  Form< 
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Doppelverhaltniss  und  die  Constante  k  erscheinen  dann  beide  abhängig 
yon  der  absoluien  Invariante  der  Curve.*)  — 

Die  Untersuchungen   über  Polepaare  auf  der  Curve   dritter  Ord- 
noBg,  welche  uns  hier   beschäftigten,    unterscheiden  sich  wesentlich 
Ton  den  Betrachtungen ,  welche  wir  bisher  über  die  Geometrie  auf  einer 
«Dgemeinen  Curve  n*"  Ordnung  angestellt  haben.    In  der  That  lassen 
lie  sich  nicht  unmittelbar  auf  Curven   höherer  Ordnung  übertragen, 
fam  eine  solche  kann    im  Allgemeinen  nicht  als  Hess  ersehe  Curve 
«ner  anderen  angesehen  werden.    Auf  die  Theorie  der  Schnittpunkt- 
«fsteme  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  anderen  Curven  wollen  wir 
Üer  auch  nicht  weiter  eingehen ,  wir  werden  darauf  später  unter  An- 
wendung der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zurückkommen.   Wir 
kbandeln  hier  nur  zwei  darauf  bezügliche  Probleme: 

1)  die  Lage  solcher  Punkte  auf  der  Curve,  in  denen  Kegelschnitte 
mehrpunktig  berühren  können;  und 

2)  die  Chasles'sche  Erzeugungsweise  der  Curve  aus  einem 
Kegelschnittbüschel  und  einem  ihm  projecti  vischen  Strahl- 
büschel, woran  wir  dann  noch  die  Besprechung  der  sogenannten 
Grassmann 'sehen  Erzeugungsweise  anknüpfen. 

Stellen  wir  die  Forderung,  dass  ein  Kegelschnitt  die  Curve  dritter 
cdnang  berühre,  wo  er  ihr  begegnet,  so  haben  wir  zunächst  folgende 
De  zu  unterscheiden: 

1)  Der  Kegelschnitt  berührt  in  3  Punkten  einfach, 

2)  „         „        ;;  „        ,;    2         „        2-punktig. 

De  anderen  Möglichkeiten  erscheinen  als  Grenzfälle  dieser  beiden, 
letzteren  sind  je  drei  Bedingungen  gegeben;  es  gibt  also  noch 
ippelt  unendlich  viele  Kegelschnitte,  welche  ihnen  genügen.  Im 
Bten  Falle  können  wir  daher  noch  zwei  Berührungspunkte  willkür- 
;h  annehmen  und  nach  der  Lage  des  dritten  fragen.  Derselbe  bc- 
inunt  sich  durch  den  Satz: 

Di^  Tangential  punkte  der  drei  Punkte ,  in  denen  ein  Kegelschnitt  die 
Tve  dritter  Ordnung  einfach  berilhrty  liegen  auf  einer  Geraden. 

Der  Beweis  ist  folgender:  Sind  A,  B,  C  die  drei  Berührungs- 
UDkte,  A,  B,  r  ihre  Tangentialpunkte  (Schnittpunkte  ihrer  Tangenten 
it  der  Curve),  so  haben  wir  drei  Curven  dritter  Ordnung  mit  8 
meinsamen  Punkten,  nämlich: 

1)  die  gegebene  Curve 

2)  ihre  drei  Tangenten  in  //,  /?,  C^ 

i^)    den  berührenden  Kegelschnitt  und   die  Linie  AB. 

*)  Vgl.  den  Schluss  dea  Abschnittes  V  in  dieser  Abtheiluug.  —  Die  abäolute 
rariante  int  dann  eine  symmetrische  Function  der  6  verschiedenen  Werthe, 
•Iche  da»  Doppelverhaltniss  von  vier  Punkten  annehmen  kann. 
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Die  8  ihnen  gemeiusamen  Punkte  sind:  die  Punkte  A,  B  uud  i 
doppelt  zählenden  Berührungspunkte  Aj  B^  C,  Die  drei  0 
niüasen  daher  auch  den  D*^"^  Punkt  T  gemein  haben  (vgl.  p. 
cj.  e,  d.  Sind  nun  die  Punkte  A^  B  gegeben,  so  ist  es  leicht, 
Punkt  €  zu  construirenp  Wir  ziehen  die  Tangenten  in  A  ui 
welche  die  Curve  noch  iu  A  und  B  treffen.  Die  Linie  AB  liefert 
als  dritten  Schnittpunkt  den  Punkt  T,  und  von  letzterem  aus  1 
wir  nur  die  Tier  Tangenten  an  die  CurTe  zu  legen :  Jeder  Bi^rtlhi 
punkt  ist  ein  Punkt  €,  Doch  nur  drei  von  ihnen  geben  eine  ei 
liehe  Lösung.  Bezeichnen  wir  nämlich  durch  D  den  dritten  Sc 
punkt  der  Curve  mit  AB^  so  liefert  die  Linie  AB^  doppelt  genoQ 
auch  einen  in  den  drei  ^j^n  A^  B^  D  berührenden  Kegelac 

und  dass  die  Tangente  von  u  ii  ler  That  auch  durch  f  geht, 
aus  einem  unserer  ersten  Satze  ber  Curven  dritter  Ordnung 
p,  503). 

Es  gibt  diso  drei  verschiede  St/steme  von  je  zweifach  rnii 
vielen  KegehchniHen^  welche  et  wve  driiter  Ordnunt^  in  drei  P 
berijthren,^) 

Diese    drei  Sj  ;en  des  Zusammenhanges  der 

]*aare  mit  den  T^\i^  i^.      -    ebenso    von  einander   voükc 

getrennt,  wie  die  drei  vt;rschiedenen  Systeme  von  Polepaaren  a 
t'urve-  Ebenso  wie  wir  hier  wieder  auf  die  Polepaare  gefuhrt  y^ 
kommen  wir  bei  den  zweimal  zweipunktig  berührenden  Kegelscl 
auf  die  Wendepunkte.  Es  seien  A  und  B  die  beiden  Beruh 
punkte.  Wir  legen  durch  dieselben  drei  einander  unendlich  l 
harte  Gerade,  welche  die  Curve  noch  in  drei  weiteren,  uu« 
benachbarten  Punkten  schneiden;  letztere  müssen  dann  in  ^ 
Linie  liegen,  d.  h.  einen  Wendepunkt  bilden.  Denn  wir  habe 
der  drei  Curven  dritter  Ordnung,  welche  8  Punkte  und  also  au 
9^'^  gemein  haben,  nämlich: 

1)  die  gegebene  Curve, 

2)  die  drei  benachbarten  Geraden  durch  A  und  B, 

3)  die  Wendetangente  und  den  berührenden  Kegelschnitt. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Jede  dwTh  einen  Wendepunkt  der  Curve  dritter  Ordnung  * 
Gerade  bestimmt  durch  ihre  beiden  anderen  Schnittpunkte  mit  di 
zivei  solche  Punkte,  in  denen  gleichzeitig  ein  Kegelschnitt  ziveipun 
rühren  kann;  und  weiter,  da  die  Curve  neun  Wendepunkte  hat 

*)  Vgl.  Plücker  iiud  Hesse  a.  a.  0.;  über  die  uähere  BeziehuDj 
Kegelschnitte  zu  der  Curve  z.  B.  Cremona^s  Einleitung  in  die  Theorie 
gebraißchen  Curven. 
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ft  ffiit  neun  verschiedene  Systeme  von  Kegelschnitten,  welche  eine 
Cum  dritter  Ordnung  in  zwei  Punkten  zweipunklig  berühren. 

Die  beiden  Berührungspunkte  A^  B  fallen  insbesondere  zusammen 
flr  die  von  dem  Wendepunkte  ausgehenden  Tangenten  an  die  Curve. 
Im  fierühningspunkte  einer  solchen  kann  daher  ein  Kegelschnitt  fünf- 
pQni%  berühren.  Da  es  neun  Wendepunkte  gibt  und  von  jedem 
drei  Tangenten  an  die  Curve,  haben  wir  also  den  Satz:*) 

Es  gibt  27  Kegelschnitte,  welche  eine  Curve  dritter  Ordnung  fünf- 
pmklig  berühren;  ihre  Berührungspunkte  sind  die  27  Schnittpunkte  der 
$  harmmiscfien  Geraden  mit  der  Curve.  — 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zur  Betrachtung  der  Chasles*schen 
fifzengungsweise  der  Curven  dritter  Ordnung  (vgl.  p.  375).  Nehmen 
fir  auf  derselben  vier  Punkte  beliebig  an,  so  können  wir  durch  sie 
loch  anendlich  viele  Kegelschnitte  legen.  Wir  wählen  zwei  beliebige 
eraus:  9  =  0  und  ^  =  0;  ein  jeder  von  ihnen  schneidet  die  Curve 
och  in  zwei  Punkten,  deren  Verbindungslinien  bez.  A  =  0  und  B  =  0 
in  mögen.  Wir  haben  dann  wieder  drei  Curven  dritter  Ordnung 
it  8  gemeinsamen  Punkten,  nämlich: 

1)  die  Grundcurve, 

2)  den  Kegelschnitt  9  =  0  und  die  Gerade  ^  ==  0, 

3)  „         „        „       t  =  0    „      „         „        A  =  0. 

teselben  müssen  auch  den  9^^"  Punkt,   d.   h.  den  Schnittpunkt   von 
=  0  und  ^  =  0  gemein  haben.     Wir  erhalten  somit  den  Satz : 

Jeder  Kegelschnitt  eines  Büschels,  dessen  vier  Grundpunkte  auf  der 
trve  dritter  Ordnung  liegen,  schneidet  letzlere  in  zwei  beweglichen 
mklen,  deren  Verbindungslinie  immer  durch  einen  festen  Punkt  der 
irve  geht:  „den  jenen  vier  Grundpunkten  gegenüber  liegenden  Punkl^^. 

Dieser  Satz  ist  übrigens  auch  eine  unuiittelbare  Folge  des  Rest- 
tzes:  der  Strahlbüschel  ist  mit  dem  Kegelschnittbüschel  äquivalent 
jL  p.  434).  Beide  Büschel  sind  aber  auch  zu  einander  projectivisch  **), 
nn,  ist  /=0  die  Gleichung  der  Grundcurve,  so  muss  sein: 

f=sX(p.B  —  k^  .  A  ^ 
>  X,    k   Constante  sind;   die  Gleichung  /=0  entsteht  daher  durch 
imination  von  [l  aus  den  beiden  anderen: 

Nimmt  man   also  vier  beliebige   Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung 
Grundpunkten  eines  Kegelschnittbüschels,  so  gibt  ihr  gegenüberliegender 

*)  Aufl  der  auf  p.  461  gegebenen  Formel  würde  sich  statt  27  zunächst  36  für 
•  Zahl  dieser  C^  ergeben;  darunter  sind  aber  die  9  Wendetangenten  (jede 
ppelt  zählend)  mit  als  Kegelschnitte  gezählt. 

**)  Dies  folgt  auch  schon  aus  der  eindeutigen  Beziehung  beider  Büschel  auf 
ander  (vgL  p.  435,  Anmerkung). 
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Punkt  den  Scheiiel  eines  Sirahlbüsvhels,  weiches  mit  dem  Kegehehniiä^üi^Sg^ 
zusammen  die  Curve  dritter  Ordnung  nach  Chasles  Vr/«fr  ireiae  er^rw^^/. 

Mit  Holte  dieser  Sätze  iüsst  sich   mm   die  Conidruetion  der  ^'f-rr- 
dritter  OrdnuHg*au$  9  gegebenen  Punkten  ausführen,*)     Die  neun  Pu:,, 
(liirfen  natürlich  nicht  so  liegen,   dass  durch  sie  noch  uneudlich  nefe 
Curven  dritter  Ordnung  hindurchgehen,  denn  sonst  wlirde  die  Lwuflg 
unbestimmt  werden.      Wie   diinn   die  Lösung  selbst  zu  geschehen  bt, 
mag  hier  nur  angedeutet  werden.     Vier  der  gegebenen  Punkte  wählt 
luan    zu   Gnmdpunktem    eines  KegelschnittbOschels;   man    kann  daflsj 
/.unächst   den   diesen   vier  Punkten   aufc"   der   zu    construirenden  (*iir 
gegenüberliegenden  Punkt  M  construiren;  und  zwar  ergibt  sich  dieser 
als    vierter    t^L•lluittpuDkt    zweier    Kegelschnitte,    deren     andere    <ir>'i 
Schnittpunkte  gegeben  sind.     Ist  so  der  Punkt  ;}/  gefunden,   so  Vmti 
man  leicht  einen  Strablbüschel  durch  M  dem  Kegelschnittböschel  der- 
artig zuordnen,   dass  aus   beiden  die  gesuchte  i^Uirve  nach  Cha-^'    - 
.öcher  Weise  erzeugt  wird^  dass  also  je  zwei  Punkte  als  Schnitten ri 
eines  Strahles  mit  einem  Kegelschnitte  gefunden  werden  {vgl,  p.  51) 

An  die  hier  Itehandelte  Aufgabe  scbliesst  sich  sofort  die  folgend 
an :    Es  aind  S  Punkte  beüebig  gegeben^  man  sott  den  zugehörigen  munk 
Punkt  construiren  ^   teete/ier  mit  ihnen  zusammen  eine  Curve  dritter 
nung  nicht  bestimmt.     Die    Lösung  beruht  wieder  wesenllich  dn 
da^s  man  zu  vier  der  gegebenen  Punkte  für  zwei  verschiedene  Cur? 
des    durch    die    >^   Punkte  gehenden    Büschels   den  gegenüberliegend 
Punkt  construirt  und  dann  den  leicht  zu  erweisenden   Satas  anwend 
dass  der  Ort  der  Punkte^  welche   vier   Da$ispunkten  eines   ßiischeU 
Cun*en  3,  Ordnung  auf  den  verschiedenen  Curven  dtejies  Büsiheh  gc 
nberliegen^  ein  fCegelschnitt  ist^  weicher  durch  die  fünf  andern  Bampun 
geilt,  — 

Den  von  uns   besiproehenen  Erzeuguugsarten  von  Schröter 
Chasles  steht  eine  andere  gegenüber,  die  von   Grassmann**) 
fuuden   und   auch   auf  Curven   beliebiger   Ordnung  angewandt  wnj 
dieselbe   ist    von    wesentlich    anderem»    gewisserniassen    meebantseb 
Charakter.      Wir    wollen  sie  zunilchst   für  Kegelschnitte   ausspre 
für  welche  sie  schon  von  Muclaurin    und  Taylor  in  der  Form 
gegeben  wurde.     Wir  haben  hier  den  Satz***): 


U04 


Vgl.  Chasl&B:  Constrtiction  de  la  conrbe  du  troitii^mc  ordre  li^ 

henf  pointsi  Coraptes  rcndu»,  Mai  1853.    Man   fiudet  ditf  1. 
»ruhe  auch  eingebend  bebandelt  in   den   crwälinti^ii  Wcrki^n   voü  .4 

Ouröge. 

'^'^J  ^Grasamann:  Die  Lineale  Ansdehaungslehre,  Lcipsig  l&ll,  m^w^»*  %»>f^Vi' 
dene  Aufsiltze  In  Crelle'a  Journal,  Bd.  3t ,  36,  42^  52. 
***J  Vgl.  auch  Chaslei:  Apercu  hisioriQue,  Noto  XL 
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Fig.  66. 


^etm  em  Punkt  x  sich  so  bewegt,  dass  seine  Verbindungslinien  mit 
festen  Punkten  ö,  b  bez.  zwei  feste  Gerade  a,  ß  in  zwei  Punkten 
iäei,  deren  Verbindungslinie  immer  durch 
festen  Punkt  c  geht,  so  beschreibt  der 
'  X  einen  Kegelschnitt  (vgl.  Fig.  66). 
lezeichnen  wir  nämlich  die  Coordinaten 
onkte  X,  a,  b,  c  bez.  mit  Xi,  flf,,  &,,  c, 
ie  der  Geraden  a,  ß  bez.  mit  a,,  ß,-, 
l  die  Coordinaten  der  Verbindungslinie 
und  a: 

=  (xa\  ,     u.^={x a\ ,     W3  =  {xä)^ , 

'  Abkürzung: 

=  x^a^  —  x^a^  ,    {xa\  =.  x.^a^  —  x^a^ ,    {xa\  =  x^a^  —  x^a^  . 

sind  die  Coordinaten  der  Verbindungslinie  von  x  und  b: 

v^  =  {xb\  ,     v^  =  {xb\  ,     ^3  =  (0:^)3 , 

10  die  des  Schnittpunktes  von  u  und  a: 

Vi  =  (^«)2«3  —  i^^)z^2  =  [(^^)»  «]i 

^2  =  (^0)3«!  —  (^«)l«3  =  [(^^0?  «]2 
VZ  =  (^«)l«2  —  (^«)2«1  =  [(^«).  «]3  7 

mso  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  von  v  und  ß: 

Zi=[{xb),ß'\i. 

nkte  y,   z  und  c  sollen  nun  in  gerader  Linie  liegen;   d.  h.  es 
die  Gleichung: 

[(^«);«]2  [(^^)>/»]2  ^2     =0. 

C(^«);«]3  [(^*),/']3  ^3 

st  aber  von  der  zweiten  Ordnung  in  x,  stellt  also  in  der  That 
Kegelschnitt  dar.  Das  Resultat  kann  man  auch  leicht  geome- 
rerificiren.  Der  Strahlbtischel  mit  dem  Mittelpunkte  c  nämlich 
let  auf  a  und  ß  zwei  perspectivisch  liegende  Punktreihen  aus; 
rbindungslinien  dieser  Schnittpunkte  bez.  mit  a  und  h  geben 
rojectivisöhe  Strahlbüschel  mit  den  Scheiteln  a^  b\  der  Schnitt' 
z  zweier  enlsprecJiender  Strahlen  der  letzteren  beschreibt  also  in 
at  einen  Kegelschnitt.  Man  erkennt  gleichzeitig,  dass  letzterer 
die  Punkte  0,  b  und  den  Schnittpunkt  von  a  und  ß  geht. 
mnss  er  auch  den  Schnittpunkt  von  ac  und  ß,  sowie 
1  bc  und  a  enthalten;  denn  für  diese  Punkt.e  ist  die  Forderung 
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dsB  Sat^s  jedenfalls   erftillt.     Es    sind    so    auch    5   Paakto  All 

Kegelschuitt  UDmittclbar  gegeben. 

Für  Üiirveii  dritter  Ordnung  können  wir  die  Gra^sniauD 

Erzeiigungsweise  folgendermassen  aussprechen: 

Em  Pimki  x  beschreibt  eine  Curve  dritier  Ovdimng^  wenn  irini 

hindung^Unkn  mit  drei  fesfen  Punkten  a^  b^  c  einzeln  drei  feite  Ci 

a,  ß^  y  in  drei  Ptmkten  schneiden  ^  i 
afff  einer  (kmmitichen)  Geraden  l 
Biese  fjerade  umhidit  dabei  eine  Cutre  4 
Kimse  (vgl,  Fig.  67), 

Der  hyMv  Theil  des  Satzes  isl 
eine  Folge  des  ersten ;  denn  die  h 
liehe  Gerade  bewegt  sieb  eben  so, 
ihre  Schnittpunkte  mit  drei  festen  i 
den  t(f  ß^  y,  verbunden  mit  drei  ! 
Pnnkteji  a^  b,  c  drei  Gerade  ergeben, ii 
eich    in  einem   (beweglichen)  Piuil 

eebnetden-,    und  diese   Eigenschaft   entspricht   dualistisch   ToUkoi 

der  deoa  Punkte  x  auferlegten  Forderung. 

Die  Gleichung    der  betreffendieu  Cnrve  dritter  Ordnung   kl 

wir  ilirect  aufstellen.     Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  I 

Xü  und  «,  sow^e  xb  und  ß  sind  wieder   durch    die    Glüichunge 

und  (8j  gegeben.     Analog    sind    die  Coordinaten    des    Schnittp« 

von  xc  und  y: 

(10) 

Da  nun   die  Punkte  ij, 
so  folgt: 

[(x «),«],        \_{xb),ß]^        [(-rc),  y], 
(11)  [ixa),a\,         [ixb),ß]^         [{xc),y\    =0; 

![(.ra),a]3         [{xb),ß\         [(xc),yj,s 

und    dies    ist   die    Gleichung    unserer   Curve   dritter    Ordnung, 
können  hier  auch  leicht  neun  Punkte  angebeu,  durch  welche  die  < 
bestimmt  wird;  es  sind  die  folgenden  (vgl.  Fig.  67): 

1)  die  Punkte  a,  b,  Cj 

2)  die  Ecken  a\  b',  c   des  Dreiecks  a,  ß,  y, 

o)    die  Punkte  a\  b'\   c\   in   welchen   die  Geraden    a,  ß^ 
ziehungsweise  von  den  Geraden  bc^  ca^  ab   getroffen  w< 

Man  erkennt  in  der  That  leicht  bei  Betrachtung  der  betreffi 
Figur,  dass  die  Forderungen  unseres  Satzea  von  selbst  erfüllt 
sobald  X  in  einem  dieser  neun  Punkte  liegt.  Die  letzteren  I 
hier  eine  besondere  Lage  gegeu  einander,  jedoch  keineswegs  dei 


U  =  [{xc).y]i. 

t  immer   in   gerader    Linie    liegen 
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im  durch  sie  noch  unendlich  viele  Curven  dritter  Ordnung  gehen 
ionnten.  Es  ergibt  sich  dies  einfach  daraus,  dass  wir  in  (11)  eben 
wf  eine  ganz  bestimmte  Curve  geführt  sind,  oder  auch,  wie  folgt. 
Durch  die  acht  Punkte 

1*1.»**»  »  »»  '  X. 

a  ,  h  ,  c  \    a ,  b ,  c  ]    a,  b 

gieht  ausser  einer  allgemeinen  Curve  dritter  Ordnung  noch  die  aus 
ien  Geraden  cc,  /5,  ab  bestehende;  der  neunte  Punkt,  welchen  beide 
[lefflein  haben,  ist  aber  der  als  Schnittpunkt  von  «  und  ß  doppelt 
iUeode  Punkt  c,  also  nic/ii  der  Punkt  c,  q.  e.  d. 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  die  Frage,  wie  man  auf  einer 
q^benen  Curve  dritter  Ordnung  diejenigen  Elemente  finden  kann, 
HB  welchen  sie  vermöge  des  Grass  mann  sehen  Mechanismus  ent- 
eht.*)  Hiermit  wird  dann  zugleich  gezeigt,  dtis'i  Jede  Curve  dritter 
rdnung  auf  solche  Weise  erzeugt  werden  kann.  Wir  knüpfen  an 
IS  soeben  erwähnte  System  von  neun  Punkten  an.  Die  charakteri- 
tsche  und  ausreichende  Eigenschaft  desselben  besteht  darin,  dass  die 
inkte  fl,  b,  c  und  «',  b\  c  zwei  Dreiecke  bilden,  deren  Ecken  auf 
r  Curve  liegen  und  deren  Seiten  sich  entsprechend  in  a\  V\  c'  auf 
r  Curve  schneiden.  Sehen  wir  also  die  letzteren  drei  Punkte  als 
liebig  auf  der  Curve  gegeben  an,  so  haben  wir  die  Aufgabe 
losen : 

Es  soll  ein  Dreieck  gefunden  werden,  dessen  Ecken  a,  b,  c  auf  der 
Tve  dritter  Ordnung  liegen,  und  dessen  Seiten  einzeln  durch  drei  auf 
-  Curve  gegebene  Punkte  a'\  V\  c"  gehen. 

Hat  man  zwei  Dreiecke  dieser  Art  gefunden,  so  begründen  sie 
sanimen  eine  Grassmann'sche  Erzeugung  der  Curve,  und  zwar 
F  doppelte  Art:  denn  es  ist  noch  gleichgültig,  welches  von  ihnen 
Ol  als  Dreieck  a,  b,  c  und  welches  man  als  ^Dreieck  «,  /J,  y  an- 
ht.  Wir  werden  zeigen,  dass  man  zu  drei  Punkten  «",  b",  c'  immer 
T  Dreiecke  finden  kann;  diese  bilden  sechs  Paare,  und  man  hat  also 
1  Satz: 

Drei  beliebig  auf  der  Curve  dritter  Ordnung  gegebene  Punkte  führen 
f  zwölf  Arten,  die  Curve  nach  Grassmann  V/^tr  Methode  zu  erzeugen. 

Die  erwähnten  vier  Dreiecke  ergeben  sieh  folgendermassen.  Wir 
rbinden  die  Punkte  V  und  c"  durch  eine  Gerade,  welche  die  Curve 
ch  in  d  treffen  möge;  femer  werde  die  Curve  von  der  Linie  a"d 
a"*  geschnitten.  Von  letzterem  Punkte  d"  aus  ziehen  wir  eine 
Bgente  an  die  Curve,  deren  Berührungspunkt  a  sei;  die  Verbindungs- 
ien von  a  mit  b"  und  c'  mögen  ferner  die  Punkte  c  und  h  auf  ihr 
■schneiden:     Wir    behaupten,    dass    alsdann    auch    die    Gerade    ä' b 


♦j  Vgl.  Clebech:  Math.  Annalen,  Bd.  V,  p.  424. 
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durch  r  geht,  dasB  also  die  Punkte  a,  b,  c  eiü  Dreieck  der  gesucbb 
Art  bilden.     In  der  Thut  haben  wir  drei  Gurven  dritter  Ordnung: 

1)  die  gegebene  Gniudcurve, 

2)  die  Linien  da* ä'\  b"ac,  c*ab^ 

3)  die  Linien  db"c\  ä" aa^  a'b^ 

welche  sieh   in  den   Punkten  d\  H\  c\  dj  b,  «"  und  dem  dopp 
zählenden  a,  also  in  acht  Punkten  schneiden;  sie  müssen  daher 
den   neunten   Punkt  c  gemein  haben.     Da   wir  nun   von  a'* 
Tangenten  an  die  Curve  legen  können,  und  da,  wie  sicfi  in 
Weise  leicht  einsehen  Kiaat,   die  Wiederholung  der  Constructioii 
einem  analog  wie   «"'  gefundenen   Punkte  b'"   oder  c''  nichts 
ergibt,  so  haben  wir  den  Sat^: 

Es  gibi  vier  Dreiecke ,  deren  Ecken  auf  der  Cfirpe  dnifer  0. 
üajen^    und   deren    Seiten  einzeln   durch   drei   auf  der    Curve  gei 
Punkte  gehen. 

Da    ferner    die    Punkte    a^  by  c    als    Berührungspunkte    der  fO 
a"yb*"jc'*  ausgehenden  Tuugenten  gefunden  waren,  80  folgt: 

Aus  einem  Breiecke  der  Art  findet  man  die  drei  anderen ,  indi 
zu  den  Ecken  desselben   die  drei  Systeme  eonjugirter  Pole  suchi^ 
ihnen  anf  der  Curve  als  Hesse  V/ut  dreier  anderen  Curven  ents^ 
Durch  diese  Beziehung   der  G  rassmann 'sehen  Erzeugungswei 
den  Systa^men  eonjugirter  Polepaare  ist  der  Zusammenhang  denwl 
mit  der  oben  besprochenen  S  ch  rot  er 'sehen  Eneeugungs  weise  g< 
Man  erkennt  sofort,  dass  dieselbe  Curve ^  welche  wir  nach  Grassma 
scher  Jla'se  aus  den   Punkten   a,bfC  und  den  Linien  a^ß^y  erl 
auch    nach    Schröter 'scher    Heise    aus    den    drei   Punklepaaren 
b-b\  c-c   construirbar  ist. 

In   der  That  überzeugt  man  sieh   auch  leicht  direci,    dasi 
Punktepaare  conjugirte  Polepaare  sind.     Zu  dem  Zwecke  hat 
zu  zeigen,   dass  die  Schnittpunkte  der  Linien   ab'  und   a'b^ 
und  ac  oder  hc   und  b' c  wieder  auf  der   Curve   liegen;  dies  ist 
offenbar   der    Fall,    denn   verbindet  man   z.  B,   den  Schnittpun 
letzferen  beiden  Linien  mit  f/,  b^  t%  so  liegen  ilie  Schnittimtikie 
Verbindungslinien   auf  einer  Geraden,    wie    es   die    Grassmaii^ 
Erzeugung   verlaugt,    nämlich    der    Geraden    y.     Wahrend   al 
Grassmann*sche  Mechanismus  die  Curve  durch  einen  cn 
Process  entstehen  lüsst,  gibt  gleichzeitig  die  Schroter  seh« 
Mittel,  um  beliebig  viele  discrete  Punkte  der  Curve  linear  zu  coi 

Wenn  so  der  gegenseitige  Zusammenhang  zwischen  *^ 
Erzeugungsweisen  hergestellt  ist,  wird  man  weiter  verlangL 
wieder  auf  die  Chasles'sche  Erzeugungsweise  zurückzufuhrenj 
kann    in   folgender    Weise    geschehen.      Man    halte   in    Fig. 
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fest  und  benutze  dit!  Puukte  a^  bj  3  und  die  Linien  «,  ß,  um 
B^lschuitt  nach  Grassmann  zu  erzeugen^  der  Art  dass  die 

ngslinien  des  erzeugenden  Punktes  .r  mit  a^  b  die  Linien  a^  ß 
^unkten  treffen,  derea  Verbindungslinie  durch  'i  geht     Dieser 

itt  geht  dann  jedenfalls  auch  durch  den  Schnittpunkt  d  der 
b'  und  i}a\  denn  dessen  Verbindungslinien  mit  (ifb  schneiden 
tn  a,  jS  eben  in  b\  a\  welche,  ebenso  wie  3,  auf  y  liegen. 
kt  £f  ist  daher  immer  derselbe,  wo  auch  3  auf  der  Linie  y 

tg;  Isiast  mau   also  3  sich  auf  }'  bewegen   und   coustruirt  Hir 

)  von  y  in  angegebener  Weise  einen  Kegelschnitt,   so  bilden 

Kegelschnitte  einen  Bilscbel^  dessen  Basispuukte  in  a,  b^  c,  d 
Jetzt  nehmen  wir  noch  den  Punkt  c  hinzu.  Jeder  Lage  von 
cht  auch  ein  Strahl  durch  c:  die  Verbindungslinie  von  3  mit 
auch  durch  x  geht.     Durch   Vermitthing   des  beweglichen 

3  ist  also  der  durch  c  gehende  Strahlbilschel  projectivisch 
oeben  erwähnten  Kegelschnittbüschel  bezogen;  und  dte  Sehniif- 

enisprechender  Curven  biifh-r   Bmchei  crzeufjai   wieder  dieselbe 

ticke  wir  vorhin  auf  andere  Weise  erhalten  hatten.     Statt  des 

t  kann  man  dabei  selbstverständlich  auch  den  Punkt  a  oder  b 

aüen.      Zu   bemerken   ist  noch,   dass   der  hier   benutzte  Kegel- 

■Bciiel  zu  dem  Strahlbüschel   in  besonderer  Lage   ist,   insofern 

^spnnkt  des  ersteren  mit  dem  Träger  des  letzteren  auf  der  coti- 

Curve  ein  Polepaar  bildet;  man  wird  also  nicht  umgekehrt 
gegebenen  Elementen  einer  beliebigen  Chasles 'sehen  Erzeu- 

e  unmittelbar  die  Elemente  einer  Grassmann 'sehen  oder 
!T  sehen  Erzeugungsweise  für  dieselbe  Curve  finden  können.*) 

\%  analoge  Ceberlegiangen  gelten  übrigens  für  die  QraBsniann'dche 
tes- Jonqnieres'Bche  ErzeugiingsweiHe  einer  Curve  beliebiger  ürd- 
tst  man  k.  B.  iu  Fig.  57  den  Punkt  c  eicli  auf  einer  neuen  Gentden  6f 
ind  conatniirt  zu  jedem  Punkte  dieser  Geraden  die  ihm  ala  Punkt  r 
\  r,,  so  bilden  alle  diese  oo*  t^  einen  Büschel,  dessen  O  Basispunkte 
igeben  «ind.  Einen  dazu  projectivischen  Strahlbüschel  erhalt  man  in 
P^eiee:  Kaa  verbinde  jeden  Punkt  f  von  S  mit  einem  festen  Punkte  d 
lchnittt»unkt  dieser  Verbindungslinie  und  einer  festen  Geraden  f  ver- 
i  mit  einem  nenen  festen  Punkte  i\  Der  Duächel  durch  t  int  dinin 
rli  3tu  der  Pnnktreihe  auf  ö  j  also  auch  zu  obigem  CiirvenbüacheL  Man 
lie  Erxcngnng  einer  Curve  ^4,  weklie  eich  auch  leicht  in  Grasömann*- 
9e  «ins9precben  läsBt  Noeh  einfacher  gestaltet  ^ich  die»,  v^enn  man 
durch  8wei  C,- Büschel  bestimmt.  Ein  solcher  entsteht  aus  Fig,  *>6, 
r  «»ich  auf  einer  Geraden  y  bewegen  Ülsät»  ein  zweiter  aus  einer  ent- 
n  Pigur»  in  der  n^  b,  c^  cr^  ß  durch  «',  b\  i\  vi\  ß'  ersetzt  &\nd^  wenn  ^* 
rückt.  Die  projectivi&che  Beziehung  zwischen  beiden  kann  man  da- 
Mictni  diiÄH  man  vermöge  eines  beliebigen  re**t^n  Punktes  die  Punkt- 
y  und  y'  peräiiectiviöch  auf  einander  bezieht,  —  Es  lätst  »ich  zeigen. 
Kl  jede  GraiB  mann 'sehe  Er^eugung^  weise  auf  eine  Uh  aal  es 'sehe 
d.  h    ttii«  den  Elementen  der  einen  die  der  andern  bestimmen  kann. 
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IV*    Die  teniäreii  cubiachen  Formen. 

Wir  haben  in  Betreff  der  vollstiindigen  algebraischen  Erledij 
gewisser  Probleme  Hber  die  Curven  dritter  Ordnung  schon  wiedei 
auf  die  Theorie  der  ternilren  cubischen  Formen  verwiesen.  In 
That  werden  wir  in  ihr  nicht  nur  eine  algebraisch  elegante  Du 
lung  der  von  uns  behandelten  Fragen  finden,  sondern  auch  über  Sa 
herigen  Grenzen  unserer  Betrachtungen  hinausgeführt  werden ^  wie 
ja  auch  bei  den  ternilren  quadratischen  Formen  der  Fall  war.  WSh 
so  die  Fonuentheorie  zunächst  aus  der  Nothwendigkeit  entepning 
Probleme  der  projeetivischen  Geometrie  algebraisch  zu  formtil 
tritt  nunmehr  überhaupt  eine  umgekehrte  Wirkung  der  Algebra 
die  Geometrie  hervor:  Es  ist  die  Aufgabe  der  letzteren,  die  Q2 
der  eräteren  sich  anzueignen  und  so  den  eigenen  GesiehtskTeis  jod 
fach  zu  erweitern,  wie  es  z»  B.  besonders  durch  Aufnahme  des 
grüfes  der  Polaren  bereits  geschehen  ist.  Im  Folgenden  wer 
alfio  die  Theorie  der  cubischen  Formen'*)  zunächst  so  weit  ve: 
als  es  7AIT  Erledigung  des  Wendepunktproblems  erforderlich  i 
weiteren  Bildungen  und  deren  Zusammenhang  unter  einander 
wir  dann  jedoch  nur  flüchtig  berühren,  zumal  da  ihre  geom 
Bedeutung  noch  nicht  vollkommen  erfasst  ist.  Dass  diese 
durch  Gordan 's  Beweis  von  der  Endlichkeit  des  zugehorigeo 
Systems  in  sieh  einen  gewissen  Abschluss  gefunden  hat,  hü 
schon  früher  hervorgehoben  (p.  274). 

Für  die  tertiären  cubhchen  Formen  haben  wir  zonäclist  atwei 
pen  von  Bildungen  zu  betrachten,  von  denen  die  eine  aus  der 
der  binriren  rubhchim ,  die  andere  aus  der  Theorie  der  iemärem 
tischen  Formen  herübergeuommen  ist. 

Bezeichnen    wir    eine    binäre    cubische   Fomi    symboliscb 


*)  Die  AtiPaoge  dieser  DiBciplin  finden  sich  in  den  Arbeiten  von  Hei 
die  Wendepunkte,    Nachdem  sodann  Ä ronhold  im  Ä9,  Bd.  von  Crell^ §  i 
(1849)  besonders  die  beiden  Tn^arianten  gegeben  hatte,  wurden  dicftG> 
Covariantcn  und  zugehörigen   Formen   dritter  und  sechster  Orduung^  i 
von  Cayley  im  dritten  Memoir  upon  Quantic»  (t866)  eutwickelL    Dii 
einer  einheitlichen  Ausführung  bildet  jedoch  die  Arbeit  too  Aroobuld  i 
Journal,  Bd.  55,  1^58),  in  der  die  Heauliate  von  1849  im  ZusAiametil 
legt  und  erweitert  wurden.    Für  die  Entwicklung  der  Theorie  «ind  i^fwt 
wähnen:  Aufsätze  von  C  leb  ach  und  Gordan^    Math,   Annalen*    B«L  I 
Gordau,  ib.  Bd.  1^   Oundelfinger,  ib.  Bd.  4  vmd  ö,  »owie  Cjiyl^T; 
Meniöir  upon  (Juantics,  Philos.  Tran&iictiona  18<JL  —  VgL  eixu*  ZasKOUill 
der  verschiedenen  im  Gebrauche  befindlichen  Beiteichnimgsweiseii - 
len,  Bd.  6,  p.  439,  Anmerkung. 
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',  80  besteht  bekanntlich  (vgl.  p.  219)  das  Formensystem  von 
len  Bildungen*): 

r  =  {aby  a^b^  =  t^*,         (^  =  {ex)  cfr^  =  {ahy  {ca)  c^ht , 
B  =  {xxY  =  {ahf  {cdf  (ac)  ipd) . 

8  diesen  Formen  ergeben  sieh  sofort  solche,  welche  einer  ter- 
;ubiscfaen  Form 

"en,  durch  Anwendung  unseres  üebertragungsprincipes  (vgl. 
;  nämlich: 

Q=  {abuy  Qcaü)  cjb^ 

F=  {abuY  {cduy  (acu)  (bdu)  . 

)  geometrische  Bedeutung  der  durch  Nullsetzen  dieser  Formen 
»Uten  Gebilde  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dera  üebertragungs- 
I  und  ist  uns  schon  theilweise  bekannt: 

Gleichung  F=0  ist  die  Gleichung  der  Curve  /=  0  in  Linien- 
tien  (vgl.  p.  278). 

Gleichung  0  =  0  gibt  für  constante  x:  die  Gleichung  der  ersten 
fon  X  in  Liniencoordinaten ;  für  constante  u:  den  Ort  der  Pole  x, 
'Sie  Polaren  die  Linie  u  berühren,  „die  Poloconik  der  Geraden  w" 

317). 

r  die  letztere  Curve  folgt  femer  wegen  der  Bedeutung  des 
>aares  r  =  0  bei  den  binären  Formen  aus  dem  üebertragungs- 
!  der  Satz:  Die  Schnittpunkte  der  Poloconik  einer  Geraden  u  mit 
'eraden  liegen  äquianharmonisch  zu  den  Schnittpunkten  von  u  mit 
ndcurve  /=  0. 

I  Bedeutung  von  Q  =  0  finden  wir  durch  die  Bemerkung,  dass 
ler  Bildung 

Q'  =  {abuy{auv)b:, 

=  CicJ  entsteht.  Es  ist  aber  (>'  =  0  die  Bedingung,  dass  der 
;  und  der  Schnittpunkt  der  Linien  t/,  v  einander  conjugirt  seien 
g  auf  die  Poloconik  der  Geraden  w;  setzen  wir  also  für  v  die 
aten  dCx^  der  linearen  Polare  von  x,  so  folgt: 
-möge  der  Gleichung  Q  =  0  wird  jeder  Geraden  u  eine  Curve 
Ordnung  zugeordnet  als  Ort  der  Punkte  x,  deren  lineare  Polare 
Linie  u  in  einem  Punkte  getroffen  wird,  welcher  zu  x  in  Bezug 
Poloconik  von  u  conjugirt  ist;  und  ferner  wegen  der  Bedeutung 


\  sind  die  bei  den  binären  Formen  früher  mit  A  und  R  bezeichneten 
bier  t  und  B  genannt,  um  Verwechslungen  mit  den  bei  den  temären 
i  Formen  so  genannten  Bildungen  zu  verhüten. 
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des  Punkte -Tripels  Q  ^^  0  bei  binären  Foraien  und  dessen  Bet.ii 
zu  r  =  0;  Die  Linie  n  wird  mn  der  ihr  m  zugehörigen  Curm  iV 
Punkten  geschnitten  ^  welche  in  Bezuff  auf  ihre  Schnittpunkte  mit 
Pohconik  harmmiach  sind  zu  ihns^n  Schniii punkten  mit  der  Grunde 
"Von  der  Form  Q  werden  wir  jedoch  im  Folgenden  keinei 
bxauch  weiter  machen.  Von  besonderer  Wichtigkeit  dagegen  i 
nns  die  Form  0.     Wir  bezeiehueB  dieselbe  symbolisch  durch: 

(4)  e  =  e^^^.-^-^  =  0Vi/r% 

so   da^s  nnr  das   I'roduct  zweier   Factoren   0   und   zweier  Faeto 
eine  wirkliche  Bedeutung  erhält,  nämlich; 

Wegen  der  Vertauscbbarkeit  von  a  und  b  ist  also: 

und  hieraus  ergibt  sich  eine  einfachere  Darstellung  der  Formen 
F\    denn  man    kmm  hiermteh    in    einer    Farm   mit    tiem    Factor  \ 
den  seihen  immer  durch  u^^  ersetzen  ^  ivenn  man  gleichzeitig  die  in  der 
noch  linear  vorkommenden  a  und  b  beide  durch  Symbole  0  ersetzt,^ 
ist  daher  auch; 

0  =  u»^  (cOu)  cje^ ,     F  =  t/^«  (cduy  (Ocu)  (edu) 

und,  da  /'  noch  den  Factor  {cduf  enthält,   nach  Wiederholung 

selben  Verfahrens: 

(5)  /'=(/<^^t/<,.2(Ö0'wy. 

Dies  ist  aber,  gleich  Null  gesetzt,   nichts   anderes,   als   die   Glei( 
des  in  Punktcoordinaten  gegebenen  Kegelschnittes  0^.'*m^*-  =  (I  in  L 

coordinaten,  also  ist  auch  für  0,a=  ^  r,    .      **) . 


(•■•) 


0  (und  damit  auch  F)  können  wir  auch  nicht  symbolisch  defi; 
da  0  die  Liniengleichung  für  den  Kegelschnitt  ay'^a^^  =  ^Ifi^yiyk  ü 
wo  Aa  =  l  ^~l^^]  es  wird  (vgl.  p.  317): 


*)  Durch  rolarenbilduug  folgt  hieraus  auch ,  class :  {,i  b  u)  {abv)  a-h^.  =  0^ 9^ 

**)  Wegen  des  Zahlenfactors    vgl.    die    Theorie    der    quadratischen    F« 
]).  278  und  285. 
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e  =  -2 


f\\  f\i  fn  ^\\ 

fn  fn  fn  ^i ' 

l'6\  hl  /33  ^^3  j 

t/,  t/«  t/o  0 


M>metrisch  können  wir  die  Gleichung  (5)  in  folgender  Weise  auf- 
ssen.  F  =  0  ist  die  Gleichung  der  Poloconik  von  u  in  Liniencoor- 
naien;  da  diese  Liniencoordinaten  aber  selbst  wieder  gleich  den  u 
ipetzt  sind 9  so  ist  es  die  Bedingung^  dass  die  Poloconik  von  u  diese 
inie  selbst 'berührt 

Hiemach  sind  die  Tangenten  der  Grundcurve  dadurch  definiri,  dass 
f  pon  ihren  Poloconiken  berührt  werden,*)  — 

Die  andere  Gruppe  zunächst  zu  betrachtender  Formen  entspringt 
18  den  temären  quadratischen  nach  dem  Grundsatze,  dass  die  Inva- 
anten  und  zugehörigen  Formen  der  Polaren  bez.  Covarianten  und 
«ischenformen  der  Grundform  ergeben  (vgl.  p.  316).  Das  System 
JMr  temären  quadratischen  Form  a^J^  besteht  aus  den  Bildungen: 

jun  Uebergange  zu  cubischen  Formen  haben  wir  nur  jedem  Sym- 
a^b  . . .  entsprechend  einen  linearen  symbolischen  Factor  a^jh^ ,  - . 
sofügen  und  erhalten  demnach  die  Bildungen: 

Q  =  {abuya^b,, 

A  =  (ahcy  a^^b^Cxy 

p  denen  die  erstere  mit  der  oben  so  bezeichneten  Form  überein- 
pmt.  Die  zweite  ist  die  uns  bekannte  Hesse'^c^^  Determinante, 
I  entsteht  auch  aus  6;  wenn  man  UiUk  ^=  CiCkCar  setzt;  sie  kann 
per  mit  Einführung  der  symbolischen  Bezeichnung  (4)  durch 

\  t^  =  QJca''c, 

r 

l^gestellt  werden. 

\    Eine  Covariante  von  niedrigerer  Ordnung   als  A  kann  es  über- 

nicht  geben,  wovon  man  sich  leicht  durch  allgemeinere  üeber- 

jen  überzeugt.    Ist  nämlich  eine  Covariante  einer  Form  n*®'  Ord- 

Tom  Grade  x  in  den  Coefficienten^  so  enthält  sie  x  verschiedene 

de,   jedes  ;i-mal,  also  xn  Symbolreihen.     Dieselbe    Zahl    muss 

gleich  3A  -j-  ft  sein,  wenn  ft  die  Ordnung  der  Covariante  und  A 

I^Zahl  der  in  ihr  vorkommenden  symbolischen  Determinantenfactoren 
atet.     Wir  haben  also: 

xn  =  3  A  +  ft  • 

I  *)  Dies  folgt  auch  direct  aus  der  Theorie  der  biDÜren  cubischen  Form,  denn 
^0  hat  immer  nud  nur  gleichzeitig  mit  /'=0  zwei  gleiche  Wnrzehi. 
Clcbaeb,  VoTlesungeo.  35 


546 


Fünfte  AbtheiluDg, 


Ebenso   findet  mun   für  eine  zugehörige  Form  vou   der  Klasse  v 
dem  Grade  x  mit  l  Determinantenfactoren : 

und  endlich  för  eine  Zwischenform  von  diT  Ordnung  fi,  der  Klasse 
dem  Grade  x: 

xn  =  3A  +  fx  —  V. 

Aus  diesen  drei  Gieichnngen  ergibt  sich  für  den  Fall,  dasd  fi  durch 
theilbar  ist^  der  Satz:  hl  die  Ordnimg  einer  ternären  Grmuiform 
3  theilbar f  so  besitzt  sie  nur  sotc/ie  Covarianten  und  zuf^ehürigc  Fi 
deren  Ordnurigs-  bez,  Klassenzahl  auch  durch  3  theilbar  ht,  und 
solche  Zwischenformen  ^  für  welche  dasselbe  für  die  Differenz  dieser 
den  Zahlen  gilt,  Aehnliches  gilt  überhaupt  für  die  zu  einer  ün 
form  mit  r  homogenen  Verrmderiichen  gehörigen  inirarianteu  Bildmi| 
wenn  die  ürdaiing  der  Grundform  durch  r  theilbar  ist 

Analoge,  allgemeine   Betrachtungen  können   wir  für   Invuri 
anstellen.     Da  eine   solche  sich  immer  aus  Factoren  des  Typus*  [ß 
zusammensetzt  (vgl.  p.  272),  so  muss  sie  wenigstens  vom  dritten  Qi 
sein,    in   welchem  Falle    nur    die    Bildung  {ahcf    möglich   ist. 
selbe  ändert  aber,  wenn  n   ungerade  ist,    ihr  Zeichen  durch  Vi 
schung  zweier  Symbole,  verschwindet  also  dann  indentiseh:    Eine  Fi 
ungerader  Ordnung  besitzt  heine  Iniarianle  dritten  Grades.     Ferner 
für  eine  Invariante   vom  Grade  x  mit  X  Determinantenfactoren 
die  Relation  bestehen  (|tt  =  v  =s  0  in  obigen  Gleichungen) :  x  n 
d.  !l  Eine  Invariante  vom  thade  k  enthalt  ^xn  Determinanten  facti 

Eine  Invariante  der  cubischen  Form  muss  also  mindestens 
vierten  Grade  sein  und  vier  Determinantenfactoren  enthalten«  Tu 
That  können  wir  eine  solche  aus  vier  Symbolen  a^  b^  c,  d 
bilden:  Da  kein  Determinantenfactor  dasselbe  Symbol  zweimal 
halten  kann,  ist  der  erste  Factor  jedenfalls  {abc)\  die  drei 
Factoren  müssen  jeder  einmal  d  enthalten;  und  es  bleibt  niittiin 
die  Vertheilung  der  übrigen  Symbole  «,  b,  c  in  denselben,  abj 
vou  der  Wahl  des  Vorzeichens,  nur  eine  Möglichkeit.  Besdi 
wir  die  so  entstandene  Invariante  mit  A ronhold  durch 
haben  wir*): 

(10)  S={abc)  (abd)  (acd)  Qfcdf)  . 


*)  Es  ist  dies  dm  schon   früher  erwähnte   Invariante   v*'^^ 
rechaet  findet  man  nach  Aronbold  för  /=  X'tf,^.;jJ*^Är^a;j|S 


+  (^tn^^tss  —  «wa*J  (^111  «u 


*)  +  i*fm*fm  —  ^tn^hM»)  («»ui«iii  —  ^j 
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Die  geometrische  Bedeutung  der  Bedingung  5  =  0  werden   wir  erst 
ipSter  ontersuclien. 

Die  so  gefundene  Invariante  können  wir  aber  auch  aus  der  Form 
)  ableiten;  denn  wegen  (4)  ist: 

{abü)  (abv)  a^ha:  =  Qx^u^v^ , 

\d  wenn  wir  hierin  die  u  durch  c,   die   t;  durch  ^,  die  a;  durch  die 
iterdeterminanten  von  c  und  d  ersetzen^  so  entsteht  links  wieder  S] 
kt  also: 
)  S=i^ecdycsd^, 

Aosdrack;  welcher  wieder  aus  &x^ti^'^  =  {cdu)'^Cardu^  abgeleitet 
den  kann,  indem  maia  die  x  durch  d',  die  u  durch  6  ersetzt.  Es 
lonach  auch: 

raus  können   wir   ferner  für  S  eine  nicht  symbolische  Definition 
iten.     Es  ist  nämlich  nach  (12): 

s  =  (e,d/  +  e^^/  +  63^3')'  (0i'^,  +  ©2' ^2  +  Q/^^y, 

in: 


erhalten  also  fOr  S  auch  die  vierfache  Summe: 

a<0  d'B 


ikmn 


s  = 


dx^dn^du^    dx^dx„du^du^ 

Ans  S  entspringt  nun  eine  zugehörige  Form^  wenn  wir  eine 
tbolreihe,  etwa  d,  durch  Liniencoordinaten  u  ersetzen;  es  kommt 
en  (10)  und  (11): 

Z  =  {ahc){ahu){ncu)  {bcv)  =  \  ^  0^ —  i^iUkUh 

=  {Qcufc^u^y 

eine  zugehörige  Form  dritter  Klasse  und  dritten  Grades.  Eine 
be  war  aber  durch  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Ca yley 'sehen 
re  gegeben  ((1)  auf  p.  517);  da  es  ferner  wegen  der  nothwendigen 
rdnung  der  Symbolreihen  —  ähnlich  wie  oben  bei  S  —  nur  eine 
diorige  Form  dritten  Grades  geben  kann ,  so  stellt  uns  Z  =  0  die 
chung  der  Cayley 'sehen  Curve  dar.  Es  wird  dies  dadurch  he- 
gt^ (^ss  dieselbe  für  ein  Eegelschnittnetz: 

TcaJ  +  kbJ +  110^^  =  0 

h  (abu)  (acu)  (bcu)  =0  gegeben  war  (vgl.  520).  Setzen  wir  hierin 
lieh  a^Ojr'^  für  aj^,  b^bj  für  bj,  c^cj  für  cj^,  wo  dann  a,  b,  c 
hole  der  Grundform  sind,  so  erhalten  wir  für  das  Polarennetz  von  /*: 

35* 
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ffj^j^s  (ß^^)  (ocü)  (bcü)  -=x  0  ; 

und  der  links  stehende  Ausdruck  ist  in  der  That  wegen  der  Vert 
barkeit  von  a,  b,  c  gleich  -^  Z. 

Die  Gleichung  Z  =  0  sielit  also  die  CtLjlej'sche  Curve  dar. 

Umgekehrt  kann  man  natürlich  auch   S  an?  Z  ablftiten;    I 
m^ir  Z  =  if,^%  so  ist: 
(15)  S=a,K 

Die  biaherigen  Bildungea  zeigen  schon  die  besondere  Bikk 
der  Form  9.  Wir  wollen  zunächst  für  dieselbe  noch  zwei  im  F 
den  nützliche  SiUze  beweisen.  Wir  bemerken  zuvor,  dass  aas 
Form  q>  von  der  ^**'^  Ordnung  nnd  der  v'*^"  Klasse  ^  immer  ein< 

mit  9>'  zu  bezeichnende  Form 


hergeleitet    werden    kann,    welche  die    InTarianteueigensehaft    1 
Denn  setzen  wir  symbolisch  (p^^rj*u^^j  so  haben  wir: 

und  dasselbe  gilt  für  die  durch  Fortsetzung  des  Processes  ente 
den  Formen: 

9"  =  r^^r^~*tt^*"-*,  u   s.w. 

Unterwerfen    wir    nun    0    der    angedeuteten    Operation,    so    l 
wegen  (4): 

0'  =  0^0.,w,^  =  i  (abu)  {{aha)  ha:  +  {abb)  a^)  , 
was  identisch  verschwindet.     Also: 

Die  aus  Q  abgeleitete  Form  0'  verschwindet  identisch. 

Dann  müssen  aber  wegen  0'  =  Q^Q^^i»  alle  Coefficienten  0 
verschwinden,  und  somit  folgt: 

Jeder  Ausdruck  j  welcher  den   symbolischen   Factor  ©,9  enthält 
schivindet  identisch. 

Der  zweite   uns   beschäftigende  Satz  über  0  bezieht  sich  a 
Bildung: 

=  {abuf  a,^.baQ'J  =  (cduy  0-^,9  G'..' 
=  (abc)  (abd)  {cduy  a^^b^r  - 
Auf  diesen  Ausdruck  wenden  wir  die  Identität  au: 

{cdu)  ba-  =  {bcd)  u^  -\-  (bdu)  r^  —  (bcu)  d^. . 
Es  wird  dann: 

y>  =  {aOc)  (jibd)  {cdu)  a^'[{bcd)  u^  +  (bdtt)  c^  —  {bcu)  d^] 
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■Bier hat  rechts  das  erste  Glied  den  wirklichen  Factor  Ur]  das  zweite 
tier  ist  mit  dem  dritten  identisch ,   da  beide  durch  Vertauschung  der 
^Sjrmbole  c,  d  in  einander  übergehen.     Es  ist  also: 

IS)  M=  (abc)  (abd)  {bcd)  {cdu)  a^ 

17)  Q  =  {abc)  (abd)  icdu){bdu)a^C:, . 

ertaoschen  wir  in  Q  die  Symbole  a  und  c   und  addiren  den  so  ent- 
dienden  Ausdruck  von  Q  zu  dem  obigen^  so  wird: 

2  0  =  iäbc)  (bdu)  a^c^  [{abd)  {cdu)  -  {cbd)  {adu)] . 

ir  in  der  Klammer  stehende  Theil  ist  nach  einer  bekannten  Identität 
ich  {acd){bdu)y  und  daher  wird: 

2  £)  =  {abc)  {acd)  {bdufa^^c^ . 

»   geht  aber  in   — P  über,  wenn  man  b  mit  c  vertauscht;   daher 

In  dem  Ausdrucke  M  vertauschen  wir  nun  a  mit  c  und  mit  d 
1  addiren  die  so  entstehenden  Ausdrücke  zu  M\  wir  erhalten  dann: 

3M=  (abc)  {abd)  {bcd)  [(cdu)  «^  —  {adu)  Cjc  —  {cau)  d^c]  . 

er  ist  der  eingeklammerte  Theil  nach  der  bekannten  Identität  gleich 
id[)Ujc't  daher  wird: 

I)  3  iV  =  {abc)  {abd)  {bcd)  {acd)  .u^=^S.u^, 

d  folglich: 

})  ^  '  P^iS.uJ. 

ir  sprechen  dies  in  dem  Satze  aus: 
Die  aus  6  abgeleitete  Form 

/>=  0^.20',» t/^2  =  {abc)  {abd)  {cduf  a^br 
^  den  IVerth  ^S.uJ, 

Geometrisch  können  wir  diese  Formel  leicht  auffassen,  wenn  wir 
tehteu^  dass  P  nichts  anderes  ist  als  die  Invariante  a«^  für  die  bei- 
L  Kegelschnitte  ajc^  ii.  SJu^"^  =  .0,  und  uj  ee  Q'Ju^'^  =  0.  Dabei 
aj^  und  «a^  für  dieselbe  Form  0  geschrieben,  aber  in  ^r^^  ist 
=  0  als  Gleichung  der  Polocönik  von  w,  in  iia^  als  Liniencoordi- 
;engleichung  des  Polarkegelschnittes  von  x  gedacht.  In  (19)  liegt 
0  der  Satz  (vgl.  p.  385):  Der  PolarkegehcJinitt  von  x  liegt  mit  der 
oconik  von  u  vereinigt j  sobald  x  mit  u  vereinigt  liegt;  dagegen  auch 
\e  letztere  Bedingung ^  wenn  S  verschwindet. 

Ganz  ähnlich  können  wir  die  Gleichung  (18)  interpretiren.  Aus 
)  erkennt  man  nämlich,  dass  M  nichts  anderes  als  der  Ausdruck 
UtOje  ist^  denn  wir  haben  (Z  =  w,*^  gesetzt): 
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3  n, '  Ui={a  h  e)  ^{ahv){(fe  v)  {b  e  u)-\-{b  cv){nb  v)  (a  c  m)+(<»  c  p)  {bev)  [üHn 

= 3  (<i  bc)  (flf  b  v)  (b€v)  {a  c  n) , 

uiitl  dies  geht  in  31  über,  wenn  man  a  dttrcli  *f,  P  durch  n  er 
und  mit  a^  muHiplicirt  In  (14^)  liegt  daher  der  schon  früher  m 
wandte  Satss*); 

Der  PdarkegehchniU  eines  Punktes  x  in  Bezug  auf  die  Grund 
und  der  einer  Geradmi   u  in  Bezug  auf  die  Caylej'^r/rt*  Curve 
irereiniQier  Lage^  wenn  u  und  x  vereinigl  Hegen;  Jedoch  auch  ^hne 
Bedingung^  wenn  S  verschwindei. 

Die  Gleichungen  (18)  und  (19)  sind  nur  specielle  FJlUe  einer  i 
gemeineren  Kegel,  welche  folirendermassen  lantet: 

EnthäU  die  igmboiisclie  ua  ig  einer  Form   zwei  Fact&rm 

Sf  eiwa  (übe)  {abd)  und  ausserdem  '  Reihen  c^  d  in  einem  stjmbtdiM 
DeterminmitenfactQr  vereinigl^  m  iisi  die  Fortn  dunh  S  tlu^fi/ar. 

Jedes  Product  der  bezeichneten  Art   nUuilich    besteht    »ua 
Summe  von  Gliedern  der  Form: 

(abc}{abd)  (cd  t)  itibieidin  .  E 

wo  E  die  Symbole  a^  b^  c^  d  ^  mehr  enthält,   und  wo  die  u 

weder  eine  andere  SjmbolreiHe  der  Liniencoordinaten  hedea 
Dieses  Glied  wird  nun  immer  durcli  ^  theilbar  sein,  s^obald  dies  ] 
dem  Ausdrucke 

l  =  (abc)  {abdf}  (edu)  a^rb^r.di 

der  Fall  ist.  Da  aber  letzterer  für  a  und  b  ajminetrisch  istg  bO 
steht  er  durch  Polarenbildung  aus  der  Form 

U  =  {abc)  (abd)  {edtt)  ßj^bj^etdi} 

und  wir  haben  daher  nur  zu  beweisen  ^  dasö  diese  den  Factor  5 
hiilt  In  //  vertauschen  wir  c,  d  und  addiren  die  so  entstet 
Bildung  zu  IJ;  dann  kommt: 

2L'  =  (abe)  {abdf)  (edu)  a^r^^  (e.d,  —  d.c^) 
=  (abc)  (abd)  (edu)  {rdv)  n^^b^  ^ 
wenn  Vi^{^i)i  gesetzt  wird.     Dieser  Ausdruck  entsteht  aber  ta»' 

p=(ßbc)  (fibd)  (edffy  a^rb^, 
wenn  wir  die  Gleichung  des  Poles  der  Geraden  r  in  Bezug  aufP« 


•J  VgL  p,  M2.     Die  aua  den  Kegelacbrntten  ti^^  =-0,  A^»=»o,  r  '«» 
leitete   Form    11  (n  ,  h,  e]  ^^  (n  it u]  [tn^ it)  (h r  u)    ist   gleich    ajA^fj  {/iffu)  (ßrM]\^ 
wenn    man    sie  für  die  Polarkegelschnitte    der   Coordinatenecken    in    Bezuf 
n^^  =»  bildet,   also  gleich  J  Z.    Daher  der  Factor  J  in  Gleichung  (ll)  aaf  [ 
statt  des  Factors  3  in  Gleichung  (18). 
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Uden.    Da  nun  P  nach  (18)  den  Factor  S  hat;  so  gilt  dasselbe  auch 
\titV,  q.  e.  d.  —  • 

Mit  den  Formen  0,  (>,  F,  S,  Z  sind  die  einfachsten  Bildungen 
[erschöpft;  wir  sind  durch  ihre  Betrachtung  gleichzeitig  in  den  Stand 
ffBsetzt,  den  syzygeUschen  Büschel  x/'+^A  =  0  näher  zu  studiren, 
[vDzn  wir  jetzt  übergehen.  Wir  beginnen  damit;  die  uns  bekannten 
Jformen  (/*  und  Q  schliessen  wir  hier  jedoch  aus)  statt  für  /*,  für  die 
ftosammeDgesetzte  Function  «/-j^AA  zu  bilden. 

Zu  dem  Zwecke  ist  die  Einführung  des  sogenannten  d-Processes 
ifitslich;  von  dem  wir  schon  früher  nachgewiesen  haben,  dass  er  die 
DTarianteneigenschaft  einer  Form  tp  des  zu  f  gehörigen  Systems  nicht 
I5rt  (p.  268).  Dieser  Process  besteht  darin ;  dass  man  tp  nach  den 
befiBcienten  Oikh  von  f  differentiirt;  mit  den  entsprechenden  Goeffi- 
ienten  atkh  von  A  multiplicirt  und  die  Producte  addirt;  d.  h.  er  ist 
tftniri  durch  die  Gleichung: 

*o  sich  die  Summe  auf  alle  Combinationen  der  Indices  i^k^h  bezieht. 
leBeichnen  wir  nun  mit  q>^x  die  Form^  welche  zu  x/^-f-  ^A  in  der- 
Hben  Beziehung  steht  wie  q>  zu  f,  so  erhalten  wir  nach  dem 
p^ylor 'sehen  Satze  für  q)xx  eine  nach  Potenzen  von  x,  k  fortschrei- 
ide  Reihenentwicklung,  deren  Coefficienten  g?,-  aus  einander  in  he- 
iter Weise  durch  Differentiationsprocesse  entstehen.  Diese  letzteren 
werden  wir  später  durch  d-Processe  ersetzen  lernen,  und  somit 
wir  zunächst  den  Einfluss  des  Processes  8  auf/",  A,  0,  5,  Z 
b  untersuchen.*) 

Der  Definition  nach  ist  nun: 

j»)  (J/=A. 

Um  den  Einfluss  des  d- Processes  auf  einen  complicirtereri  symho- 
%ehen  Ausdruck  q>  festzustellen,  bemerken  wir,  dass  jede  in  q)  ent- 
ftltene  Symbolreihe  ein  lineares  homogenes  Vorkommen  der  Coeffi- 
ienten  auch  in  9>  anzeigt.  Man  sieht  daraus,  dass  der  Process  der 
Üfferentiation  auf  die  Summe  der  Ausdrücke  führt,  welche  entstehen, 
renn  man  nur  bezüglich  nach  einer  solchen  Reihe  differentiirt;  es  ist: 

Jm>:     aus  einer  Form   tp  entsteht   die   Form    ö(p,    wenn  'man   in    der 


•)  Beide  Processe  unterscheiden  sich  dadurch,  dass  bei  jenen  Differentiationen 
m  rn^j^j^  bIb  von  den  o^f^ß^  unabhängig  angesehen  werden,  was  beim  ^-Processe 
ieht  geschieht.    Der  letztere  ist  von  Aronhold  eingeführt. 
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symbolischen  Form  mn  9  der  Reihe  nttch  jede  Symfmlreihe  durch  eme 
SfjrnMreifm  von  A  ersetzt  und  die  Summe  der  erhüUenen  Jmdrücke  biläil 
Um  dann  statt  der  Symbole  u  von 

(21)  A  =  (abcya^i^^c,  =  aj  ^  ßj  ,  .  . 

die  Symbole  a,  i>,  c  der  Grundform  f  eiuzufCihren,  hat  man  xu  W 
acbtec^  dass  wegen  der  Vertauschbarkeit  yon  tt,  h^  c  in  A 


«,«*«*   =  *  ^ß~d^,  =  *  («*0-  ^«MCA 


I 


ist    Kmnmt  daher  in  einem  symbolischm  Produtie  das  Sf^mM  «  laor,  » 

geschieht  die  Einführung  von  Symbolen  (t^  b,  c  der  Grund furm  dndnrck 
dms  man  sfaft  des  dreimal  vorkmnmenden  a  einmal  a,  einrntii  b  mi4  em 
mal  c  schreibt  und.  mit  {abcY  mMiplicirL 

Die  Anwendung    des   «J-Proc^ssea    auf  A    ergibt    also    nach   dn 
or^teren  Regel  zunächst: 

und   dann   durch  Auweaduug   der   Äwdtan  Regele   wenn    wir    für  4 

Symbole  c,  d^  e  von  /  einführen  i  j 

SA  =  3(abc}  {abd)  a^b^e^:  {cde)K 

* 

Der  hier  rechts  stehende  Ausdruck  entsteht  aber  aus  Pj   wenn 
Uj^ei  setzt  und   mit  tv  maltiplicirt;   «ä  ist  deshalb  nach  Gleiehuii 
(19),  da  e^=fi 
(22 )  ÖA  =  '^{nb ^f  a^, b,  c.,  =  i  S  .  f. 

Die  Jnwmdtmfj  des  Processen  Ö  auf  die  Cmarinnte  A  fiihri  (i($o 
die  Form  f  zurack^  multipUcirt  mit  J  S, 

Hieraus  geht  mit  Rücksicht  auf  (20)  hervor^  dass  auch  die  wiei 
holte  Au  wen  düng  des  Processes  ö  auf  A  zu  keinen  neuen  Covarii 
führen  kanu.     Allo  dadurch   entstehenden  Co  Varianten    müsseu  lim 
p'unctionen    von  f  und   A  sein^   und  die   Coefficienten   derselben  j 
Invarianten,  welche  durch  wiederholte  Anweudung  des  d -Processea  ■ 
S  erzeugt  werden. 

Der  Ausdruck  iabay  üri^x^.r  ist   nun   nichts  anderes    als  die 
simultane  Invariante  der  Polarkegel  schnitte  von  x  in  Bezug  auf/'«« 
und  A  ^=  0.     In   (22)   liegt  also   der  Satz;     W^enn  x  ein    Punkt  m 
Cur  VC  drilter  Ordnung  ist,  so  kann  man  dem  Pt/^arkegelschnit(e  v^n  M 
Beztfi/    fffff   ff^'^s^'^hf     Dreiecke    umschreiben,     welche     f^^^^^irdrekckt   \ 
Polar kefjelschniltes  von  x  in  Bezug  auf  die  H e  s s e '6c//6'  Curve  sind^  ^ 
letzterem   Dreiecke  einschreiben  ^   welche  Polardreiecke  des  ersfercn  ; 
Dies  gilt  für  jeden  Punkt  x,  ivenn  die  Invariante  S  verschwindet. 
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[ 


Gehen   wir   auf  deu    Fall   S  =  0  etwas   genauer    ein.     Zu    den 
Kegelschnitten    des   Netzes    ccy^ccjc  =  0   stehen    nach   unsern  früheren 
l/iitersachungen  zweifach  unendlich  viele  in  der  besagten  Beziehung; 
und  diese  bilden  ^^das  conjugirte   Gewebe'^,   lassen    sich    also   in    der 
Form  xuß'^ .+  Ai/y^  -j-  fti/j^  =  0    darstellen,    wenn  w/  =  0,   Wy-  =  0, 
ir«>-  =  0  drei  beliebige  Curven  des   Gewebes  sind.    Die  Kegelschnitte 
0^  (abuy  a^^-p  =  0  hängen  ds^egen  im  Allgemeinen  von  zwei  Para- 
metern quadratisch  ab,   während  ihre  Gleichung  in  Punkt<^oordinaten 
fy^ajg  =  0  diese  Parameter  linear  enthält.     Wenn  nun  5=0  ist,  so 
m88  daher  das  quadratische  Vorkommen  von  x^,  X2j  x^  nur  schein- 
ar  sein;  letzteres  wird  aber  nur  möglich,  wenn   alle  Kegelschnitte 
08  Gewebes  ein  gemeinsames  Polardreieck  haben*);  denn  dann  lassen 
e  sich  in  der  Form  darstellen: 

id  in  Punktcoordinaten  für  xA  =  w,  Äff  =  ä:,  fix  =  l: 

0  dann  Ar,  /,  m  drei  neue,  ebenfalls  linear  vorkommende  Parameter 
nd.  In  diesem  Falle  besteht  aber  das  conjugirte  Netz  «^-^^  =  0 
jB  Gewebes  6=0  aus  den  Kegelschnitten  durch  die  Ecken  des  dem 
ewebe  gemeinsamen  Polardreiecks;  dieselben  haben  also  drei  Punkte 
■nein^  d.  h.  die  Curve  A  e::  a/ =  0  hat  drei  Doppelpunkte,  besteht 
■I  drei  Geraden  (p.  382).  Da  femer  die  Hesee'sche  Curve  des 
■webes  0=0  zugleich  Cayley'sche  Curve  des  conjiigirten  Netzes 
m  (vgl-  p.  521),  so  haben  wir  den  Satz: 

1  i>ie  Bedingung  5  =  0  sagt  aus,  dass  die  Hesse'i'cÄ^  Curve  von 
0  m  drei  Gerade  zerfällt.  Die  Cayley'iCÄt'  Curve  besteht  alsdann 
den    drei  Doppelpunkten    der  Hesse  Wi^w;    und  das  von  letzterer 

\ldete   Dreieck  ist  Polardreieck  in  Bezug  auf  alle  Polarkegelschnitte 
Gmndcvrve.     Aus  dem  letzten   Theile    dieses  Satzes   folgt  ferner, 
sü:h  die  Gleichung  der  Grundcurve^   wenn  S  vcrschivindet ,   in    die 
iransformiren  lässt: 


r  *)  Genaaer  stellt  sich  der  Beweis,  wie  folgt:  Die  Behauptung  des  Textes 
Den  wir  auch  dahin  aussprechen,  dass  es  kein  anderes  (\,-yelz  gibt^  bei  dem 
zwei  beliebige  Punkte  nur  eine  Curve  geht  und  auch  zwei  beliebige  Gerade  nur 
eimer  Curve  berührt  werden  t  als  dasjenige  y  in  welchem  alle  C^  ein  gemeinsames 
eck  haben.  Beweis:  Alle  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  gehenden  C, 
einen  Büschel  von  Ct,  die  jedenfalls  ein  gemeinsames  Polardreieck  haben; 
beliebige  Gerade  u  wird  von  zwei  Tg  dieses  Büschels  berührt,  denen  das- 
Polardreieck  gemeinsam  ist.  Seien  ihre  Gleichungen  iu  Liuiencoordinaten 
0,  ^  s>  0,  80  sollen  alle  anderen  die  Linie  u  berührenden  C^  des  Netzes  in 
Tonn  ^  '{'  liff  SB*  0  darstellbar  sein,  d.  h.  sie  haben  auch  alle  dasselbe  Polar- 
ek  gemeinsam.  Da  nun  x  und  u  ganz  beliebig  waren ,  so  ist  hiermit  unsere 
npiimg  bewiesen. 
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x^  +  a^^  +  x^^O. 

In  diesem  Falle  ist  ferner  das  Gewebe  der  Polarbegebchniite  ii 
(*ayley 'sehen  Curve  zu  dem  Netze  derer  der  CtnmdctirvD  conjogir 
indeiu  alle  Curven  des  ersteren  von  den  Seiten  jenes  Dreiecks  ImfAn 
werden.  Hieraus  würde  wieder  folgen,  dms  der  Ausdruck  M^^a^nj 
bis  auf  einen  Zahlenfactor  gleich  dem  Produete  S ,  u^  sein  muis,  w 
wir  es  in  Gleichung  (18)  gefunden  haben.  Umgekehrt  hatten  "m 
auch  aus  letzter  Gleichung  die  Bedeutung  des  Verschwindens  d 
Invariante  S  und  die  Notliwendigkeit  der  Relation  (22)  er^hlieas 
können. 

Ein  analoger  Satz  wie  für  die  aus  f  durch  den  Process  d  entstehe 
den  Bildungen  gilt  f  ch  denselben  Process  abgeleitet« 

Aujä  0  entspringt  zu       n 

(23)  H  --  i^  «i  0  -=  H  ft^ ^ }  -=  {ft a  uf  a^  tt^  , 

Wie  mau  sofort  sielit,  **/  H  =  \  dk  Gkiehnnt^  eines  A'effeisrUmH 
demsen  Tangenten  u  von  den  Pi  ^  ^^Iscfiniffen  des  Punkten  x  in  Bei 
auf  f^=^^  imd  A^n  in  hatft  hen  Pimktepaaren  geiroffen  wef4 
(vgl.  p.  2S\). 

Wenden  wir  nui  s  den  Process  Ö  an  3,  so  <*nt«t^bl 

s^wei  Glieder,  deren  eL*^«  m«,^.*  -  iwendung  der  Operation  auf  i 
durch  die  Sjmbole  a  vertretenen  uoefficienten  von  f  gebildet  mri 
wahrend  der  andere  aus  der  Anwendung  der  OperatioB  auf  die  dtHl 
die  €t  vertretenen  Coeflicient-en  von  A  entspringt.  Der  erste  Um 
gibt  eine  neue  Zwischenform 

(24)  K  =  C«^fO'«r^- 

Der   zweite  aber   führt  wegen    (22)  auf  0  zurück;  denn  letztere  Gl« 

chung  sagt  aus,  dass: 

(ßb)  dcca/,  =  ^  S  .  aikh  =  i  S  .  b^n  . 

Dieser  zweite  Theil  wird  sonach  ^  S  Qtbuy  a^rb^^  und  es  folgt: 

(26)  dH  =  K  +  i5.  0. 

Mit  der  Form  K  ist  aber  diese  Reihe  von  Bildungen  auch  abg 
schlössen;  denn  mit  Hülfe  derselben  Betrachtung  erhiilt  man  sofort: 

(27)  (3K  =  S  {aauy  a^a^  =  S.H. 

Die  Formen  0,  H,  K  bilden  demnach y  wie  f  und  A,  dem  Fi 
cesse  ö  gegenüber  ein  in  sich  geschlossenes  System. 

Zwei  ähnliche  in  der  Weise  begrenzte  Gruppen  gehen  aus  k 
Formen  S  und  Z  hervor.     Zunächst  finden  wir: 

dS  =  8  {{abc)  (abd)  (acd)  {bcd)j  =  4  (abc)  {aba)  (aca)  (bca) 

dl  ==  d  {{abc)  (abu)  (acu)  {bcii)j  =  3  (aba)  (abu)  {aau)  (bau)^ 
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Bezeichnen  wir  die  beiden  neuen  Formen,  abgesehen  von  den  Zahlen- 
factoren  bez.  mit  T  und  T;  so  haben  wir  also: 

\dS  =  T=-{abc)  (aba)  (aca)  (bca) 
'  ^  J  *I  ==  T  =  (aba)  {abu)  (aau)  {bau)  . 

Um  die  Eigenschaften  von  T  und  T  kennen  zu  lernen,  geben  wir 
zunächst  ihre  Ausdrücke  in  den  ursprünglichen  Symbolen  von  /*,  und 
«war  nach  unserer  früheren  Regel  über  die  Ersetzung  der  Symbole 
TOD  A  durch  diejenigen  von  f.  Wir  ersetzen  also  die  a  einzeln 
durch  d,  e,  f  und  multipliciren  mit  {äefY\  es  wird  dann: 

T  =  {abc)  {abd)  {ace)  (bcf)  {de ff 
^  ^  T  =  {abd)  {abu)  {aeu)  {bfu)  {de ff  . 

Wir  bemerken,  dass  T  ebenso  aus  T  entsteht,  wie  Z  aus  5,  indem 
man  die  c  durch  Liniencoordinaten  u  ersetzt;  und  dies  ist  zur  Berech- 

O  rp 

Jiüng  von  ÖT  wichtig.     Bildet  man  aber  den  Ausdruck  27  ^ UiUfgU/,, 

lio  erhält  man  im  Ganzen  6  Terme,  welche  dadurch  entstehen,  dass 
[der  Beihe  nach  jede  der  6  in  T  vorkommenden  Symbolreihen  durch 
[4r  ersetzt  wird.  Nun  treten  a,  by  c  in  T  symmetrisch  auf;  denn  T 
idert  sich  nicht,  wenn  man  etwa  a,  b  vertauscht,  sobald  nur  gleich- 
ig e,  f  vertauscht  werden.  Die  Symbolreihen  a^  b,  c  liefern  also 
11  gleiche  Terme,  welche  nach  (29)  sämmtlich  gleich  T  sind.  Ebenso 
'em  die  Reihen  dy  Cy  f  drei  gleiche  Terme,  denn  auch  sie  kommen 
fern  symmetrisch  vor,  als  sich  T  nicht  ändert,  wenn  man  etwa  d 
imi  e  und  zugleich  b  mit  c  vertauscht.  Bezeichnen  wir  also  die  drei 
ion  den  Reihen  rf,  Cy  f  herrührenden  Terme  mit  T',  so  haben  wir: 

2:  ?/-w,t/At/;i  =  3(T  +  T'). 

PTir  werden  jedoch  zeigen,  dass  T  'und  T'  einander  gleich  sind.    Es  ist: 
T'  =  {abc)  {abd)  {ace)  {bcu)  {detty-y 

lud  wenn  wir  in  TcfUt  das*  Symbol  /*  schreiben  und  a  mit  d  vertauschen : 
T  =  {abd)  {bdu)  {deu)  {bcu)  {ace)^ . 

We  EHfferenz  beider  Ausdrücke  gibt  also: 
T'  —  T  =  {abd)  {ace)  {bcu)  {deu^  {{obc)  {deu)  —  {ace)  {bdu)} . 

Ke  beideo  in  E^lammern    eingeschlossenen    Glieder    sind    aber   nach 
imer  bekannten  Identität  gleich 

{dau)  {ebc)  +  {deu)  {abe) . 

Botet  man  dies  ein,  so  folgt  aus  einem  früheren  Satze,  dass  T'  —  T 
Inrch  S  theilbar  ist;  denn  der  erste  Theil   enthält    {ebc)  {ace)  und 
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a,  b  noch  Yereinigt,  der  andere  enthält  (abe)  (abd)  und  d^  e  m 
einigt    Es  ist  also: 

T'  — T  =  5,X, 

Aber  der  Factor  X  kann  nur  noch^  ausser  drei  Reihen  «i,  eine  i 
reihe  von  f  enthalten  5  und  da  hieraus  kein  nicht  verschwi) 
symbolischer  Determmantenfactor  zu  bilden  ist^  ao  folgt; 

T'  —  T  ^=0,  w.  z.  b.  w, 

Zwkchtm   der   immnuHfe    T  untf  tfcr  zugehfirigen    Form  T  . 
akü  dk  Reiaüunen  : 


(SO)  ■        *"      ^^m 


T  =  I  2-'  j^^  UiUk  Uk  =  «/ 

Nun  kann  eine  Curve  dritter  Ordnung  nur  eine  absolut- 
Haute  haben  j  tleitn  man  ktujn  iu  ihrer  Gleichung  alle  Constai 
auf  eine  durch  lineare  Transformation  zerstören.  Es  gibt  dah 
nur  zwei  InYariaüteUj  S  und  T;  und  der  Process  i^  auf  T  an^ 
muss  auf  S  zurückfuhren.  Um  6T  Wh'klich  zu  bilden,  brancl 
wegen  (30)  nur  in  (3  T  oder  6'T'  die  1/  durch  Symbole  a  vo 
ersetzen.     Wir  wühlen  T'  und  erhalten  also: 

^  r  =  6  (a  bc)  (abä)  (ace)  {bca)  {äeay  . 

Nach  (25)  ist  aber: 

s  s 

i  dciiui  =  {dea)'  die/^a,,  =  -  Oia,,  a,,  =  ^  did^d^  ; 

wir  haben  also  in  ÖT  statt  d,   c,  a   immer   d   und   '     statt    {dt 

schreiben;  d.  h.  es  ist: 

(:>,  1 )  dr=  {a b r)  {a b d)  {a c d)  (b c d)  .  S  =  S^ . 

iJw  Invarianten  S  und  T  bilden  daher,  wie  f  und  A  odt 
und  K,  ein  in  sich  geschlossenes  System  gegenüber  dem  d  -  Process 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Bedingung  7'  =  0,  wer 
später  bei  Bildung  von  A^;  sofort  erkennen;  die  der  Curve 
ergibt  sich  durch  folgende  Betrachtung.  Wir  gehen  von  der 
bezeichneten  Form  von  T  aus: 

T  =  (abc)  (abd)  (ace)  (bcu)  (deu)- . 

Dieselbe   kann   aus   den   Coefficienten   von   0    und  Z  zusamme 
werden.     Denn  da 

0  ==  (deu)'  d,c,r  -=  Qyu^' , 

so   folgt,   wenn  man  nach   den  x  differentiirt,    mit  den  y  mu 
und  addirt,  wegen  der  Vertausch  barkeit  von  d  und  c: 
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6a:ej,u^^  =  (deuyd^rdy. 

Ersetzt  man  nun  links  und  rechts  die  x  durch  Determinanten  der 
a,bj  die  y  durch  Determinanten  der  0,  c  und  multiplicirt  mit  (abc) 
(bcu)^  so  erhält  man  rechts  die  obige  Form   von  T'  =  T;    und    es 

ffitalso: 

T  =  (00^)  {Bac)  (abc)  {bcu)  w^^ . 

Nun  ist  ferner  nach  (20),  wenn  Sikh  die  Coefficieuten  von  Z  bedeuten : 

Vg'^Us  =  (äbc)  (abv)  (acv)  {bcu) , 
Mi  demnach,  wenn  wir  v  durch  6  ersetzen  und  mit  u^^  multipliciren : 
(32)  .T  =  w,3  =  0,2„,,;^2. 

Hier  steht  aber  rechts  die  eine  simultane  Invariante  pa^  der  Polo- 
coiiik  pj^  =  0  =  0  von  u  und  des  Polarkegelschnittes  Va^  ^e  v^^t/,  =  0 
ron  u  in  Bezug  auf  Z  =  0. 
f .       Die  Cttrve  dritter  Klasse  T  =  0  wird  also  von  denjenigen  Linieti  n 
'■  wmküiU,  deren  Polarcurve  (zweiter  Klasse)  in  Bezug  auf  Z  =  0  mit  ihrer 
Mocanik  (zweiter  Ordnung)  in  Bezug  auf  /  ==  0  in  vereinigter  Lage  ist. 
Die  in   (32)  gegebene  Form  von  T  führt  uns  auch  zu  dem  Aus- 
drucke von  *T;  wir  wollen  die  betreflFende  Rechnung  aber  nicht  mehr 
ihirchführen,  da  wir  die  Form  Txi  im  Folgenden  nicht  weiter  benutzen 
trden.     Es  seien  hier  nur  die  dabei  benutzten  Hülfsgieichungen  an- 
hrt,  um  zu  zeigen,  wie  sich  der  Inhalt  derselben  auch  geometrisch 
irmuliren  lässt.     Mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  von   öQ  und  dZ  in 
)  und  (28)  folgt  nämlich  aus  (32): 

;)  *T  =  2  Hs'usU^^  +  3  0,^  u,u^^  ; 

fend  zu  weiteren  Umformungen   dieses  Ausdruckes   beweist  man  dann 
lie  folgenden  drei  Gleichungen*): 

)  H  =  -iS.uJ  +  Us'dsdJ 

)  Hs'usU^^  =  iS.Z 

1)  e,''u,u<,^  =  iS.Z, 

chungen,  welche  bez.  zu  den  folgenden  Sätzen  Veranlassung  geben : 
Ist  u  eine  Gerade,  welche  die  ersten  Polaren  von  x  in  Bezug  auf  f  und 
in  harmonischen  Punktepaaren  trifft^  so  geht  die  lineare  Polare  von  x  in 
'zug  auf  /*=  0  durch  den  Pol  von  u  in  Bezug  ai(fJ.  =  0,  wenn  x 
mdu  vereinigt  liegen;  dagegen  unabhängig  davon,  wenn  S  verschwindet. 
Die  Curve    2,    Ordnung,  welche  einer  Linie  u   durch  die  Gleichung 
1  =  0  in  bekannter  Weise  zugeordnet  ist,  liegt  für  die  Tangenten  u  der 
)%j\ej'schen   Curve  mit  der   Polare    (2.   /blasse)   von    u  in   Bezug  auf 


•)  Vgl  Clebsch  und  Gordan:  Math.  Anualeu,  Bd.  0. 


558  Fünfte  Ablbtnlmig. 

leiztere  Cwrm  iwrcinhß:  dies  gut  aber  für  Jede  Linie  w^  wenn  S  i 
schwindet. 

Die  CayiejAVi/if  Curm  wird  auch  ttmhüHi  von  deujenif/en  Linien 

deren  Polürkegeisehmtt  in  liezug  mif  T  =^  0  mii  ihrer  PakaYiniA  prreh 
Hegt,  lelzferen  tritt  über  heim  Versvhivindat  mn  S  für  Jede  iJmi 
ein.  —  Es  liegt  hierin  nach  der  DeHnition  von  T  durch  (32)  e 
gewisse  Keciprocität  zwischen  den  Curven  1  =  0  und  T  ^  0. 

Fasst  man  nun  schliesslich  die  in  (33) j  (35)  und  (345)  gegebej 
Besiiltate  zuBammen,  äo  ergibt  sich 

Die  Formen  Z  und  T  bilden  afso  in  dcK  Tkat  in  lkzu{/  auf  > 
Ö-Proecss  ein  ebenso  in  sich  geschim$ene&  System^  wie  f  und  A,  1 
werden  später  sehen ^  wie  die  Sctiaar  x  I  +  A  T  =^  0  auch  geametri 
dem  Büschel  x/*-^  AA  ==  0  gegenübersteht  j  sie  bildet  eben  die  Seh 
von  Curven  dritter  Klasse,  welche  die  9  harmonischen  Geraden 
gemeinsamen  Blickkehrtangenten  haben. 

Durch  die  Formeln  für  dA,  SB^  SH,  SK,  ST,  ÖS,  <JT, 
haben  wir  nnn  das  Material  gewonnen,  um  diese  Formen  für  die 
sam mengesetzte  Function  nf  -^  XA  zu  bilden. 

Die  Form  0gi  können  wir  ohne  Weiteres  hinschrei beti ;  ea  iat : 

B^i^(/thffVff,  Iß, ,x~^{{ab uf  Ur, kr  +  {ä a uf  *f^. re^ }  . « A  +  ( « /3 nf  a^^ 
^        =x«e  +  2xAH  +  A2K. 
Für  Axji  finden  wir  zunächst  die  Entwicklung: 
(39)  Ax>i  =  A x3  +  3  A,  xU  +  3  AjxA^  +  A3  A^ 

wo  nach  dem  Taylor'schen  Satze: 
A,  =  (abay  aj^^-cc^, ,      A.  =  (««/3)2  a^a^ß^^  ,      A3  =  {aßyf  a^ß^y^ 

Jede  von  diesen  Formen  entsteht  aus  der  vorhergehenden  durch  eiü< 
DifFerentiationsprocess,  bei  welchem  die  «.a-a  von  den  a^ut  als  unabhij 
gig  betrachtet  werden,  während  der  d-Process  sich  immer  auch  ai 
die  in  den  a^u,  enthaltenen  Coefficienten  von  /  erstreckt.  Deuten  w 
daher  durch  einen  dem  d  zugefügten  Index  cc  an,  dass  sich  der  d-Pr 
cess  nur  auf  die  in  den  cc,k/,  enthaltenen  Coefficienten  der  Grundfor 
beziehen  soll,  so  haben  wir: 

dA  =  3A,  ,     dA,  =2A2+  d«Ai  ,     äA.^=A^  +  d^A^. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (25):  duiu*  =  i  S  .  a,A/i,  also  auch: 

d«Ai  ==i6A,     daA.,  =  SA^, 

und    somit    können    wir  aus  obigen   Gleichungen    die    A,    berechne 


es 


wird: 
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(40) 


^=^d{S/)-iSA==iT/--iSA 


s» 


^3  =  i  *  (y/"-  i  SA)  -  "e  /•=  iV  äV-  i  TA 


Setzen    wir  die  gefundeneu  Werthc  in  die   Formel  für  Axj  ein  und 
ordnen  nach  f  und  A,  so  kommt  ""3: 

(41)      A«,  =  (x»  -  I X  A*  -  -^  A3^  A  +  (ß  xH  +  rxA'  +  ^  A»)  /" . 

Man   übersieht  sofort^  dass  die  für  die  Ausdrücke  A,-  augestellten 
Betrachtungen  für  Coefficienten  einer  jeden  Entwicklung: 

OOltigkeit  haben,  wenn  (Pmi  die  zu  /  gehörige  Form  (p,  gebildet  für 
nf  -f-  i.  A ,  bedeutet.  Für  die  Coe/ficienien  q>i  besieht  immer  das  System 
Gleichungen: 

dq>        =  n<pi,  S(Pi  =  {n  —  ])(p.2  +  ^S.    <p , 

utzen  wir  diese  Gleichungen  zu  der  Berechnung  der  Coefficienten 
in 

Ixi  =  Ix»  +  3  I,xU  +  3  IjxA^  +  T.,P 

erhalten  wir: 

I)  Zxa=  (x»  +  i  -SxA2  +  ^  TP)  I  +  (3  xU  -  l  SX^)  T  . 

Gleichungen  A3  =  0  und  Z3  =  0  geben  bez.  die  Hesse'sche  und 
lyley 'sehe  Curve  von  A  =  0;  wir  haben  daher  wegen  der  für  A3  und 
gefundenen  Ausdrücke  die  Sätze: 
fFenn  S  verschwindet,  so  fällt  die  Hesse'sche  Curve  von  A  mit  A 
I,    d,    h,    A  ==  0   besteht   aus    drei  geraden    Linien ,    und  die 
Ijley Vä«?  Curve  von  A  =  0  fällt  mit  der  von  f=0  zusammen,  sie 
eht  aus  drei  Punkten;  wie  wir  schon  früher  fanden  (p.  553  f.). 
ff^enn   die  Invariante   T  verschwindet,  so  ist  die  Hesse  W/6'  Curve 
Hesae'schen  wieder  die  Grundcurve  f=0;  die  Csiylej'sche  Curve 
He88e'schen  fällt  dagegen  mit  T  =  0  zusammen. 
In  der  Formel   für  A^x  bemerkt  man,   dass  die  Coefficienten  von 
snd  A  die  nach   x  und  A   genommenen   Differentialquotienten   der- 


*)  In  dieser  Formel  liegt  wieder  der  Hesse'sche  Satz,  vgl.  p.  505. 
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gelben  biquadratisclien  biiiüreii  Form  G  (x,  i)  ^  G  sin«),  welchi 
Ausdruck  liat*): 

(44)  ff  =  X»  -  Nx'-' A'  -  ^  7'xi='  -  -jV  SU« . 

(n  der  Tliat  wirJ: 


(45 


^l?=ff, 


xA' 


r 


i|f=tf,  =  --JxU-?'xr-^A». 


und  folglich  nimmt  A^i  die  ejofaelie  Gestalt  an: 

Diese  Formel  können  wir  benutzen,  um  die  Bildungen  S«i 

TU  s.  f.  einfach  herzuätellen.  Wir  brauchen  nur  den  Eitiflui 
d-Processes  auf  eint;  Form  tp^i  zu  untersuchen,  wenn  sich  de 
statt  auf  die  Coeffieienten  von  /und  A,  auf  die  toö  nf^li 
Ajci  bezieht.     Da  di^  ktzteren  aber  nach  (46}  durch 

gegi^bi*n  sind,  bo  wird: 


{^<P)mI 


^        -  2^#i 


di^k^i^;:;)^^'''''^'''''^''^ 


(47) 


ht   also  cp   eine  aus  f  entstandene  Form^   so    ist    die   für    dt 
sammeng esetzte  Form   x/'+  ^A  gebildete  Form  (öq))f(X  gleich  der 
tionaldeterminante  von  G  und  (p^x. 

Mit  Hülfe    dieses  Satzes  bilden  wir  aus  (4G)  Sx?.y   indem   wi 

rücksichtigen ^  dass  d  A  =  [^  f\  es  wird: 

i  S.^  (X/+  AA)  =  (dAW  =  C.  i^llt.^'11  f)-G,  (f>-'.' 

Hierin  führen  wir  die  zweiten  Ditferentialquotienten  von  Gs 
dirt  durch  \2]  ein,  nämlich  die  Ausdrücke: 


(48) 


('u   =  h 


i^x* 


r^ 


av;  S     .,        2  7'     - 


Die  Formel  für  *SVi  wird  dann  zunächst: 


.S2 

1-2 


A'. 


-^)  Die  Gleicliuiig  0  =  0  ist  also  die  früher  durch  x  A 
CJleichuiig,  vgl.  1).  505. 
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S»»(x/+AA)  =  G 


C12A  —  0^22/^ 


oder  nach  den  bekannten  Eigenschaften  der  homogenen  Functionen: 


5'.i(x/'+AA)  =  6 


6 


GytX   -f-   6^22^ 


^12^  —  6^22/^ 


"11 
6?,2 


'12 


'22 


'12 

I  X       A 


DiYidiren   wir  also  durch  x/'+AA,   50  t£;/r^  5  proportional  zu   der 
Hesse'schen  Farm  ff  der  biquadraiischen  hinären  Form  G: 

Sni  =  -  6((?„^22  -  Gn)  =  -  3//,; 

=  Sx<  +  4  TxU  +  S^xU«  +  ^.STx A*^  +  (-1  T^ 

Eüerans  folgt  weiter,  da  d5  >»  4  7: 


(49) 


x\S-^)k* 


C50) 


^-=i(^/-Ä^-^-Ä-)  =  -3^«' 


wenn    7«;  die  Gorariante  sechster  Ordnung  der  biquadratischen  Form 
G  {Xf  X)  bedeutet.    Femer  haben  wir  wegen  der  Relationen  H  =  ^d6, 

s , 


tK  =  «H  — 
(51) 


6  die  Gleichungen: 

H,;i  =  G,  (xH  +  AK)  -  G.,  (xe  +  AH) 


K,i  =  ö. 


«  dl         2  ^x 

letzte  Gleichung  können  wir  noch  einfacher  schreiben ;  wenn  wir 
liten,  dass  K  entsteht,  wenn  man  die  Bildung  6  an  der  Form  A 
limmt,  dass  also   K^i   die  Zwischenform  6  gebildet   aus   A«^   ist. 
Ifir  finden  dann  wegen  (46) : 

m)  K,;i  ==  ^,2K  -  2  G,  G.,H  +  G^'^Q  .  - 

[ich  folgt  aus  (43),  da  T  =  ^  dZ  ist: 

T«a  =  ^1  [a  SxX  +  i  TX^)  I  +  (x^  -  1  SA^)  T] 

-6?2[(x'  +  i5A2)I  +  2xAT]. 

Wir  brechen  hiermit  diese  algebraischen  Untersuchungen  zunächst 
nm  die  gewonnenen  Resultate  für  einige  Anwendungen  zu  Ver- 
ben. Wir  werden  dabei  dann  von  selbst  geuöthigt  sein^  noch 
Bildungen  aus  der  Theorie  der  ternären  cubischen  Formen  in 
Kreis  unserer  Betrachtung  zu  ziehen,  ohne  jedoch  hierin  Voll- 
ndigkeit  zu  erreichen  oder  anzustreben.*)  Es  sei  hier  nur  noch 
c  folgende  sogleich  zu  verwerthende  Satz  bewiesen: 


*>  Wegen  des  Näheren  vgl.  besonders  Clebsch  und  Gordan:  Ucber  cubische 
dire  Fonnen,  Math.  Annalen,  Bd.  6  und  dazu  das  Druckfehlervcrzeichniss 
%.  Bttndas;  ferner  den  Schluss  dieser  Abtheilung. 


Fünfte  AbtheiluBg, 

ßk  cuhhche  zugeMrifje  Form  M  =  (fittuY^uerießiwindei  tdenim 
Es  entsteht  nämlich  ßf  aus  A^^  aj  =  (cflef  Cj-d^^e^^  wenn 

dm  a  durch    die   aus    den  u  und  u  gebildeten  Detenninanten  erai 

es  ist  also 

M  =  (cd^Y  (cua)  {dua)  {euä). 

Nun  ist  nach  einer  bekannten  Identität: 

(cde)  (cua)  ^^  (ctie)  {cda}  —  (eud)  (cea)  - 
Führen  wir  dies  in  M  ein^  so  wird: 

M^=  (cde)  (dua)  (eua)  {(cue)  (cda)  —  (end)  {c€a}\j 

oder,  da  beide  Theile  dureh   Vertausch ung  von  d  und  e  in  eina 
übergeben^  also  identiich  sind: 

M=2  (ede)  {cda)  (dna)  {eue)  . 

IHeser  Ausdruck  enthält  den  Factor  S^  denn  er  hat  den  syj 
lischen  Factor  {cde)  (cda)^  und  dio  Symbole  e^  a  kommen  öoc 
einer  Determinante  vereinigt  vor.  Aber  der  naeb  AbsoiideruDg 
S  übrig  bleibende  Factor  von  ßl  kann  dann  keine  Symbole  niekrj 
halten,  sondern  nur  noch  die  u,  muss  also,  da  aus  kt:£tereii  1 
Tersch  winden  de  Determinanten  nicht  mehr  zu  bilden  siiulj  nothw« 
gleich  Null  sein,  q,  e.  d. 

V.    Portsetzung.  —  Anwendungen  der  Formentheorie. 

Die  von  uns  in  Vorstehendem  durchgeführten  formalen  Entw 
lungen  geben  uns  im  Wesentlichen  die  Mittel,  um  die  Gleichui 
vollständig  aufzustellen;  von  denen  das  wichtigste  der  bei  den  Cui 
dritter  Ordnung  auftretenden  Probleme  abhängt:  die  Bestimmung 
Wendepunkte;  wir  werden  dabei  auch  einige  neue  Formen  benu 
müssen,  auf  die  wir  dann  später  zurückkommen.  Ueber  die  N 
der  Gleichung  neunten  Grades,  von  welcher  dies  Problem  abhä 
haben  wir  schon  verschiedene  Schlüsse  aus  der  gegenseitigen  Gra 
rung  der  Wendepunkte  gezogen;  und  letztere  wieder  gründete 
auf  den  einen  Fundamentalsatz,  dass  immer  drei  Wendepunkte  auf  t 
geraden  Linie  liegen.  Wir  wollen  zunächst  für  denselben  einen 
algebraischen  Beweis  erbringen. 

Es  seien  x  und  y  zwei  Wendepunkte,  dann  bestehen  gleich» 
die  Gleichungen: 

^^  «x^  =  0,       V  =  0; 

und  wir  haben  nachzuweisen,  dass  auch  für  einen  von  0  und  ao 
schiedenen   Werth    von    A   die  Gleichungen  a^  +  ly^  =  0 ,   «j  + 1,*^ 
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zusammen  bestehen  müssen.  Diese  beiden  Gleichungen  geben  aber 
entwickelt  und  mit  Hülfe  von  (1)  vereinfacht: 

also  durch  Elimination  von  A: 

(2)  a^^üy  .  a^p«/  —  flfxöy^  .  «x^tty  =  0 . 

Diese  Gleichung  ist  aber  in  der  That  eine  unmittelbare  Folge  der 
Gleichungen  (1),  denn  sie  ergibt  sich  aus  dem  soeben  bewiesenen 
Satze,  dass  die  Form  (aaxC)^  identisch  Null  ist,  wenn  man  Ui  =  {xt/)i 
setzt.     Wir  erhalten  zunächst  die  Salmon'sche  Identität: 

and  hieraus  folgt  wegen  (1)  wieder  Gleichung  (2).  Der  Gang  dieses 
Beweises  lässt  noch  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes  erkennen: 

Ztaei  Curven  dritter  Ordnung  a^^  ==  0  und  aj^  =  0  haben  ihre  neun 
Wendepunkte  gemeinsam,  sobald  die  simultane  zugehörige  Form  {aauY 
ideniisch  verschwindet.  Aus  letzterem  Umstände  folgt  nämlich  zunächst 
wieder,  dass  je  zwei  der  9  Schnittpunkte  mit  einem  dritten  auf  einer 
Geraden  liegen,  dass  also  die  9  Punkte  gruppirt  sind,  wie  die  Wende- 
punkte einer  C^,  d.  h.  dass  durch  sie  4  Dreiecke  hindurchgehen;  dann 
sind  sie  aber  nach  Früherem  auch  Wendepunkte  für  alle  durch  sie 
gehenden  C^  — 

Aus  der  Gruppirung  der  Wendepunkte  haben  wir  zunächst  ge- 
lfolgert, dass  es  in  dem  Büschel  x/'-f-  AA  <=>  0  vier  in  gerade  Lüiien 
|Mnrfallende   Curven   gibt:    die   vier   Wendepunktsdreiecke;   und    zwar 

ien  die  zugehörigen  Parameterwerthe  als  Wurzeln  einer  Gleichung 

en  Grades  gefunden,  welche  sich  aus  den  Gleichungen 

x/+ AA  =  0, 
tini  =  iTZ-f  ZA  =  C^iA  —  G^f=0 

Elimination  von  /*,  A  ergibt  (vgl.  p.  505).  Dadurch  kommen 
aber  auch  auf  die  Form  6^  (x,  A),  welche  durch  Gleichung  (44) 
p.  560  definirt  war,  also: 

Die  Gleichung  vierten  Grades  G  {x,  l)  =  0  bestimmt  die  vier  Wende- 
reiecke,    d,   h.  die  Parameterwerthe  x,   X  für   die   zerfallenden 
des   syzygetischen   Büschels.     Das  Product   der  Gleichungen    der 
\wkr  Dreiecke  ist  daher  gegeben  durch: 

\)         G  (A,  — /)  Ez  A^  —  5A2/^  +  i  TLf^  _  ^  S^/^  =  o. 

Untersuchen  wir  die  für  uns  nunmehr  besonders  wichtige  Form 

6?  =  X*  -  ÄxU2  _  I  T^j^i  _  ^  sn^ 

fcwas  genauer.      Wir  bilden  zunächst  ihre  beiden  Invarianten  Iq  und 
>  (Tgl.  p.  229);  die  erstere  ist: 
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(4)  ,V=.2{-,V.S'  +  3.^,S-}  =  0.  ^ 

k  Die  enle  Invariante  von  G  verschwindet  also  iden fisch, 
"  Geometrisch  können  wir  x,  A.  zufolge  der  Bedeutung  von  C=0, 
als  Coordinaten  in  einem  Strahlbüschel  auffassen,  dessen  Mittelptmkt 
ein  Wendepunkt  von  /"=  0  ist;  wo  dann  ^  =  0  durch  die  vier  Weude- 
punktslinien  repräsentirt  wird,  welche  von  dem  gewählten  Wendepunkte 
ausgehen.  Die  Gleichung  (4)  gibt  also  den  Satz: 
I  Die  vier  durch  einen  Wendepunkt  gehenden  Wendeimnktsiinien  shtd 

zu  einander  äqiti unharmonisch  (vgl,  p.  239), 

Wenn  wir  so  in  einem  Wendepunkte  unsere  Constructioiien  aoa- 
fiihren,  können  wir  die  Bedeutung  der  Gleichung 

I  L^x=G,L  —  G.J=  G,x  +  G,V 

(ftlr  ü*  f -{-  A'A  =^  0)  auch  fulgendermassen  aussprechen: 

Die  Mendelangcnten  der  drei  Curven,  deren  Hesse^W/^  Curvr  ein^ 
f/egebene  Curve  dritter  Ordnung  (k  f -{- l' ^  ^^  0)  ist,  bilden  die  erste 
Polare  der  Wendetangente  der  letzteren  in  Bezug  auf  die  vier  Wende* 
punkisUnien. 

Umgekehrt  wird  die  Wendciangente  der  HesseVrÄ^«  Curve  ditreä 
die  lineare  Polare  der  Wendelangente  der  Grundcurve  in  Bezug  auf  dKf 
vier  Wendepunktslinien  gegeben. 

Dadurch   sind   in  dem  betrachteten   Büschel   besonders  diejenigen 
Linien  ausgezeichnet,  deren  Polare  in  Bezug  auf  G^^  0  eine  Doppel- 
Ijoie  enthalten.     Da  aber  die  lu  Variante  iV  verasch  windet,    so  sind  ditt 
bekanntlich    (vgl.    p.  231)  die  Grundstrahlen    von  t^  =  0   selbst;   uiw 
die  erste  Polare  eines  solchen  besteht  ans  dem  Strahle  selbst  und  mA 
zTvei  in  einen  Strahl  der  Hesse 'sehen  Form  von  G  zusammeD^Ueoil^fl 
Strahlen*      Jedes    WendepönkLsdreieck    ist    daher    Hesse 'sehe    Citr^| 
seiner   selbst    und    einer   anderen    Curve    dritter    Ordnung;    tind    <^| 
Wendetangenten    der    den    vier    Dreiecken    so    zugeordneten    *' 
bilden  in   dem    betrachteten   Strahlbüschel   die   Hessesche   Fori 
von  ö  (x,  A),    Die  Curven,  deren  Hessesche  in  ein  Dreieck  :terfaU(yj 
sind  aber,  wie  wir  wissen,  durch  das  Verschwinden  von  S  charakterisiit i 
(p.  553),  und  somit  folgt: 

Die  Invariante  S^ii  der  zmammengesetzten  Form  k/'  +  A  A  icmJMM 
scheidet  sich  nur  durch  einen  Zahlen factor  von  der  Hesse'^/rrii  AlH 
der  binären  Form  G  (x,  A);  wie  es  durch  G/eic/tung  (49)  m^f  p  r^^B 
bestätigt  wird. 

In  dem  betrachteten  Büschel  von  Wendetangenten  gibt  es   fenMü^ 
sechs  Strahlen   7W  ^  0  (p,  244) ,   die  sich  in  drei   Paar«  theflen,  9H 
dass    die    erste    Polare   eines  Strahles  in  jedem  Paare   in    Bezug  m 
G  =^0   den    andern  Strahl    enthalt    (gleiclizeitig   auch    iu    Beaug  i 
//^  =  0,  was  uns  aber  j<^t/i  nirlit,  angeht).     Ein   solches  Stralilonp « 
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ist  sonach  wegen  der  soeben  gegebenen  Constructiouen  dadurch  aus- 
gezeichnet, dass  von  den  zugehörigen  Curven  des  Büschels  die  eine 
immer  Hesse 'sehe  Curve  der  andern  ist.  Da  dies  Verhältniss  durch 
des  Verschwinden  von  T^x  ausgedrückt  wird  (p.  559);  so  folgt: 

Die  Invariante  T^x  unterscheidet  sich  nur  durch  einen  Zahlenfactor 
von  der  Covariante  sechster  Ordnung  Tq  der  binären  Form  C  (x,  A);  tvie 
es  durch  Gleichung  (50)  auf  p.  561  bestätigt  wird. 

Bilden  wir  endlich  noch  die  zweite  Invariante  von  G]  sie  ist: 


0 

6    ! 

x 

6 

T 
3 

~  1-2: 

5)  y^==6i    0      - 


Wenn  auch  diese  Invariante  verschwindet,  so  hat  bekanntlich  die 
ileichuDg  G  =  0  drei  gleiche  Wurzeln,  d.  h.  drei  der  vier  durch  einen 
Wendepunkt  gehenden  Linien  fallen  zusammen  (p.  240).  Dies  ist  aber 
ar  möglich^  wenn  die  Curve  /  =  0  einen  Doppelpunkt  hat,  depn  nur 
adurch  kann  die  .Zahl  der  Wendepunkte  nach  den  PI  ück  er 'sehen 
ormeln  reducirt  werden.  Bezeichnen  wir  also  den  in  (5)  rechts 
behenden  Ausdruck  mit  —  ^R,  so  haben  wir: 

Die  Discriminante  der  Curve  dritter  Ordnung  f=^0^  d.  h.  die 
mke   Seile  der  Doppelpunklsbedingung  ist  gegeben  durch  die  Bitdung*): 

6)  R=-T'   -\SK 

Die  Invariante  R  hat  die  besondere  Eigenschaft,  dass  sie  sich  von 
ler  Invariante  Rni  nur  um  einen  Factor  unterscheidet:  sie  ist,  wie  man 
ich  ausdrückt,  eine  Combinante  des  Systems  xf-\-XA  (vgl.  p.  208); 
»benso  wie  die  Form  Tg  einer  binären  Form  G  für  das  System 
tG  -f-  ^ifc-  Zwischen  den  letztgenannten  Formen  besteht  nämlich 
Ke  bekannte  Relation: 

Tg-"  =  -  i  {ffc;^  -  i  iaHoG'^  +  i  AC^  ; 


*)  Nach  Aronhoid  ist  ausgerechnet: 


"lll 

om 

«133 

"m 

"l!3 

"Jlf 

«t.l 

^ttt 

«t33 

"223 

"213 

"21» 

^'311 

«» 

«3.^8 

"321 

"313 

"314 

f^ui 

«i« 

«133 

<^lt3 

«113 

«112 

°tn 

'^ftt 

«183 

«223 

«213 

«212 

^m 

«8« 

«3S3 

«sts 

«813 

«312 

/{  =  36  . 


Determinantenform  von  /{  erhält   man  bis  auf  einen  Zahlenfactor  sofort 
EUiniiiatioii   der  x  aus  den  6  Gleichungen  a^^a^^=Qy   a^^a-  =  ü^   welche 
JMMieii  müMan,  wenn  x  ein  Doppelpunkt  von  f  ist. 


Kßß. 
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und  diese  Terwandelt  sich  in  imserm  Falle  wegen  (4)  und  (5)>  und  da 
Tg^  -^  l\i,  ff^^-i  S^i,  in: 

(7)  R,i  =  n,''  -  i  s,,^  -  (r  -  i  s^) .  ö'  =  /? .  ^U«i  ^3  * 

//j  ef^/w  syzygeiischen  Büsehtl  xf  -\-  lA  ^0  iind  daher  kerne  Curvcn 
mit  Doppelpunkt  (Rxi  =  0)  enihaUen  ausser  den  in  drei  Gerade  zer- 
faxenden  {Ü  {%,  A)  =  0). 

—  Die  AuftÖsitng  der  Gleichung  G  ^^0  wird  durch  das  Verschwin* 
den   ihrer  ersten  iDvariante  sehr  vereinfacht,  indem  die  Anweiiduiif 

der  Euler 'sehen  Methode  zum  Ziele  führt*)     Wir  setzen  ^  =»  x,  so 

dass  wir  die  Gleichung  haben: 

(8)  x^  —  Sx"^  —  i  Tx  ^  -^  S^  =0 . 
Für  X  machen  wir  die  SubstitütiQn : 

X  =  it  -f  Lf  -j-  w  , 
so  dais: 

x^  «»  (u^  +  ly^  +  «?'}  -^2  (vw  -{-  tüu  -j-  uv) , 
*     x^  =  (u^  +  u^  +  w^y  +  4  {e  +  v'  +  w'^)  itiü  +  w u  +  ui 
+  4  {p^uP  +  *^^^*^  +  "''*'^}  +  8  ut^w  (w  4-  i'  +  w)« 
Führen  wir  diese  Wert  he  von  x",  x^  ir^  in  Gleichung  (8)  ein^  so  winlj 
dieselbe  erfüllt  ^  wenn  wir  setzen 

v'^w"^  +  w^u^  +  uH^  =  iV  ^^ 

upw  ^  ^  r . 

Dann  sind  aber  u^^  v^,  w'^  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  far  *  tj 

oder  nach  einer  einfacheB  Umformung: 

Für  tf',  t'^,  lö^    als  Wurzeln  dieser  Gleichung  haben    wir    somit 
Werthe: 

wo  E  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,     Pie  IF« 
der  Gleichung  G  ^0  sind  aho  gegeben  durch: 


*)  Vgl.  eine    andere    Behandlung   der   biqnadratiscliea   Gleitbang   mit  Tt 
scbwindendem  i  in  Clebscb'ß  Theorie  der  binären  Formen,  p.  ITL 


Die  Curven  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse.  567 

wo  die  Vorzeichen  so  zu  wählen  sind,  dass  das  Product  uvw  der  drei 
QuadrtUumrzeln  gleich  •\'  \T  wird. 

Es  sind  demnach  in  der  That  nur  vier  Yorzeichencombinationen 
möglich,  entsprechend  den  vier  Wurzeln  von  6?  =  0.    Von  den  Wur- 
zeln m',  v^j  w^   der  cubischen  Gleichung  (9)  sind,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  von  /  reell    angenommen    werden,   zwei    Wurzeln   conjugirt 
imaginär;  das  Product  derselben  also  ist  positiv,  und  folglich  die  dritte 
refXL  und  positiv,  damit  x^v^nr  =^  ^  T^  sein  kann.    Die  Grösse  u  ist 
daher  immer   reell,    v  und  w  einander  conjugirt  imaginär.     Hieraus 
ergibt  sich,  dass  von  den  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (8)  immer  zwei 
reell    und  zwei  conjugirt  imaginär  sind;    und    zwar   geben    die   Vor- 
zeichencombinationeu 

+  +  + 

+ 

reelle,  die  andern  beiden  imaginäre  Werthe.  Oder  mit  andern  Worten: 
ikMs  Product  der  drei  Seiten  eines  Wendepunklsdreiecks  ist  für  zwei 
Dreiecke  reell,  für  zwei  conjugirt  imaginär ,  wie  wir  es  schon  früher 
aaf  anderem  Wege  gefunden  haben. 

Zur  Bestimmung  der  Wendepunkte  von  f=^0  würde  es  nunmehr 
noch  nothig  sein,  zwei  der  Wendepunktsdreiseite  in  ihre  einzelnen 
linearen  Factoren  aufzulösen.*)  Wir  wollen  diese  Aufgabe  jedoch 
Bof  einem  anderen  W^e  durchführen,  indem  wir  dieselbe  an  ein 
fr€Qier  bezeichnetes  Transformationsproblem  anknüpfen**)  (vgl.  p.  512). 
Wird  ein  Wendepunktsdreieck  als  Coordinatendreieck  eingeführt,  so 
erscheint,  sahen  wir,  die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung  in 
der  Form: 
(10)     .  /-=  a  (y,3  +  y./  +  ^3'^)  +  6 by,y,y,  =  0 . 

Zunächst  kommt  es  uus  nur  darauf  an,  die  Coefficienten  a,  b  der 
transformirten  Form  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  ö/jtA  der  Grund- 
form y  darzustellen;  ohne  dabei  die  directe  Berechnung  der  Transfor- 
mationscoefficienten    zu    verlangen.      Wegen    der    vier    vorhandenen 

Wendepunktsdreiecke  würden  wir  vier  Werthe  für       finden   müssen. 

lAber  die  Gleichung  (10)  ändert  sich  nicht  bis  auf  einen  zu  b  hinzu- 
•  betenden  Factor  s  oder  «',  wenn  wir  den  y,  beliebig  dritte  Wurzeln 
der  Einheit  als  Factoren  hinzufügen  ^    während  dadurch    thatsächlicli 


♦)  Vgl.  über  diese  directe  Lösuog  des  Problems  Gundel fingen  Math.  An- 
Balen,  Bd.'  4,  p.  667  ff.,  sowie  den  folgenden  Abschnitt  dieser  Vorlesungen. 

**)  Vgl.  im  Folgenden  Clebsch:  Math.  Annalen,  Bd.  2,  p.  382.  Eine  an- 
dere BehandloBg  des  Problems  gab  Gundelfinger,  ib.  Bd.  5,  p.  442.  Vgl. 
.fctner  Clebsch^B  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  Leipzig  1872, 
^  284  ff.,  sowie  den  Schluss  der  5.  Abtheilung  dieses  Bandes. 


568 


FÜnf^  Abtheüung. 


doch  mir  die    Beziehung    geändert    wird*     Wir    werden   daher    nicht 

für  -  ,  sondern  für  -g  eine  biqaadrEtische  GleichuEg  aufstellen^  welche 

im  We^entlieheii  auf  G  =^Q  zurackführen  musa.  Es  geschieht  di«s 
durch  VergleichuBg  der  beiden  Werthe  der  absohiten  Invariante  *)y 
die  wir  einmal  für  die  aUgeineiue,  danu  für  die  kanonische  Form  tob 
/  bilden*     Wir  selben  nun 

Z  =^  f/i?  +  y/  +  P^^ 
\!/^      0      0  1 
A'^  =  6|0      i^.^     0  !  —  ßi/,yj5^3i 
!u      Ü      y^\ 
ao  dtss  also  ^  ^^  *^  ^i^ö  Curve  des  sjEjgetiscben  BüBcheta 
(U)  /=ö;£  +  Ä»A/  =  0 

ist  und  A^\  deren  Hesse  sehe  Form*    Dieselbe  ist^  wie  dies  mit  M 

Bildungen  in  der  kanonischen  Form  geschehen  soll»  durch  eim 
oberen  Strich  von  der  entsprechenden  Bildung  in  Bezug  auf 
nrsprünglichen  Yariabeln  xi  nuterschieden.  Da  A^'  in  drei 
Factoren  zerfallt,  so  ist  ^  =^  ^  dadurch  ausgexeichnetj  dass  ihre  l^ 
Variante  Sj^  verschwindet.  Wir  können  ferner  mit  Hülfe  der  Farmdii 
(49)  und  (50)  p.  5ül  für  S^ii  und  7^^  die  Invarianten  S*  und  T'  (imi 
auch  die  Substitutionsdeterminante  r)  für  /berechnen,  sobald  wir  «fi« 
Form  6',  gebildet  für  x  keunen,  welche  mit  T  bezeichnet  sein  mag. 
Es  ist  aber  nach  Gleichung  ('16)  auf  p,  560: 


(12) 


A'  =  6  \bifj 

*   Ca        ' 


\ 


PA 


=  («=>  + 2  ft')  A'^  -eaft% 


also  durch  Vergleichuug  beider  Ausdrücke: 


f^  =  \^  =  '''  +  ^'^>    r,  =  it[  =  6«*». 


und  somit: 
(13) 


Tu 


r  =  fi^  +  8  ab\ 


Hieraus  folgt  nach  (49)  und  t50)|  wenn  r  die  SubstitutiotisdetermrDaiili*] 

bedeutet: 


(14) 


*)  Vgl.  das  eataprechenile  Verfahren  bei  den  bi^ttadratiacheii  btnSnn  Fo«i 
atif  p.  218. 
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1  wir  hieraus  die  absolute  Invariante,  so  kommt  für  y^  die  Glei- 


vierten  Grades: 


S^  _       384^3  (7/«  -fi^)^  , 
f*  ~  C8A«  +  20  a' 6'  -  ««)«  ' 


leichzeitig  findet  man  die  Transformationsdeterminantej  wenn  "^  ==  « 
nt  ist,  aus  der  Gleichung: 

2  _  jS   Sb^  +  ^OuH^  -  a^  _  ,2  8  +  20  g  —  «» 
^    ~   T        46  (//'  —  «*»;    ■  4(1  — «)       ' 

r  b  noch  willkürlieh  angenommen  werden  kann,  was  damit  über- 
mmt;  dass  die  Substitutionscoefficienten  (also  auch  r)  nur  bis 
inen  Proportionalitätsfactor  bestimmt  sind. 

3ie    Gleichung  (16)  können  wir  "leicht  auf  G^  =  0  zurückführen. 
man  nämlich: 

iht  dieselbe  über  in: 


hier  braucht  man  nur  auf  beiden  Seiten  die  Wurzel  zu  ziehen, 
irieder  die  Gleichung  G  (x,  A)  =  0  zu  haben. 

Die  wirkliche  Berechnung  der  Ausdrucke  y, ,  y.^ ,  y^  in  Function  der 
Seien ten  von  /  erfordert  etwas  weitläufigere  Betrachtungen.  Durch 
formen  %  und  A^  sind  uns  zwei  symmetrische  Functionen  der  ge- 
ben Grössen  y,^,  y^,  y\^  gegeben;  denn  aus  (11)  und  (12)  ergibt 
(da  A'  =  r».  A): 

y^y2y:^  =  i  ^/  =  öV  {/ •  r^  +  r-'A . «} . 

n  wir  nun  noch  den  Werth  der  dritten  symmetrischen  Function 
^  -{-  y^y\^  -\-  yi^y^  angeben,  so  können  wir  eine  cubische  Glei- 
g  ao&tellen^  deren  Wurzeln  uns  die  Werthe  von  y,*^,  y.,^,  y^^^  an- 
D.  Aber  diese  dritte  Function  ist  von  der  sechsten  Ordnung, 
mgt  also  die  Benutzung  von  Covarianten  sechster  Ordnung,  denen 
bkher  noch  nicht  begegnet  sind.  Auf  dieselben  werden  wir  so- 
h  nochzorückkonunen;  wir  erwähnen  hier  nur,  dass  der  von  uns 
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gewünschte   Ausdruck   aus   Ö*  entsteht;   wenn    wir   die    y^    d 
Grossen  A.  ^  ^  |^  ereetzenj  d,  h.  wir  wühlen  die  Üovariantc 


-2 


In  der  That  tinden  wii*  für  die  kanonische  Form: 


/",. 

Ai 

As 

A, 

fn 

A« 

/■« 

A, 

A. 

/i, 

A, 

A, 

^, 

A, 

A» 

0 

(20)  «p;=-2 


0 


0 


0 

0  u  yj 

2yjya  2tfjy,  2y,^, 

Die  erwälmte   cubische   Gleichung,  deren  Wurzeln  yj*,  yj',  | 

würde  also  sein: 

(21)  z^-x  r=  +  i  -p;  t  -  (i  Ai')='  =  0 . 

Die  Auflösung  derselben  wird  dadurch  vereinfacht,  dass  wir  i 
dratwurzel  ans  ihrer  Discriminante,  d.  h.  das  Diflerenzenprodi 

wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  durch  eine  Covariante  neunter  ( 
von  /*  darstellen  können;  man  hat  also  eine  Quadratwurzel 
auszuziehen,  als  bei  einer  allgemeinen  cubischen  Gleichung.'^) 
Wir  können  jedoch  die  schliesslichen  Ausdrücke  für  i 
ohne  directe  Auflösung  der  Gleichung  (21)  finden,  wenn  v 
noch  die  symmetrische  Function  y^^  +  y^^  +  ^3^  mittelst  Cov 
von  /  berechnen.  Dass  dies  möglich  ist,  folgt  aus  der  Ben 
dass  jede  Covariante  von  f  in  der  kationischen  Form  eine  ganze 


von  y(\  y2^ 


y^y  Vxy-iy-i  ''^«^  ^^  y\\ 


y-i^j  y^^   symmetrisch    sei 


Eine    Covariante    darf   sich    nämlich    nicht    ändern,    wenn    1 

y\}  yij  y.!  j®  dieselbe   dritte  Wurzel   der  Einheit  als  Factor  lii 

denn    dadurch    wird    die   Form  /  nicht  afficirt.   —  Alle    Cov 

sechster  Ordnung  lassen  sich  aber,  wie  man  an  der  kanonisch« 

leicht  beweist,  durch  eine  von  ihnen  und  /  und  A  rational  aus 

Unter  ihnen  ist  die  Form  ^  besonders  ausgezeichnet,  welche  d 

Gleichung 

ri2)  '       i^  =  N^N;N,^N^^ 

definirt  ist,    wo   die   Symbole    iV,   n  sich  auf  die   uns   ebenfa 

Zwischenform  beziehen: 


*)  Vgl.  die  Formehl  (16)  auf  p.  223. 
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N' 


dr 

da. 

dx. 

1£ 

aA 

dxt 

dxf 

*\  I 


{aau)  ajaj  =  Njr^Un 


9iese  Covarianie  ^  werden  wir  als  eine  Comhinante  des  Systems 
AA  erkennen j  d,  h.  wir  werden  die  Gleichung  nachweisen: 

txX=GKtl;. 

?*emer  besteht  zwischen  den  Formen  q)  und  ^  die  sogleich  zu  be- 
nde  Relation  (p.  ö74): 

Bleicher  wir  die  kanonische  Form  von  9?  ableiten  können.  Da 
ich  fQr  die  Form  %  nach  Früherem  5  =  0,  r=  — 6*)  ist,  so 
die  Gleichung  (25)  wegen  (20): 

=  i  (yi^  +  y2^+  y,')'  -  6  (y,W  +  yzW  +  yi'y^') ; 

hieraus  finden  wir  die  Form  jp  von  /  mit  Hülfe  von  (24),  es  ist: 
schliesslich : 

Dies  in  Verbindung  mit  (19)  gibt  uns  die  weiteren  symmetrischen 
stionen : 

y^'+     y2«+     ys''=    p,+ -/^,{r.r,-r^A.by . 

ler  diesen  symmetrischen  Functionen  können  wir  noch  das  schon 
ifanie  Differenzenproduct  (unter  Adjunction  von  r)  rational  dar- 
sn  mittelst  einer  Covariante  Q,  definirt  durch  (^  =  t(fa:^): 


Q  =  Vi 


dr 

Wx, 

dx, 

dr 

dxf 

aA 

dx. 

dx. 

aA 

dxf 

Ufa 4^)  ajaj^rpj" 


r  Covariante  Q  w/  ebenfalls  eine  Combinante,  d.  h,  es  tsl:  Qxx  =  G'^  .Q 
p.  575),  also  auch  für  die  kanonische  Form: 


0  Man  findet  diesen  Werth  aus  (15)  für  a  =  1 ,  6  =  0. 
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™ 

^ 

y.' 

Vit/x 

y,* 

,'fl  =  Q'=P.ßy  =  GP. 

!/■? 

•J^U\ 

//,*: 

n' 

Wi'A 

y," 

=  _  6  P  .  (y.»  "  y,»)  (y 

l 

&/)  iSf/ 

-y,').*) 

/?^/jf  Bf/fiTi'tnetipmdifr/  dtT  dthett  tj^^^  t/,,\  t/^^^  d.  A,  die  Otmdrn 
zi'l  am  der  BUcriminüiite  der  Gickhung  (21)  i$i  daher  gegeben  dH 


(29) 


(U 


3^, 


t*Q 


Uabei  wi  zu  bemerkeai,  dasB  dat«  Vormcheii  auf  der  rech  tau 

nicht  bestimmt  ist,  weil  durch  Gleichung  (17)  nur  r^,  nicht  al 
sellpst  gefunrkni  wurde.  Der  Ausdrui^k  (2Ü)  eotbult  al^to  noch 
irrationalen  Factor 

und  der  nnmerische  Wertli  unter  dem  Wurstelzcichen  besteht  ans 

völlig  gegebenen   nur  von   \  abhiuigigen  Grosse  und  aus  einem 

kürlich  zu  wühlenden  Factor  /^^  welcher,  wie  man  sieht j  nm 
Irrationalität  als  solcher  ausscheidet. 

Mit  Hülfe  der  gefundenen  Ausdrücke  kann  man  nun  die  C 
und  das  Prodact  der  beiden  irrationalen  Co  Varianten 


(:50) 


M 


yi^^  +  S!/.^  +  shj,^ ,     N  =  y,3  +  ehj,^  +  e!/,^ 


darstellen.     Beachten  wir  bei  Berechnung  dieser  Guben  die  RelatitJ 

1   +  f  4-  £-'  =  0 

J'."  +  y/  +  ya''=(y,'  +  y2'  +  .'//i'-3(y,^'+y,Hy3^')(y5>/+y3'y,-'+y 

+  3y,V, 
+  21  y.'yi 

so  finden  wir  unter  Berücksichtigung  von  (19),  (27)  und   (29)  so 
8  P  (M-'  +  N^)  =  12 /■'•if»  (/T,  -  r'Aft)  +  10  (/T,    -  r-, 

.    •  +(^r,  +  r', 

8r'  (M-'-  N'')  =  4£(l  -  f)r'Q 

PMN  =  i  /"^i-  +  J  (/•  r,  -  r'Aby  . 

Aus.  den    ersten    beiden    Gleichungen    sieht  man,    dass    folg 
beiden  Covarianten  neunter  Ordnung  vollständige  Guben  sind: 


(31) 


*)  Dass  die  Determinante  bei  der  Ausrechnung   in  dies  Prodnct  übei 
erkennt  man  am    einfachsten  daraus,   dass  sie  verschwindet,   sobald  iwei  < 
einander  gleich  werden  und  dass  sie  symmetrisch  in  den  drei  Guben  sein 
Zur  Bestimmung  des  Zahlenfactors  braucht  man  dann  nur  ein  Glied  aosxurec 
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) 


^  16  P  M'  =  (/•  r^  +  r^Aay  +  10 {f  T,  -  r^£iby 

+  12r«^'(/T,  —  r'A&)  +  4£(l  -  a)  r"Q 
16  P  N^  =  (/Tj  +  r-^Aay  +  10  (/T,  -  r' Ai^)^ 

+  12  r6^  (/Tj  —  r'^Ab)  +  4  £  (f  —  1)  r«Ö  . 

Aus  den  Gleichungen  (30)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  : 
—  y^*  +  ^2*  4"  ^3*  können  wir  endlich  die  drei  Guben  y^^  y2^  l/s^ 
ear  in  M,  N  und  %  berechnen^  wo  dann  y^  =  0,  y.2  =  0,  ^3  =  0 
!  Gleichungen  der  Seiten  eines  Wendepunktsdreiecks  sind. 

Ziehen  wir  also  aus  den  Grössen  (32)  die  Cübikwurzel,  so  erhalten 
'  eine  der  gesuchten  Transformationen  auf  die  kanonische  Form  durch 
f  CüMkwurzeln  aus  den  folgenden  drei  Ausdrücken: 

3y,3  =  ^(/T, -r^A^)+  M+  N 
3  y^a  =  i  (/Ti  —  r^  Ai^)  +  f  M  +  f^N 
3  ya'  =  1  (/T,  -  r-^Ah)  +  a^^  -f  ^  N  , 

iBun  ^  eine  Wurzel  der  biquadratischen  Gleichung  (16)  ist*),  wo 

r  durch  (13),  r  durch  (17),  M  und  N  durch  (32)  definirt  sind, 

in  M,  N  die  Porm  ^  durch  (22),  Q  durch  (28). 

Durch  die  Gleichungen  (33)  ist  das  Wendepunktprohlem  vollständig 
7/.  Wir  hatten  dabei  eine  biquadratische  und  eine  cubische 
Imng  zu  lösen;  erstere  war  durch  das  Verschwinden  der  Invari- 

'  #  ausgezeichnet,  letztere  dadurch,  dass  das  Differenzenproduct  der 
ein  bekannt  war.  — 


[Wir  haben   noch  einige  Bemerkungen  über  die  neuen  von  uns 

Bildungen  hinzuzufügen,  insbesondere  die  zwischen  97  und 

bende  Identität  sowie  die  Combinanteneigenschaft  der  Formen 

Q  nachzuweisen.    Wir  werden  daran  ferner  einige  Bemerkungen 

bs  System  xZ  +  AT  =  0  von  Curven  dritter  Klasse  knüpfen. 

Ton  Brioschi  eingeführte  Co  Variante  ^  hatten  wir  aus  der 
enform  (23): 

]i^  ^=^  (^aau)  ajaj 

ätet;  gleich  Null  gesetzt,  ordnet  letztere  jeder  Linie  u  die  Curve 
iiung  der  Punkte   x  zu,    deren  lineare  Polaren  in   Bezug  auf 
und  A  =  0  sich. auf  u  schneiden.     Um  i|;  zuniichst  durch  Sym- 
^  a  von  f,  A  auszudrücken,  bemerken  wir,  dass  ^  nach  (22)  aus 

Hau  erhftli  diese   Wurzeln  mittelst  der  Substitution  (18)  direct  aus  den 
i  *  der  Gleichung  (a)  ö  «  0. 


Fßufte  AbtheüuBg. 


entsteht,  wenn  man  |^  durch  Xj  u  durch  ;V  ersetzt  und  mit  JfJ 
plieirt     Daher  ist: 

Hier  entstehen  beide  Glieder  wieder  au«  Nj^A^^Um  (^p  ß  für  a 
achrieben)  5  das  erstere,  indem  man  ?/  durch  a,  y  durch  Determ 
der  a^  u^  das  andere,  mdeiu  man  m  durch  a,  tj  durch  Determ 
der  flf,  €C  ersetzt    Also  ist: 

Multiplieirt  man  aus»  so  entstehen  vier  Glieder,   von  denen  ab 

durch    Vertauschung    von    Buehstaben    in    einander    libergeb 

wird  ako: 

(34)  i^  =_|(^  +  2^'+0 

wo:  q}  =  {abß)  [aba]  aj^^^ajßj 

(BÖ)  tp' (abß)  (aßa)  a^ß^i^jhj 

fp''  =  (aßa){aßb}a,rß^aJK'* 
Wir  werden  nun  zeigen,   dass  aich  2  q/  sowohl  auf  q>  ab 
zurückfilhren  lässt;  man  kann  daher  weiterhin  alle  tp   durch 
drücken,     Ks  ist  namjich  (öj  b  vertauscht): 

29)'  =  iabß)  a^b^ajß:,  {—  *,  (aßä)  +  a,  (a/J^)} 

=  (ö^/3)  a^b^ajß^  {ß^  daba)  -  a^  (abß)) 
=  cp  —  A  .  (abßy  a^b:rßx 

=  (p  -  i'SA/'j  (nach  Gl.  (22)  auf 

aber  auch  (a  mit  ß  vertauscht): 

2(p'  =  (aßa)  a^ß..-a^bj  {-  a^  (abß)  +  ß^  (aba)} 
=  (aßa)  a^.ß^a,bj  [a^  (aßb)  -  kr  (ccßa)} 
=  tp"  _  .1  /•  (2  J/  -  SA) .  (vgl.  Gl.  (4< ») 

Tragen  wir  diese   Ausdrücke  von   (p,  (p"  in   die  Formel  (34) 
kommt: 

9    =-i^-  l   TP  +  i  SA/-  . 

Die  erste  von  diesen  drei  Gleichungen  ist  dis  vorhin  benutzte 

Um  nachzuweisen,  dass  ^  und  Q  Combinanten  sind,  braud 

nur  zu  zeigen,   dass  dies  lür  die   Zwischenform   N  gilt,   aus 

beide  nach  (22)  und  (28)  abgeleitet  werden.     Dass  sich  3'  und 

der  That   nur   um    einen    Factor    unterscheiden,    ersieht   man 


.(y)-A(x)/^(y)],,= 
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,  dass  die  linearen  Polaren  Yon  x  in  Bezug  auf  die  Curven 
IA  =  0  einen  Strahlbüschel  bilden,  dessen  Mittelpunkt  eben 
,V  «=  0  gegeben  ist.  Um  diesen  Factor  als  eine  Potenz  von  G 
&nneny  gehen  wir  von  der  Form  aus: 

H  =  aj^ ay^  -  üy^aj  =  ^x)  A (y)  -  A(x)  f{y)  , 

man,  wie  sich  zeigen  lässt*);  allen  Combinantenbildungen  von 
runde  legen  kaiip.    Es  ist  aber: 

xf{x)  +  AA  {x)        G^A  {x)  -  G^fix) 
K/(y)  +  AA(y)         (?, A  (y)  -  (?,/ (y) 

X  A         /-(x)         A(x) 

-G,         G,    '    f  {y)         A  (y) 
=  G  (X,  X)  .  {f  {x)  A  (y)  -  A  W  /(y)}  . 

^  Forw  //  ist  eine  Combinante:  ,Hxi  =  G  .  H, 
ich  (37)  ist  aber  auch 

ist  identisch  (vgl.  p.  563): 

zte  Ausdruck  entsteht  nämlich  aus  der  verschwindenden  Form 
^  wenn  man  die  u  durch  Determinanten  aus  den  Xj  y  ersetzt. 
i»t  auch: 

entsteht  aber  aus  N  =^  {aau)ax^ccjc^,  wenn  man  .V  wiederholt 
len  X  differentiirt^  mit  den  y  multiplicirt  und  schliesslich  für 
Determinanten  der  .r,  y  setzt.  Es  ist  also  H  eine  aus  N  ent- 
le    Form    und    zwar    entstanden    durch    lineare    Operationen. 

entsteht  aber  auch  N  aus  H\  denn  für  .V  kann  man  den  Werth 

welchen  der  Ausdruck**) 

nt,    indem  man  die  y  den  o;  gleich  setzt.     Hierdurch   ist  der 

nenhang  von  N  und  //  bewiesen,  und  es  folgt: 

e  Farm  N ^  und  somit  auch  i^  und  Q  sind  Combinanten;  es  ist: 


7gL  Näheres  über  die  Combinanten  der  ternären  cubischen  Formen  in 
fintze  von  Clebsch  und  Gordan,  Math.  Annalen,  Bd.  6  und  den  VIII. 
tt  dieser  Abtheilang;  über  Combinanten  im  Allgemeinen  ib.  Bd.  5,  p.  95. 
Derselbe  läset  sich,  wenn  man  symbolisch  II=zhJk^  setzt,  übersicht- 
der  Form  iihku)  hjk^^  schreiben. 


Fünfte  AMheilimg. 


Damit  haben  wir  die  für  Aufstauung  der  Transfaruiatiotisf 

(33)  benutzten  Sät^e  säramtlich  bewieaen.  -- 

Die  Behandlung  dea  Problems  der  Wendepunkte  hatte  man 
lieh  auch  an  das  Studium  der  zugehörigen  Formen  I  und  T  anlc 
können.  Statt  der  Wendepunkte  gilt  es  dann,  die  ueuu  gemeij 
Kückkehrtangenten  der  Schaar  xZ  +  XT^^O  zu  finden.  Bm 
Cwven  sämmtikh  rfiV?  harmonischen  Oeraäen  von  /=()  zu  Rü 
iangaiien  haben  und  alm  die  früher  erwähnte  Schffm  von  Cun^en 
fCimse  bilden  (p  518),  erkeunt  man  sofort  aus  der  kanonischen 
X  und  T  nämlich  waren  detinirt  durch: 

mitbin  erhält  man  ans  (14)  und  (lÖ): 

^'  =  Vf  ^  (^1^  +  y  +  *'/)  +  I  If  h  *h  ^'n  l 
dcjnn  es  ist:    ^,  —  =^  ^ —  =^  r —  ^  i  ä—  ' 

Ebenso  wird:  T  =  ^|^  (i^^^  +  v/  +  1^/)  +  i  |f^  i^r  ^«»^al  « 
durch  Ausrechnung: 

r  =  6  {W  -  ö^)  i»,  t',t,'^  —  6  Ä^<7^  {i',/*  +  r/  +  i?/) 

r  =  4  (4^3  ^  ba'')b''V^v.,v^  +  2{l0b^~a^)  a^v^^  +  v^^'^'V^ 

Die   Form    der  Gleichungen  Z  =  0,  T  =  0  ist  also   in  der  Th 
selbe,  wie  die  der  Gleichungen  /'=0,  A  =  0.      Um  nun   dit 
rianten  Bildungen  des  Systems  xZ  +  AT  zu  studireu,  legt  man 
zwei    andere  Formen   TT  und    P    dieses    Systems   zu    Grunde, 
dadurch  ausgezeichnet  sind,  dass  die  Bildung  ATT  — /P   eine   ( 
nante  ist,  und  dass  sie  den  Bedingungen 

T],i  =  G''  .  (xn  +  AP) ,     Pw  =  (P  .  (6',  P  -  (;.,T() 

genügen.     Sie  sind  definirt  durch  die  Gleichungen*}: 

•)  Die  Einführung  dieser  Bildungen  gestattet  z.   B.   die   früher  gew( 
Ausdrücke   für  Z^^  und  T^^  (p.  559  u.  561)  übersichtlicher  darzustellen;  mai: 


dS 


Wegen  des  Näheren  vgl.  den  angeführten  Aufsatz  von  Clebsch  und  G 
Math.  Annalen,  J3d.  6.  —  Wir  erwähnen  hier  nur  noch  einige  Resultate, 
mit  unseren  früheren  Untersuchungen  über  das  einem  Kegelschnittnetze 
girte  Gewebe  zusammenhängen  (p.  521).  Wir  haben  damals  die  Gleichui 
Curve  dritter  Ordnung  aufgestellt,  deren  Hesse 'sehe  Curve  durch  /  '  =  0 
Gay ley 'sehe  durch  u^^^  =  0  gegeben  ist,  und  zwar  in  der  Form 

p/  -:  2  Oi//.vy  ,-,.  i,^i,.  -  (//////')  (hh'a)  {h'/rx)  i/i'/ijc)  «  0 . 
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Für  das  System  xTT  +  AP  gibt  es  nun  entsprechend  der  Form  i^ 
le  Form  sechster  Klasse,  welche  sich  aus  F,  der  linken  Seite 
r  Liiniencoordinatengleichung  von  /'=0,  Z  und  T  zusammensetzt*), 
id  eine  Form  neunter  Klasse,  welche  der  Form  Q  dualistisch  gegen- 
»ersteht.     Es  ging  aber  nach  (29)  Q  in  der  kanonischen  Form  in 


e  linke  Seite  dieser  Qleichnng  darf  sich  nun  von  unserer  Grundform  f  nur  um 
len  Factor  unterscheiden,  wenn  wir  setzen  (vgl.  die  Anmerkung  auf  p.  550): 

um  entsteht  das  erste  Ghed  von  p^*,  wenn  man  die  Form  6^*^  «» («/a;)*2/^t/^« 
Idet,  darin  die  u  durch  a  ersetzt  und  mit  cr^  multiplicirt.  Nun  ist  aber  (vgl. 
Leichang  90  a.  a.  0.): 

0^^)  «  K  +  i  50 
id  also  wird  (nach  Gleichung  40,  p.  561): 
)  6«(ÄÄ'a;)«/;i«^.,-,  =  A3  +  i5A,==-^  TA. 

Das  zweite  Glied  von  p^'  gibt  gleich  Null  gesetzt  die  Gay ley 'sehe  Curve 
*^«0  von  V^O.    Nun  ist  aber  (a.  a.  0.  GL  99): 

j-CxH+iP)  „^ßt  (G^f^  ö,  A)  =  -  I  /2»  .  A,;i , 

■d  hieraus  ergibt  sich,  wenn  man  Z  »  6  u;^^  in  der  Form  xTT  -f-  ^P  mittelst  der 

f^hoDgen  (38)  darstellt: 
Z^^  =  (##'#")  (s$x)  {s$"x)  (ss'x) 
=  —  63  (ää'ä")  {hh'x)  [hfi'x)  (h'h"x) ' 
Gleichungen  (2),  (3)  geben  uns  in  der  That  für  p^'  die  verlangte  Relation: 
6'p^»  =  i.S«.A 
Wir  haben  femer  die  Gleichung  der  Curve  dritter  Klasse  aufgestellt,  deren 
pBlarkegelschnitte  mit  denen  von  p^^  =»  0  vereinigt  liegen  (p.  525);  dieselbe  war: 

^  -  i  V  -  ("  «)*  'a^V^a  +  (""O  (' '"")  ('''•^")  ('"«•")  =  0  • 

legen  (1)  findet  man  aber  (a.  a.  0.  GL  92): 

U  femer  (wegen  des  Ausdruckes  f(ir  1^;^): 

6»  (u  O  (tYtt)  (tT«)  {riu)  =»  —  (aßy)  (aßu)  (ayu)  (ßyu) 

i  somit  erhalten  wir: 

ßleichung  TT  =  0  Bleili  daher  die  Curve  dritter  Klasse  dar,   deren  Polarengewebe 
i^m  Polarenneite  von  /*=»  0  conjugirt  ist  (vgL  Aronhold  a.  a.  Ü.)- 
my  Vgl.  a.  a.  O.  die  Darstellung  von  0  in  §  18. 


Fünft©  AUÜieiluiif. 

das  Differeasfieögroduct  von  i^j',  y^^^  y^  Über.     Ebenso    unter^cbey 
sich  die  Form  neunter  Klaase  tou  dem  Ptoducte: 


I 


nur  um  einen  Factor.     Eine  Gleichung  v^^  —  ('/  ^  0  ist  aber  die 
chung  des  Productes  der  drei  auf  der  Seite  y*^  =  0  gelegenen  Wem 
punkte;  denu    dieselben    genfigen  noch  der  Bedingung: 

Vx^  +  Vt  =  (S^i  +  f/s)  iVx  +  ^y%l  i^t  +  * Va)  =  0 , 
uud  die  Gleichung  des  Schnittpunktei^   einer   Linie  y^  -)-  £*y^  =  0 
y.^  =  0  ist  eben: 

i?i  —  £*tf^  ^  0  , 

ßk  zugehörige  Form  neunier  h'imite  K(eiii  üaher,  giekh  XuM  0M 

dm  Profluci  der  neun  Wendepunkie  rnw.^)  { 

Und  dualistisch  entsprechend: 

Bk  Form  nruukr  Ordnung  (28)  ß  sidU^  ytewh   Nuil  gereizt ^ 
Produei  der  neun  hitrmonhchen  Geraden  uür.  ^ 

—  Den  Umstand  j  dass  die  Curve  dritter  Ordnung  nur  eine  al 
lute  Invariant«  und  also  nur  zn^d  Invarianten,  haben  kann  ^ 
jL  556),  wollen  wir  noch  verwerthen,  um  den  frfiher  geometrisch  eil 

tenen  Satst  zu  beweisen  ^  dass  das  f/oppeiverhdiffuss  der  vier  von  ei^ 
Ptmkte  der  Curre  dritfer*  Ordnung  an  dieselbe  gelegnen  Tangenten  f 
slant  ist,  und  um  die  absolute  Invariante  in  Function  dieses  Dop] 
Verhältnisses  der  Curve  auszudrücken. 

Ist  a,/  =  0,  so  ist  die  Gleichung  des  Productes  der  vier  vo] 
an  die  Curve  fz£^aj  =  0  zu  legenden  Tangenten  (vgl.  p.  501): 

4  /- .  Z>V-  3  {D/y  =  4  aj  .  hy^^  -  3  aja^, .  hjby  =  0 

eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  ihrer  besonderen  Natur  nach  ' 
jeder  Linie   u  in  vier  Punkten  von  demselben  Doppel  Verhältnisse 
schnitten  wird.     Die  Curve  vierter  Klasse  (vgl.  p.  278): 

i-^  {ABuy  =  0, 

deren  Tangenten  die  Curve  A:^*  in  vier  äquianharmonischen  Punk 
treffen,  wird  daher  entweder  von  a/len  Linien  u  berührt  oder  sie  st) 
wieder  den  Punkt  y  dar.  Die  Form  (ABii)^  muss  also  in  zwei  F 
toren  zerfallen,  von  denen  der  eine  von  den  w,  der  andere  von  i 
A,  B  unabhängig  ist.  Der  letztere  kann  aber  nur  Uy*  sein,  wie  g 
metrisch  sofort  erhellt.     Da  nun  (ABuY  eine   invariante  Bildung  i 

*)  Ueber  die  Bildung  des  Productes  der  Gleichungen  der  9  Wendetang«a 
vgl.  Salmon's  Lessons  on  higher  algebra  und  Clebsch:  Crelle'e  Joanud,  Bd. 
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»leibt  fttr  den  ersteren  nur  noch  ein  von  den  Goefficienten  der 
idform  f  allein  abhängiger  invarianter  Ausdruck,  und  zwar  Tom 
en  Grade  in  diesen  Coe£ficientän,  d.  h.  die  Inyariante  S.  Es 
fther*): 

ebenso: 

j  =  (ABuy  iACuf  {BCuf  =  c  .T.Uy\ 

y  c'  Zahlenfactoren  bedeuten.  Nun  hängt  das  Doppelverhältniss 
ier  Strahlen  Aj,^  =  0  bekanntlich  von  der  absoluten  Invariante 

(t  also  tn  der  That  "von  y  unabhängig'^),  w.  z.  b.  w.  Insbesondere 
i  wir  den  Satz: 

^as  Doppelverhältniss  einer  Curve  dritter  Ordnung  ist  äquianhar- 
seh,  wenn  die  Invariante  5,  harmonisch,  wenn  die  Invariante  T 
itmndet.  Eine  äquianharmonische  Curve  ist  also  nach  dem  Früheren 
xh  charakterisirt j  dass  ihre  He ^%e' sehe  Curve  in  drei  Gerade  zer- 
und  dass  sich  in  den  drei  Doppelpunkten  dieser  Curve  die  Pfende- 


Die  Invarianten  und  Covarianten  der  durch  die  4  von  y  ausgehenden  Tan- 
I  gegebenen  binären  Form  sind  neuerdings  von  Harnack  durch  die  Func-. 
nvarianten  von  f  vollständig  dargestellt:  Math.  Annalen,  Bd.  9,  p.  218. 
^)  Eine  ganz  analoge  Schlussweise   fährt  bei   Curven   höherer  Ordnung  zu 

entsprechenden  Satze.    Das  Product  der  k  —  2  von  einem  Curvenpunkte  y 

Carv«  ifcter  Klasse  an  dieselbe  zu  legenden  Tangenten  wird  durch  eine 
»ii»g  (^  —  2)*«f  Ordnung  A^^  ""  *  =»  0  gegeben ,  welche  aus  der  Liniencoor. 
ngleichung  entsteht,  wenn  man  k,-  «» (pcy)^  setzt  und  v.on  der  linken  Seite 
ben  sodann  vermöge  a  "  =  0  einen  Factor  [««"""^^J*  absondert.  Die 
rang  (k  —  2)*«f  Ordnung,  wo  *  =»  «  (n  —  1) ,  ist  dann  vom  Grade  2  (n  —  1)  —  2 

CoSfficienten  von /"(vgl.  p.  279),  und  vom  Grade  A:  —  2  (n  —  1)  =  (n  —  1)  (n  —  2) 
1  y.  Eine  Invariante  pte«  Grades  der  binären  Form  (Ar  —  2)*«'  Ordnung, 
B  der  Form  aJ'"^  entspricht,  enthält  (nach  p.  195)  \p  {k  —  2)  Determi- 
i&ctoren;  die  aus  ihr  nach  dem  üebertragungsprincipe  zu  bildende  temäre 
—  entsprechend  der  obigen  Form  (ABu)^  —  enthält  daher  die  u  zur  Di- 
m  \  p  ik  '^%).  Dieselbe  muss  in  zwei  Fäctoren  zerfallen ,  von  denen  der 
tie  u  nicht  enthält,  der  andere  eine  Potenz  von  uy  ist.  Diese  Invariante 
\  nun  die  y  im  Ganzen  zum  Grade  p  {n  —  1)  (n  —  2);  nach  Absonderung 
jtor»  «y*'''''^*""'^  kommen  dieselben  daher  noch  zur  Dimension: 

p  (11  -  1)  («  -  2)  -  i  p  (Ar  -  2)  =  4  (;»  -  2)  (n  -  3)  p 

td  wir  liaben  den  Satz :  Auf  einer  Curve  nf^r  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  gibt 

(  (jK 2)  («  —  8)    Punkte ,    von  denen  k  —  2    Tangenten  an  die  C„  zu  ziehen 

r  welche,  mifgefas9t  als  Repräsentanten  einer  binären  Form,  eine  Invariante 
tdes  der  letzteren  verschwindet, 

37* 
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iangtmien  zu  ärmn  $ckm$äen,'  eine  hanmnhche  daäurch,  äa$&  die  H  essei 
Curve  ihrer  HeBs^'schm  Wieder  die  Grmdcurve  ist  (p.  pl8  u,  5ö8). 

Die  absolute  Invariaute  eiher  biurircn  biquadratischen  Fe 
hatten  wir  früher  als  Function  des  Doppel verliältmsses  a  dargesle 
es  war  (s.  Gl.  (28)  p,  239); 

iDsbesoüder^  erhalten  wir  hieraus  für  «  =^  1  die  Bedtngniig  filr  | 
Üoppelwurzel :  f^  —  Qß  ^  0.    »Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  i 
aber    in    misereni    Falle    mit  der  Dis^rimlaante  von  f  =  a^^   \m 
einen  Factor  €  iiberainstiminenj  d,  h  mit 

Wir  haben  also  wegen  (39)  und  (40J: 

ci3  =  c^s^ u^^^ ,    cß  ^  c'  r  11/^ 

9 

also  -r,  s=  l :    jy/0  abiüluie  Immrianie  hängt  mit  dem  iMppeherhutin 
u  der  Currr  dritter  Ordnung  zmammen  durch  die  Gleichung: 

Ebenso  lat  natürlich  für  eine  Curve  des  Büschels  x/+  lÄ  =0: 

^%a'  _  ^, ti  -:j^+  «-a^ 


] 


und  da  X,  A  io  S^^  und  T^  zma  zwölften  Grade  vorkommen^  ^o  f( 
Es  gibt  in  dem  sfjztjgelkchen  Bfisehef  x  /  +  A  A  =  0  immer  ll*  Cn 
mn  gteichem  Boppeiverhiii Inisse  (jedoch   nur  vier  dquianhftrmoni^he 
sechs  harmon  isch  e) . 

VL    Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppel-  oder  RSckkehrpnnkt  - 
Ausartungen  derselben. 

Nachdem   wir   in    V^ürsiehendem   die   wichtigsten   Pimkt-e   aos 
Theorie  der  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung  erörtert  hahen^ 
uns  übrig j   die  Modificatiünen  zu  untersuchen  j   welche   die  er 
Verhältnisse  durch  das  Auftreten  von  Singularitäten  (also  insbesoi 
von  Do[jpel-  und  Rück  kehrpunkten   und  dureh  das   Zerfallen  der 
trachteten  Curve)  erleideu.     Dabei  werden  uns  immer  zwei  wesei 
veräcbiedene  Fragen  beschäftigen: 

n    Welche    lleiationen    zwischen    den    Functionalinvarianteo 
cu bischen  Form  sind  nolhwentlig  und  hinreichend  »ur  C 
risirung  der  betreffenden  Singularität? 


Die  Curven  dritter  Ordnung  oder  dritter  KLosse.  581 

SJ)  Wie  kann  man,  die  Erfüllung  dieser  Relationen  vorausgesetzt,  die 
auftretenden  singulären  Punkte  oder  Tangenten  etc.  durch  die 
Functionalinvarianten  der  Grundform  darstellen? 

Drittens  endlicli  müsste  man  untersuchen,   welche  Besonderheiten 

•den   verschiedenen   covarianten  Curven    etc.    in    den    betrachteten 

Bcialfallen  auftreten.     Doch  würde   uns  letztere  Frage  hier  zu  weit 

iren ;  auch  für  die  Beantwortung  der  beiden  zuerst  gestellten  reichen 

im  Vorstehenden  gegebenen  Bruchstücke  aus  der  Theorie  der 
Hären  cubischen  Formen  nicht  aus ;  gleichwohl  werden  wir  dieselben 
r  Vollständigkeit  halber  behandeln,  indem  wir  uns  dabei  eventuell 
r  andere  Arbeiten  beziehen.*)  Ausserdem  aber  werden  wir  bei  den 
rven  mit  Doppel-  sowie  bei  denen  mit  Rückkehrpunkt  für  die  Be- 
udlung  der  Geometrie  auf  der  Curve  neue  Hülfsmittel  kennen 
nen ,  deren  Erweiterung  dann  später  zu  den  Anwendungen  der 
iptischen  Functionen  auf  die  Theorie  der  allgemeinen  Curven  dritter 
idnuDg  führt. 

Wir  beginnen  mit  Betrachtung  der  Curven  mit  einem  Doppelpunkte."**) 
ieselben  sind  charakterisirt  durch  das  Verschwinden  der  Discriminante 
,  welche  sich  aus  den  beiden  Invarianten 

t«=  (a//r)  {(ibd)  {acd)  {pcd),     T  =  (abc)  (abd)  {ace)  (bc/)  {deff- 

[folgender  Weise  zusammensetzt  (p.  565): 

entsteht  hier  sofort  die  Frage  nach   der  Bestimmung  des  Doppel- 
y  für  den   Fall    Ä  =  0.     Wir  haben  uns  also  nach  einer  zu- 
en  Form  umzusehen,  welche  gleich  Null  gesetzt  diesen  Punkt 
llty  und  zwar  mindestens  dreifach  zählend^  da  es  keine  zugehörige 
niedrigerer  Klasse  gibt.     Eine  solche  Form  ist  nun  die  früher 
TT  bezeichnete  (p.  577),  welche  durch  die  Gleichung: 

n  =  51  —  ji 

war. 

Als  Bedingung   dafür,    dass  eine  temäre  cubische  Form  r/.r'*  die 

Potenz  einer  linearen  Form  darstellt,  werden  wir  nämlich  weiter- 

[ das  identische  Verschwinden   der  Zwischenform   Q  =  (abu)'*  aj^bä: 

en.  Diese  Form  gebildet  für  xTT  +  A  P  statt  für  a,r^  gibt  aber***) : 

ecx/z+iP)  =  Ä  .  |(;,j  K  -  2  ^i^H  +  ^2',0}. 

W  Und  zwar  besonders  auf  den  mehrfach    erwähnten  Auf^atz  von  Clcbsch 
rÖordan:  Math.  Annalen,  Bd.  6. 

\^)  Auöfilhrlicher  findet  man  manche  Punkte  aus  der  Tlieorie  dieser  Curven 
Werke  von  Salmon  erörtert,  tjowie  bei  Weyr:   Theorie  der  mehrdeu- 
1  geometrucheo  Elementargebilde,  Leipzig  1869. 
•;  Vgl.  a.  a.  O.  Gleichung  (91). 


i                          die  0»"^^«'''  "Vit   tvat  !^"f^«/-V«4'2/;e'. 

"^'^  dt-  ^^^^^  dtv>«  ^'^\^>-'^  IT 5^6y. 

v  5^*            ct.* ■="  \ .,  _  r» -=  ,_o, 'i-''- 

a^'          .    \n  Act '5^*\",e,'cl«"'i'-  ,     .,   +«^''^'^" 

roordin«"'"  ''^  -.  «.vi'- '"'^^ 

A  die  Cooi^      .»*»^:  .,   ==  7f\\v 

/•ende  i^  -.yi'y/--* 


-\     i^^^"^         J^^'-r         ^.S0«-^^^ 
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Nachdem  so  der  Doppelpunkt  gefunden  ist;  kann  man  die  Gurven- 

gleichung  in  eine   sehr   einfache    kanonische    Form    bringen.      Zwei 

Seiten  des  einzuführenden  Fundamentaldreiecks  sind  durch  die  beiden 

Huigenten  des  Doppelpunktes  gegeben  ^  werden  also  durch  Zerfällung 

des  Ausdruckes   üya^?    in   seine    beiden   linearen   Factoren   gefunden 

(igL  p.  104);  die  dritte  Seite  ist  die  allein  noch  übrige  Wendepunkts- 

Emie.     Es  sind  nämlich  nur  noch  drei  Wendepunkte  vorhanden  ^   die 

Hideren  sechs  fallen  in  den  Doppelpunkt  zusammen  (vgl.  p.  327  und 

i&7)^  indem  die  Hesse'sche  Curve  A  =  0  ,in   ihm   ebenfalls   einen 

bppelpnnkt  hat,    und  ihre  beiden  Zweige  die    der   Grundcurve   be- 

Ibren.      Die   drei  Wendepunkte    liegen   natürlich    wieder   auf  einer 

eraden^  und  diese  soll  die  dritte  Seite  unseres  Coordinatendreiecks 

Iden.     Um  sie  zu  finden,    haben    wir   die  zerfallenden  Curven  des 

ischels 

)  x/-+AA  =  0 

suchen,  welche  im  Allgemeinen  durch  die  biquadratische  Gleichung 
(x,  A)  =  0  gegeben  sind.  Letztere  hat  aber,  da  wegen  B  =  0  ihre 
iden  Invarianten  verschwinden  (vgl.  p.  564  und  240  f.),  drei  gleiche 
urzeln. 

Es  gibt  daher  in  dem  Büschel  (3)  zwei  in  drei  Gerade  zerfallende 
rven,  von  denen  eine  dreifach ^  die  andere  einfach  zählt. 

Die  erstere  jedoch  gibt  kein  eigentliches  Dreieck,  denn  dieselbe 
steht  (wie  man  durch  Grenzübergang  von  der  allgemeinen  zur 
eciellen  Curve  beweisen  mag,  indem  man  dabei  berücksichtigt,  dass 
i  Doppelpunkte  6  Wendepunkte  vereinigt  liegen)  aus  den  Verbin- 
tngslinien  des  Doppelpunktes  mit  den  drei  Wendepunkten.  Die 
bziere  dagegen  besteht  aus  der  Wendepunktslinie  und  den  beiden 
mgenten  im  Doppelpunkte;  zwei  Seiten  sind  uns  also  schon  durch 
»rlegong  des  Ausdrucks  aya^^  in  lineare  Factoren  bekannt,  und  so 
\  es  leicht,  die  Coordinaten  der  dritten  Seite  zu  finden.  Sei  nun 
B  Gleichung  der  letzteren  0:3  =  0,  und  seien  ajj  =  0,  Xj  =  0  die 
leichangen  der  Tangenten  im  Doppelpunkte.  Alsdann  kann  die 
irrei^leichung  immer  auf  die  Form 

f^  ax^^  -|-  ßx2^  +  Qyx^x^x^  =  0 

jbracht  werden;  denn  diese  Curve  hat  in  o:,  =0,  x.^  =  0  einen 
9ppelpunkt  und  diese  Coordinatenseiten  selbst  zu  Tangenten;  und 
«»0  schneidet  die  Wendepunkte  aus,  da  die  Gleichung  der  Hesse - 
lien  Curve  wird:     , 


iA  = 


aar, 

y^3 

yxj 

7x3 

ßx., 

yxi 

y^2 

yXi 

0 

f  (2  yxtx-^x.^  -  «.c,-'  -  ßx/) . 
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Dieselbe  schneidet  also  /"  =  0  ausser  im  Doppelpunkte  in  der ' 
noch  in  dea  Schnittpunkten  von  .r^  =  0.  Aber  niieh  die  Comtan 
«,  ^,  y  in  /können  wir  ^  durch  Äenderimg  der  Definition  der  C-i 
dinaten  x  um  passende  Factoren  fortschaffen^  was  dein  ümsta 
entepricht,  dass  die  Cnr^e  dritter  Ordnmig  mit  Doppelpunkt  h 
ab&olutc  Invariant-e  (d.  h.  keine  für  sie  charakteristigehe  Consta 
mehr  iiat.  Aus  letzt^^rem  Umstände  folgt  djinn  auch,  daa»  j€(k 
mit  Doppelpunkt  in  obiger  Form  darstellbar  ist;  döiin  jede  m 
Ourve  kann  iu  jede  andere  der  Art  tranöformirt  werden*  Wir  hi 
also  den  Satz: 

Bk  Gleichung  einer  Curve  dritter   ih4mmg  mit    BoppeipnnU   « 
immer  auf  eine  Weise  in  die  Form 

(4)  /■=x/  +  .V  +  B.r,x,x,  =  0 
trnnsffjrmirt  werdlen;  und  die  Gkiehunff  der  HesaeVrA^?«  Curvi:  i$i  d 

I  A^  2x^x^j:^  —  X(^  —  ar^^  =  0. 
Der  Büschel  ?«/'+  A A  =  0  oder: 

(5)  {x,^  +  x^)  {x  ™  6  A)  +  n  a-j .v,x,  {n  +  2  ;o  --  0 
^itlialt  nun  in  der  That  nur  zwei  verfallende  Curven,  nnmlieb 
H  ^^G  X  und  für  k  ^=  —  2  L  Wir  erkennen  ferner,  dass  Für  dii! 
der  Ecken  des  Fundamental dreieck^  auf  der  Wendepunk tttünie 
derselbe  Satz  gilt  wie  bei  einer  all  gemeinten  Üurve  (ygL  p.  5i>8)| 
gelben  werden  nämlich  anggeschnitten  durch  die  Linien  ,r,  = 
a*2  =  0,  während  die  Wendepunkte  durch  x./  +  ^i'^  =  ^^  besti 
sind.     Also: 

Die    Tangenten   im   Doppelpunkte   schneiden  die  tf'endepunktslin 
zwei  Punkten y    ivelctie    die  Hesse  at//^    Form   für    die    durch    die 
tf endepunkte  gegebene  binäre  cubiscJw   Form  darstellen.     Die  Comr 
0    der  letzteren   wird    durch    die  drei    harmonischen    Geraden    der 
Wen dep un kte  a  usgeschn itten .  *) 


*)  Man  kann  überhaupt  (vgl.  die  Fortsetzung  des  Textes)  die  Geometri» 
der  Curve  mit  der  Theorie  der  binären  cubischen  Form  in  Verbindung  m 
wenn  man  für  letztere  die  Strahlen  vom  Doppelpunkte  nach  den  drei  W 
punkten  als  Grundstrahlen  annimmt,  wie  dies  von  Igel  (Math.  Annalen,  I 
j).  633)  und  Uoscnow  ( Teber  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt, 
lau  1873)  ohne  Benutzung  der  kanonischen  Form  durchgeführt  ist  Wir  orwl 
hier  nur  noch  den  Satz: 

Ist  a-"^  die  binäre  Form,  welche  die  Wendepunkte  darstellt,  d.  h.  die 
bindungslinien  des  Doppelpunktes  mit  ihnen,  so  liegen  drei  Punkte  der  ( 
in  gerader  Linie,  wenn  ihre  Verbindungslinien  5,  /^,  ^  mit  dem  Doppelpi 
der  Bedingung  ata  o^  =  0  genügen. 

Für  Tj  =  ^  ergibt  sich  hieraus  der  Zusammenhang  der  PolarenbiUlungen  vc 
mit  der  Theorie  der  Tangentialpunkte.  —  Wir  kommen  hiera«if  später  be 
handlung  der  C^^  vom  Geschlechte  Null  zurück. 
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Diese  drei  Linien  gehen^  wie  die  Polare  eines  jeden  Punktes^ 
durch  den  Doppelpunkt;  der  eben  ausgesprochene  Satz  gilt  also  ebenso 
ftr  die  Strahlen  des  durch  den  Doppelpunkt,  bestimmten  Büschels^  wie 
flr  die  Punkte  der  Wendepunktslinie  x.^  =  0.  Ferner  miiss  auch  für 
die  Realität  der  Wendepunkte  dasselbe  gelten,  wie  für  die  Grund- 
jnmkte  einer  cnbischen  Form  in  ihrer  Beziehung  zur  Hesse 'sehen 
Form. 

Fan  den  drei  Wendepunkten  sind  daher  zwei  conjiigirt  imaginär 
und  einer  reell,  wenn  die  Tangenten  des  Doppelpunkfes  reell  sind,  da- 
gegen alle  reell  f  wenn  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  imaginär  sindy 
4,  h.  wenn  letzterer  ein  isolirter  Punkt  ist,  *) 

Wir  können  aber  überhaupt  die  Geometrie  auf  der  Curve  mit  der 
Seometrie  in  dem   durch  den  Doppelpunkt  bestimmten  Strahlbüschel 
11   Verbindung  setzen;    denn  jeder    Strahl  desselben   trifft  die   Curve 
lar  noch  in  einem  Punkte:     Die  Citrve  ist  aho  eindeutig   auf   den 
^rahibiischel  und  somit  auf  eine  beliebige  Gerade  abgebildet.     Um  dieser 
Beziehung  einen  algebraischen  Ausdruck  zu  geben^  um  die  Coordinaten 
nnes  Punktes  der  Curve  durch  diejenigen  des  entsprechenden  Strahles 
im  Büschel   auszudrücken ,   knüpfen  wir  an  die  Chasles'sche  Erzeu- 
|iiiig.swei8e    der    Curven    dritter   Ordnung    an,    welche    durch   einen 
pbrahl-   und   einen  ihm  projectivischen  Kegelschnittbüschel  vermittelt 
biurde  (vgl.  pw  535).     Eine  solche  Curve  mit  Doppelpunkt  wird  nämlich 
wzevgiy   wenn  man   den   Mitlelpunkt  des  Strahlbüschels  in  einen  Grnnd- 
imki  des  fCegelschnittbüschels  verlegt.     In  der  That,  es  sei  ersterer  ge- 
eben durch:  a:,  -f- Aa:.^  =  0,   dann  ist  die  Gleichung  eines  ihm  pro- 
Btivischen  Kegelschnittbüschels  der  beregten  Art  von  der  Form: 

Ax^  +  Bx.^  +  l  {Cx^  +  Dx.^  =  0 , 

I  Aj   Bj  Cj   D  linear  in   den  x  sind;   und  durch  Elimination   von 
folgt: 

{^Ax^  -j-  Bx^  x.^  —  {Cx^  +  Dx.^  o-,  =  0, 

|pe  Gleichung,  in  der  jedes  Glied  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung 
K«j,  x^  ist^  w.  z.  b.  w. 

I     Auf  Grund  dieser  Erzeugungsweise  lässt  sich  auch  die  Construction 
W  Curve  ausführen y  wenn  der  Doppelpunkt  0  und  sechs  andere   Punkte 

'  1,  2,  3,  4,  5,  ß 

^d>en  sind.     Wir  benutzten  etwa  die  Punkte  0,  1,  2,  3  als  Grund- 
tn^te    eines    Kegelschnittbüschels,    ordnen    dann    dem   Kegelschnitte 


•)  Vfie  die  erstere  dieser  Curven  aus  der  allgemeinen  C'j  entsteht ,  ist  auf 
V99  gezeigt;  die  mit  isolirtem  Punkte  kann  man  aus  der  Curve  3  in  Fig.  «2 
arch  entstanden  denken,  dass  Bich  das  Oval  immer  mehr  auf  einen  Punkt 
mznenzieht. 


\ 
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durch  4  den  Strahl  (l4,  dem  durch  5  den  Strahl  ÖF,  dem  durch 
Strahl  06  zu,  womit  die  projectivische  Beziehung  zwiacheö  i 
und  Eegelschnittbüschel  festgelegt  ist  Denkt  man  sich  die«© 
hxmg  wieder  durch  den  Tangentenbüschel  der  Kegelschnitte  in 
der  Punkte  3,  2,  3  vermittelt  (vgl  p,  375),  so  bietet  die  Con^tr 
des  Schnittpunktes  eines  beliebigen  Strahles  durch  0  mit  der 
keine  Schwierigkeiten  mehr. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  sofort  in  der  Fonu  (4)  zu  eH 
brauchen  wir  den  Kegekchnittbüschel  nur  in  der  Form: 

(6)  •  Xx^'^  +  x^^+Ükx^x^^O  I 

anzunehmen^  wenn  wieder  x^  -\-  kx^  =  f*  der  Strahlbflschel  i^ 

(6)  folgt  aber  weiter  für  x^^  —  Ix^: 

(7)  x^  —  l^x^  +Ölx.,  =  0. 

Schreiben  wir  nun  -  atatt  l,  m  Enden  wir  hieraus:  < 

«i  J^  |S 

oder  wenn  wir  mit  ÖÄp  multipliciren ; 

(8)  px|  ^  6  A*ft ,     9^2  =s  —  6  A^^^     g.r^  ^  A> -|*  f$^^ 

Bk  Coordmaten  der  Punkie  4er  Curue  stellen  sich  ütm  als  P'm 

driiien   (Irudcs  eines  Parameters  -  dar^   tro    A,  (i   die   Coordina 

Strahlen  des  durch  den  Doppelpunkt  bestimmten   Büschels  sind, 
auf  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  als  Grundstrahlen;   dabei  e 
jedem  Punkte  der  Curve  ein  Strahl  des  Büschels  und  umgekehrt 
Diese  Parameterdarstellung  ist   besonders    zur  untersuch 
Geometrie  auf  der  Curve  nützlich.     Wir  wollen  mit   Hülfe 
einige  Probleme   behandeln,  welche  wir  später  überhaupt  fü 
vom  Geschlechte  Null  in  ähnlicher  Weise  erledigen  werden.  - 
den  wir  die  Curve  mit  einer  beliebigen  Geraden  ?/,  so  bestir 
die    den    Schnittpunkten    entsprechenden    Parameterwerthe 
cubischen  Gleichung: 

6  AVwi  —  6  k^L^u.^  +  (A-^  +  11^)  ?/3  =  0  . 

Dividiren   wir  dieselbe  durch   u-^ii'^,  so   haben  wir   eine  G' 

,  deren  constantes  Glied  stets  gleich  der  Einheit   ist,    v 

Gerade  gewählt  sein  mag.     Bezeichnen   wir  also   durch  b 
dices  die  Wurzeln  der  Gleichung,  so  ist  immer: 

(9)  .^  .  i? .  ^^  =  _-  1 . 

f*i      f*2     f'a  ' 
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wd  heraus  kann  man  den  dritten  Schnittpunkt  jeder  Geraden  bestimmen, 
»am  die  beiden  anderen  bekannt  sind. 

Wird  insbesondere  die  Curve  von  der  Geraden  u  berührt,  so  sind 
«wei  der  Wurzeln  einander  gleich,  und  wir  haben 

Piese  Gleichung  bestimmt  die  beiden  Berührungspunkte 

(.0.)         ,^;-+/^.    ^i— /-5: 

der  von  einem  Punkte  Aj,  ^i^  der  Curve  an  dieselbe  zu  ziehenden   Tan- 
genten, oder  umgekehrt  den  Tangentialpunkt  A3,  fig  des  Punktes  A, ,  fij. 
Ist  die  Linie  u  endlich  Wendetangente ,  so  wird: 

^--1,     oder    A3  +  ^3_o, 

L  h.  0:3  =  0,  wie  es  sein  muss.  Die  Gleichungen  (10*)  geben,  da  sich 
iie  beiden  Werthe  von  A,  :  fi,  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden, 
inmittelbar  den  folgenden  Satz: 

Wenn  man  die  Berührungspunkte  der  beiden  an  die  Curve  von  einem 
Punkte  derselben  zu  legenden  Tangenten  mit  dem  Doppeljmnkie  verbindet, 
to  liefen  diese  Verbindungslinien  harmonisch  zu  den  Tangenten  im  Doppel- 
punkte. Alle  diese*  Strahlenpaare  bilden  also  die  quadratische  Involution 
ier  ersten  Pdaren  der  durch  die  Linien  nach  den  Wendepunkten  dar- 
gestellten binären  cubischen  Form,*) 

Hierdurch  entspricht  jedem  Punkte  der  Curve  ein  zweiter;  je 
■wei  zusammengehörige  Punkte  haben  denselben  Tangentialpunkt; 
Uiden.also  ein  Polepactr^  wenn  wir  dieses  Wort,  wie  bei  der  allge- 
meinen Curve  dritter  Ordnung,  gebrauchen  wollen  (vgl.  p.  527). 
Beim  Auftreten  eines  Doppelpunktes  gibt  es  aber  auf  der  Curve  nur 
aoch  eine  Schaar  solcher  Polepaare;  und  in  der  That  lässt  sich  eine 
dürre  dritter  Ordnung  des  Büschels  (5)  nur  für  eine  andere  Curve 
fkvelben  als  Hesse'sche  Curve  auffassen,  denn  die  Coefficienten  von 
ift«i  werden  durch  Absonderung  eines  gemeinsamen  quadratischen 
Ihctors  linear  in  x,  A.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  eines  solchen 
Polepaares  umhüllt  die  Cayley'sche  Curve  (vgl.  p.  516);  in  Folge 
dessen  können  wir  die  Gleichung  derselben  leicht  aufstellen.  Die 
ßleichung  einer  solchen  Verbindungslinie  ist  nämlich  nach  (10*) : 


=  0, 


x^ 

^2 

x^ 

AV 

-Ap* 

A3  +  ^3 

AV 

A^^ 

(t3_  A3 

m\  Ygi^  p.  208.  DasB  die  quadratischen  Polaren  einer  binären  cubischen 
rm  in  der  That  eine  Involution  bilden,  deren  Doppelelemente  durch  die  be- 
fende  Hesse *8che  Form  gegeben  sind,  ist  sofort  ersichtlich. 
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oder  aijsgereclinet: 

Die  Oayley  at/i^  Ctirve  zerfMlt  aim  in    (kn    ftop/tt^ipmili   un 
einen  Kegehehnkt^  iirssen  Tungentm  gegeben  sind  durch  i 

f Urnen  Gieicfmng  ^^^^  i^^^ 

«I  ^h  +  ''a^  =  0 « 
Dtirsolbe  berührt  äoinit  die  Tangenten    des   Doppelpunktes    in    i 
tSehnittpunlcteii  mit  der  WendepunktöUnie.     Dieses  Resultat    llisst 
auch  ganz  allgemem  naebweiseiij   deuu   wir  wi^rden   sehen,    d;i^ 
zugehörige  Form: 

identiach  verschwinden   niuBS^   wenn   die    K(inn  f  =  «.^^  in  einen 
dratischen  und  einen  linearen  Factor  zerfallen  soll;  und  mau  &nd 

(11)  pi^n  +  iF)  =  -  ^  ifs,^  p^^  A  -   ^-'AA  , 

also  für  K  ^  —  öS  i  ^==  ö  81^^  <ier  Formel  für  S^ii 

it  li  I 

lind  es  erhält  P<^^  in  der  That  den  Factor  Rj   verschwindet  also  i 
tisch  beim  Auftreten  eines  Doppelpunktes.  — 

Wir  wollen  die  Relation  (lOj  noch  zur  Betrachtung  gewisser 
Curve   eingeschriebenen   Polygone    benutzen.      Wir  gehen   von  *  ei 

beliebigen  Curvenpunkte  (A^)  aus   (es  ist  Xq  für   -^  gesetzt),  ziehen 

ihm  eine  Tangente  an  die  Curve,  deren  Berührungspunkt  A,  sei; 
letzterem  ziehen  wir  wieder  eine  Tangente,  die  in  k^  berührt,   u. 
Es  fragt  sich,  wie  muss  der  Punkt  A^  liegen,  damit  sich  das  Polj 
schliesst,  d.  h.  damit  die  w*®  ^eite  eines  so  construirten  Polygons 
der  durch  ihn  hindurchgeht.**)     Es  ist  nun  nach  (10): 

•)  Vgl.  Gloicliun^  (108)  in  dem  Aufsätze  von  Clebscli  und  (Jordan,  M 
Annalen,  Bd.  6. 

**)  Diese  Polygone  sind  von  Clebscli  an  einör  Curve  dritter  Klasse 
Doi)peltangente  angegeben;  vgl.  dessen  Note  zu  der  Abhandlung  des  Hrn.  C 
mona  „sur  Thypocycloide  a  trois  rebroussementä'*,  Crelle's  Journal,  Bd. 
ferner  Ausführlicheres  (insbesondere  auch  in  Kücksicht  auf  das  Reelle  und  I 
ginäre)  bei  Du  rege:  Math.  Annalen,  Bd.  1,  p.  509,  und  Rosenow  (a.  a. 
— *  Die  Hi/pocyklo'ifte  entsteht  aus  einer  allgemeinen  Curve  3*er  Klasse,  4**'  C 
nung,  wenn  man  als  Doppeltangente  die  unendlich  ferne  Gerade,  als  deren 
rührungspunkte    die    imaginären  Kreispunkte    wählt.     Aus   den   früheren  Sft< 
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12 L       2  2  J_       i'i  /L  32  __       ^      . 

Au  A]  A2  *Ä— 1 

und  also  sind  die  Parameter  dieser  Punkte  in  umgekehrter  Reihenfolge: 

Zur  Bestimmung  der  Punkte,  von  denen  aus  sich  in  der  angegebenen 
Weise  ein  geschlossenes  Polygon  (A^,  =  A„)  construiren  la'sst,  hat  man 
also  die  Gleichung: 

(12)  Aot-2r-i  =  i. 

Aber  nur  dann  erhält  man  für  jede  Lösung  dieser  Gleichung  ein  wirk- 
liches it -Eck^  wenn  n  eine  Primzahl  ist.  Ist  dagegen  etwa  n  =  m  ,  p, 
wo  p  eine  Primzahl  ist,  so  ist  ( —  2)"  —  1  durch  (—  2y —  1  theilbar 
und  also  entsteht  die  Gleichung  (12)  aus  der  Gleichung: 

wenn  man  beide  Seiten  der  letzteren  in  die  a}^  Potenz  erhebt^    wo 
Wir  erhalten  daher  nur  ein  ;^-Eck;  welches  a-mal 


(-  2)^-  1 

dnrchlaofen  wird^  um  ein  n-Eck  zu  liefern.  Man  erkennt;  dass 
eine  genauere  Behandlung  dieser  Aufgabe  zahlentheoretische  üeb^r- 
[legongen  erfordert,*mit  Hülfe  derselben  sich  dann  aber  leicht  erledigt.*) 
Wir  behandeln  noch  ein  ähnliches  Problem,  dessen  Lösung  (für 
I Gurren  ohne  Doppelpunkt)   Steiner   zuerst  gegeben   hat.     Auf   der 

I (hure  seien  zwei  feste  Punkte  mit  den  Parametern  -  =  p^  ~-=^q  ge- 

plben.     Wir  ziehen  durch  p  eine  beliebige  Gerade,  welche  noch  in 

Punkten   X^,  l^  achneiden  möge.     Wir  verbinden  Aj  mit  q,  er- 

Iten  als  dritten  Schnittpunkt  dieser  Linie  A3,  seine  Verbindungslinie 

p  schneide  in  A^  u.  s.  f.     Wir  construiren  also  ein  Polygon,  dessen 

gerade  Seiten  alle  durch  p,   dessen   gerade  alle  durch  q  gehen,   von 

Ecken  also  immer  zwei  auf  einander  folgende  mit  p  oder  q  in 

er  Linie  liegen.     Wir  fragen  nach  den  Bedingungen  der  Mög- 

bkeit,  dass  sich  ein  solches  Polygon  schliesst,  d.  h.  dass  eine  Gerade 

Iben  wieder  durch  A^  gebt.-    Die  Gleichung  (9)  gibt  uns  nun  die 

;en: 

I Textes  folgt  dann,  dass  zwei  Tangenten  der  Hypecykloide ,  deren  ßerührungs* 
^  skte  auf  einer  dritten  Tangente  derselben  liegen ,  zu  einander  senkrecht  stehen, 

1  da»  die  Schnittpunkte  je  zweier  solcher  Tangenten  einen  Kreis  beschreiben, 
pJeher  susammen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  die  Cajley'sche  Curve 
r  Hypocyklolde  bildet. 

•}  In  ähnlicher  Weise  erledigt  sich  auch  die  Frage  nach  den  Polygonen, 
4elie  der  Curve  3.  Ordnung,  betrachtet  als  Hesse 'scher  Curve  einer  anderen, 
«schrieben  and  der  zugehörigen  Gay ley' sehen  umgeschrieben  sind.  Vgl. 
ffenow,  a.  a.  O. 
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^^2^3  =  —  1,     ^^i^:,  -=  —  1  , 


pl^m  —  l  Xu  =   —    1  , 


QXtnli  = 


1 


MultipHcireii  wir  alle  Gleichungen,  in  denen  p  vorkommt,  mit  ein&ii* 
der,  und  ebenso  alle,  in  denen  q  vorkommt^  so  folgt: 
pf*  ^  gti^     ^jgj.     p=  q  j/\  , 

Wenn  p  gegeben  ist,  so  ist  also  q  nicht  mehr  willkürlich;  dagegn 
kann  der  Punkt  Aj  noch  völlig  beliebig  gewählt  werden:  das  Polygon 
schüesst  sich  iminer^  denn  man  kann  aus  den  aufgestellten  Gleichangen 
die  Parameter  seiner  Ecken  successive  direct  berechnen*     Also: 

Es   giht  imendlich  viele  Poltjgone  von  2n   Seiten    und   2n    Eckm^ 
deren  Ecken  auf  einer  f/eff ebenen  Ctirve  äriüei*  Ordnung  mit  Dopi>  '      ' 
liegen ,  deren  ungerade  Seiten   sich  in  einem  Punkte  p  der  Curvt 
und  deren  gerade  Seiten   durch  einen  ztveiten  Ptmkt  q  dersetben  gti 
Ist  p  gegeben,  so  ist  q  dadm*ch  mehrdeutig  bestimmt;  zu  zwei  zus, 
gehörigen  Punkten  p,  q  gibt  es  aber  unendlich  viele  Polygone,  irt*, 
erste  Seite  ganz  beliebig  gewählt  werden  kann. 

Es  ist  jedoch  auch  hier  zu  bemerken,  dass  die  Natur  der  Zahl 
für  die  Anzahl  der  eigentlichen  Losungen  des  Problems  von  Bedeul 
ist.  Wir  gehen  jetzt  nicht  näher  auf  diese  Fragen  ein,  da  mr 
gleiche  Prahlern  spater  bei  den  allgemeinen  Curven  dritter  O 
mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen  behandeln  werden*  Ueberhaiii 
aollen  die  hier  augeführten  Betrachtungen  nur  als  einfache  Bei:!«pii 
für  eine  Methode  zur  Behandlung  der  Geometrie  auf  einer  -C 
dieneft,  welche  wir  spater  für  beliebige  Curven  vom  Geschlecht  N 
und  im  Anschlüsse  an  die  Abelschen  Integrale  auch  für  solche  ti 
beliebigem  Geschlechte  entwickeln  werden,  — 

Wir  wenden  uns  zur  Betrachtung  der  Curven  mit  ROckke 
Für  dieselben  bestehen  nach  Salmon  gleichzeitig  die  Bedingung«!^ 

(13)  s  =  o,    r  =  o. 

Denn  S  und  T  waren  die  beiden  Invarianten  der  biquadratiscbeii  F<| 
welche  durch  die  vier  von  einem  Punkte  der  allgemeinen  Curve  ^ 
Ordnung  an  dieselbe  möglichen  Tangenten   dargestellt   wird    (p.  fi| 
und  ihr   Verschwinden  sagt  also   aus^    dass  von  den   vier  Ti 
drei  zusammenfallen^  wie  es  in  der  That  nur  beim  Auftreten 
Rückkehrpunktes  möglieh  ist.     Zur   Bestimmung   der   Coor 
des  letzteren*)  bemerken  wir,  dass  T  in  Folge  von  (13)  ein  toD 


diger  Cubus  wird;  demi  0(*^  +  ^^)  gibt  für  x  =  — ^ 


l^ 


*)  Vgh  hier  und  für  die  weiter  unten  behandelten  Fülle  de»  /( -tu-  ' 
Curve  3.  Ordnung:  Gundel finget,  Ueber  die  Anfiartungeu  ei&er  Curv*^  5. 
nung,  Matb.  Annalen,  Bd.  4, 
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em  =  ^  520  + 1 JH  —  1 5K . 

Diese  Form  yerschwindefc  sonach  mit  S  und  T,  und  das  ist,  wie  wir 
»ogleich  sehen  werden,  die  Bedingung  dafür,  dass  T  die  dritte  Potenz 
^68  linearen  Ausdruckes  ist;  und  zwar  wird 

T  -=  w,2  =  uy^  , 
Um  dies  einzusehen,  haben  wir  zu  zeigen,  dass  die  Gleichungen 

welche  für  xt  »=  i/i  unabhängig  Ton  den  t/<  erfQIlt  sind,    ebenso    für 
^•«=/,-  befriedigt  werden. 

Nun  ist  aber  (s.  Gleichung  (29)  p.  555  und  (36)  p.  557): 

a,3  =  r,  {abuya,bttIt  =  iS.T, 

iko  beide  Ausdrücke  verschwinden  in  der  That  unabhängig  von  den 
^in'  Folge  von  (13);  und  wir  haben  den  Satz: 

JHe  hinreichenden  und  nothwendigen  Bedingimgen  dafür  ^  dass  die 
kirve  /=  0  einen  Rückkehrpimki  besitze,  sind  5  =  0  und  r«=  0.  ])ie 
'sorämaien  des  BOckkehrpunktes  besiimmen  sich  durch  die  laufende 
Proportion  (T  «=«  Ut^i 

Vx^  ••  yi^y2  '  yiVs  •  •  •  •  •  VxV^V^  =  ^m  -  Un  '  ^113  -  •  •  •  ^123  • 
Die  Hesse'sche  Curve  muss   nach,  unseren   allgemeinen  Erörte- 
(p.  327)  im  ROckkehrpunkte  einen  dreifachen  Punkt  haben, 
zwar  so,  dass  von  ihren  drei  Tangenten  in  demselben  zwei  mit 
Rückkehrtangente  zusammenfallen.     Sie  besteht  also  in  unserem 
aus  der  Rückkehrtangente  und  der  Verbindungslinie  des  Rück- 
onktes   mit  dem   einen   noch   vorhandenen   Wendepunkte.    Den 
kann  man  hiemach  leicht  algebraisch  bestimmen,   sobald  die 
^ten  des  Rückkehrpunktes  bekannt  sind.     Denn  man  kann  aus 
den  Factor  a^aj^  absondern;  der  andere  lineare  Factor  gibt  dann 
ittelbar   die  Gleichung  der  erwähnten  Verbindungslinie  mit  dem 
ehrpnnkte.  —  Ein  eigentliches  Wendepunktsdreieck  ist  in  dem 
lel  x/*-f-AA  =  0  nicht  vorhanden.     Denn  auf  der  linken  Seite 
Gleichung  G  (x,  A)  =  0  bleibt,  wenn  5=0  und   7  =  0,  nur  das 
x*j    dieselbe  hat  also   vier   gleiche  Wurzeln   x  =  0]   das   eine 
bestimmte  Dreieck  ist  somit  die  Curve  A  =  0  selbst.     Ein 
asses    Goordinatensystem    zur   Herstellung    einer   kanonischen 
imrtm  ist  uns  jedoch  durch  die  folgenden  Linien  gegeben  (vgl.  unten 

t  68)  = 

die  Verbindungslinie  von  Rückkehr-  und  Wendepunkt,  a?2  =  0, 

die  Eöckkehrtangente,  o:,  =0, 

die  Wendetangente,  0:3  =  0. 

Her  Zagmndelegung  desselben  wird  die  Gleichung  der  Curve  von 

r  Form  (vgl.  p.  327): 


^  —  x^^x^  =  0 


Filufbo  AbÜLeHang. 

(14)  X^^  -Sx^^X^^O, 
und,  wie  es  gein  muss,  die  Gleichung  der  HesseBchen  Ciir?e 

I  A  —    0        ar,        0 
x^         0         0 

Die  Caylej'sche  Cürve  wird  von  den  ersten  Polaren  der  f 
der   Hess  ersehen   Curve  umhüllt.     Ea    ki  aber  die  Polare  cini 

^j  =  ^^  gelegenen  Ptmktea  z: 

also  ein  Liuienpaar,  dessen  Scheitel  im  Rückkehrpunkte  liegt,  ui 
Palate  eines  Punktes  z  auf  x,^  ^^0: 

alao  ein  Linien  paar  besteh  eud  aus  der  festen  Rüekkehrtatigenl 
einer  beweglichen  Linie  durch  ihnen  Schnittpunkt  mit  der  V^ 
taugen te.  Da  nun  jeder  Punkt  von  x^  ^=^  0  als  Punkt  der  H 
sehen  Curve  doppelt  zählt j  so  besiehe  die  CajleyVA^  Curre  m 
doppelt  zahlenden  liückkehrpunkte  und  dem  Schniiipunkie  der  $i 
und  RrnkkehrUm^cnie. 

Aus  Gleichung  (14)  erkennt   man    sofort,   dass  sich   die  I 
der  Curve  auf  folgende  Weise  in  Function  eines  Parameters 
stellen  lassen: 

(15)  QX^  =  /i3,      QX^  =  ^U ,      9X3  =  A3 . 

Mit  Hülfe  dieser  Darstellung  wollen  wir,  wie,  bei  den  Curve 
Doppelpunkt,  einige  Probleme  über  die  Geometrie  auf  der  Cur 
handeln.  —  Dieselbe  wird  von  einer  Geraden  u  in  drei  Punkte 
schnitten,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

In  ihr  fehlt  das  Glied  mit  dem  Factor  A^ft;  für  die  ParameU 
drei  auf  einer  Geraden  gelegenen  Punkten  besteht  daher  immt 
Relation : 

f*I  ^2  f*3 

Dieselbe  ist  von  wesentlich  anderer  Natur  als  die  entsprechen« 
bei  den  Curven  mit  Doppelpunkt.  Wir  werden  später  bei  de; 
gemeinen  Untersuchungen  über  die  Curven  vom  Geschlechte  ; 
erkennen,  wie  die  Gleichung  (16)  durch  einen  Grenzprocess  ai 
Gleichung  (9)  hervorgeht,  indem  wir  letztere  zunächst  in  der 
voraussetzen : 
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Ziehen  wir  nun  von  einem  Punkte  Xq  (=  --\  die  eine  noch  mög- 
liche Tangente  an  die  Curve,  welche  in  A,  berühren  möge,  Ton  A,  wiederum 
]ie  Tangente  mit  dem  Berührungspunkte  l^j  ^*  ^*  ^v  ^^  haben  wir: 

P  +  2Aj=0.  ^,  +  2^2  =  0,  A2  +  2A3  =  0,...A,_i  +  2Ar  =  0,... 
Jer: 

ie  Parameter  werden  also  immer  kleiner^  nähern  sich  bei  Fortsetzung 
B  Verfahrens  unbegrenzt  dem  Werthe  0,  welcher  dem  Wendepunkte 
tspricht.  Bei  fortgesetztem  Tangentemiehen  an  unsere  Curve  dritter 
dnung  von  einem  beliebigen  Punkte  aus,  nähert  sich  daher  der  Be- 
hrungspunkt  ohne  Aufhören  dem  Wendepunkte,  Es  ist  klar,  dass  man 
bei  niemals  zum  Ausgangspunkte  zurückgelangt;  man  kann  also  in 
»er  Weise  keine  geschlossenen  Polj- 
ne  GonstruireUi  Mit  Hülfe  des  letzten 
tzes  kann  man  die  Vertheilung  der 
^en  Parameterwerthe  über  die  Curve 
cht  anschaulich  darstellen ,  wie  es 
g;.  68  zeigt.  Dabei  kann  der  Punkt 
=  1  noch  beliebig  auf  der  Curve  ge- 
lUt  werden;  von  ihm  ausgehend 
nn  man  die  Punkte  —  ^,  \,  —  4^, 
8.  f.  nach  unserem  Satze  leicht  construiren.  Der  Parameter  durch- 
ift  auf  dem  einen  der  beiden  möglichen  Wege  zwischen  Wende- 
id Bückkehrpunkt  (d.  i.  zwischen  0  und  cx>)  alle  positiven,  auf  dem 
deren  alle  negativen  Zahlenwerthe;  und  zwar  folgt  aus  Gleichung 
6),  dass  immer  zwei  Punkte,  denen  entgegengesetzt  gleiche  Para- 
eterwerthe  zukommen,  mit  dem  Wendepunkte  (A  =  0)  in  gerader 
nie  liegen.*) 

Auch    die    Construction   der   Steiner'schen   Polygone   in    ange- 
bener  Weise   führt  hier  zu   keinem   Resultate.     Gehen    wir    dabei 


*)  Es  ist  übrigens  leicht,  sich  in  ähnlicher  Weise  über  die  Parameterver- 
ikuig  aaf  einer  r,  mit  Doppelpunkt  Rechenschaft  zu  geben.  Aus  (8)  folgt, 
fe  (für  /*  =  1)  dem  Doppelpunkte,  je  nachdem  er  als  auf  dem  einen  oder  auf 
i  aadem  Zweige  der  C,  gelegen  betrachtet  wird ,  die  Werthe  A  =  0  oder 
»OO  «ukommen,  während  1  =  —  1  den  einen  reellen  Wendepunkt  bestimmt; 

(9)    folg^   dann,    dass  je  zwei  Punkte  mit  den  Parameterwerthen  X  und 

dem  Wendepunkte  auf  einer  Geraden  liegen.    Der  Werth  ;,  ==  +  i  gibt  nach 
den   Berfihmngspnnkt  der  einen   vom   Wendepunkte   noch   an   die    C,   zu 
aden  Tangente,  u.  s.  f. 
l«%seh«  YoslMwig«!!.  38 
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nämlich  Ton  den   Pankten  p^  q  ans,  so  erhalten  wir  das  System 
Gleichungen: 

P  +  ^i       +^2    =0      ^  +  ^,+^3  =  0 


I?  *f  k^^  - 1  +  ^g«  =  0      ?  +  As«  H"  A|  =  0  j 

und  hieraus  folgt  p  =^  q\  dann  erhält  mau  aber  keine  eigentÜ 
Polygone,  — 

Weitere  Singularitäten  können  neben  einem  Doppel-  oder  Rück 
punkte  den  Fl  öck  er 'sehen  Formeln  zufolge  nicht  Torkommen,  obn« 
die  Curve  zerfallt.  Es  ist  aber  immerhin  von  Interesse  die  algi 
sehen  Bedingungen  für  ein  solches  Zerfallen  Yollatandig  aufzusk 
und  dies  möge  im  Folgenden  noch  geschehen. 

Soll  die  Curve  zwei  Doppelpunk le  haben  j  so  muss  sie  in  i 
Kegelschnitt  sj^  =  0  und  eine  ihn  in  zwei  getrennten  Punkten  le 
deude  Gerade  zerfallen.     Es  wird  also: 

(17)      .  f^aJ^r^.s^^r^.s'^K.. 

Wir  sahen^  dass  Ijeim  Auftreten  eines  Doppelpunktes  die  Foj 
in  den  Cubua  der  linken  Seite  der  Gleichung  dieses  Doppelpu 
überging.  Wenn  noch  ein  zweiter  Doppelpunkt  hinzutritt^  wird « 
TT  identisch  verschwinden  müssen;  und  dies  wird  durch  die  folj 
üeberlegung  bestätigt.*)  Die  Invarianten  S  und  T  verschwinde 
diesem  Falle  oflFenbar  nicht  einzeln,  denn  sonst  müsste  die  Curv< 
zwei  Doppelpunkten  aus  der  Curve  mit  Rückkehrpunkt  durch 
Grenzprocess  ableitbar  sein,  was  nicht  möglich  ist  (p.  596).  D^ 
besteht,  wie  bei  eine??i  Doppelpunkte,  die  Relation: 

Nun  hat  die  Form  f  =  r^  ,  sj^  nur  noch  die  beiden  Invarianten: 

/  =  [rss'y     und    j  =  {sss'')'^. 

Von  diesen  sagt  das  Verschwinden  der  zweiten  aus,  dass  nocl 
dritter  Doppelpunkt  vorhanden  sei;  mit  j  kann  also  S  nicht  pr 
tional  sein,  da  dieser  Fall  (J  =  0)  ebenfalls  nicht  aus  dem  Auft 
eines  Rückkehrpunktes  ableitbar  ist.  Wird  dagegen  i  =  0,  so  be 
die  Linie  r  den  Kegelschnitt,  d.  h.  die  C^  erhält  einen  Rückkehrp 
und  es  muss  auch  S=0,  T=0  sein.  Letztere  Invarianten  w» 
also  mit  Potenzen  von  i  proportional,  und  zwar  haben  wir,  vi 
vom  vierten  Grade  ist,  nur  die  Möglichkeit: 


♦)  Vgl.  Gordan:   üeber  Curven  dritter  Ordnung  mit   zwei   Doppelpoi 
Math.  Annaleu,  Bd.  3  und  Gundelfinger  a.  a.  0. 
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(18)  5  =  c.iS 

wo  c  einen  Zahlenfactor  bedeutet,  und  also : 

(19)  T^^ci.i^^^^ci.i.S. 

Da  femer  Z  und   T  aus  S  und   T  durch    den    Differentiationsprocess 
^^^UiUkUk  entstehen  (vgl.  p.  547  und  556),  indem: 

10  folgt  auch,  wenn  wir  diesen  Process  auf  R  =  0  anwenden : 
PO)  eri  — S2Z  =  0,    oder:    /6ciT  =  ci2Z, 

'tdernach  Multiplication  mit  i  j/c  auf  beiden  Seiten  wegen  (18)  und  (19) : 

|P1)  n  =  rZ  -  5T  =  0  . 

QuB  das  identische  Verschwinden  von  TT  auch  hinreichend  ist,  folgt 
4nm8,  dass  es  eintritt,  ohne  das  Verschwinden  von  S  und  T  voraus- 
zusetzen und  dass  es,  wie  wir  sehen  werden,  nicht  hinreicht,  um 
ras  Auftreten  von  drei  Doppelpunkten  zu  bedingen,  während  doch 
Ar  eine  durch  R=aO  bedingte  Doppelpunkt  unbestimmt  wird. 
I  Die  Bestimmung  des  Zahlenfactors  c  führt  man  aus,  indem  man 
Itt  Hfilfe  der  Gleichung: 

3  Oikh  =  riSkh  +  rkShi  +  rnSik , 

e  betreffenden  Bedingungen  direct  berechnet.     Wir  theilen  hier  nur 
a  Besoltate  mit,  es  wird: 

9  8=      9  {abuf  a^ba:     =  4 rj  (ss'uf  —  2  sj  (sruf 

+  iuj  —  4ua:rx{rss)(s/  u) 

27  A  =    27  (abcY  a^b^^C:,  =  ArJ  J-^^ii.r 
9  Z  =      9  {6c uy  c»U9     =  2  {rsu)'^ ,  {ssu)  (rss') 
9T=      9{6auya^u^    =  — i.Z 
27  S  =    27  (ectf)2  r^^;^     =  2  i« 
1243  r  =  243  (earf)2a^^<^    =  —  2/3.*) 

Aus   diesen  Gleichungen  finden  wir  sofort  c  =  j^,  und  ferner : 

I  also  haben  wir  den  Satz: 

Die  noihwendige  und  hinreicfiende  Bedingung  für  das  Zerfallen  einer 
ve   dritter    Orditung  in  einen  Kegelschnitt  und   eine  ihn    schneidende 


*)  HieraoB  folgt*  dass  man  in  (19)  rechts  da»  uegative  Vorzeichen  der  Wur- 
sa  Dehmen  bat. 

38* 
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Oeraäe  ist  am  idirtlimche  Verschwinüen  tkr  Form  TT  ^^  TT  —  Sl; 
Cöordinaien  der  Geraden  berechnen  sich  akdann  am  der  Gleichung: 


r»*r^ 


^i^i''%  =  ^^ 


tu 


'tt2 


Un 


*m  f 


wo  (A  =  aj) :  &m  ^  S  .  «,^a  —  Ta^A  \ 

die  Coeffidenten  der  Kegeif^chnütgleichnng  findet  man  durch  Bimsim 

r^r  in  A  — 

Eine  weitere   Specialisiruiig  tritt  ein,    wenn  der  Kegetschnüt 
äej^  Geraden  berührt  wird.     Dann  ist 

i=issry  =  0', 

es  verschwinden  ako  nadi  {22\  diB  Invarianten  S  und  7*,  wie  €s  i 
^muBB,  da  dieses  Vorl  ts  dem  Falle  des  Rückkehrpaal 

durch   Degeneration    eiü,  t  auch  T  ist  nach   (22)  ideui 

Null,  wena  t  versehwii  «rird: 

(24)  >-=4r/.j. 

Andererseits  folgt  aus  dei  den  von  T  wegen  der  Xielatioii 


T^ 


immer,  daas  S  und  T  Nul 


l  wegen  der  (ileichung*): 


immer,  dass  K  =  0^  identisch  Null  ist,  d.  h.  (vgl.  unten)  dass  A 
vollständiger  Cubus  ist.     Ferner  sehen  wir  aus  (22),  dass  Z  bis 
einen    Zahlenfactor    gleicji    Uy^    wird,    wenn   y,   die    Coordinaten 
Berührungspunktes  von   r  sind;    denn    das    Verschwinden    von   (ri 
sagt  aus,  dass  der  Schnittpunkt  von  r  und  u  auf  Sjc'  =  0  liegt,  un 

{ss  u)  {rss)  =  0 

ist  die  Gleichung  des  Poles  y  von  r,  welcher  hier  mit  jenem  Schi 
punkte  zusammenfällt.     Wir  haben  somit: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  eine  C\ 
dritter  Ordnung  aus  einem  Kegelscimitle  und  einer  Um  berührenden  d 
den  besieht,  ist  das  identische  Verscliwinden  von  T.  Die  dxjrdinatet 
des    Berü/irunr/spun/ttes    bestimmen    sich    aus    der    laufenden    Propor 


=  ns^) : 


und  die  Coordinaten  r,  der  Tangente  aus  (A  =  a^^): 


r,3 :  n';-.,  :  r.V^ 


MI2 


'113 


«123  •    - 


*;  Vgl.  Gleichung  (4C)  iu  dem  Aufsätze  von  Clcbach  und  Gordan. 
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IFenn  die  Curve  driUer  Ordnung  drei  Doppelpunkte  haben  soll,  so 
I   muss  der  Kegelschnitt  s^^  in  dem  durch  TT  ^  0  charakterisirten  Falle 
in  ein  Linienpaar  zerfallen,  d.  h.  es  ist: 

j  =  0 
nnd:  sj=p^,q^,    f=r^.  /?.r  .  q^  . 

Hier  ist  jeder  Punkt  der  Curve  ein  Wendepunkt;  es  muss  daher  A  zu 
f  proportional  werden,  und  in  der  That  folgt  aus  (22)  und  (23)  wegen 
/=0: 
(25)  9A  =  — 1/    und    5A— r/'=0. 

Für  das  Zerfallen  einer  Curve  driUer  Ordnung  in  drei  Gerade  ist 
»  daher  nothwendig  und  hinreichend,  dass  f  zu  A  proportional  wird, 
i.  h.  dass  die  Zwischenform  (vgl.  p.  571) 

N ^=^{aau)  ajaj 
denüsch  verschwinde.    Die  Coordinaten  der  drei  Geraden  pi,  qi,  r,  be- 
timmen  sich  aus  den  Gleichungen: 

Q  (PiQkrA  +  Pkqhri  +  PhQirk)  =  3  aikh  . 

Um  diese  Gleichungen  wirklich  aufzulösen  kann  man  folgender- 
nassen  verfahren.  Es  seien  y  und  z  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene  ; 
nan  bestimme  die  Schnittpunkte  y  '\-  Xz  ihrer  Verbindungslinie  mit 
ier  Curve  f^^aj  =  0  mittelst  der  cubischen  Gleichung: 

ay^  +  3  A  V«*  +  3  X'^a^ru''  +  X^a^^  =  0  . 

Coordinaten  dieser  Punkte  mögen  mit  ^,  'i',  ^'  bezeichnet  sein, 
i,  wenn  A,  A',  X"  die  Wurzeln  der  letzten  Gleichung  sind: 

fc  =  y/  +  ^^.* ,    5/  =  Vi  +  ^'^i »    Sr  =  y/  +  ^"2. . 

Taugenten  von  /"  =  0  in  den  Punkten  | ,  5',  |"  fallen  dann  mit 
drei  Geraden  zusammen,  in  welche  f=0  zerfällt,  d.  h.  die  p„ 
j,  ri  sind  durch  folgende  linearen  Gleichungen  bestimmt*): 

Insbesondere  kann  es  femer  vorkommen,  dass  die  drei  geraden 
durch  einen  Punkt  gehen,  d.   h.  dass  die  Determinante  {pqr) 
nehwinde.    Wir  haben  dann  auch: 

p  =  {pqry  =  0     und    j  =  0, 
Ld  somit  nach  (22): 

T  =  0,    5  =  0,    r=(), 

ije  Toraasznsehen  war;  denn  dieser  Fall  entsteht,  wenn  in  dem  durch 
^0  bedingten  der  Kegelschnitt  sj  =  0  in  ein  Linienpaar  zerfallt. 


•)  F«"  ganz  analoges  Verfahren  ist  natürlich,  wenn  eine  Form  n*e'  Ordnung 
u  lineare  Faeioren  zerföllt,  zur  Bestimmung  dieser  Factoren  anwendbar. 
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dessen  Scheitel  auf  r^  =  0  liegi  Femer  folgt  aus  (23):  A  ^  0,  \ 
in  der  That  besteht  die  Polare  eines  Jeden  beliebigen  Punktes  n 
unseren  allgemeinen  Gesetzen  ans  einem  Linienpaare^  dessen  Sehe 
im  dreifachen  Punkt«  von  /=^0  liegt;  und  hieraus  erkennt  i 
geometrisch  die  Umkehrbarkeit  unserer  letzten  Behauptung.?}     - 


*)  Es  gilt  «bßrhanpt  allgemein  der  Satz: 

Wenn  die   'Bes^e'^sehg  Ftirm    einer  ttrnären   Form  nf*'^  Ordnuftg    uieniiach 
ftekwindci^  #o  stelU  letztere^  gkick  Ntdt  gesellt,  n  durch  ^(nen  Punkt  gehende  Geradt 

Derselbe  wurde  von  Hesse  (Crelle's  Journal,  B(L  56,  p.  263)  anfgest 
eiiiett  genaueren  Beweis  gab  Sylvester:  Philo&ophical  Magazine  1853*  E 
BOlchen  kann  man  auch  in  falgender  WeiSe  fflhreü*    Setzt  tnanj 

Cn  ^/-'--/^'-t.  ?/"'-C"'^t^  //"'«^r^-'-^r 

iO  ist  bekanntlich  A  -^  (ahcf  i^/^^K"'^^/  "*  =  6  {aßf)  «/  "'l!^'  "*t, 
(vgl,  p.  312).    Wegen  der  Identität: 

(«PV)  "j.  ^  («fjS«)  y^  +  Ca^f)  P,  +  ("P y)  ff, 
l'olgt   nun   für  beliebige   GrQBiseii  u^  aus  der  Bedingung  Ä  ^  0  die  aiidere 
p.  304  und  377  Anmk.); 

wo  y„^='if^ßti)^J'^^ß^~^  «•  «.  f-  Die  Curve  y^O  muse  daher  durch 
einfachen  Schnittpunkte  von  ß^^O,  oe  ^^  0  gehen,  denn  die  u^  können  imme 
gewählt  werden,  dass  N^ß  ^  0  durcb  diese  Punkte  nicht  hindurchgeht.  Für  e 
gemeinsamen  vielfachen  Punkt  von  a  und  ß  verschwindet  allerdings  auch  .' 
aber  in  einem  solchen  Punkte  hat  y  immer  einen  gleich  vielfachen  Punkt,  < 
man  kann  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks,  deren  Polaren  doch  a,  ß,  y  i 
stets  so  wählen,  dass  diese  Polaren  keine  anderen  vielfachen  Punkte  haben 
die  durch  die  Singularitäten  von  f  in  bekannter  Weise  bedingten.  In  Folge  de 
kann  man  zwei  Constante  x,  A  so  bestimmen,  dass:  y  =  xa  +  Jlß,  oder  ^ 
wir  die  Coordinatenecken  durch  drei  beliebige  Punkte  y,  r,  /  ersetzen,  dass 

(3)  «/"'«,=  '"'/"'«,  +  i"/-'«.- 

Andererseits   kann   man,    wenn    ^   ein   beliebiger   Punkt   ist,   immer   Const 

x',  V,  ft  so  bestimmen,  dass:  <,  =  x'y,  + '^'-,  +  f*S, »  und  also  auch: 

Soll  aber  diese  Gleichung  mit  i3)  zusammenbestehen,  so  muss 

(x'-  X)  «/-'fly  +  a'-l)  ö/^'«,  +  /*«/-  'fl^=  0 
sein.    Es  gibt  also  einen  Punkt  rj ,  bestimmt  durch: 

Vi  =  (^'  —  ^)  Ui  +  i^'  —  ^.)  :,  +  ^?,- , 
für  welchen  die  Gleichung  //^"~  ^ AT  =  0  unabhängig  von  x  besteht,  wel 
sonach  n-facher  Punkt  von  /"ist;  oder  mit  anderen  Worten:  /*=0  zer fällt 
durch  Tj  gehende  Gerade^  q.  e.  d.  —  Die  hier  angewandte  Schlussweise  bleibt  i 
gültig,  wenn  man  annimmt,  dass  /"unendlich  viele  Doppelpunkte,  d.  i,  e 
mehrfach  zählenden  Zweig ,  besitzt.  Das  Verschwinden  von  A  sagt  dann  aus, 
dieser  Zweig  aus  einer  mehrfach  zählenden ,  durch  ri  gehenden  Geraden  best« 
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Die  hinreichende  und  nothwendige  Bedingung  für  das  Zerfallen  der 
Curve  in  drei  Gerade  eines  Büschels  ist  daher  durch  das  identische  Ver- 
schwinden von  A  gegeben.  Die  Coordinaien  des  dreifachen  Punktes  y 
berechnen  sich  aus  der  Gleichung: 

F={abuf  {cduy  {acu)  (bdu^  =  w/. 

Hat  man  dieselben  gefunden,  so  führt  man  zur  Bestimmuug  der 
piy  Qi>  f^i  neue  Veränderliche  ein  mittelst  der  Gleichungen: 

QX^^y-llx  +«2^2  +  ^^3 
QX^=y^ly  +«3^2  +  ^:3  537 

WO  die  a,-,  bi  völlig  willkürlich  sind.  Aladann  geht  /'  in  eine  binäre 
Form  in  £2,  ^3  über  und  lässt  sich  nach  der  Theorie  der  binären 
cubischen  Formen  bei  gehöriger  Bestimmung  der  ai  und  b^  in  der 
Form 

w  +  %,' 

darstellen.  —  Man  erkennt  übrigens  auch  leicht  ^  dass  in  diesem  Falle 
die  Form  Z,  da  sie  den  Factor  {pqr)  erhält,  identisch  Null  ist.  — 

Fallen  auch  noch  zwei  der  Geraden  p  und  q  zusammen,  d.  h.  ist 

f=r.q..\ 

BO  wird  die  Curve  /  =  0  von  jeder  Linie  u  in  zwei  zusammenfallen- 
den Punkten  geschnitten,  und  also  verschwindet  die  Form  F  identisch. 

l'Wir  können  dann  in  den  Gleichungen  (22)  s  =  s  =q  setzen,  und 

liaben  also: 

(26)  9Q  =  ^2q^'^{qru)\ 

and  hieraus  kann  man  gleichzeitig  die  Doppelgerade  q  und  den  Schnitt- 
punki  von  q  und  r  bestimmen.  Letzteres  geschieht  in  anderer  Weise, 
irie  im  Falle  ^V  ee  0,  nur  dass  die  betreffende  cubische  Gleichung  hier 
Evrei  gleiche  Wurzeln  hat.  — 

F'aileti  endlich  alle  drei  Gerade  zusammen,  so  wird  in  (26)  qi  =  r,, 
ind  also  identisch: 

e=(««^l/)^ö.c&:r  =  0.*) 


•)  Dies  Resultat  läset  sich  zu  folgpndein  Satze  verallgemeinern:  Wenn  für 
ime  iernnre  Form  /"=  a^  die  ZwUchenform  0  =  {abitf  aj*  ~  ^bj^  "  ^  identisch  ver- 
rhwindet^  »o  ist  f  die  n'*  Potenz  eines  linearen  Ausdrucks,  Nach  dem  Uebertra- 
p^fTigaprinci pe  (p.  276)  nämlich  sagt  die  Bedingung  0  =^  0  aus,  dass  jede  Gerade, 
iie  Curve  /"  *»  0  in  einer  Punki^ruppe  U'ifPb ,  für  welche ,  aufgefasst  als  binäre 
ronn  <iie  Hesse *8che  Covariante  identisch  Null  ist.  Dies  sagt  aber  aus,  dass 
üe  binftre  Ponktgruppe  aus  einem  n-fach  zählenden  Punkte  besteht,  q.  e.  d. 
^^^  Beweis  fSr  letztere  fiehauptong  führt  man  ganz  analog,  wie  den  entspre- 
dienden  fOr  daa  temftre  Gebiet  in  der  Anmerk.  auf  p.  598. 
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Fänite  Abihciluiig* 


Aus  der  BedinguDg   /"  ^  gj  finden  wir  feruer    mimittelbar    zm^  Be 
rechnung  der  qi  die  forÜaufende  Proportion: 


fh^'^i^^i  '  ^i^fi%  : 


*  ^\^i^^  =  ^\n  '  '^112  :  ^113  ■ 


'%r^  ■ 


Die  so  gewonnenen  Resultate  stellen  wir  scliliesalich    in   der  fiil 
genden  Tabelle  übersichtlich  zusammen ,    indem  wir  jeder  Curvena 
zugleich  die  Zahl  der  in  ihr  noch  willkürlichen  Constanten  beifügeii*)* 

Cvtven  dritter  Ordnung. 
1)  AUgtmehw  Cvrvt^  9  Conatante,  mit  DoppelTerhaltniasa,  wenn  ^ 

J'  —  ^*  (i  +  sr)l  (2  —  (.)*  (1-3 


ft)  Aeqmünharmonhche  Curve^  8  Constante. 
b)  Harmonisehe  Cnrv^j  8  Coiistaüte, 

2)  Cm^m  mii  Poppelpunki,  8  C'onslante. 

Ä  ^  r  _  ^  ^n  ^  Oj     a^U  ü,  X, 


3)   Kegehehnitt  und  Gerade 

1  Gonstaüte* 


n 


SJ  —  TT  =  Ö 


4)  Brei  einzelne  Gerade 
6  Constante, 


5)  Curi^e  mii  BiickAekrpHNlt 
7  Constante* 


S  =  i), 


0 


6)  Kegeise hniu  und  Tangente 
6  Cojistante. 

T  1=  ö 


7)  i?rf/'  Gerade  durch  einen  Pnni^'f ,  5  Constante, 

8)  Ein f ff  ehe  und  Doppei- Gerade  ^  4  Constante. 

9)  Dreifariie  Gcrudt'^  2  t'oustante. 

e  —  (nbuf  arK=0' 

Zwischen   8)   und  Ö)  könnten  wir    noch   eine    von   3   Coostankis 
abhängige  Curve  einschieben,  bestehend  aus  einer  dreifachen  Geradeo 
nud  einem  auf  ilir  gelegenen  Punkte  {soinmet,  Scheit-el),     Eine  solclift| 
ist  aber  nicht  durch  eine  Gleichung  /'  ^=^  0  in  Punkt^joordinafcen  daf-| 


•)  Vgl.  die  entsprechende  Tabelle  fiir  Kegelschnitte  auf  p.  119.  ^  Die  nach- 
stehende Tabelle  hi  «o  gehalten ,  dum  jede  (\  dersBlben  aas  der  näcbat  torbct- 
gehenden  durch  Grenzproceea  abgeleitet  werden  kazm. 


Die  Curveu  dritter  Orduuiig  oder  drit^ter  Klasee. 


I}01 


stellbar»  und  deshalb  hier  zunächst  übergangen.     Betrachtet  man  hin- 
I  gegen    Systeme  ?on  Curven  3.  Ordnung,   so  hat  man  bei  den  Aus- 
artungen  die   auftretenden  Klassenscheitel   mitzuzilhlen^   obgleich  dio- 
,  selben   durch  eine  Punktgleichung  allein  nicht  mit  dargestellt  werden. 
JAkdann  erhält  man    auch    für  die   Fälle  8)  und  9)  fünf  Constante^ 
in  8)  wird  dann  der  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  henach- 
ii   Geraden,   welche  sich  zu    der    Doppelgeraden    vereinigen,    bei 
[Verfolgung  des  Grenzüberganges  vollkommen  bestimmt  sein,  so   daSs 
der  Doppelgeraden  noch  ein  Klassenscheitel  liegt.     Ebenso  können 
der  dreifachen   Geraden  in  D)  noch  drei  Klassenscheitel  auftreten, 
in  man  sie  aus  drei  einzelnen  Geraden  entM^nden  denkt,  dagegen 
zwei  solche  Scheitel  (von  denen  dann  einer  doppelt  zählt),  wenn 
sie  aus  dem  Falle  8)  ableitet  (vgL  die  Anmk.  auf  p.  417). 
Wenn  man  in  der  angedeuteten  Weise  die  Entstehung  einer  Aus- 
ang  aus  einer  allgemeinen  Curve  verfolgt,  so  werden  auch  Wende- 
Rückkehrtangenten    für  die   Grenzcurve   noch    bestimmte    Lagen 
if    welche   aber   andere    Änd  andere  sein  können,  je  nach  dem 
eme  von  €^^  in   dem   die  betrachtete  Ausartimg  vorkooimt.     Zer* 
Bt  die  C^  z,  B.  in   einen  Kegelschnitt   und   eine  Tangente  desselben 
Fall,  der  nach  Fig.  58  p.  410*)  aus  deju   Falle  einer    C\    mit 
Icebrpunkt  abzuleiten  ist),   so   besteht  die   Curve  als  Tangenten- 
Ide  ans  dem  Kegelschnitte  und  dem  ßerilhrung^spunkte.  In  letzterem 
Röckkehr-   und  Wendepunkt  vereinigt,  während  Rückkehr-   und 
detangente    in   die  Tangente  des   Kegelschnittes  zusammenfallen. 
non  aber  die  C,  noch  in  eine  Doppellinie  aus,  so  können  Rück- 
ttn^  Wendetangente  in  diesem  Grenzfalle  durch  zwei   getrennte 
dargestellt  werden,  welche  durch  den  Schnitfcj)unkt  der  Doppel- 
der  einfachen  Geraden  gehen,  doch  so,  dass  zwischen  diesen  vier 
nnd  der  Geraden,   welche  in  der  Grenze  an  Stelle  der  Verbin- 

LBgalinie  von  Wende-  imd  Rflckkehrpuukt  tritt,  noch  Relationen 
■^eB.  ** )  Zählt  man  auch  die  so  zu  der  Curve,  insofern  sie  einem 
Inpfne  allgemeinerer  Curven  angehört,  hinzutretenden  Geraden  als  zu 
F  itlicfa   gehörig  mit,    so  wird  die  Zahl  der  Constanten,    von 

Mai.    die     Ausartung   abhängt,    natürlich    in    entsprechender    Weise 


1  Eb«n«o  bann  man  ilbrigcne  auch  die  anderen  Auäartungüu  leicht  zeichoend 

t^  Vorkomiiini8se  »ind  von  Schubert  lür  die  Aufwartungen  einer  C« 
UU.kk*ihrpuu\ci    vollstäadig    untersucht;    vgL    G5ttinger    Nachrichten    1875» 
«4neu  dein  Dächtet  in   den   Math.  Annalen   ergcheineuden    Aufsatz 
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Aus  der  Bedingung  /^q^     „„_ 
rechnwiff  äer  q,  die  fortlaufendti  Pfopörtioü 

Die  80  gewonnenen  Ri^miltate  stellen 
genden  Tabelle  überaichtlk-h  zumtmnm 
zugleich  die  Zahl  der  in  ihr  imeh  wilJl 

Curtm  diitf 
})  Alf.  ememe  €ttn%  9  Cr» 


^&M 


•h;» 


•  Mit  Doppelp 
'unkte  der  | 
-o,  und  dan 
.  cae    auf   der! 
j,e  Frage  nahej  ö 


^_  ^_^  unm  Üurve  dritter  Ürd 

^F     ^^fcL^ftä^»  "'^^  "*"  Ordnung  muglicl 

00c  Jod»  Curre  Tom  GeecUeclite  ] 

«■flhr  dvrtelllwr;  bei  eiii«r  Cum 

im,  mtä  dHpiisdhe  Fii]ieiioiia&  für  die 

jML    DliBM  Bitee  werden  wir  apiier 

TM^gmmam  Cni^eii  3'*  Ordmmg,  wekke 

warnt  wir  die  Biehtic^t  unaerer  Behau 

wakm  Fdgermi^en  «och  leicht  direct 

geriM  wir  nui  im  Fobeiideii  bewshSiftigeiL 

yqh  dner  spedelleii  Gleichungsfon 

em  mid  leigen  an  ihr  den  Charakter  di 

üabei   werden   wir   die   möglichen    Rela 

^f^  XdiitIcpuBkten  einer  Geraden  ^  die  zu  Fragen  ve 

Itt  VcfttiuHSuiig  geben;   ausführlicher  studiren;  insbes 

"^^j^r^cMt  Polygone,  wie   bei   den  Curven  mit  Doppel 

^.'^««im  Jagten  werden  wir  nur  kurz  die  uns  befc 

jknr  ^lAnittpunkte  mit  der  C.^  neu  begründen.     Schli 

»ii:h  jee«t?igt  werden,   wie  die  Einführung  der  ellipl 

juch  geschehen  kann,  wenn  man  die  Gleichung  der 

Form  'gegeben  annimmt. 

v/r«c4i0»y  einer  jeden  Curve  dritter  Ordnung  kann  in  dit 


x^'»r, 


—  x,^  (.r,  —  x.^)  {x^  -  A-^Xj) 


0, 


1^4^44  >k»r  kruiueu  zeigen,  dass  das  Doppel verhältniss  dieser 
,,^^  %%w  ik*r  iiroiwo  k-  abhängig  ist,  dass  ^'=0  also  in  de 
iK    .i^ljc^'^oitte  i'urvo  dritter  Ordnung  darstellt.     Für  .r,  =  i)  g< 

..•:i'.vii<u^   v'^  "^***^^  >"  ^«'2^  =  0;    die  Coordinatenaxe  .r,  =0  sei 

4:>i.^  aic  i\4rve  in  drei  unendlich  nahen  Punkten,  d.  h.  :r,  =  Ö,  . 

^^    cm    Wendepunkt   und  a:,  =  0   seine   Wendetangente.     Dur 

^vhctt  Uio  ilrei  lieniden 


v> 


A\ 


0,     x,^  x.,=.i)^     x^_  f,i^^  _  0, 
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*"hung  der  Curve  immer  in  0:3^0:1  =  0  übergeht. 

'  also  die  vom  Wendepunkte  an  die  Curve  zu 

.-,  =  0   ist   die   Gerade,    auf  welcher   ihre 

h.   die  zu  dem  Wendepunkte  gehörige 

^ rennt  man  sofort,  dass  k^  eines  der 

iden  (2)  und  der  Wendetangente 

'3s  der  Curve  dritter  Ordnung, 

...r  absoluten  Invariant«  derselben 

.  ,41)  auf  p.  580). 

•  tncr   beliebigen  Curve   dritter    Ordnung   in 

(5  hat  man  die  Constante  Ic^  aus  der  Gleichung*) 


24 


(1  -  )fc»  +  k^Y 


^  (1.+:**/  (2  -.**)*  (1-2  A'«)« 

.c7«,  wenn  S  und  T  die  Invarianten  der  Curve  sind. 
e  Gleichung  (1)  nun  wird  identisch  erfüllt,  wenn  wir  setzen: 


imit  ist  die  Einführung  der  elliptischen  Functionen  von  selbst 
Q.    Nehmen  wir  nämlich  ft  =  sin  am  w,  oder 


-Jni^ 


dl 

u  = 


1  unmittelbar: 


y\  —  \k^  =  cos  am  w ,  y\  —  k'^^C^  =  A  am  w , 

a  die  Wurzeln  liuks  immer  mit  bestimmtem  Vorzeichen  (also 
ig)  zu  nehmen  sind,  und  wo  die  bekannten  Relationen  er- 
nd: 

sin^  am  M  +  cos^  am  m  =  1 
Ar'  sin^  am  w  +    A^  am  w  =  1  . 
e  Coordinaten   der   Curve  (1)  F^=Q  sind   daher    eindeutig    als 
he  Functionen    eines   Parameters    u    dargestellt    durch   die   Giei- 


3ie  sechs  Wurzeln  dieser  Gleichung  lassen  sich  rational  durch  eine  von 
k*)  darstellen;  sie  sind  bekanntlich  (vgl.  p.  39): 

ir»         i         1-ifc«  ^  ^*-^  i'_ 

*  »        jk« '  '^  '        1  -  A«  ^  /fc«      *       it«  -  1  ■ 

ic&ang  (3)  ist  daher  algebraisch   auflösbar;   und   in   der   That  geht  sie 

der  Sabstitation  —  =  7r?— ?— n»  *^^  der  cubischen  Gleichung: 
q       (*'  -f-  !)• 

TgL  oben  die  Theorie  der  binären  biquadratischon  Formen,  p.  238  f. 
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Pünflo  AbUicilung, 


ahe,  Ol 


VII.    Die  Verwerthung  der  Theorie  der  elliptischen  FunGtionen  ' 
Geometrie  auf  einer  Ciirve  dritter  Ordnung» 

Bei  Behandhtng  der    Carven   dritter  Ordnung    mit  Dop{ 

haben  wir  gesehen,   dass  sich   die   Coordinaten  der  Punkte  de 
in  Function  eines  Parameters  rational  darstellen  laj^sen,  und  da 
Darstellung   für  das  Studium    gewisser  Punktsysteme    auf   der  C 
von  besonderem  Vortheile  ist.     Es  liegt  nun  die  Frage  nahe,  ol 
tibnliches  Verfahren  auch  bei  einer  allgemeinen  Curve  dritter  Oij 
und  weiterhin  bei  einer  beliebigen  Curve  n**^  Ordnung  mc 
%vird.     Es  zeigt  sich  dies  bei  tuiherer   Untersuchunff  von   dem 
der  betreffenden  Curve  ühhüngiij:    Jede  Curve  vom  Geschlecht 
ist  rational  durch  einen  Parameter  darstellbar;  bei  einer  Curve 
Geschlechte  /;  ^  1    dagegen  sind  elliptische  Functionen  för  cli 
niete rdaratellung  einzuführen*     Diese  Sätze    werden    wir    spät 
allgemein  beweisen;  für  allgemeine  CuiVen  3'**' Ordnung,  welci 
fallä  p  =^  1  haben,   können   wir  die  Richtigkeit  unserer  Beh« 
sowie   die  aus  ihr  fliessenden   Folgerungen   auch    leicht    direc 
weisen;  und  damit  wollen  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen« 

Wir    gehen    zunächst    von    einer   speciellen    Gleich ungsfa 
Curve  dritter  Ordnung  aus  und  zeigen  an  ihr  den  Charakter 
liegenden    Probleme.      Dabei    werden    wir   die    möglichen    Rtj 
zwischen  den  Schnittpimkten  einer  (teraden,  die  zu  Fragen 
denster  Art  Veranlassung  geben,   ausführlicher  studiren:  insbä 
die  Steiner 'sehen  Polygone,  wie   bei   den   Curven   mit  Dopj 
Für  höhere  Curven  dagegen  werden  wir  nur  kurz  die  uns  h 
Sätze  über  ihre  Schnittpunkte  mit  der  i\^  neu  begründen.     Sc 
mag  dann  noch  gezeigt  werden,    wie  die  Einfiihrung   der  ellij 
Functionen  auch  geschehen  kann,  wenn  man  die  Gleichung  d« 
in  allgemeinster  Form  'gegeben  annimmt. 

Die  (Heichwuj  einer  jeden  Curve  drdier  Ordnung  kann  iu 
gebracht  werden: 

(1)  F  =  x^^x^  -  x^  {x^  -  x^)  {x^  ^  A^xj)  -»  0 . 

Denn    wir    können    zeigen,    dass   das  Da]»pcIverbHUiiisa    die 
eben  von  der  Grosse   k*  abhängig  ist,   dass  F  ^^  0  also    in 
die  allgemeine  Curve  dritti^r  Ordnung  darstellt.     Für  x^  =  0 
Gleichung  (Ij  über  iu  x?  =^<^\  die  < *oordinatenaxe  x,  ^^=  0 
also  die  Curve  in  drei  unendlich  nahen  Punkten,  d.  h«  oTj  a»  {\ 
ist   ein   Wendepunkt   und  z,  ^0  seine   Wendetangente.     Dtf 
gehen  die  drei  Geraden 

(2)  ar,--0,     x^-x,,^\),    X,  ^Fxj  =  0, 
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fär  welche  die  Gleichung  der  Curve  immer  in  x^x^  =  0  übergeht. 
Jene  drei  Geraden  sind  also  die  vom  Wendepunkte  an  die  Curve  zu 
legenden  Tangenten  und  x^=^0  ist  die  Gerade  ^  auf  welcher  ihre 
Berfllirangspunkte  liegen,  d.  h.  die  zu  dem  Wendepunkte  gehörige 
taimonische  Gerade.  Femer  erkennt  man  sofort,  dass  k'^  eines  der 
aeehfl  Doppelverhältnisse  der  drei  Geraden  (2)  und  der  Weudetangente 
a?,«0  ißt,  d.  h.  das  Doppelverhältniss  der  Curve  dritter  Ordnung, 
fteidhes  in  bekannter  Weise  mit  der  absoluten  Invariante  derselben 
Dsammenhangt.  (vgl.  Gleichung  (41)  auf  p.  580). 

Um  also  die  Gleichung  einer   beliebigen  Curve   dritter    Ordnung   in 
tr  Form  (1)  zu  erhalten^  hat  man  die  Constante  k^  aus  der  Gleichung*) 

7  yt        ^*  (1,+:**)»  (2  -  *«)«  (1  -  2  ^•«)« 

r  berechnen^  wenn  S  und  T  die  Invarianten  der  Curve  sind. 

Die  Gleichung  (1)  nun  wird^  identisch  erfüllt,  wenn  wir  setzen: 


id  damit  ist  die  Einführung  der  elliptischen  Functionen  von  selbst 
geben.    Nehmen  wir  nämlich  ft  =  sin  am  t/,  oder 

.  ^   ^ dl 

wird  unmittelbar: 


yi  —  fi^  =  cos  3.m  u ,  y\  —  k'^yi^  =  A  am  w , 

»  nun  die  Wurzeln  liuks  immer  mit  bestimmtem  Vorzeichen  (also 
■detttig)  zu  nehmen  sind,  und  wo  die  bekannten  Relationen  er- 
Bt  sind: 

sin^  am  M  +  cos^  am  m  =  1 

A:^  sin^  am  w  +    A*  am  w  =  1  . 
Die  Coordinalen   der   Curve  (l)  F=0   sind   daher    eindeutig    als 
optische   Functionen    eines   Parameters    u    dargestellt    durch   die   Glei- 
mngen: 


*)  Die  sechs  Wurzeln  dieser  Gleichung  lassen  sich  rational  durch  eine  von 
(iH)  darsieUen;  sie  sind  bekanntlich  (vgl.  p.  39): 

*  ,      ;kt »     ^     '^  »     1  _  ^.«  *       Ä«    '     Ä«  -  r 

ii  GleicEnng  (3)  ist  daher  algebraisch   auflösbar;   und   in   der   That  geht  sie 

Bftelst  der  Substitution  —  = )..   ,    .,^  aus  der  cubischen  Gleichung : 
q       (A:*  -f-  1)' 

nor;  vgl  oben  die  Theorie  der  binären  biquadratischon  Formen ,  p.  238  f. 
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604  Fünfte  ÄbtbeUujig, 

9  Xj  ^  mu}  am  « 
(5)  pJF^  =*  sin  am  « 

^x^  ^  cos  am  1/  .  A  am  i/ . 

Jvdtm  Wer  (he  von  u  ht  dadmxh  ein  ganz  bestimmter  Punki  x  db{ 
Curm  zugeordnet 

Aber  nicht  entspricht  umgekehrt  jedem  Punkte  .r  auch  ein  Wertl 
TOn  M,  wie  aus  den  Periodicitatßeigenschaften  der  elliptischen  Function«! 
hervorgeht*  Das  Integral  (4)  nämlich  hat  bekanntlich  zwei  Periodik 
tätsmodeln  Q  und  Q\  definirt  als  die  Werthe  des  Integrals  genoinmefl 
Über  die  beiden  Qaerschmtte  der  zugehörigen  Ei  e mann 'sehen  Flie^ 
und  welche  für  die  Normalform  des  Integrals  erster  Gattung  in  fot 
gender  Weise  durch  geradlinige  Integrale  gegeben  werden''); 

WO  n{k)^{l  -  k^)(\  -  A'U'^),    Ist  nun   u   ein  Werth  des  la 
(4),  so  unterBcheiden  sich  alle   anderen   Werthe  desselben  von  m 
ganzzahlige  Vielfache  von  Q  und  Q',  d.  h.  sie  sind  von  der  Fomi? 

wenn  pj  q  ganze  Zahlen  bedeuten.     Diese  Periodicitätsmodulti 

nun  gleichzeitig  Peiioilen  für  die  Function  äinam,  d,  h.   es   b^Wl 
di  &  Gleichungen: 

sin  am  (u  -^Q)  =  sin  am  {u  +  Q ')  =  äiu  am  u , 

während  erst  Q  und  2  ß'  gleichzeitig  für  die  drei  Functionen  sin  am 
cos  am  Wj  A  am  n  Perioden  liefern.     Für  die  VerhiiUniä^se  der  Xi  e 
man  aber  uns   (ä)  schon   dieselben  Werthe,  wenn  man  das  Arg« 
u  nur  um  \  ß  oder  um  Q'  wachsen  läsat;   denn  es  ist  auch: 

sin  am  (w  +  Q')  ^       sin  am  u^     sin  am  |  m  +  „  ]  =  —  sin  am  «♦ 

cos  am  (?/  +  ß  )  ^  —  ^^^  211^1  ^ »     ^ös  am  ( w  +  ^  )  ^  —  ^^^  aß^  " 

ti  am  (f/  +  ß')  ^=  —  A  am  w  j      A  am  (u  -f-  ~  J  ^         A  am  « 

Jedem  Punkfe  .*'  der  Vurve  entsprecheh  dtiher   uneiidiich  vieie  Arfl 
tuen h  Werthe;  dieselben  setzen  sich  um  ehiem  von  ihnen  (u)  in  der  Fi 

«  +  I  n  +  gQ' 


*)  ^gl*  ^^'  B-  Kötiig-öbetger:  Theorie  der  elliptischen  FunctiöDeDp  h 
1871,  Bd,  1,  p.  277  ft; 


Die  CvrvcK  ""g=*^  Irännur  **ctf  irrar^  Haae^ 


>llen:     Die  Cmtwc  km  dir  fin^ärt 

)  0  =  ^2    xTif     0=2. 

Dass  das  eDqitibdbe  Iwwiil  sr«a£r  *k£=xzj£  %  tit  ix  a£r  sä- 
umten Nomudfoim  asfimL  ät  &  Fairs-  as-  «c«KDeZ»sL  Li^  xüatf?«^? 
oordüiateiidieiccki;  ioi  AficoKÖaL  -viri  riks  sii^i  Ofr  F4II  si-cz. 
Ue  andezen  ellipliseliea  Tatrgiaj»  «Eser  Gxszzsr  ;-^x^  k&zm  24z 
nf  eines  Ton  Omoi  uuBckUShrea,  xsi  ix  ds-  T^iAi  iss  e>  s^$  oe? 
lieorie  der  elliptisdiai  Fuffingtfa  beazxi.  ois  &II'^  Iz.««^rra>  sii 
Uchem  Modul  k  linear  in  fmawjFiVr  Tras^i-rair:  v«r>££  k3£zien.  E> 
li^  dies,  wie  spüer  aBlgiiiiierg-  ü&srsi^ziz^^fs  kJ:i>?£  v^rd^a. 
Unit  zusammen,  dass  die  Csrre  dcEiser  Orcsr=zz  to=l  G^eschl^hie 
BS  1  ist  nnd  nur  eime  afaaohifte  InTaiias»  ceshxx. 

Unter  Zugrundelegung  der  XomxalfoRn  4  kennen  vir  die  Ver- 
:eilung  der  Weifhe  des  Integrals  über  die  Punkte  der  C^ure  kicht 
1  Einzelnen  Terfolgen,  vie  wir  wdterliin  sehen  wenkn.  Es  tulinHi 
so  die  folgenden  Ceberkgungen,  welche  im«  gleichxeitig  lur  Re- 
ndlnng  weiterer  an  sieh  wichtiger  Fragen  Veranlassung  bieten 
irden. 

Sind  tf|;  tfjy  ''s  ^®  Panuneterwenhe  für  drei  auf  einer  Genulen 
gende  Punkte ,  und  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

sin  am  v,-  =  $§,    cos  am  Mi^=  c,y    A  am  ir,  =^  A« « 
besteht  wegen  (5)  die  Relation : 

I  *i*         '.'         ',' 
I  •  j    5,  *j  ,3      =0. 

|r,A,  TjAj  CjAj 
Diese  Gleichung  sagt  aber  nichts  anderes  aus^  als  dass  die  Sunuuo 
r  Agrumente  u^j  ti,'  ^  verschwindet,  resp.  gleich  einem  gtuir.on 
elfachen  der  Perioden  unserer  Curre  ist  Man  erkennt  dios  am 
ifachsten,  wenn  man  die  Gleichungen  für  das  AdditiousUioonMu 
r  elliptischen  Functionen  in  der  Ton  Her  mite  gegeluMion  Koriu  /\i 
unde  legt.*)    Man  hat  dann: 

sinam  («,  +  «,  H-.  ..  +  ,^.)  =  -±»("»     , 

.    qf  {ü)    die    folgende    Function   von    s  =  sinanir/,    r  - -^  00s  am  »/, 
SS  A  am  u  ist: 

I)  q>  (u)  =  5(s^  +  p,^-~2  +/?,s««-^  +  .  .  .  +  /O 

+  C  .  A  (^,5^—«  +  q,s^^^  -  4  +  .  .  .  +  yj  . 


•>  Hermite:  Note  aur  le  calcol  differentiel  et  le  calenl  iiiivgral;  i^xtrait  ilo 
^  edition  du  calcol  diff.  et  int.  de  Lacroix,  PariB  1802,  p.  OH.  Vgl.  uurli 
ligsberger:  Theorie  der  elliptischen  Functionen ,  2.  Th.,  Luipxig  1874,  p.  16. 


Fünfte  Äbtbeümig, 


hierin  vorkommenden  2n    Conatanten  p,j  g,-  bestimmeii 
aus  neu  2n  linearen  Gleichungen: 

(11)      9  («0  =  0,     <p  W  =  0,     9J  (n^)  =  0,  _  .  9?  (if,,)  =  0. 

Das  Vorzeichen  des  in  (9)  rechts  stehenden  ÄUÄdruekes  würd  i 
einen  speciellen  Fall  bestimmt,  etwa  indem  man  1/2=1/3^  , ,  »  -=ii| 
nimmt,  wodurch  derselbe  in  4-  sin  ^^  ^h  übergehen  miiss. 

Setzen   wir  nun  insbesondere  ?i  ===^  2   und   iti^  ^=^0^   so  gibt 
ehting  (9)  den  Werth  von 

sin  am  (wj  +  u^  +  Wg)  ^  " 

ichungen  (10),  (11)  zur  Bestimmung   der   Functton  1 


0 

0  ^., 

also  durch  Auflösung,  i 
sehwindet : 


r 


+  fi«  +r 

.A 

tfs' 

+  /»^s, +«-,  .  A,?«j« 

+  Pi»j  +  <-i  -  AjStä,- 

+  P%^3  +  <^J.  •  J^stf V  1 

»mijiaate    des  Neuners  nicht 

1        c  A  s 

l        c,A,«, 

l        fjA,«j 

1        C3A 

3?3 

l         f,A,s, 

1         r^AjSj; 

1          '•;iAa«3 

Setzen  wir  hierin ,  um   die   Gleichung  (9)  zu    bilden    u  =  ( 
imt  wegen  sin  am  0  =  0,  c( 
wir  erhalten,  da  auch  H2n  =  Wj 


kommt  wegen  sin  am  0  =  0,  cos  am  0  =  A  am  0  =  1  links  ^  - 


0 

war: 

•-? 

«I 

c,A, 

h' 

S, 

r,Aj 

« 3 

f, 

^_^3^a 

Sl' 

1 

c,A,s, 

c  2 

1 

c.AjSj 

1 

*3 

1 

'•3^3«3 

sin  am  (t/j  -|-  ^'2  "h  *'a) 


Hier  steht  aber  im  Zähler  die  Determinante,  deren  Verschwinden 
(8)  aussagt,   dass  die  drei   Punkte  mit  den  Parametern  m,  ,  m,, 
gerader  Linie  liegen.     Da  nun  der  rechts  stehende  Nenner  nui 
besondere  Werthe  der  Argumente  w,,  t/j,  «3  zugleich  mit  dem  Z 
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"schwinden  kann^  während  unsere  Gleichung  für  ganz  beliebige 
^mente  derselben  gilt^  so  folgt  aus  (8): 

sin  am  (u^  +  «2  +  ^3)  ==  0 , 
»:  Wj +  1/2  +  1/3  zz:0, 

das  Zeichen  ^  andeuten  soll,  dass  die  links  stehende  Summe  ent- 
der    gleich    Null   selbst   oder  nur   um   einen  Ausdruck  der  Form 

-f-  ga/  Ton  Null  Terschieden  sein  soll;  p^  ^  als  ganze  Zahlen 
»usgesetzt  und  unter  m,  m  die  beiden  durch  (6)  und  (7)  definirten 
rioden  unserer  Curve  verstanden. 

THes  Besnltat  sprechen  wir  in  dem  Satze  aus: 
Sielii   man   die   Punkte   einer   Curve    driUer   Ordnung    mittelst   der 
%chungen  (5)  ah  elliptische  Functionen  eines  Parameters  dar*),  so  ist 
'  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  Curve  immer  die  Summe  der 
^umenle  congruent  Null: 

S)  w,  +  «2  +  W3  ^  0    (mod.  o},  G}) . 

An  diese  Gleichung  knüpfen  wir  die  Lösung  eiuer  Reihe  von 
Ergaben,  die  wir  früher  zum  Theil  schon  in  anderer  Weise  behandelt 
ben.  Lassen  wir  zunächst  zwei  der  Punkte  zusammenfallen,  die 
»rade  also  zur  Tangente  werden^  so  ist 

J)  2i/, +  ^2  =  0, 

er: 

,,    w,    ,    pm  +  gm' 

^l 2  ■<  2"  "' 

^  Pj  q  ganze  Zahlen  sind.  Wir  brauchen  aber  nur  p,  q  gleich  0 
id  1  zu  nehmen^  da  dann  jede  höhere  Zahl  durch  Addition  ganzer 
ielfacher  von  Perioden  entstehen  kann.     Also: 

IHe  Argumente  der  Berührungspunkte  der  vier  von  einem  Punkte  u 
r  Curve  an  dieselbe  zu  legenden  Tangenten  sind: 

-^  U  fl  +  CO  U  +  fl»'  M  +  O  +  00'  ^ 

»)  ^ ;  2~~ '  2       '  2  ' 

yd  umgekehrt  ist  der  Tangentialpunkt  u  eines  Punktes  v  der  Curve  he- 
mimt  durch: 

,tt  ^  —  2v    (mod.  m,  cd')  . 

Wenn  wir  die  Beziehungen  der  vier  Berührungspunkte  zu  den 
ei  auf  der  Curve  vorhandenen  Systemen  von  Polepaaren  berück- 
ditigen  (vgl.  p.  530),  so  können  wir  den  ersten  Theil  dieses  Satzes 
leh  in  der  folgenden  Form  aussprechen: 

^  Dieaer  Satz  ist  übrigens,  wie  später  gezeigt  wird,  unabhäugig  von  der 
■m  der  Gleichungen  (5).  Die  Darstellung  muss  nur  so  eingerichtet  sein,  dass 
m  pBnuneier  «»-0  ein  Wendepunkt  entspricht;  andernfalls  würde  auf  der 
Seite  von  (12)  statt  Null  eine  Constante  stehen  (vgl  p.  630  f.). 


Ble  Argimmte  der  drei  Punkte f  weMw  einen  Punkt  u  der 
in  den  drei  Systemen  mn  Polepmren  zu  einem  solehen  Ptm 
ganzen^  sind:  \ 


(15) 


u  4* 


o  +  '^ 


11'  +  ;  schneiden 


Verbinden  wir  nun  den  Punkt  u  mit  einem  beliebigen  Pa 
so  ist  das  Argument  w  des  dritten  Sclmittpunktes  dieser  Verbii 
linie  bestimmt  durch;  w  ^^  —  ii  —  t;.  Dasselbe  Argument  ergi 
aber    auch    für   den   dritten    Schnittpunkt   der    VerbindungsHn 

u  -(-  -  mit  tf  -{-  —j    während    sich    die  Verbindungslinien    von 
f  -j-  ~  und  von  p  mit  u  +       in    dem   Punkte    mit    dem    Arg 

Somit  folgt  der  bekannte  Sat2  (p*  528): 

Die  Verbimhingslinien  von  nicht  entsprechenden  Punkten  rtiY< 
paare  des&eiijen  Stjstems  schneiden  sich  auf  der  Curpc  in  zwei  1 
weiche  ein  drittes  Potepaar  desseiben  S^slems  bilden. 

Wir  erkennen  ferner  aus  (14)  wieder  die  ftlr  die  Realität  cj 
Systeme  von  Polepaaren  früher  gemachten  Bemerkungen  (p.  53i 
die  Uurve  nämlich  zw^itheiligj  ao  sind  die  vier  Tangenten  unc 
auch  ihr  Doppel verhältniss  k'^  reell ;  und  letzteres  kann  immer 
als  1  angenommen  werden,  da  aTKlernfalls  doch  einer  der  fünf  i 
Werthe  des  Doppelverhäitnisses .  kleiner  als  1  sein  würde.  D 
aber  bekanntlich  nach  (6)  Q  reell  und  Q'  rein  imaginär  (/  =  ] 

wo  für  A'2  =  1  —  A'2: 

A'=  /;-^^^^    ,    A"=  r. 


dl 


A'«;«i 


Das  erste  der  Argumente  (15)  ist  also  selbst  reell;  aber  auch  ( 
Setzung  der  andern  Argumente  iu  die  Werthe  der  Coordinateu 
gibt  für  letztere  reelle  Grössen,  denn  es  ist  für  A '^  =1  —  A  * : 

sin  am  ( w  +  ^  )  =        ,    ^ 
\     — ^  '2  /  k  sin 


in  am  {ti  +  ?)  =  i 


sm 


cos  am 


cos  am  u 
A  am  u 

(,     a)\         -—  k'  sin  am  »/ 
«+  J  =  +      A^,.„^ 


A  am  u 
k' 


cos  am 


am  (  w  +  „1  =        jr ,  A  am  ( ;/  4-   .  )  =  H . 

\       -  2/  A  am  M       '  \      '     2  /  '      sm  f 

(,      0)  +  Cö'\  I 

u  -{ ^  =  + 

^'     I 2      / 

« 

A  /       I    «0  4-  «0  ^  I     ik'  sin  am  u 

A  am  KU  A -^ — 1  =  H 

\      I         2      /        -'-     cos  am  II 


A  am  u 
k  cos  am  ii 

k  cos  am  u 
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Ist  dagegen  die  Curve  eintheilig,  so  wird  das  Doppel verhältniss 
l'^  complex  (mit  dem  absoluten  Betrage  Eins) ,  und  man  erkennt  aus 
üesen  Gleichungen,    dass    nur  der  eine  Punkt  mit  dem   Argumente 

*-|-|  reelle  Coordinaten  erhält.  — 

Lassen  wir  ferner  in  (12)  alle  drei  Argumente  einander  gleich 
rerden,  so  erhalten  wir  die  Bedingung  für  einen  Wendepunkt; 

3w^0         (raod.  CO,  cö'), 
der,  wenn  py  q  ganze  Zahlen  sind: 

16)  u  =  ^°'  +  ^- . 

Das  Problem  der  Bestimmung  der  H^endepunkte  ist  sonach,  wenn  ein 
Wendepunkt  (u  ^  0)  bekannt  ist,  identisch  mit  dem  Probleme  der  söge- 
imten  speciellen  Dreitheilung  der  elliptischen  Functionen.  Dasselbe 
ingt  also  von  einer  Gleichung  4*«*^  Grades  ab;  und  letztere  ist 
ine  andere,  als  eben  die  Gleichung  6?  (x ,  A)  =  0,  mittelst  deren  wir 
iher  die  Wendepunkte  bestimmten,  wie  wir  später  noch  sehen 
trden.*)     Die  Argumente  der  9  Wendepunkte  sind  daher: 

(o         »'         CD  +  oo'         2(D         2 cd'         (o  -\-2ca  2(o  -{-  (o  2(0  '\- 2(0 

'      3'       3^  3        *       T'       T^  3"      '  3         '  3 

f  einer  geraden  Linie  liegen  dann  immer  die  Wendepunkte,  für 
en  Argumente  die  Summe  der  p  sowohl,  als  die  Summe  der  q 
ch  3  theilbar  ist.  Ordnet  man  also  die  Werthepaare  p,  q  wie  die 
mente  einer  Determinante  in  das  Schema: 

0,  0        0,  1        0,  2 

1,  0        1,  1         1,  2 

2,  0        2,  1        2,  2, 

iegen  je  auf  einer  Geraden  solche  Punkte,  die  derselben  Horizon- 
jihe  oder  derselben  Verticalreihe  angehören,  und  endlich  solche,  die 
[er  Determinante  mit  einander  multiplicirt  erscheinen  würden.  Wir 
3n  sonach  fQr  die  Gruppirung  der  Wendepunkte  ohne  weitere 
erlegung  dieselben  Regeln,  welche  wir  früher  auf  anderem  Wege 
iteten  (vgl.  p.  507);  und  in  der  That  stimmt  unser  Schema  ganz 
dem  damals  aufgestellten  überein:  die  in  demselben  benutzten 
len  haben  aber  durch  unsere  jetzige  Betrachtung  eine  unmittel- 
5  Bedeutung  gewonnen;  es  sind  die  Werthe  der  Zahlen  p^  q  m 
f.  Man  erkennt  femer,  dass  nur  drei  und  immer  drei  reelle 
adepunkte  auf  einer  reellen  Curve  vorhanden  sind,  nämlich  die- 
gen,  welche  durch  die  Parameter  werthe  0,  ^  o,  |  qj  gegeben 
den.    Hieraus  kann  man  schliessen,  dass  die  Argumente  der  Punkte 


^  VgL  den  ScUubs  dieses  und  des  folgenden  Abschnittes. 
;i«bfteb,  VorlMiuigen.  39 


nofte  Abtheliimg. 


des  mit  drei  Wendepunktea  verseheneE  Zuges  alle  in  der  Fon 

dargestellt  werden  könoen^  wo  pj  q  reelle  Zahlen  bedeuten;  mafl 
aueh  direet  die  Vertheilung  dieser  Argumentwerthe  durch  toriff 
Tangentensiehen  veriblgen.     Zunaehit  sind  die  Berühruugspunl 

Ton  einem  Wendepunkte  ^^LT_^  ausgehenden  Tangenten  naö 

gegeben  durch 

^^'^  6    ^'  6        ^  "  e         f— —       e" 

Setzt  man  hieriu  die  Wertho  von  p,  q  ein,  so  erkennt  mai 
einer  dieser  Punkte  in  den  betreffenden  Wendepunkt  zurO* 
z.  B.  für  p  =^  1,  ^  =  0  erhält  man,  wenn  man  alle  Ai^mei! 
die  Perioden  m  und  m   vermehrt: 

Von  den  drei  Berührungspunkten  liegt  also  nur  einer  (g  Cii)   m 

Wendepunkte  ^m  auf  demselben  Zugej    die  beiden  anderen  d 

auf  dem  Ovale.     Wir  können  hieraus  schliessen^  dass  die  Ai^ 

Fig.  m,  der  Punkte  des  letzteren  imni 

t*%Y^''^^^^\  der    Form   mm  -{-  \ m    sind , 

eine  reelle  Zahl  ist^  und  so  üb< 
durch   fortgesetztes   Tangent^i 
ein  Urtheil  über  die  Vertheilu 
,^^^^  ^  Argumentenwerthe    auf   den 

J^^^ ^^  .^ jL'  Zügen  der  Curve  gewinnen,  \^ 

"^  Fig.  69  veranschaulicht.  Auf  a 
mit  den  drei  Wendepunkten  fallen,  wie  erwähnt ,  die  Werthe  u  = 
u  =  Qj,  auf  das  Oval  die  Werthe  u  =  0  -\-  \g}  bis  m  =  ca  -j-  ^  ( 
Damit  ist  aber  nur  die  Vertheilung  der  Parameter  für  die 
Punkte  der  Curve  gegeben;  es  fragt  sich,  ob  für  die  ima^ 
Punkte  eine  ähnliche  Versinnlichung  derselben  möglich  wird.  Le 
ist  nun  in  der  That  der  Fall,  wenn  man  sich  der  von  Klein 
führten  Vorstellungsweise  bedient.  *)  Diese  Darstellung  der  imag 
Elemente  der  Curve  schliesst  sich  an  die  Auffassung  derselb 
IJmhüllungsgebilde  ihrer  Tangenten  an;  wir  werden  daher  im  1 
den  statt  der  Curve  dritter  Ordnung  eine  Curve  dritter  Kla 
Grunde  legen. 

Zuvor  betrachten  wir  jedoch  das  Entsprechende  an  einem 
schnitte.     Jeder  Tangente   eines  solchen,    wie   überhaupt  eine 


♦)  F.  Klein:    Ueber   eine    neue    Ai*t   der   Rie  mann 'sehen    Flächen 
A^nnalen,  Bd.  7,  p.  558. 
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jttichen  Curve,  mag  die  Tangente  reell  oder  imaginür  seiu^  kaim 
Pi  im  Allgemeinen  einen  reellen  Punkt  der  Ebene  zuordnen.  Ist 
Se  Tangente  reell,  so  wählen  wir  als  ihr  entsprechenden  Punkt  den 
fieriliirimgspunkt;  ist  sie  imaginär,  so  wählen  wir  den  einen  reellen 
hnkt,  den  sie  überhaupt  besitzt.  Beide  Festsetzungen  stimmen  inso- 
fern mit  einander  Überein,  als  die  auf  reelle  Tangenten  bezügliche  aus 
ider  anderen  durch  Grenzübergang  hervorgeht.  Denn  der  reelle  Punkt 
tiaer  imaginären  Tangente  ist  ihr  Schnittpunkt  mit  der  conjugirt 
imaginären  Geraden;  und,  wenn  diese  beiden  conjugirten  Linien  in 
ane  reelle  zusammenfallen,  so  geht  ihr  Schnittpunkt  eben  in  den 
ferülii'ungspunkt  der  letzteren  über.  Es  sei  nun  zunächst  ein  reeller 
legelachnitt  gegeben,  den  wir  als  EiUpsc  voraussetzen.  Von  jedem 
ikte  ausserhalb  derselben  kann  man  zwei  reelle  Tangenten  an  sie 
la,  dagegen  von  jedem  Punkte  im  Innern  der  Elhpse  zwei  con- 
imaginäre.  Es  gibt  also  immer  zwei  imaginäre  Tangenten, 
fn  derselbe  reelle  Punkt  zugehört:  Die  reeUen  Punkte,  welche 
\aginüren  Tangenten  der  Ellipse  entspreche n  ^  erfüllen  das,  Innere 
tidben  doppelt,  sie  bUden  eine  Fläche  von  der  Gestalt  eines  ellipsoi- 
fchcn  Doppelblattes»  Wenn  wir  dabei  von  einem  Doppelblatte 
i»cbeD|  so  denken  wir  uns  alle  Punkte  des  Innern  einmal  zu  einem 
aite  vereinigt,  insofem  sie  einer  Tangente  G  -|-  i7/e=»0  zugeordnet 
id,  und  einmal,  insofern  sie  zu  einer  Tangente  G  —  ///=  0  gehören* 
mas,  Doppelblatt  nun  repräsentirt  uns  die  Gesammtheit  der  imaginären 
Uögenten  der  Ellipse,  d.  h.  die  Vertheilung  der  eomplexen  Werthe 
iw  Parameters,  von  dem  jene  Tangenten  rational  abhiingan.  Beide 
itber  sind  durch  die  reellen  Punkte  der  Ellipse  mit  einander 
aden. 

analoge    üeberlegungen    können    wir    nun   auch    an    einer 

Hrii/er   A^laue  anstellen.     Eine  solche  besteht  bekanntlich   ent- 

ans    zwei    geschlossenen    Zweigen,    von    denen    der   eine    drei 

i,  der  andere  eine  ovale  Form  hat,  oder  allein  aus  einem  drei- 

jen  Zuge  (vgl.  p,  514),     Wir  betrachten  hier  nur   den    ersten 

Die   Tangenten    einer   Curve    der    beregten    Art    können    wir 

Dso  als  elliptische  Functionen  eines   Parameters  darstellen,   als   die 

einer   zweitheiligen    Curve    dritter   Ordnung;    d.  h.    die    eine 

'      Setreffenden  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  ist  reell, 

:in   imaginär  (vgl.   p.  608);  und  also  ist  die   Parameter- 

iLeüang  für  die  reellen  Tangenten  der  beiden  Züge  dieselbe  (nur 

bliflcb  Q bertragen),  wie  in  Fig,  69. 

Broen  wir  also  einem  Punkte  der  Curve  dritter  Klasse  den  Ar- 
iBiireilh  seiner  Tangente  bei,  so  erhalten  wir  die  in  Fig.  70 
■eilte  Parameter  vertheilung :     Längs  des  Zuges  mit  drei  Spitzen 


ßl9 


Fünfte  Abtlieilung, 


r 


sind  die  reellen  Zahlen 
ü  bis  üi  in  der  Weise 
theilt,  dass  den  dm  Sp; 
die  Argumente  0,  |  0, 
s^ukommeD ;  und  die 
sprechenden  drei  RQckl 
tangenteo  achneideE 
Curve  noch  in  drei  Fun 
welche  den  von  e 
Wendepunkte  der  { 
dritter  Ordnung  auflgi 
den  Tangenten  entspre^ 
und  also  bez.  die  folg€ 
Argumente  haben: 

im,     ^m  ^\m\      0    +  i  ca', 

ißj,  lo  +  i©',  |a  +  -|©\ 
Für  die  Punkte  des  umschliessienden  Orals  hat  der  imaginiire 
des  Arguments  überhaupt  gleichmässig  den  eonstanten  Werth 
wahrend  er  für  die  Punkte  des  dreispitzigen  Zuges  Terschwindei 
In  Betreff  der  imagmiiren  Tangenten  der  Curve  gilt  das  Folg< 
Von  jedem  Punkte  ausserhalb  des  Ovals ,  sowie  Ton  jedem  Pi 
innerhalb  des  dreispitzigen  Zgges  kann  man,  wie  ein  Blick  au 
Figur  lehrt,  drei  reelle  Tangenten  an  die  Curve  legen;  die  re 
Punkte  dagegen,  welche  conjugirt  imaginären  Tangenten  der  ( 
entsprechen,  von  denen  also  nur  noch  eine  reelle  Tangente  aus 
erfüllen  den  Raum  zwischen  beiden  Curveuzügen  doppelt.  De 
wir  uns  demgemäss  diese  Punkte  wie  bei  der  Ellipse  auf  zwei 
schiedene,  über  die  Ebene  zwischen  beiden  Curvenzügen  ausgebr 
Blätter  vertheilt,  die  längs  der  beiden  reellen  Curvenzüge  an  einj 
geheftet  sein  mögen,  so  bilden  sie  eine  Art  Ringfläche,  d.  h.  eine  Fl 
die  durch  continuirliche  Deformation  in  einen  gewöhnlichen 
übergeführt  werden  kann.*)     Jedem  Punkte  dieser  Fläche  gehört 

*)  Die  von  uns  constniirte  Fläche  hat  also  auch  denselben  Zusammenhan* 
eine  Ringfläche ,  und  somit  auch  wie  die  zum  Studium  der  elliptischen  Func 
zu  benutzende  Rie  mann 'sehe  Fläche.  Man  kann  nun  überhaupt  die  Ic 
direct  durch  unsere  Ringfläche  ersetzen  und  auf  dieser  die  Integrationswej 
elliptischen  Integrals  verfolgen;  es  ist  dies  in  mancher  Beziehung  bequemt 
anschaulicher.  Die  beiden  Perioden  dieses  Integrals  entstehen  dann  da 
dass  maa  dem  zwischen  bestimmten  Grenzen  geführten  Integrationswege  b( 
Meridiancurven  und  Breitencurven  hinzufügen  kann.  —  Aus  der  Zahl  fu 
Zusammenhang  der  Ringfläche  kann  man  femer  in  Ricmann'scher 
schliessen,  dass  die  Curve  dritter  Klasse  vom  Geschlechte  l  ist.  Aehnlicb 
ai\ch  bei  höheren  Curven.    Vgl.  Klein  a.  a.  0. 
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ein  complexer  Werth  des  Arguments  u  zu  und  dem  gerade  über  ihm 
liegenden  des  andern  Blattes  der  conjugirt  imaginäre  Werth.  Insbe- 
sondere finden  sich  etwa  an  den  drei  Stellen,  welche  in  Fig.  70  durch 
kleine  Kreise  bezeichnet  sind,  diejenigen  Punkte  der  Fläche,  welche 
die  6-  paarweise  conjugirt  imaginären  Rückkehrtangenten  der  Curve 
repraseotiren,  denen  also  bez.  die  folgenden  Argumente  zukommen: 

0  +  1»',    ic>  +  i»;    l»±iö'; 

denn  diese  Punkte  müssen  bez.  zwischen  den  Punktepaaren  0  und 
0  -f  i  o',  i(o  und  ^  cj  +  i  ^';  i^  ^^^  1^  ß'  +  i  oj'  symmetrisch  liegen. 
Auf  der  Fläche  sind  nun  besonders  zwei  Curvensysterae  von  Wichtig- 
keit^ die  wir  als  Breitencurven  und  Meridiancurven  unterscheiden  wollen ; 
sie  sind  dadurch  definirt^  dass  auf  ihnen  bez.  der  imaginäre  und  der 
reelle  Theil  des  Ai^uments  einen  constanten  Werth  hat.  Die  Meri- 
diancurven werden,  wie  hier  nur  kurz  bemerkt  werden  mag,  durch  die 
Tangenten  des  dreispitzigen.  Zuges  gebildet,  d.  h.  <auf  der  Ringfläche 
dorch  eine  Ebene  ausgeschnitten,  welche  durch  eine  solche  Tangente, 
etwa  senkrecht  zur  Ebene  der  Zeichnung,  gelegt  wird.  Eine  Curve 
der  Art  ist  in  Fig.  70  durch  Verbindung  der  Punkte  \(o  und  ^(o-\-\(o 
ingedeutet.  Die  Breitencurven,  auf  denen  immer  der  imaginäre  Theil 
des  Arguments  constant  ist,  verlaufen  gewissermassen  senkrecht  zu 
den  Meridiancurven ;  zu  ihnen  gehören  insbesondere  die  beiden  reellen 

.  Zöge  der  Curve  selbst,  indem  auf  dem  Ovale  der  imaginäre  Theil  stets 
gleich  ^fi}',  auf  dem  dreispitzigen  Zuge  stets  gleich  Null   ist.     Eine 

i  niliere  Untersuchung  ergibt  weiter,  dass  je  zwei  Breitencurven,  für 
irelche  die  constanten  imaginären  Werthe  um  ^  (o  diflFeriren,  zusammen 
die  beiden  reellen  Züge   einer  algebraischen  Curve  vom  Geschlechte 

p«  1  bilden.*)  — 


•)  Diese  Curven  sind  ferner  durch  die  in  folgenden  Sätzen  ausgesprochenen 
Bigenschaften  charakterisirt: 

Das  Doppeloerhältniss  der  vier  reellen  Schnittpunkte  jeder  Curve  mit  den  Tangenten 
mm  dreUpiizigen  Zuge  der  Grundcurve  ist  constant.  Die  Breitencurven  bilden  einen 
Tkeil  eines  Curvensystems ,  welches  dadurch  erhalten  wird  ^  dass  man  auf  jeder  Tan- 
§enie  der  Curoe  dritter  Klasse  zu  der  binären  biquadratischen  Form  /*,  gebildet  durch 
ihre  Seknitipunkte  mit  der  Curve  ^  die  HesseV^c  Form  H  und  den  Büschel  %f-{-XH 
eongtruirt. 

Für  die  Breiten-  und  Meridiancorven  erwähnen  wir  schliesslich  noch  die 
BelatiOD ,  dass  die  beiden  von  jedem  Punkte  der  Rinqßärhe  ausyehenden  conjugirt  ima- 
fimären  Tangenten  harmonisch  zu  den  Richtungen  dieser  Curven  liegen.  Diese  Bc- 
nehung  gibt  dann  weiter  einen  bemerkeuswerthen  Zusammenhang  des  Systems 
der  Breitencurven  mit  der  zur  Grundcurve  gehörigen  Zwischenform  Q.  —  Vgl. 
Näheres  über  diese  Verhältnisse  bei  Harnack:  üeber  die  Verwerthung  der 
elliptiBchen  Functionen  für  die  Geometrie  der  Curven  dritten  Grades,  Math. 
Annalen,  Bd.  9;  ferner  unten  p.  G22. 


Fünft«  Abtheihmg, 

Wir  wollen  aun  mit  Hülfe  der  Gleichung  (12)  einige  weitere 
Probleme  behandeln.  Zunächst  stellen  wir  eine  Fra^je,  auf  deren  Be- 
antwortxing  wir  fichon  bei  Gelegenheit  der  GraBsmanii 'seilen  Eiteö- 
gungsweise  der  Curve  dritter  Ordnuog  geführt  wurden,  nämlich  (igl 
p,  539): 

Es  sind  auf  der  Curve  drei  Punkte  mil  den  Ar^mnentm  0,  *,  f 
^cgehm^  es  sollen  durch  dksdk'n  drei  Gerade  gelebt  werden^  weicht  m\^ 
auf  der  Curve  schneiden. 

Bezeichnen  wir  mit  i/j  ti^  w  diese  drei  Schnittpunkte,  m  hiibeB 
wir  die  drei  Bedingaugen: 

a  -f  1'  *|-  w  ^i  0 , 

c  *\-  n  +  «J  ^  0, 
lind  hierana  durch  Addition: 

also  schliesslich  (P ^^  pm  -\-  q m) : 

(18)  t.^^^^^'+':, 

Hier  haben  wir  för  p  und  /y  nur  0  oder  1  zu  setzen    und  erhalten  &o 
wieder  den  bekannten  Satz: 

Es  gibt  vier  Dreiecke^  deren  Ecken  einzeln  auf  der  Curve  Ueff*f*^  und 
deren  Seiten  durch  drei  gegebene  PunAie  der  Curve  gehen 

Ferner  ergibt  der  Vergleich  der  Aiisdi'ücke  (18)  mit  (15)  Am  un« 
ebenfalls  bereit-s  bekannte  Resultat: 

H^enn  man  zu  den  Ecken  eines  dieser  Dreiecke  die  correspondirende» 
Punkte  in  den  drei  Systemen  von  Polepaaren  comtruirt^  so  erhält  man  dk 
Ecken  der  drei  anderen  Dreiecke. 

Man  leitet  hieraus  ferner  leicht  die  früher  gegebene  Construetioii 
der  vier  Dreiecke  ab*  —  Wenn  die  Punkte  a^  b^  c  in  gerader  Liai« 
liegeü,  so  ist: 

n^b^c-Q^ 

und  es  gibt  eine  Periode  TT  ^  ^tcj  +  xö\  so  d»sa: 

i(f/  +  /.  +  c):i-iTT. 

In  Folge  dessen  gehen  die  Gleichungen  (18)  über  in: 
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D  vier  oben  gefundenen  Lösungen  wird  demnach  eine  {/>  =  TT) 
tlich,  indem  das  entsprechende  Dreieck  in  die  Verbindungslinie 
1  gegebenen  Punkte  übergeht.*) 

lassen  sich  also  einer  Curve  dritter  Ordnung  nur  drei  Dreiecke 
'ben,  deren  Seilen  durch  drei  auf  der  Curve  gegebene  y  in  einer 
liegende  Punkte  gehen.  Ihre  Ecken  sind  die  drei  Punkletripel, 
ien  gegebenen  Punkten  als  conjugirte  Pole  in  den  drei  Systemen 
hen.  (Man  kann  auf  diese  Dreiecke  noch  sechs  Grassmann- 
:eugungsweisen  der  Curve  begründen.)  — 

r  können  femer  mit  Hülfe  der  Gleichung  (12)  die  Steiner- 
olygone**)  behandeln,  die  wir  auch  schon  bei  Curven  mit 
unkt  betrachtet  haben,  wie  denn  überhaupt  der  Satz  von  dem 
inden  der  Integralsumme  an  Stelle  des  bei  Curven  mit  Doppel- 
eltenden vom  Verschwinden  der  Summe  der  Logarithmen  zu 
at  (vgl.  Gleichung  (9)  auf  p.  586  und  p.  593). 
Construction  eines  Steiner 'sehen  Polygons  ziehen  wir  durch 
sten  Punkt  a  der  Curve  eine  beliebige  Gerade,  welche  noch 
Punkten  mit  den  Argumenten  Mj,  u.^  schneidet,  u^  verbinden 
einem  beliebigen  festen  Punkte  b  der  Curve  durch  eine  Linie, 
loch  durch  t/3  geht,  1/3  wieder  mit  a  durch  eine  in  u^  schnei- 
erade,  u.  s.  f.:  Wir  fragen,  wie  b  liegen  muss,  damit  ein 
mes  Polygon  von  2n  Seiten  entsteht,  d.  h.  damit  die  2n*« 
eder  durch  den  Punkt  u^  geht.  Diese  Construction  gibt  uns 
iittelbar  die  folgenden  Bedingungsgleichungen: 

(a  +  Ui         +t/2    =0,         Z^  +  W2    +1/3  =  0, 

«  +  «3  +"4      =^f  ?  +  «4      +«5=0, 

«  +  «^5  +  «6     =  0 ,  b  +  Ufi     +  t/7  =  0 , 


.0  +  t/2«~l  +  t/2n=0,  b  +  U2n  +  U^=0. 

ddition  folgt  also: 

«  .  «+ Zt/f^O,      n  ,b  +  £ui  =  0, 

a  =  b'\-^(pG}  ^qo'). 

ilst  dieser  Gleichung  ist  b  mehrdeutig  bestimmt,  wenn  a  ge- 
;.      Alsdann  lassen  sich  aus  (19)   alle   Ecken   des  Polygons 

Clebßch:  Math.  Annalen,  Bd.  5,  p.  425,  und  für  den  besonderen 
,,  Ä,  c  in  gerader  Linie  liegen:  Hesse,  Crelle's  Journal,  Bd.  36. 

Steiner,  Crelle's  Journal,  Bd.  32,  p.  182,  und  Clebsch,  ib.  Bd.  63: 
1  Satz  von  Steiner  und  einige  Punkte  der  Theorie  der  Curven  drit- 
g-.  In  letzterem  Aufsatze  wurden  überhaupt  zuerst  die  elliptischen 
für  die  Curyen  3.  Ordnung  verwerthet. 
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sUQCiesiTe  berechnen,  sobald  eine,    etwa  Up  willkürlich  gewählt  ist; 
ond  läomit  liegt  in  (20)  der  Bewei^s  des  Stein  er 'sehen  Sat^e«: 

Eii  gihi  unendiieh  viele  Pohj^one  von  2  n  Seiten  unä  2  h  Ecken,  deren 
Ecken  auf  einer  aUgcineinen  Curve  dritier  Orännnf/  ikf^en^  deren  ungt- 
tnäe  Seiten  sich  in  einem  Punkte  a  der  Cnrve  (reffen  und  dermi  jn-arfrf 
Seiien  durch  einen  zweiten  Punkt  b  der  Cnrne  gehen,  fat  a  gegeben,  w 
l^i  b  dadurch  mehrdentig  be^iimmi;  zu  zwei  zumminengehörigen  Punktm  i 
n^  bj  ffCinem  zur  Znhi  n  gehörigen  Steiner  Wim  Pitnktcpnnr&\  gihitt 
nber  tmendiich  imie  Pahj^ime^  indem  die  eraie  (dnrrh  a  gehende)  Seift 
fjftnz  wilikMieh  ist. 

Woa  dit'  Bpstimranng  von  n  aus  b  (oder  h  aus  a)  betrifi^..  m  mp 
ilie  (Tleichnng  (i?0),  dass  dieselbe  durch  das  Problem  der  Jt-Th^iloBg 
der  elliptischen   Functionen  geschioht;   in   der  That  hat  nian^  um  dbj 

Coordinaten  des  Punktes  a  anzugehen^  nach  (5)  fnr^^  -  die 


sin  am 


fß  +  i 


aus     sin  am  fl 


KU  iinden.     Dieselbe  hat  bekanntlich  fr  Lösungen,  wenn  n  eine  ung^l 
rade  Primzahl  ist^  und  diese  lassen  sieh  mit  Hülfe  von  WurÄeI»eichÄi] 
durch  die  Wurzeln   einer  einzigen   Gleichung  (n  4-  l)^"*"  Grades 
stellen.     Unter  jenen  n^  Lösungen  ist  aber  eine  für  uns  unbranehli 
enthalten^  nämlich  diejemgei  wo  a  =  b  wird, 

hi  daher  n  eine  Primzahl^  so  gibt  m  n^  —  \  Punkte  b,  welche 
einem  gcgel/enen  Pun/Je  n  ein  SteinerVrMf  Punkte  paar  Mi  den.  Di« 
Punkte  ordnen  sich  in  n  -j-  1  Gruppen,  entsprechend  den  Wur 
jener  Gleichung  {n  +  l)^^"  Grades;  und  jede  Gruppe  besteht  aus  n — I 
Punkten,  Aus  den  später  anzugebenden  Beziehungen  zwischen 
schied  enen  Steine  r'schen  Punktepaaren  wird  man  fem  er  sehr 
fache  Beziehungen  zwischen  den  Punkten  einer  solchen  Grupp 
ableiten. 

Ist  jedoch  n  keine  Primzahl,  so  wird  es  vorkommen  könneo, 
die  Zahlen  p^  q  in  dem  Ausdrucke 

.  P^  +  qm 

welche  die   Werthe  0^  1 ,  2,  ...?/—  1    annehmen    können,    mit 
gleichzeitig  denselben  Factor  geraein   haben;    tind   dann  entätefat 
^?i-Eck    offoubar   durch    wiederholte    Umgänge    eines    Polygons 
geringerer  Seitenzahl.*)     Man  hat  also  allgemein  den  Satz: 

Zu  jedem  Punkte  a  der  Curve  gehören  so  viele  Punkte  b  ^  ah  Zah 
paare  p,  g  «  n)  existiren^  welche  mit  n  keinen  Factor  gemein  hfi^tt-n. 


*)    Vgl,   die   entsprechenden   Ueberleguiigeii    bei   Curven    mit   Dopp«1|p 

auf  p.  6m. 
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Za  besonders  ausgezeichneten  Polygonen  geben  die  Wendepunkte 
Veranlassung.  Man  Erkennt  nämlich  aus  (16)^  dass  je  zwei  Wende- 
punkte-ein  Steiner'sches  Punktepaar  für  w  =  3,  und  aus  (17),  dass 
je  zwei  Berührungspunkte  der  von  verschiedenen  Wendepunkten  aus- 
f^enden  Tangenten  ein  solches  Punktepaar  für  n  =  6  bilden.  Man 
bat  also  den  Satz,  dessen  ersten  Theil  ^chon  Steiner  angab: 

Je  zwei  Wendepunkte  können  die  Schnitfpunkte  der  geraden  und 
(^geraden  Seiten  eines  Steiner'scÄ^n  Sechsecks  und  je  zwei  ßerührungs- 
wikte  der  van  zweien  unter  ihnen  ausgehenden  Tangenten  dergleichen 
imkte  für  ein  Steiner'sches  Zwölf  eck  sein. 

Femer  können  wir  in  folgender  Weise  Punktsysteme  auf  der 
inre  aBgeben,  die  für  einen  speciellen  Fall  (n  =  3)  auf  die  Wende- 
inkte  zurückführen.  Wir  stellen  die  Forderung,  dass  von  dem 
steme  der  zu  einem  Punkte  a  gehörigen  Punkte  b  immer  auf  der 
irbindungslinie  zweier  noch  ein  dritter  liege.  Sind  zwei  solche 
nkte  ip,  b')  durch  die  Gleichungen: 

^beo,   80  müssen  sich  alsdann   zwei  Zahlen  p',  q"  angeben  lassen, 


i  * +  *'  +  &"  2=0,  d.  k:  ■ 

3«  -  ^  {(P  +  P'  +  P")  «  +  (?  +  «'  +  q")  c'}  =  0; 

BT  es  muss  sein,  wenn  r,  s  ganze  Zahlen  sind: 

l)  «  =  ^?-"'-  +  ^„ { (p  +p'  +  p")  «,  +  (./  +  «'  +  q')  c'}  . 

i  Bun  der  erste  Theil  der  rechten  Seite  das  Argument  eines  Wende- 
nktes  ist,  so  hat  man  folgenden  Satz: 

Alle  und  nur  diejenigen  Punkte  a,  welche  mit  einem  Wendepunkte 
zur  Zahl  3n  gehöriges  Si einet' sches  Punktepaar  bilden  können ^ 
ben  die  Eigenschaft^  dass  die  Verbindungslinie  von  irgend  zwei  Punkten, 
r  mii  a  ein  zur  Zahl  n  gehöriges  Punktepaar  bilden^  die  Curve  in 
\em  drillen  Punkte  schneiden,  welcher  a  zu  einem^  ebensolchen  Punkte- 
ftre  ergänzt. 

Das  nähere  Studium  der  so  definirten  Punktsysteme  «,  b,  welche 
n  den  )Vendepunkten  abhängen,  und  als  deren  speciellster  Fall  das 
stem  der  Wendepunkte  selbst  erscheint,  bietet  grosses  Interesse. 
»elben  sind  verschieden  je  nach  der  Natur  der  Zahlen 


I 


Füufbe  Äbtholluag. 

und  »war  in  folgender  Webe*  Genügt  0  der  Ilektioii  (21 ),  so  w 
wir  einen  Punkt^  welclier  mit  ff  ein  lur  Zahl  n  gehöriges  Punkii 

bildet,  dessen  Argument  also  von  der  Form  a  +  —     *-—    ist, 

einen  Punkt  r,  s  nennen.     Sollen   dann   also  die  Punkte   r,   #j  1 

r\  f  auf  einer  Geraden  liegen,  so  muss  man  haben: 

r  +  r  +  r"  =  po,    ^  +  s*  +  s'  m  q^       (mod.  h)  . 

IFenu  nun  erstikh  n  durch  3  theiibar  ht^  aber   mcht  /?„   und 
können  die  Punkte  r^  s;  r\  s']  r\  s'  me  in  einen  Punkt  ^usam 
fallen*     I&i  dageffcn  n  nicht  durch  3  i heilbar ^  so  kann  man,    und 
auf  eine  Art 

3  r  1-  |Jf, ,    3  f  ^  9o        (mod.  n) 

maelien;  dann  gehört  aho  ein  IVcndepunkt  zu  dem  Systeme .     Ist 
licli  jede  der  Zahlen  n,  p^^  q^  durch  3  theilb^ir^  so  gehört  jeder 
9  Wendepunkte  2U  dem  Systeme. 

hi  femnr  n  ungerade  j  so  bestehen  die  Congruenz^n 

•  r'  +  2  *"  ^  Po  *    *'  +  2  n  :ir  ^f,        (mod.  n) 

so  SGUsaiumen,  das»  jedem  Punkte  r,  ^'  ein  Punkt  r,  s  enUprieht^ 
umgekehrt.  In  diesem  Falle  also  kann  man  von  jedem  Panktt 
Systems  mie  Tangente  ziehen,  deren  Berührungspunkt  dem  Syri 
angebort,  und  die  Taugente  in  Jedem  Punkte  des  Systems  geht  t 
durch  einen  anderen  desselben.  Jsl  dagegen  n  gerade^  so  gehört  z 
zu  jedem  Punkte  r,  5  ein  Punkt  r\  s]  aber  umgekehrt  gehört 
einem  Punkte  r',  5'  nur  dann  ein  Punkt  r,  5,  wenn  die  Zal 
p^^  —  r\  fjf^  —  s  gerade  sind ;  dann  aber  gehören  zu  demselben  a 
noch  die  Punkte 

Es  geht  also  zwar  noch  die  Tangente  in  jedem  Punkte  des  Syst 
durch  einen  andern,  aber  immer  vier  durch  denselben,  so  dass  ü 
haupt  nur  durch  den  vierten  Theil  aller  Punkte  Tangenten  and 
Punkte  hindurchgehen.*)  — 

Die  Untersuchung  der  Stein  er 'sehen  Punktepaare  gibt  uns  n 
zu  einigen  allgemeineren  Erörterungen  Veranlassung,  insofern  do 
dieselben  auf  der  Curve  eine  paarweise  Zuordnung  der  Punkte  (Co 
spondenz)  gegeben  wird.  Ein  solches  zur  Zahl  n  gehöriges  Pun 
paar  ist  durch  die  Relation  (20)  definirt,  nämlich: 

(22)  «-ft-i(p« +  ?«'),     (=*). 

*)  Vgl.  noch  NuhercB  über  diese  Punktsysteme  bei  Clebsch  a.  a.  U. 


Bio  Curven  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasae, 


619 


wir  nun  a  die  Curve  durchlaufen  und  suchen  zu  jedem  a  den 

itsprechenden    Punkt    b^    indem    wir    den    Zahlen  />,   t^    bestimmte, 

Iconsiante   Werthe  beilegen,   so   werden  wir  alle  auf  der  Curve  denk- 

jbareo   zur  Zahl  n   gehörigen  Pjiare   erhalten,  für  welche  die  Zahlen 

f^  q  diese  bestimmteu  Werthe  haben;  und  es  ist  klar,   das8  alle  diese 

iktepaare  a\  U   aus   dem   einen   gegebenen   a^  b   durch  Aenderung 

er    Aigumente    um    die    gleiche    Constante   hervorgehen,    so    dnss 

[ fanmer  die  Bedingung  d  —  b'  ^  a  —  b  erfüllt  bleibt     Letzteres  gibt 

folgende  geometrische  Construction   dieser  Paare:     Wir  verbinden 

Ponkte  flf,  b  mit  einem  beliebigen   Punlrte  c  der  Curve,  so   dass 

ere    Ton    den   Linien   ac,   bc    in    den    Punkten    b\   a    getroffen 

wo: 

a'  =  —  {b  +  c),    b*^  —  {a  +  c). 
folgt  aber: 
S)  d  —  b'  zz  a  —  b^  i , 

Um   den  Inhalt  dieser  Gleichung  einfach   auszusprechen,    wollen 

nun    die    Punktepaare    (22)    in    verschiedene    Alassen    eintheilen, 

wir  zu  derselben  Klasse  alle  diejenigen  vereinigen,  für  welche 

Zahlen  p,  q  dieselben   Werthe  haben.     Die  Gleichung  (23)  gibt 

den  Satz: 

f^erbindet    man    ein    Steiner'sches   Punktcpaar    mit   irgend  einem 

kfe  der  Curve,  so  schneiden  die  Verbindungslinien  die  Curve  in  neuen 

^pamren  derselben  h'ta&se,   so    dass    man    alle  Punklepaare  einer 

aus  einem   derselben   erhält  j   indem   man   den  will  kürlichen  Punkt 

mber  die  ganze  Cw^ve  beivegen  Idssi, 

Die   verschiedenen  Klassen   von   Punktepaaren    ordnen   sieh    nun 
in    Gruppen^  insofern   man   alle   Klassen  zu   einer  Gruppe  ver* 

fÖr  welche  die  Grösse  f  =  -  {pm  -j-  qm)  sich   nur    um   ganz- 

Factoren  unterscheidet,  für  welche  also: 

a  —  b^  s  ^    2  f ,  3  e,  .  .  ♦  (n  —  1)  £ , 

aber  zu  bemerken^    dass   die   zu  he  und  (n  —  h)e  gehörigen 

tu  einer  Gruppe  nicht  von  einander  verschieden  sind,  indem  die- 

durch  blosse  Vertauschung  von  a  mit  b  in  einander  übergehen. 

\  Gruppe  umfasst  also  nur  ^  {n  —  1)  Klassen;  und  es  gibt  {n  +  1) 

Gruppen   entsprechend   den   Wurzeln   der   Gleichung  (n  -(-  1)**'*' 

▼on  welcher  die  /i-Theikmg  abhängt.*)     Ferner  sind  in  jeder 

wenn  n  keine  Primzahl  ist,  Klassen   uneigentlicher  Polygone 

9^  wie  man  durch  ähnliche  Ueberlegungen,  wie  oben,  erschliesst; 


Gmppen   entsprechen  also   den  verschiedenen»   nicht  aquivaleoten 
man  bei  einer  Transformation  R^on  Grades  unterscheidet 


doch  gehen  wir  auf  diese  Falle  nicht  weiter  ein*     Wir  erw'ähi 
noch  einen  Satz,  mittelst  dessen  in  Verbindung  mit  dem  vorigi 
wie  sofort  ersichtlich  ist,    auch  alle  PmtAlepaare  einer   Grup 
lititm  einzigen  Paare  Irnear  ableiten  kann. 
Bestehen  nämlich  die  Gleichungen; 

Und  Bind  die  Paukte  a\  b"\  a'\  b"*  deflnirt  darch:  i 

a  +  b'  +  d'  ^0,    b  +  n  +b"  =0,  '< 

a-{-a'  +  a"'  =  0,    b  +  b'  +  r~0, 

so  ist  auch: 

a"  ^  ir  ~  (A'  '^  h)  f ,    a  '  -  b'"  =  -^  (A  +  h'}  s  . 

Sind  aisö  zwei  Paare  a,  b\  a\  b*  dersell^n  Gruppe  ffegebi 
verbmdei  man  dieselben  nbcr  h'reuz,  so  sehneiden  diese  Verbindun 
auf  der  Curve  zwa  nette  Punkte  paare  aus,  weiche  derselben  Gru 
gehören.  Nur  wenn  beide  Paare  auch  pon  derselben  Efaise  sind  (I 
ftdä  eines  der  neuen  Paare  in  einen  Punkt  der  Curpe  zusammen^  i 
das  zweite  einer  anderen  A' lasse  angehört .  Die  letztere  Beß 
filhrt  dazu,  aus  zwei  Paaren  derselben  Klasse  Paare  anderer  1 
derselben  Gruppe  zu  fiuden.  Da  aber  nach  dem  vorhergehende 
alle  Paare  einer  Klasse  wieder  durch  eiu  Paar  derselben  gegebc 
80  kann  man  in  der  That  auch  alle  Paare  einer  Gruppe  aus 
Paare  construiren. 

Dagegen  ist  es  nicht  möglich,  Funktepaare  verschiedener  G 
zu  construiren,  wenn  ein  einziges  Paar  gegeben  ist.  Vielmel 
dazu  zwei  Paare  nöthig, 

a  —  b  ^:  e  y     a  —  b'  :^  e  j 

welche  nicht  derselben  Gruppe  angehören.     Wendet  mau  näml 
sie  dieselbe  Construction  an,  so  kommt  man  auf  zwei  Paare,  f 

a    ^  b    -^  e  —  £,     a    —  b    =  —  (^+^). 

Wir  haben  also  deu  Satz: 

Sind  zwei  Steiner'^cÄtf  Punktepaare  verschiedener  Gruppen  < 
{a,  by  £]  a\  b',  e),  und  verbindet  man  a  mit  b\  d  mit  b  oder  a 
b  mit  b',  so  erhält  man  ein  drittes  Paar,  welches  einer   anderen 
angehört.     Aus  zwei  gegebenen  Paaren  verschiedener  Gruppen  han 
überhaupt  alle  Paare  construiren ^  welche  einer  Zahl  n  zugehören y 


l  {pco  +  //ü),      f'  =  i  (f/cD  +  qa)  , 


und  wenn  weder  p,  q  noch  p,  q   einen  Factor  mit  n  gemein  habe 
Man  kann  nun  ferner  nach   Beziehungen  zwischen  Punkte 
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B,  die  %VL  verschiedenen  Zahlen  /*  gehören-,  wir  unterlassen  jedoch 
Ue  weitere  Ausführung  dieser  Theorien,  um  an  das  Vorstehende 
[Untersuchungen  anderen  Charakters  anzuknüpfen,  indem  wir  die  Be* 
[Ziehungen  zv^^ischen  verschiedenen  Punlcten  auf  der  Curve  mit  anderen 
I geometrischen  Gebilden  der  Ebene  in  Verbindung  setzen.  Legt  man 
fuimlich  den  Zahlen  p^  q  in  (22)  constante  Werthe  bei,  so  werden 
[die  V^erbindüngslinien  je  zweier  einander  entsprechenden  Punkte  a^  b 
pne  bestimmte  Curve  umhüllen:  und  diese  Curve  ist  von  der  sechsten 
.  *)  Einem  Punkte  ö  entspricht  nämlich  vermöge  (22)  der  Punkt 
^^  b  -i-  €,  wo  i  eine  Constante ,  und  der  dritte  Schnittpunkt  u  der 
kTerbindungslinie  von  a  und  b  ist  bestimmt  durch: 

Punkte  b,  deren  Verbindungslinien  mit  dem  entsprechenden  b  -^-  s 
denselben  Punkt  u  gehen,  sind  ,also  bestimmt  durch 

Ö  = 2-H 2 ' 

h,  ihre  Zahl  ist  gleich  4,  entsprechend  den  4  Werthepaaren,  welche 

q  beizulegen  sind;  ausserdem  aber  geht  noch  durch  n   die   Verbin- 

slinie  von  u  (als  Punkt  b)  mit  dem  entsprechenden  Punkte  w -|- f 

die  Verbind ongslinie  von  u  (als  Punkt  a)  mit  dem  entsprechenden 

ikte   u  —  £\   so   dass   wir  im  Ganzen  6  Tangenten  durch  u  haben. 

Relation  (24)  gibt  durch  Vergleichung  mit  (15)  beiliiutig  den  Satz: 

Geh4  die  Verbindungslinie  des  Punktes  a  mit  dem  ihm  zttgeordneien 

€  durch  Uf  so  gehen  auch  die    Verhindnngslinien  der  drei  Punkte^ 

the    a    zu   einem   Poiepaare   ergänzen^    mit   den   ihnen    zugeordneten 

durch  u. 

Niramt  man  nun  insbesondere  in  (22)  n  ^  2,  also  £  =  |  co,  oder 

m    oder  =^(g)-}-w')i   so   bilden  je  zwei   einander  zugeordneto 

a,  b  ein  Polepaar,  und  die  Beziehung  zwischen  ihnen  wird 

wechselseitige,    das    Umhüllungsgebilde   ihrer  Verbindungslinien 

tr  nur  noch  von  der   dritten    Klasse.     Die  drei  so   entstehenden 

reu  sind  aber  nach  bekannten  Sätzen  (p,  516)  keine  anderen,  als 

drei   Cajley 'sehen   Curven   bez.   zu   den  drei  Curven  dritter  Ord- 

j,  denen  die  gegebene  Grundcurve  als  Hesse  sehe  zugehört.     Unter 

MOeben  deftnirten  Curven  6^**'  k'lasse  sind  also  für  n  ^2  insbesondere 

^drei  Cü^yley' sehen  Curven ^  Je  doppelt  zählend ^  enthalten^  welche  der 

ndcurre  in  bekannter  IVeise  zugehören. 

D&s  Vorstehende  kann  man  übrigens  von    der  Betrachtung    der 
^.  einer 'sehen   Punktepaare  ganz  unabhängig  machen,  indem  man  b 


•    VgU  litt  Folgenden  Harnack  a.  a.  0,,   wo   man   insbesondere   aucli   dos 
trKiiJteci  dieser  Corven  in  Bezug  auf  Reell  und  Imaginär  näher  erürtert  ündet. 
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Fünfte  Abtheilung, 


als  continirlich  verätiderlichen  Parameter  autfasst  ohne  Rücksicht  (kranf, 

ob  derselbe  iu  der  Form  -  (po  +  ^^')  erscheint.    Jedem  Werthetün 

6  ist  dann  eine  Curve  6***'  Klasse  in  angegebener  Weise  zageordnet)! 
und  zwar  tvird  jede  Tangente  der  Ebene  von  drei  Curven  des  dttrch  Vam-\ 
ihn  von  €  entstehenden  St/siems  berührt.  Denn  miin  kann  di«  dpei| 
Schnittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  mit  der  Grundcurve  offeubirj 
auf  dreierlei  Weisen  zu  je  zweien  als  zugeordnete  combiniren.*) 

Statt  durch  die  Relation  a  —  b  ^  e    kann    man   natürlich 
jedem  Punkte  a  einen  Funkt  b   durch   die  Bedingung  a  +  &^<J 
ordnen.     Dann  geht  die  Verbindungstinie  je  zweier  entsprechenden 
immer  durch  denselben  Punkt  —  £;  diese  Art  der  Zuordnung  ist 
von  der  vorhin  besprochenen  wesentlich  verschieden.     Von  bedcmd 
Interesse  sind  hier  die  FiUle,   wo  der  Punkt  —  £  in  einem  der  Di 
Wendepunkte  Hegt     Jede  durch  einen  solchen  gehende  Gerade 
näuilich   von   der  Curve  und  der  harmonischen  Geraden  des  bet 
den    Wendepunktes    harmonisch    getheilt.      Pie    durch     die    B^ 
a  -{-  b  =^  ^  (poi  -j-  ^^')   «w/  der   Curve  gegebene  paarweise   Zu 
ihrer  Punkte  wird  also  algebraisch   durch  eine  Coflineation   in  da" 
dargestellt,  und  zwar  durch  eine  pcrspectivische  Transformation  ^ 
Coliineationscen/rum  in  einem  Wendepunkte  liegt  und  deren  Coliineatk 
axe  mit  der  betreffenden  harmonischen  Geraden  zmammfn fällt, '^) 

Man  kann  endlich  die  allgemeinere  Beziehung: 

ma  ~  nb £ 

zwischen   Punkten   «r,   b  auf  der  Curve  untersuchen.     Jedem  ß^unltM\ 
entsprechen  dann  n^  Punkte  b  und  jedem  b  umgekehrt  m^  Pimkte  a, 
m  und  n  ungerade  Primzahlen  sind.     Bie  Verbindungslinien  enisprei 
der  Punkte  umhüllen  hier  eine  Curve  der  blasse  2(m'  -f'  win  -f-  n'), 
man    leicht    in    analoger    Weise    beweist,     wie    das    £ntspr 
im  Falle  m  =  n  =  }.     Man  wird  dagegen  nicht  mehr  zu  algebr 
Curven    der    Art   als    Umhüllungsgebilden    geführt.,   wenn    man 
Punkte  rt,  b  durch  die  noch  allgemeinere  Relation 

a  ^==^  gb  -\-  £ 

^)  Dies  Syateiii   von  Curven   ißt  dasaelbe   (iuit  Itx   dnaMsüeck  Ober 
Siüue),  welches  bei  einer  Curve  mit  zwei  rennen  Zflgcu  auf  der  RmgÜl£>»i 
Breiteiicurven  liefert;  vgl.  die  Anmk.  auf  p.  Ütä«    Auf  dea  Znsammenhinfl 
selbeu  Diit  dem  ConDexe  Q  ^  (abuf  (cau)  c^^b^  werden  wir  in  der  VU» 
luug  dieser  Vorleaungen  noch  zurückkommen. 

•*)  Ausser  diesen  9  gibt  es  9  andere  CoUineationen  der  G,  iu  sich,  vpd 
jede  durch  Combination  je  zweier  der  erateren  entsteht;  vgl*  die  Anmfrkii^l 
p»  508,  —  Von  den  Wendepunkten  ausgehend  wird   man  mit   Hnlf«?  ti-r  d\ 
eeheti  Functionen  auch  einfucb   zur  ßetraohtmxg  der  sogenuiiuN'ij    /-V,r,«#4ii 
geMhri;  vgl.  darüber  Gent;  Bchlümilch's  Zeitachiift,  Bd*  17« 
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in  Yerbindang  setzt,  wo  q  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  In 
t  jedem  dieser  YSlle  kann  man  übrigens  die  Tangenten  u,*  der  entstehen- 
^  den  Enyeloppen   leicht  als   elliptische   Functionen   eines   Parameters 

dbistellen;  man  hat  nur  aus  (5)  die  Coordinaten  Xi  und  t/i  der  Punkte 

idt  den  Argumenten  u  und  qu  -]-  s  zu  berechnen  und  dann  Ui=  {xy)i 

la  setzen.  — 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  wichtigen  Verallgemeinerungen  des 
Vofhergehenden,  welche  sich  auf  die  Schnittpunkte  der  C^  mit  belie- 
igeai  anderen  Gurren  beziehen  Es  seien  zunächst  tij,  t/^  .  .  .  u„  die 
ilgumente  der  6  Schnittpunkte  der  C.^  mit  einem  Kegelschnitte.  Die 
Wbmdungslinien  von  ti|  und  u^t  ^s  ^^^  ^4'  ^5  ^^^  ^6  iiiögen  die 
harre  noch  m  v^y  v^^  v^  schneiden:  Dann  müssen  nach  unserem  Fun- 
BDentalsatze  über  Schnittpunktsysteme  (ygl.  p.  428)  die  Punkte  t;,, 
p  »3  auf  einer  Geraden  liegen;  denn  wir  haben  drei  Curven  dritter 
Anmg^  welche  8  Punkte  gemein  haben  und  sich  also  noch  in  einem 
■  Punkte  schneiden  müssen,  und  zwar  sind  dies: 

1)  die  vorliegende  C^ 

2)  die  drei  Linien  12,  34,  56 

3)  der  Kegelschnitt  und  die  Verbindungslinie  von  v^  und  v.^- 
■mach  besteht  wegen  (12)  die  Relation: 

d  aus  unserer  Construction  der  Punkte  Vi  folgt: 

«'i  +  Wj  +  t'i^O, 

\  Il3  +  tl4  +  t;2  =  0, 

^h  +  ^f,  +  v^^O, 
durch  Addition: 

«^1  +  ^2  +  W3  +  «^4  +  «5  +  w«  ^  0         (mod.  o,  o')- 

Also:     JHe  Summe  der   Argumente   der  sechs   Schnittpunkte  eines 
ühniites  mit  einer  Curve  dritter  Ordnung  ist  congruent  Null  (bei  der 
UM  benutzten  Parameterdarstellung). 

In  derselben  Weise  kann  man  nun  weiter  fortfahren^  und  man 
so  unter  fortgesetzter  Anwendung  der  Sätze  über  Schnittpunkt- 
zu  dem  Resultate,  dass  für  die  Argumente  der  Schnittpunkte 
C^  mit  einer  Cn  die  Gleichung  besteht: 

Wj  +  1/2  +  W3  +  .  .  .  +  t/3n  =  0  . 

[Kes  Beeultat  folgt  aber  auch  direct  aus  dem  Additionstheoreme 
Sptiflchen  Functionen,  wie  wir  es  in  Gleichung  (9)  ausgesprochen 
^    Wix  können  nämlich  die  Gleichung  einer  Curve  n^^  Ordnung 


Fünfte  Abtheilung. 

0  s=  0,  insofern  es  uns  n«r  auf  ihre  SchEittp  unkte  mit  der  Cj  / 
ankommt,  durch  eine  jede  Curve 

0  +  Mf  =  0 

ersetzen,  wenn  31  eine  homogene  Function  (/i  —  3)^"  Ocdnung  i 
x.^,  X.,  ist  (vgl,  p.  426),     Die   ^{n  —  l){n  —  2)   wiUkürlieheu  ( 
cienten  vob  M  können  wir  dann  so  wählen ,  dasa  eben  so  viele 
ficienten    des  Ausdrucks  *  +  *^^f  Null    werden ,    daas    letzterer 
nur  noch 

i(«  +  l)  C«  +  2)  -  H'*  -  1)  (f^  -  2)  -  3ii 

Glieder    enthält.     Nehmen  wir    zunächst  an,    dass  n   gerade,  * 
seij  so  können  wir  insbesondere  in  0  -|-  Mf  alle  mit  x.^^^  x^*f  x^^ , 
multiplicirten  Glieder  verschwinden   lassen;    denn    die   Za!il   alle 
hier    bezeiclineten   Coefficienten    ist   eben   gleich    j^  (ri  —  l)  {n 
Setzen  wir  dann  nach  (5): 


X,  ^^  s"* 


X^  —  S  1 


d  ^  A  am  ?i , 


wo  wieder: 

s  ^  sin  am  u ,    €  ^^  cos  am  u  ^ 
und  berücksichtigen^  daas: 

^^  =  1  ^5S     A^=  1  —  A'^Ä% 
so  wird  0  +  Mf  von  der  Form; 

0  +  3/f  =  s^''"'  +  «,6-<^"»-  -  +  ö.^A«'"-*  -f  .  .  .  -|-  ör3^^ 

+  cA  .  (^,5^--^  +  b^s'""-^^  +  .  .  .  4-  ^3„_  j)  ; 

und  die  Coefficienten  «/,  ^,  dieses  Ausdrucks  setzen  sich  aus 
Coefficienten  von  0,  f  und  dem  Quadrate  des  Moduls  k  unser 
zusammen. 

Die  Form  0  +  Mf  muss  nun  verschwinden,  sobald  man  1 
eines  der  Argumente  i/,,  u.^  .  .  .  u^,,  der  3«  Schnittpunkte  ein 
Dies  gibt  3 «  =  6  ;w  homogene  Gleichungen  mit  3  u  Coefficic 
Setzen  wir  also  wieder: 

Si  =  sin  am  u, ,     Ci  =  cos  am  m,  ,     A,=  A  am  w, , 

so  muss  die  Gleichung  /?  =  0  bestehen,  wenn  R  die  folgende  I 
minante  bedeutet:     R  = 


..  3« 


.  3« 


3/1  —  2 


SZu 


.^3./* 


1,    c^A^s^^"-^       ,    r,A,i-,3«-r. 
1,    r.^Aj^*./"-^       ,    c.^A.,.<f/"-^ 


.        1,      r3,,A3„Ä'3,i^"-S      ^3nA3n.'f3i.'^""-S 
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Bildet  man  andererseits  mit  Hülfe  der  Gleichung  (8)  und  (9)  den 
isdrack 

sin  am  (i/,  +  w.^  +  .  .  .  +  wg«)  =  ^^^'^^^\,^^, 

tritt  in  dessen  Zähler  gerade  die  Determinante  R]  es  wird: 

n 


zur  Abkürzung  gesetzt  ist:     S  = 


Sn—S 


S»-  3 


5,     ,     ^,Ai5,3n-2         ^    CiA,5,3«-'* 


C2A2 


Q  überzeugt  sich  nun  leicht  (wie  in  dem  Falle  n  =  1),  dass  die 
^erminante  S  im  Allgemeinen  in  Folge  der  3w  Gleichungen 
f-  Jlf/=0  nicht  verschwinden  kann;  und  somit  folgt  aus  (9): 

sin  am  (Wi  +  «/2  +  •  •  •  +  «a»)  =  ^ . 
r  endlich: 
)  t'i  +  «2  +  "3  +  •  •  •  +  ^31,  ^~  0        (mod.  o,  o'). 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Betrachtung  für  ein  unge- 
es  n  durchführen;  wie  schon  das  Beispiel  der  Geraden  zeigt,  und 
i  daher  hier  nicht  ausgeführt  zu  werden  braucht.  So  kommt  man 
dem  fundamentalen  Satze: 

Sielli  man  die  Punkte  einer  Curve   dritter   Ordnung   als   elliptische 

nciiofien  eines  Argumentes  dar,  der  Artj  dass  dem  Argumentenwerthe 

il  ein   Wendepunkt  entspricht  ^  so  ist  die  Summe  der  Argumente  für 

3  n  Schnittpunkte  mit  einer  Curve  n^'"^  Ordnung  immer  congruent  Null. 

Durch  diesen  Satz  wird  gleichzeitig  der  uns  schon  bekannte 
itaiigt^  dass  von  den  Schnittpunkten  einer  C^  mit  einer  Cn  immer 
ler  durch  die  übrigen  bestimmt  ist  (p.  430);  denn  das  Argument 
fses  einen  drückt  sich  eben  wegen  (26)  linear  durch  die  der  übrigen 
r  —  1  aus. 

.  Wir  wollen  das  letzte  Theorem  nur  noch  zur  Ableitung  einiger  auf 
rrührungskegelschnftte  bezüglichen  Sätze  verwerthen,  die  uns  eben- 
Is  schon  auf  anderem  Wege  bekannt  geworden  sind  (vgl.  p.  533). 

Soll  zunächst  ein  Kegelschnitt  die  C^  in  3  Punkten  Wj,  w.^,  u.^ 
rühren ;  so  fallen  je  zwei  Schnittpunkte  zusammen ^  und  wir  haben: 

2  („,  +  „,  + „3)  ==0, 

er: 

I)  «,  +  «j  +  «3  —  4  (poj  -f-  9- a). 

Cl.fc.eh,  ToriMnageia.  4U 
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Fünfte  AbÜlieüniig. 


Der  Fall  p  ^^  0 ,  <y  =  0  gibt  die  Bedingung,  dass  die  drei  Punl 
einer   Geraden    liegen,    und  in  der  Tliat  kann   eine    solche, 
zählend,  auch  ale  ein  berührender  Kegelschnitt  aufgefasst  werd« 
gibt  also  nur  drei  Systeme  von  eigentlichen  Berührnngskegelschniii 
sie  unterscheiden  sich  dadurch,  dass  zwischen  den  Argtimenten  ihr^ 
Berührungspunkte  bez,  die  Gleichungen  gelten: 


I 

1 


I 


(28)  w,  +  //,  +  w,--4o,  w,  +  »i.^  +  «3^icD',  u^  +  u^-\-u^^\im{ 

Mit  Hülfe  dieser  Relationen  verificirt  man  auch  leicht  unter 
sichtigung  von  (15)  die  früher  für  den  dritten  Berühmngsptuikt  « 
leitete  Construction,    wenn    die   beiden   anderen  gegeben   sind. 
man  durch  «j,  w^,  n^  einen  anderen  Kegelschnitt,  der  die  C^  nac 
^\}  ^2>  ^3  schneiden  mogC;  so  ist: 

also  wegen  (28): 

und  es  folgt  der  von  Hesse  herrührende  Satz: 

Legi  man  durch  die  drei  Berührungspunkte  eines  Kegelschnities 
neuen  Kegelschnitt^  so  schneidet  derselbe  die  Cw*ve  noch  in  drei 
in  denen  ein  weiterer  demselben  Systeme  angehöriger  Kegelschnitt  i 

Soll   der   Kegelschnitt   zweimal    (in  u^   und  i/.,)    zweipimli 
rühren,  so  haben  wir: 

3(ii,  +  ti2)  =  0, 
oder:  w,  +  ti^  ^  ^  (jwai  +  qio')  * 

Die  beiden  Berührungspunkte  liegen  also  nach  (IG)  stets  mit  eine 
punkte  in  gerader  Linie, 

Wir  erwähnen  schliesslich  noch  als  letztes  Beispiel  die 
mung  des  vier  Punkten  (i/,,  u.,,  Uj,  m^)  der  Curve  „gegenöberlie 
Punktes  v  (vgl,  p.  535).  Wir  nehmen  u^^  w^,  w^,  i/|  als  Gmndpin 
eines  Kegelschnittbüschels,  dessen  einzelne  Curven  die  C^  noch  tn 
beweglichen  Funkten  ?/j,  Uq  sehneiden  mögen,  dann  ist: 

«'s  H-  Wft  -^  —  («I  +  «'a  +  «'a  +  «i)  • 
Setzen  wir  also   i^  rr:  w,  +  «^  +  r/3  +  f/4 ,  so  besteht  immer 
ehung  * 

«r>  +  «6  +  t^  =  0, 
d.  h*  die  Verbindungslinien  der  beweglichen  Schnittpunkte 
durch  denselben  Punkt  mit  dem   Argumente  v.     In   derselben^ 
lassen  sich  überhaupt  alle  auf  Schnittpunktsysteme  bezOglichea 
suchungen,   insbesondere  also   der  RestsatÄ  hier  durchfiihreu ,   wtt 
wir   um    so    weniger    eingehen    wollen,    als    uns    die    eutsprecbec 
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ürurterangen  bei  höheren  Curven  noch  beschäftigen  werden,  —  Es 
"sei  nur  noch  bemerkt,  dass  die  Sütze  über  Steiner  sehe  Polygone 
eine  leichte  Ve^^altgememerung  zulassen,  indem  man  die  geraden  Linien 
durch  Curven  n"*'  Ordnung  ersetzt,  welche  die  63  in  drei  bewegliehen 
SehnfHpunkien  schneiden  und  also  '6n —  3  feste  Schnittpunkte  mit 
ihr  gemein  haben.  Man  kann  also  insbesondere  statt  der  Polygon- 
weiten,  wie  es  schon  Steiner  gethan  hat,  Kegelschnitte  wählen,  welche 
ch   drei  feste  Punkte  der  ('urve  hindurchgehen,  — 


J>ie    Einführung    der    eUiptischen    Functionen   in    die   Theorie   einer 

t^    driiter  OrdnmiQ  knüpften  wir  oben   der  Einfachheit    wegen    an 

le    kanonische  Form  ihrer  Gleichung;  man  ist  jedoch  in  der  Lage, 

betreffenden  Rechnungen  auch  ganz  unabhängig  vom  Coordiiiaten- 

»ine  durchzuführen,  wie  wir  weiterhin  noch  sehen  werden.*)     Es 

hier  zunächst  nur  kurz  der  Gang  der  dazu  führenden  üeberlegungen 

seicbnet  werden.     Wir  legen   das  Coordinatendreieck  so,    dass  die 

:ke  o?!  =0,   x^^  Ü  auf  der  Cnrve  liegt,    was  die  Kenntniss  eines 

iietkigen  Punktes  derselben  (nicht  mehr  eines  Wendepunktes)  voraus- 

Die  Gleichung  der  Curve  wird  dann  von  der  Form: 

^it   ^is  t\  homogene  Functionen  in  x,,  x.^   bez.  von  der  Ordnung 

Index  sind.     W^ir  suchen  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  eines 

les   des   Büschels  x,  —  Aa:^  =  0  mit   der  Curve.     Setzen   wir  in 

^"tf  Xt  demgemäfis  x^  =^  Ix^  und  lassen  die  Indices  foii.,  so  geht 

3re  Gleichung  ilber  in: 

id  also  wird;  

wenn  (>  einen  willkürlichen  Factor  bezeichnet: 


1er. 


0 


{^x^ 


2«,        Qx^  =  2kx, 


Transformiren    wir   nun    die    Curve    auf   ein    beliebiges    anderes 

rdinat^^ndreieck,  so   werden   die  neuen   Coordinaten  lineare   Func- 

juen    von  x^ ,  x^ ,  x.^ ,    folglich    die  Coordinaten    eines   Punktes    der 

re  lineare  Corabinationen  der  in  (29)  rechts  stehenden  Ausdrücke. 

CoorfÜnatett  sind  daher  im   Allgemeinen  ganze  Functionen  zweiten 

eines  Parameters  A,  vermehrt  um  die   Quadratwurzel  aus  einem 

^ke  vierten  Grades,     Bezeichnen   wir  also  letzteren  mit  M  und 


TtfL  den  loigeuden  Ahsohuitt  dieser  Abtheilung. 
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Fünfte  Abtheilung!  ^^^^^^^^^^^H 

jene  ganzen   Functionen  mit   I7|,  0^$  ^^j  ®ö  ^^*^  ^^^  eineii  Punkt  x 

der  Gurre: 

(30)  QX,^Gi±a,l/M, 

wo  die  a^  CotiBtante  bedeuten.     Dasa  die  Function  jV  in  allen 
Ausdrücken  dieselbe  sein  muaa,  ergibt  sich  auch  daraus^   das^  die 
dingung  u^  =  0  nur  auf  eine  cubisehe  Gleichung  führen    darf, 
sonst  nicht  der  Fall  sein  würde.     Allerdings  erhalten  wir  auch 
(30)  die  biquadratisehe  Gleichung: 

die  Gleichungen  (30)  werden  daher^  wenn  ff,,  G^^  G^  und  3/  vun 
ander  unabhängig  sind,  eine  Curve  vierter  Ordnung  darstellen*),  weil 
sieh  nur  (durch  Absonderung  einer  Geraden  durch  den  Bcheitd  < 
obigen  Strahl  bü  seh  eis)  auf  eine  Üurve  dritter  Ordnung  reducirt,  we 
diese  bi quadratische  Gleichung  eine  von  den  w^  unsWiängige  Losoffl 
zulässt.  Letzteres  ist  aber  hier  in  Folge  der  Gleichungen  {^\  m\ 
Fall;  denn  setzen  wir  in  ihnen  z^^  ^^*i  nehmen  das  VorzeichÄl 
der  Wurzel  positiv,  so  werden  die  Xi  unbeatimmt,  und  die  Coefficieufesi  | 
der  Ui  in  «^  verschwinden  identisch. 

Um  nun  elliptische  Functionen  einzuführen ,   denken   w  ir  un^  fttrj 

l  einen  nenen  Parameter  ^^^^j  gesetzt  und  die  Conatanten  ß,  ^,  yj 

go  befitimmt^  dass  die  Function   J/  abgesehen  von  einem  constaiiii 

Factor   in   ^  (l  —  A)  (1  —  k^l)   übergeht.     Dann  sind  k  =  0^  k  =  %\] 

jt  ==  1^  ^  ^=  ^^  die   vier  Wurzeln   von   J/ ^  0;    d,  h.  in   dem  Str^l« 

büschel  .1*1  —  Ix-,^  0  sind  für  die  Strahlen  x^  ^0  und  x^  =s  n  tf 
der  vom   Busch elacheitel  an  die  Curve  gehenden  Tangenten  gewiUiltj] 
denn   den   Werthen   l  ^=  0  und  A  ^  oo  entspricht  dann   vermöge  (l 
oder  (30)  nur  je  ein  Punkt  der  Curve.     Dies  vorausgesetzt,  sei  nun: 

l''  k  ^  sin  am  u ,     j/  \  ^^  k  ^=  cos  am  u  ^    ^  l  ^  k^k  =s  Ä  am  «, 
SU  da8s  ilie  Gleichungen  (30)  übergehen  im 

, „^ .  -    1  s     ■     ^  //ata' am  u 

\M  I  ^,r^  =  ^i  \M\i^  am  n)  +  ß,        ^^^^        , 

wo  jetat  die  ß,  Constante,  die  ^,  ganze  rationale  Functionen  zw« 
Grades  ihres  Argumidnl^  sind,  während  das  zu  einem  Punkte  x 
hörige  Argument  selbst  detinirt  ist  durch: 

(32)        I.  ^  i   /t— ^^-- .  =  L         -it^.^^  - 

^    ^  ,  /  Vi  (1  -i)ii-  Jt"  i)     J  V{\  -  (»*i  n  -  k^ft^i 


*)  Jn«loHl 


♦iiif:'  solelie  mit  /.wei  DüppuliHuikten  (jt  =^  II,  wie  wir  tpat^r  i 
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L  den  Gleichungen  (31)  ist  gleichzeitig  die  Willkürlichkeit  verschwun- 
5n,  iwrelche  früher  in  dem  zweifelhaften  Vorzeichen  der  Wurzel  lag; 
n  Paar  auf  demselben  Strahle  des  Büschels  x^  —  AoJj  =  0  gelegener 
ankte  wird  jetzt  durch  die  Argumente  u  und  —  u  unterschieden. 

Ausgehend  von  den  Gleichungen  (31)  weist  man  man  nun  die  Iden- 
}iäi  der  früheren  Sätze  über  Schnidpunktsysteme  avf  einer  Curve  dritter 
yrdnung  mit  dem  Additionstheoreme  der  elliptischen  Functionen  am  einfach- 
sten nach^  indem  man  statt  der  Functionen  Sy  c,  A  die  sogenannten 
H- Functionen  einführt  und  dann  für  letztere  ein  Theorem  benutzt, 
ins  dem  das  früher  verwendete  Additionstheorem  für  sin  am  wieder 
ik  specieller  Fall  abgeleitet  werden  kann.  Ersteres  geschieht  mit 
Hülfe  des  aus  der  Theorie  jener  Functionen  bekannten  Satzes  von 
Bermite*): 

Jede  doppelt  periodische  Function  von  der  Form  F  (s^)  +  rA/'(s2), 
iO  F  und  f  ganze  Functionen  bez.  vom  Grade  n  und  n  —  2  in  s^  sind, 
Im  sich  darstellen  als  Quotient  eines  Productes  von  H  -  Functionen,  dividirt 
Weh  eine  Potenz  einer  Q- Function;  und  zwar  ist: 

V    y     i~  ^u  I    \     )  02n  (,^)  ' 

0  C  eine  Constante  bedeutet  und  a^,  «2?  •  •  •  "*«  ^'^  Verschwindungs- 
trihe  des  Argumentes  für  die  links  stehende  Function  sind»  Zwischen 
Vieren  besteht  dabei  immer  die  Relation: 

«1  +  «i  +  «3  +  •    •    •  +  «2"  =  ^^  • 

Selbstverständlich  hätten  wir  auch  schon  bei  unserer  früheren 
HTBtellung  die  Einführung  von  s,  c,  ^  ganz  vermeiden  und  dafür 
nect  H -Functionen  benutzen  können,  wodurch  die  Berechnung  von 
i  am  (wi  -+-  t'2  +  •  •  •  +  ^sn)  erspart  wäre;  immerhin  ist  jedoch  in 
B  einfachsten  Fällen  das  Rechnen  mit  den  gebräuchlicheren  Func- 
men  s,  c,  ^  übersichtlicher. 

Unter  Benutzung  des  angeführten  Satzes  erhalten  wir  nun  statt 
r  Gleichungen  (31),  wenn  wir  für  qQ^  (m)  wieder  ^q  schreiben, 
»rmeln  der  folgenden  Art: 

QXi^Ci .  H  (w  -  li)  .  H  (t/  -  7ji)  .  H  (w  ~  &)  .  H  (M  ^  ^,), 
*ei:  l  +  Vi+ti  +  ^i  —  0. 

\  sind  hier  drei  der  Grössen  5/;  ^/,  &.  ^iy  sagen  wir  die  drei  erateren, 
»  Argumentwerthe  u  für  die  Schnittpunkte  der  Linie  .r,  =  0  mit 
r  Grundcurve.  Nach  unsem  früheren  Ueberlegungen  muss  es  aber 
len  WerÜi  von  u  geben,  für  den  die  drei  Grössen  QXi  unbestimmt 
srden;  and  deshalb  können  wir  setzen: 

•O"!  =  'ö'j  =  -^3  =  '0'  . 

♦)  VgL  Hcrmite  a.  a.  0.  p.  66. 
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Laageii  wii*  dann  aucii  den  Factor  H  {u  —  #■)  in  q  emgeliea,  lo  wiii 

(33)  ^Xi  ^  CM  (u  ^  I,)  .  H  (ti  ^  fit)  .  H  (ti  *  e,), 
wo  nmi: 

1^  +  ?i  +  Si  ^  I2  +  %  +  t,^u  +  %  +  k=-»^ 

Durch  eine  lineare  Tranaformation  des  Arguments: 

(34)  u=if-i-}d^ 

können  wir  aber  immer  erreichen,  dass  auf  der  rechten  Seite  dies 
Relationen  Null  statt  —  #  steht;  denn  aUdanü  sind  die  Verschwi 
dungswerthe  der  Xi  gegeben  durch  die  Werthe 

und  nach  dem  Hermite 'sehen  Satsse  ist  wieder: 

(35)  |/+^/  +  g/^0. 

—  Wir  haben  nuD  die  Schnittpunkte  der  Gurve  dritter  ürdm 
niit  einer  Curve  n^^'  Ordnung: 

zu  betrachten,  Führen  wir  in  4>  mittelst  der  Gleichungen  (33) 
H -Functionen  ein^  t^o   erhalten  wir  einen  Ausdruck^  der  darch  Bi 

plication  mit  f  —^^  — r  -  J  zu  einer  doppelt  periodischen  Function  wer 

muss,  da  jedes  Product  gxi  nach  (33)  durch  Multiplication  mit     J^' 

in  eine  solche  übergeht;  und  diese  doppelt  periodische  Function 
3  n  Verschwindungswerthe : 

u  =  u^  ,     M  =  Wj ,  .  .  .  w  =  3  ;i , 

entsprechend  den  3  n  Schnittpunkten  von  0  =  0  mit  der  Grundcu 
und  einen  /«-fachen  Verschwindungswerth  w  =  0",  entsprechende 
Factor  (H  (m  —  O-))".  Wenden  wir  also  wieder  den  Hermitesc 
Satz  an,  so  muss  sich  0  in  folgender  Form  darstellen  lassen: 

«,) .  H(«--w,) . . .  H(i/  — 1/3  ) .  H^i 


*(«„«.,x.)(S-&.=  ")--?-'- 


wo  wieder: 

(36)  Wl  +  "2  +  •   •    •  +  W3«  ^  -  ^w  . 

Die  letztere   Relation   erscheint  wieder,  wie  in  Gleichung  (35' 
der  Form : 

(37)  t'i  +  ^. +  .  .  .  +  t'3.-0, 

wenn  wir  mittelst  (34)  ein  neues  Argument  v  statt  u  einführen, 
ist  übrigens  leicht  zu  sehen,  dass  die  wirkliche  Ausführung  letzterer  Tn 
/'ormation,   d,  i.  die  Bestimmung  der  Constanten  &  auf  die  Bestimm 
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e^ti  Wendepunktes  der  Gmndcurve  zurückkommt.    Für  die  Selmittpujikte 
einer  beliebigen  Geraden  mit  der  letzteren  nämliuh  folgt  ans  (3Ü): 

«i  +  «2  +  w,  —  —  ^, 

wid  biemus  ftir  einen  Wendepunkt  ;/: 

3m^— -fr    oder    uzr  —  \^-\-{P, 

vean  P  eine  lineare  Combination   von  Vielfachen   der   Perioden    be- 

«fcatet.    Die  Argumente   der   Wendepunkte   sind  also  bekannt,  sobald 

der  Werth  der  Constant^n  ^  bekannt  ist.     Gleichzeitig  erkennt  man, 

'  im  durch  die  Transformation  (34)  einem  Wendepunkte  der  Argument- 

I  »J'erÜi  V  =^  0  beigelegt  ist,   was  mit  unseren  obigen  Festsetzungen  bei 

sutzung  der  kanonischen  Form  übereinstimmt  (p.  609).     Wie  man 

nun  in   der  That  die  Grösse  ^  ganz  allgemein   in  ihrer  Abhängigkeit 

In   den   Coefficienten   der  Gleichung  der   Gnmdcurve   und   von   dem 

cfaeiiel    des    bei    der    Pararaeterdarstellung    benutjsten    Strahl  büschels 

[len  kann,  werden  wir  erst  später  sehen, '*^) 

Wir  sind  somit^  unabhängig  von  einer  kanonischen  Form,  wieder 

folgendem  Satze  geführt: 

l>ie  Coordinaten  der  Punkte  einer  Cttrve  dritter  Ordnuttg  ohne  Doppel- 
fit  lassen  sieh  ais  eltipttsche  Functionen  eines  Arguments  darstellen-, 
dann  ist  die  Summe  der  Argumente  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer 
i^en  anderen  Curie  congruent  NuU^  vorausgesetzt ^  dass  dem  Argu* 
tte  yu/l  ein  Wendepunkt  zugeh(h*t,  — 
Durch  diesen  Satz  ist  eine  Eigenschaft  der  Curven  dritter  Ord- 
ausgesprochen ,  welche  in  gleicher  Weise  allen  Curven  vom 
chlechte  p  =  l  zukommt^  wie  spätere  allgemeinere  Untersuchungen 
en  werden.  Wir  werden  dann  auch  weiterhin  erkennen,  dass  jede 
re  vom  Geachl echte  p  =  \  eindeutig  in  eine  Curve  dritter  Ordnung 
algebraische  Substitutionen  tibergeführt  werden  kann. 


Die  typische  Darstellung  einer  temären  cubischeE  Form  und 
die  allgemeine  Parameterdarstellung  der  Curve  dritter  Ordnung. 

Die    allgemeinste    Herstellung    der   Parameterdarstellung   für   die 

ren  dritter  Ordnung,  die   im   Vorstehenden   nicht  wirklich   durch - 

wurde,  erfordert  Bpeciellere   Untersuchungen  aus  der  Theorie 

iemiren  cubischen  Formen,  die  hier  nur  noch  so  weit  mitgetheilt 

mogeo»  als  es  zur  Aufstellung  der  Schlussformeln  erforderlich  ist. 

ciDd  dabei  etwas  weitläufigere  Rechnungen  nöthig,  welche  wir  hier 

zodammenstellenj  und  welche  die  Erreichung  der  sogenannten 

»ischeo  Darstellung  der  temären  Grundform  f  =  a,,^  zum  Zwecke 


•)  VgL  den  ScIiIuäb  des  folgenden  AbBchnittes,  p.  660  if. 


ggg  Ffiiift*?  Abthriliitjg, 

haben;    unter  Heuutzung   der  aufzustüUenden    Formeln   gestaltet   sitli 
dann  jedoch  die  Einfuhr iing  der  elliptischen  Functionen  sehr  einfmeb. 
Wir  knüpfen  äsunächst  wieder  an  die  Z wischen  forai; 

(1)  N  =  («««)  äja^'  =  NJu, , 

an^  welche  wir  als  Oombinante  des  Systems  »f  +  AA  erkannten.    iMan 

ersieht  sofort  (unter  Berücksichtigung  von  Gleichung  (22)  auf  p.  bijäj^ 
dass  die  sogleich  zu  benutzeude  Relation  besteht: 

(2)  SN  =  0, 

wenn  mit  dem  Buchstaben  S  wieder  der  bekannt«  durch  df  =  A  ü 
nirte  Process  bezeichnet  wird  (p.  551)*  Die  Gleichung  {2}  ist  al 
auch  eine  Folge  des  allgemeinen  Satzes  j  das8  für  jede  Combinnme 
iikniisch  ^TT  ^  0  ht.  Eine  Combinante  TT  ist  numlich  ilefinirt  du 
die'  Bedingung 

(3)  T\{%a+Ka)  =  M  .J\{a). 

Ea  sei  nun  nach  Potenzen  von  n^  A  geordnet: 

(4)  M  -=  il/^x*'  +  ^,  H^-  U  +  .  .  . , 
so  hat  man  zunächst  für  A  ^  0  ^  x  =^  1 : 

10)  n  (a)  =  jf^ .  n  (a)  j 

also   J/j,  =  L     Vergleicht  man  aber  beiderseits  die  CoSfticienten  toa 
h'^^Aj  so  erhillt  man  nach  dem  Taylor'scben  Satze: 

£  ?^  ('^J  «,,,  ^  M  T\  (a)     oder     dTÜ  =  M,T\  . 

Nun  ist  tfTT  nur  um  zwei  Grade  hoher  in  den  Ooeflicienten  vom 
/  als  V\f  daher  muss  ;V,  eine  Invariante  von  f  aein^  welche  Tom 
zweiten  Grade  in  den  a  wL  Eine  solche  gibt  m  aber  nicht  (j>.  546); 
daher  hat  man  j¥,  =  0^  und  also  auch  (^TT  ^  0.  Der  somit  bewiesene 
Satz  ist  umkehrbar,  d,  h.  es  besteht  auch  der  folgeJide: 

Jede    Form    TT,    ff  fr   weiche    die    Form    6TJ   verschwindet ,    isi 
Combinante. 

Ist  nämlicli  (^TT  =  U,  so  verschwindet  auch  die  entsprechende 
Bildung  «dTTVa,  d«  h.  die  Form  «STT  gebildet  für  k/  +  AA  statt  für /l 
Es  ist  aber  (nach  |i.  5G0): 

und  man  hat  daher  für  Wmi  die  partielle  Differentialgleichung: 

Dieselbe  gibt  integrirt: 
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o  F*  eine  willkürliche  Function  bedeutet.  Da  aberTTxJi  eine  ganze 
>mogene  rationale  Function  von  x,  A  ist,  so  kann  man  nur  haben: 
ci  ^=  C  .  G^,  wo  Q  eine  gapze  Zahl,  C  eine  von  x,  A  unabhängige 
"össe  ist.  Setzt  man  nun  x=l,  A  =  0,  so  wird  ^=1,  also 
=  TT.      Die  Gleichung  (6)  verwandelt  sich  daher  in: 

h.  TT  ist  eine  Combinante,  q.  e.  d.  Zugleich  erkennt  man  hieraus, 
SS     der    Factor   M  in    (3)    stets  eine  Potenz    des  Ausdrucks  G  s=^  x* 

Soc^X^  —  -§  TxP  —  rV^'l*  ist.  Der  Umstand,  dass  in  der  Entwick- 
ig (4)  das  zweite  Glied  fehlen  muss,  wird  hier  dadurch  bestätigt, 
IS  in  ^,  mithin  auch  in  jeder  Potenz  von  (7,  das  zweite  Glied 
Jt.    — 

Neben  N  betrachten  wir  nun  die  beiden  folgenden  Zwischen- 
Tnen,  welche  ebenfalls  von  der  vierten  Ordnung  und  der  ersten 
aase   sind : 

^  M  =  ßn  ^'Jß.  iß  Nu)  =  MJ  u^  . 

Wegen  (2)  und  wegen  dA  =  iS/'  stehen  dieselben  offenbar  in 
r  Beziehung  zu  einander,  dass: 

)  8L^M,     dM=^S.L. 

Drücken  wir  nun  L  und  M  in  Symbolen  von  /*  und  A  aus.  Es 
itsteht  L  aus 

NjNyU„  =  ^  (aau)  a^a^  {a^^a^  +  «y«,) , 

enn  uiaii  die  y  durch  die  Determinanten  der  u  und  b,  u  aber  durch 
ersetzt  und  mit  h^  multiplicirt.     Demnach  ist: 

Z  ««  ^  {aaV)  a,xaxb,r  la^r  (bau)  +  a^  (bau)^  . 

on  den  beiden  Theilen  rechts  kommt  der  erste  auf  den  zweiten 
ortlck,  wenn  man  a,  b  vertauscht  und  die  halbe  »Summe  des  alten 
id  neuen  Ausdrucks  bildet.     Dann  ist: 

(aab)  (bau)  a^^a^bjc  =  ^  (aab)  axa:rbx  \{bau)  a,r  —  {nau)  b^r) 
=  4  (^^a^)  o.x^.rb^r  {(bau)  n.r  —  (nrcb)  w.r| 
=^  ^(aba)  (abu)  aja,rb,r  —  i^  ^h  •  ^f  j 
mn  nach  p.  552  ist  (abcc)^  (ixb^fix  =  |  (^  A  =  \  S/\     Tragen  wir  dies 
den  obigen  Ausdruck  für  Z  ein,  so  wird: 

0"^  Z  =  |(flr 6 u)  (a b a)  a^ b^ ccj  —  ^\ S/' .  u,r  . 

uiz  ebenso  ist:  M  =  ^(aaß)  a^a^ßx  {(/9«'0  ^^r  +  (ßcu)  ar}  ;  aber 
fiiin  man  hier  mit  dem  zweiten  Gliede  ähnlich  verfährt,  wie  soeben 
it  dem  ersten  von  Z,  so  hat  man: 


I 


Fünfte  Abllkellting. 

{a{iß)ißau)a^njß^'=^  -  i  (ßt^ß)  itinß)aju,,ß,^  +  ^u^(aaßya,A^ 

Der  Factor  von  Wj  ist  der  bei  der  Entwicklung  von  A«^  mit  A, 
zeichnete  (p,  558) /und  hat  also  den  Werth  ^^ SV— ITA.  T 
niau  alles  ia  den  Ausdruck  von  M  eiiii  so  wird: 

^U)        ilf  =  -  I  (ö^ö)  (ccßu)  aj  a^ß^  +  ^  w.  (2  T/  —  5A). 

Wir  mügsen  bub  zunächst  gewisse  simultane  Bildungen   ttns 
Formen  /%  A,  Z,  Mj  N  berechnen,  die  zu  verschiedenen  Gruppen 
Gleichungen  Veranlassung  geben.     Zur  Abkürzung  wollen  wir  di 
gelegentlich  die   Zwischenformen  nur  durch  die  betreffenden   klei 
Buchstaben  bezeichnen^  d,  h.  die  symboligchen  Factoren  i.r*,  Mjt\\ 
fortla^en^  so  dass  wir  schreiben 

tif  statt  Ljf^  Uf  j     Um  statt  M^^ u^ ,     ti^  statt  A j* m«  , 

wo  dann  die  l,  m,  n  wirkliehe  Grössen  sind,  indem:  | 


h  = 


dt 


mr< 


dM 


Hi  = 


^^ 


Die  zu  berechnenden  Bildungen  sind  dann  folgende*}: 


aJ^m^ 


1 


rt^'Ö,, 


tf^fl^S 


(12) 


1)  flf.r*Öf, 

2)  Ö^flf;^,  <3f,0f/V,  «^Ö«S  «arCf»% 

3)  a^Uiü^,     ^.Tn^ft^j    a.a^af,    cc^,atec^^    «^«-.^i.,     «*«-i«^'i 

4)  (imx),        (mnx)^        («^^)>        (/mn). 
Für  das  System  1)  haben  wir  nach  (10)  und  (11): 

cjci  =       f  (abc)  {aha)  ürb^rajcj  —  ^V  Sr 

yjyi  =       i(aby)  (aba)  a,r:brccjyj  —  ^  -SA/* 

cjc,„  =  —  i  (aßa)  (aßc)  a,ß.rajcj  +  ^  /  (2  J/*  _  SA) 

r.r'y..  =  -i  («/»«)  («/»y)  i^.ß.ajyj  +  ^  A  (2  J/-  -  5A 

Die  ersten  Glieder  rechts  in  der  zweiten  und  dritten  Gleichi 
sind  direct  die  früher  bez.  mit  g),  qp"  bezeichneten  Formen  (p.  51 
lassen  sich  also  durch  /,  A  und  die  Combinante  ^'  ausdrücken  ( p.  51 
Das  erste  Glied  rechts  der  ersten  Gleichung  ist  wegen  der  Vertaus 
barkeit  von  a,  h,  c: 

=  I  {abc)  aJaa:b,rC\r  {{aba)  tv  —  {aca)  b^  —  {cba)  f7.r| 

=  \  {abcf  a^brCr  .  aj  =  |  A'. 

Ebenso  findet  man  das  erste   Glied  auf  der  rechten  Seite  der  letzt 
Gleichung  wegen   der  Vertauschbarkeit  von   «,  /3,  y  gleich   —  |A 


*)  Vgl.  im  Folgenden :  Clebsch  und  Gordan,  Math.  Aunalen ,  Bd.  l,p.ä< 
Hier  sind  die  Zwischenlbrmen  L  und  .1/  zuerst  eingeföhrt   und   die  Formeln 
die  typische  Darstellung  abgeleitet. 


Die  Curven  dritter  Ordnung  oder  dritter  KlaHRC. 


635 


wo    A3   nach  p.  559  gleich   i^S^f — i  TA  zu  setzen  ist.    Die  Glei- 
chimgen   (12)  gehen  daher  in  folgende  über: 

er,'«/ ^^^K,Tr  +  ^SAf 

Die  jetzt  rechts  stehenden  Ausdrücke  lassen  sich  aber  sehr  ein- 
fach   durch  die  zweiten  Differentialquotienten  der  binären  biquadrati- 
sehen   Form  G  (x,  X)  ausdrücken,  wenn  man  darin  x  =  A,  A  =  —  /' 
■eist      und  die  auf  p.  560  gegebenen  Werthe  von  G^^y  G^,^,  G22  bt*-* 
rücksichtigt.     Setzt  man  zur  Abkürzung: 

(13)        r  —  ö  (A,  -/•),     r,  =  Gi  (A,  -  /•),     Ha  =  Gi,  (A,  -  /), 

«nd  fügt  die  evidenten  Gleichungen  a^^On^^O^  aJ^Un^^O  hinzu,  so 
hat  man  also  für  die  unter  1)  genannten  Bildungen  die  Werthe: 


ajat  =  i  Tn  , 


ö*'«« 


T  '22  } 


«or*«!« 


,     'fl^  =0,  a^.'^ttn  =0. 

Wir    gehen   zur   Betrachtung   der   Bildungen   2)    über. 
k  offenbar: 

LSfiknink  =  j/31 


Es    ist 


0x0. 


|A. 


fn 
In 

A, 


fn 

/23 
/33 


fx 
0 

0 


A, 

A, 

A:, 

0 

0 


wenn  man  die  fi  zerstört: 


A. 

/•« 

A, 
0 

A. 


fn 

/« 

0 

A, 


In 

133 
0 

A, 


0 
0 
0 

-/ 

—  A 


=  i/V-iA» 


0 


Loder,  wenn  man  wieder  tp  durch  t/*,  A,  /*  ausdrückt  (p.  575): 


Klö) 


t  WO  wieder  fj  durch  (13)  definirt  ist.  Wendet  man  auf  diese  Gleichung 
BD  d-Process  an  und  berücksichtigt ^  dass  nach  obigem  Satze  über 
ombinanten  (p.  632)  iJA^=0  und  d^  =  0,  so  findet  man  weiter: 


i6) 


o*«»' 


-ir,-|A^. 


I 


g36  Fünfte  Abtheihrtig. 

Bei   der    Berechoung  von  a^tfPy  ^x^i\  ^^fim^j  «r.«*^   fiiid<m 
zugleich  die  Formen  a^^üiQ^  und  ß,.ir/K|„j  und  zwar  mittelst   sehr 
tacher  symbolischer  Ikchnungen.     Es  ist  nach  (10)   und    nach   ( 
p.  559: 

(17)  if,r(i?  =  I  (pca)  (fn^a)  n,rkrf\r(tjai  ~  |  A(  a,r**n^ . 

Vertauschen  wir  im  eisten   Gliede  rechts  die  Symbole    a,  r  I 
ßj  b  und  schreiben  statt  dieses  Gliedes  die  Summe  der  entäl'eheti 
Ausdrücke j    dividirt   durch   3,  so  tritt  an  Stelle   von    3  {bc€t)  a^ 
Aggregat:  J 

•  ijbea)  üt  —  {(ica)  bi  —  ibaa)  ct  *=  (tf  hr)  a/ ,  1 

und  es  ist  also  nach  (14): 

(18)  a^a,^  =  ^  i  A  ^  _  ^t^  AJ,,  +  A  ^  Hr- 

Vertauscht  man  ferner  in  (17)  die  griechischen  mit  ilen  lato 
sehen  Buchstaben,  ao  verwandelt  sich  /  in  — m^  Aj  ID  A.^,  /"  m 
und  man  hat  also:  "       i 

cf.r nj  ^  -  Hßra)(ßya)  (t>, ß,r y^ ''*^ <*«*  +  I  ^a ^^^ «-         | 

( 19)  =  -  ^  A^  ,  a/n^  +  |  A.ß/-^«« 

Aüji  (17^  erhalt  mao  sogleich  itj-üinj^j  wenn  man  rechte  !  dm 
m  ersetzt;  man  hndet  dann: 

=  -lA,V'-AA,r,,  +  AAr,,. 

Ersetzt  mau  hingegen  in  (19)  ein  m  durch  /,  so  findet  man: 

=  -iA,^-AA3r„  +  ,vA,r,,. 

Um  endlich  a^^aj^  ci^rf^i^  zu  finden,  unterwirft  mau  a,nr,  a^r 
dem  d'-Processe,  wo  dann  neben  den  bekannten  Functionen  </.r^^^ 
f(r.r «/«,;,  die  gesuchten  entstehen.  Dabei  hat  man -die  folgenden  früh 
abgeleiteten  Formeln  zu  benutzen  (p.  552  ff.): 

d/=^A,   dA--3A,=  .l-sy,   (JA,  ==2A, +  4.SA,  (JA,  =  A,  +  >'. 

dA..  =  |5A2,     öS=/\     d7'=.S*,     d^r^u. 
Man  findet  alsdann  zunächst: 

(22)     d  r, ,  =  d  ( i  .SA/-  -  -i  7/-')  =  r,,  +  i  .s r, , 

UTj,  =  «J  (-  i  5A-  +  1  TA/-  -  Vi  *V-)  =  Ä  .  f,, . 
und  also  wegen  (9): 
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=  ~  f  A,^  -  iA,r,,  +  ^vAn,  +  iV  Ar,,, 

diesen  Formeln  wollen  wir  noch  statt  der  Vik  die   Formen  A|-  ein- 
hren  (p.  559)  mittelst  der  Gleichungen: 

Tt I  =  A'  -  Ml ,    r,3  =  AA,  -  /A, ,    r,,  =  A  A,  -  Ms  5 

nn  geben  dieselben  wegen  (20)  und  (21)  die  beiden  gesuchten  Bu- 
ngen bez.  in  der  Gestalt: 

«^«,2  =  _  I A,^  +  tV/  (A,  A  -  A^A^)  +  AA  (A,^  ~  AA,), 
^^     a^aj  =  _  I A,^  +  3V  A  (A3A  -  A,  A,)  +  tU(A/  -  AA3). 

Diese  Formen  lassen  sich  übersichtlicher  schreiben,  wenn  man 
»Gb  die  zweiten  Diiferentialquotienten  von  S^x  nach  x  und  k,  divi- 
rt  durch  12,  und  die  dritten  Differentialquotienten  von  G  (x,  A), 
Tidirt  durch  24,  für  x  =  A,  A  =  —  /  einführt,  d.  h.  die  Ausdrücke 
.  561): 

•4)    S,.=6(A,2-AA,),  5,,=3(A,A,-AA3),  S,,=6{A,^-A,A.;). 

^)  Mll  =^  ^7       ''ll2  =  A,,       r,02=A.2,       r222  =  A3. 

ladanii  erhält  man  unter  Hinzunahme  der  Gleichungen  (15),  (IG), 
18)  und  (19)  /wr  die  unter  2)  genannten  Formen  folgende  Dar- 
'tiivtngen: 

a^a.^  =  —  Kl     —\^r,      «.««'  =  -  i  r,     —  I  ^ A , 

fl.öj  =  -  i  ^ni^  +  Vi  ^^2/*—  iV  ^i2A  , 
a^a? i  rnj?^'  -  -h  ^nf  +  ^  ^11 A  . 

Von  den  oben  unter  3)  genannten  Bildungen  haben  wir  schon 
irei  in  den  Gleichungen  (20)  und  (21)  gefunden.  Von  den  vier 
brigen  bestimmt  man  zunächst  aj,anat  dadurch,  dass  man  in  (10)  die 
^  durch  Ci  ersetzt  und  mit  Cjc  {caa)  aj^a^c^  =  CrC»  multiplicirt.  Hier- 
breh  geht  L  in  ajca^ai  über;  der  aus  ?/^  entstehende  Ausdruck 
tad)  Cx^dx^^x^  verschwindet,  und  es  geht  {ahu)  {ah  a)  a^h^^a^"- 
S>er  in: 

iabc)  (abu)  {cdß)  a^b^^c^rd^ar^^ßj 
«  1  (abc)axbjrCa^dJccJßJ  {{ahc(){cdß)  —  {rhu)  [adß)  -  (ara)  {hdß}] 
-  i  (abcy  a^b^Cx  .  (adß)  ajßjdj  =  0 ; 
nd  somit  hat  man  die  Formel: 

J7)  ö-pfl;,«/    =     0, 


86) 


(31) 


und  hieraus  durch  wiederholte  Anwendung  des  d-Frocesaas   Uäch 

(28)  a^  a^eci  +  «^  ö^a«  ^  0  ^  M 

(29)  a^a„Uf^^O, 

Die  Ausdrucke  «^«,1^^  und  a^^a^üf^^  selbst  endlich,    welche 
(28)  einander  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  erhält   mau  durcl 
trachtung  der  aus  q>'  «=  ip'J  zu  hildenden  ©reten  Polare  (p>  574); 

(30)  e^pj^p;  =  {aßb)(aaß){ß^aJb;'a,+  ß,aJbJa^  +  2ß^aJK 

+  2ß^a^m^b^ 

Die  Bedeutung  der  Grosien  A^  A\  B,  B*  wird  hieraus  leid 
ersahen  sein.     Wegen  der  Vei*tauschbarkeit  von  er,  ß  Bodet  man 

A  =  ^ü^bjürß^  {aaß)  {(aßb)  t^^  —  (aab)  ß^} 
=  ^a^hja^ß^  (aaß)  ^{aßb)  a^  ~  {aaß)  b^^} , 

oder  wenn  man  den  ersten  Theil  nach  (11)  umformt,  und  bei 
sichtigt j  dass  sich  der  Factor  von  fr^^^  ^^ /"  im  zweiten  Gliede  j 
lindert,  wenn  man  die  x^  ij  permutirt  (was  man  leicht   beweist] 

Der  Term  A'  in  (30)  entsteht  aus  A^  indem  man  die  a^  i 

den  ßy  a  vertauscht;  dabei  vertauscht  sich  /  mit  A,  Ao  mit  A, 
mit  —  Z;  und  es  ist  also: 

^    =    1   «/«r«V    +     i    A,     .     ajtty    —     \  (A,)^.'    (A^  )y    .    A    . 

Für  den  Ausdruck  B  finden  wir  durch  Vertauschung  von  a, 
B  =  ^a^ß.h,rhya^  {aaß)  {(aßh)  a^  -  (aab)  ß^} 
=  i  cc^ßa:b:..bya^,.  (aaß)  {(aßb)  a^.  -  (aaß)  6^}  . 

Hier  ist  der  erste  Theil  gleich  dem  ersten  Theile  von  ^  in  (31),  d 
er  geht  durch  Vertauschung  von  a  mit  b  in  denselben  über,  wähl 
der  zweite  Theil  von  B  gleich  ^A2^^^^y  ist.     Es  wird  daher: 

B  =  —  ^  a^a^üy  —  ^  A^ajay  . 

Denkt  man  sich  hierin  wieder  die  r/,  b  mit  den  /3,  a  vertaus 
so  erhält  man: 

B'  =  ^  a/a^^ay  —  ^^  A,  ajay  . 

Trägt  man  schliesslich  die  für  A^  A\  B,  B'  gefundenen  We 
in  (30)  ein  und  drückt  noch  A,,  A^  durch  /*,  A  aus,  so  kommt: 

6  q)J^(py  ='-2a„a^ay  +  2  a,a^.ay  —  |  Tfaja, . 
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Drückt  man  noch  g>  durch  rf;  aus  (p.  575J,  so  hebt  sich  auch  der 
T  maltiplicirte  Term  fort;  und  es  bleibt: 

Ans     dieser    Formel    ergibt    sich    endlich,    wenn    man    y,-  =  n,- 
[aa^iaJ^Ujr^   setzt   und   die    auf  p.    572   gegebene   Definition    der 
abinante  Q  beachtet: 
)  2Q  =  a^flr»,flr«  —  a^a««/. 

Unter  Hinzunahme  von  (20),  (21),  (24),  25),  (27),  (28),  (29) 
'et  man  also  für  die  unter  3)  genannten  Formen  das  folgende  Glei- 
ngssy Stern: 

iaa:aia^  =  —  i  T^jV'  +  -h  S^if  —  i^  ^ii^; 
a^a^an  =  Q ,         a^^a^an  =  0  , 

Die  Berechnung  der  unter  4)  auf  p.  634  genannten  Formen  ge- 
ltet sich  nunmehr  sehr  einfach.    Aus  (10)  ergibt  sich  zunächst: 

(iyx)  =  i  (aha)  a^ha^aj^  {flfy^^  —  bya^) 

=  I  {aha)  aa:hjaj^ay  =  \  ana^ay  . 

setzt  man  hierin  die  yi  bez.  durch  mi  und  n,-,  so  findet  man  nach 
J)  und  (34): 

{Inx)  =  I  a^flf„2  =  —  |.  Tj  —  ^Z, 

(/iwx)  =  \  a^a^nOn  =  t  Q  ; 

d    aus    der  ersten    dieser  Gleichungen    durch    Anwendung   des   S- 
oeesses: 

5)  {mnx)  =  f  «x«»^  =  —  ^r^  —  ?^A  . 

Zur  Berechnung  von  (/mn)  benutzen  wir  die  Identität: 
(Imn)  ti^=  {Imx)  Uh  +  (»»«^)  w/  +  Qxn)  %n 

^iQN  +  ^{r^M^  r^L)  +  tl;{fM—AL). 
m  ist  aber  nach  (35)  und  (14): 

[Mar  /  M      \ 

iQN  =  (imx).(aau)aJaJ^\f    aja^     ajon! 

]A     ajui    ajccj, 
\u^  L  M 

=  I  /•      \^n     i  n,  +  ^ 

f)        :^u:,{t^  -^  Sj,.^}  -  i  (ft^f  -  r,Z)  -  V^  (Mf-LA) ; 
in  nach  Gleichung  (49),  p.  561  ist: 


5) 


(38)  =  SA^  -  4  rAY+  S^ä'P-  I  STäp  +  ii  T^  —  ^S 

Trägt  man  den  gefiindenen  Werth  für  QjY  in  die  Gleichuii| 
(Imn)  u^  ein,  so  bleiben  rechts  auch  nur  iu  u^  multiplicirta  Gli 
80  dass  maa  direct  (imn)  tindeL  Nimmt  man  die  GleiehungeD 
und  (36)  hinzn,  so  hat  man  für  die  rkr  am  den  vier  linearen  Zwü 
formen  L^  M^  N^  k,  ^«  hikknden  FuncliQmddetermhianten  fo^i 
IVerthe: 

um    Sj^^f   durch  (38)   definirt  isi,  —   Damit   hätten   wir  die   Tßi 
Folgende  nöthigen  simnltanen    Bildnngen   aus  /,  Ä,   L^    Mj    N 
ständig  berechnet. 

Die  hier  entwickelten  Formel  ei  geben  noch  ein  beinerkenswe 
Hesnltatj  welches  wir  mehrfach  benutzen  werden*),  und  daher  sog 
nogh  ableiten  wollen.  8et^t  man  nämlich  in  (32)  pi  s»  /^  oder  ^«  • 
und  wendet  die  üleiehungen  (26)  und  (34)  an,  so  erhält  man: 

(40)  tJ  Pt  =  A  ^^1  ?    ^J"  ^'-  =  -  iS  ^2  f 

wo  *S\,  -S',j    die  durch  4  dividirten  Differentialquotienten   von  S^i 
X  -^  A ,    X  =^  —  f    bedeuten.      Setzt    mau    nun     in    Gleichung 
tii  =^  ifjg^^fi,  so  geht  dieselbe  über  in: 

Hier  kann  man  endlich  noch  die  Invariante  7"«^,  genommen 
X  =  A,  A  =  —  /,  einführen;  denn  es  ist  (p.  561): 

(41)  Tj,_^=r,s,-r,s,, 

Man  erkennt  so,  dass  sich  das  Quadrat  der  Form  Ö  (d.  i. 
Functionaldcterminanle  von  /',  A  und  ip,  dividirt  durch  54)  durch 
Formen  /',   A,   ^  selbst  ausdrücken   lässt,    und    zwar  mittelst    der 

chtwf/*'^''): 

(42)'  242  «2  _  384  ^:^  _  12  ^.5^._^  +  2  J^._/ , 

?ro  Sj^^f  und  l\i_.f  bez.  durch  (38)  und  (41)  definirt  sind,  — 

Aus   den   Zwischenformen    Z,    M   und    t/j,   setzen    wir    nun 
neue   Zwischenform   erster  Klasse  und   siebenter  Ordnung    zusami 
welche  die  Combinanteneigenschaft  hat,  nämlich: 
(43)  Ä-  =  Z  A  —  /  /)/  +  2  ^  .  M.^  =  ?//,Ä'^7  . 

*)  Vgl.  auch  den  unten  folgenden  Abschnitt  über  die  zu  einer  Curve  gt 
gen  algebraischen  Integrale. 

*♦)  Vgl.  Brioschi:  Comptes  reudus  1863,  erste  Hallte,  p.  305. 
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In  der  That  wegen  (9)  dJ{^=0,  wodurch  nach  Obigem  IC  ah 
binanie  gekennzeichnet  ist.  *)  Für  diese  neue  Zwischenformen  haben 
nun  wegen  des  Folgenden  wieder  die  Bildungen 

aJOk,      CCjak,      aa:a,,^y       CC^CCk^,       «x^««*,       CC^C^nCCk 

«rechnen.    Dieselben  findet  man  leicht,  wenn  man  beachtet,  dass' 
L  der  Definition  von  K: 

findet  hieraus  sofort  wegen  (14): 

$r  aus  den  letzten  Gleichungen  (34): 

ax(fnak  =  —  ^fy     axa«aA.==  —  QA, 
endlich: 

aa:ai?  =  t^'^a^ai^  —  2  tkfa^aia^  +  Pa^  aj 
+  4^  {La^^ai  -  /ö,'««.)  +  4^V, 

a^ttk^  =  A'^tta^ai'^  —  2  Afa^ata^  +  pa^aj 
+  4^  {Aajai  -  faja^n)  +  4  ^^^ , 

r  wegen  der  letzten  Gleichungen  des  Systems   (26)  und  der  ersten 
Systems  (34)  unter  Anwendung  des  Eul  er 'sehen  Theorems  über 
logene  Functionen: 

—  Die  Elimination,  welche  schliesslich  die  gesuchte  Parameter- 
itellung  der  Grundcurve  liefert,  gestaltet  sich  nun  sehr  einfach, 
in  wir  ein  neues  Goordinatendreieck  einführen,  dessen  Ecken  durch 
Kn  festen  Punkt  x  und  durch  die  beiden  (von  x  abhängenden) 
ikte 

N=Un  =  0    und    Ä"=t/A  =  0 

;eben  sind,  deren  geometrische  Bedeutung  wir  sogleich  erkennen 
tten.  Bezeichnen  wir  die  laufenden  Veränderlichen  mit  y,-,  so 
«n  wir  also  statt  derselben  neue  Veränderliche  ^,  rj^  ^  einzuführen 
telst  der  Gleichungen: 

)  ry2  =  gx2  +  iyw2  +  gA:2, 
Tya  =  gxg  +.  71  «3  +  fAfg , 

^  Die  Ck>mbmanteneigen8chaft  von  K  ergibt  sich  auch  daraus,  dass  K  aus  N 
gleitet  werden  kann  mittelst  der  Gleichung 

Math.  Annalen,  Bd.  6,  p.  483,  Gleichung  (71). 
!l«bsoli,  ToxlefangMU  41 


Fünfle  Abtheilung, 


wo  wieder  f  ^  G  {A^  —  /").  Die  TransformationscoefHcieiiieii  hau, 
allein  von  der  Curve  f  (t/)  ^  0  und  dem  beliebigeu  Punkte  jc  ab; 
nun  w«  nud  Uk  Combinanten  sind^  so  mfmen  auch  die  Coefficimten 
tramformirtm  Giekhung  von  den  Cümbinanten  tks  Systems  x/-j-AA- 
uhhangen.  Um  die  neue  Curvengleichüng  zu  erhalten,  thut  tnait  4« 
besser^  zuerst  die  Form:  ^— 

//  iy)  =  A(»  f{y)  -  f{x)  A(|/)  =  A/  [i/)  -  /  A(y)  ,      " 

welche  aelbst  Combmante  ist  und  gleich  Null  gesetzt  die  damh 
gehende  Cunre  des  Büschels  xf  ^  lA^O  darstellt,  in  den  6,  | 
ausasudrücken ,  anstatt  direct  f{tj)  als  Function  der  letzteren  Giöi 
darzustellen.  Zunächst  ist  nach  einer  bekannten  Identität^  wek 
{aauy  =  0  für  m  =  {xy)i  entsteht  (vgL  p.  563  und  575): 

(48)  ^ (fi^)  =  3  {a^a^^ .  aja,  —  a^^a^  .  a^i^/)  , 

wo  nun  die  E'actoren  der  einzelnen  Glieder  nicbt  mehr   vom  dritt 
sondern  nur  noch  vom  ersten  und  zweiten  Grade  in  den  ^  sind*^ 
den  Formeln  (47)  bat  man  sofort: 


(49) 


=  1/  +  t?G/<Ji,  +  taj^ük 


dritt 


In  Folge  der  Gleichungen  (14),  (26),  (44),  (45)  und  (46)  las 
sich  nun  die  hier  rechts  auftretenden  Coefficienten  immer  in  folgen^ 
Weise  ausdrücken: 


(50) 


aja„     =  a^  f+  T^  Tj  , 

ccja„     =  a^  A+  r,    T.^ , 

ajok   =  (T,  /•+  T,^  r^ , 

«r'^«;t       =  fJi    A+    Tj     r,  , 

ö.rö«^     =  <yn/'+  ^11  r,  , 

«a««^     =  (y,,A  +  r,,r^ , 

axCln^k  =  <yi2/^+  '^12^1  > 

«r«««/   =   (^12^  +    l'l2ro, 

=  «„A  +  TjoT, 


wo  die  Grössen  0,  t  definirt  sind  durch: 


(51) 


fö,  =0,      <Tj 


i>    ■^u  =  —  i 


0, 


!*•• 


Bildet  man  also  die  in    (48)   rechts   stehende  Det«rminante 
Ausdrücke  (49),  so  zerfällt  dieselbe  in  zwei  Factoren,  deren  einer 


-  i  =  r  =  c  (A,  -  /•) 


\ 


0=3 
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und  indem  man  diesen  Factor  durch  Division  fortschafit;  bleibt: 

wenn  man  die  zweite  Yerticalreihe  mit  Hülfe  der  ersten  reducirt 
o^  =  0,  Tj  =  0,  r,2  =  0  setzt: 


■36(rjSg+r„i,»  +  rj,g»)  +  3g 


rt  man  hierin  endlich  auch  für  die  übrigen  Grössen  <f,  x  die 
-the  (51)  ein,  so  kommt: 

n/r(y)=|S»s-iSij^+i^5g*+fQ.,g^+|(3^^-^Ä^_^)g». 

Dies  ist  die  sogenannte  iypiscJie  Darstellung  von  H{y);  die  Form 
'}  ist  dadurch  rational  (aber  nicht  ganz)  mittelst  der  Functional- 
xianten  von  f  dargestellt  (vgl.  p.  248  f.),  und  zwar  mittelst  der 
9sen  f,A,tlf  und  Q,  wo  jedoch  f  und  A  nur  in  der  Combinante 
.  /-  vorkommen,  so  dass  in  (52)  alle  Goefficienten  Gombinanten  sind. 

Aus  der  Gleichung  (52)  erkennt  man,  dass  die  Gerade  g  ==  0  in 
m  Schnittpunkte  mit  iy  =  0,  d.  h.  im  Punkte  x,  die  Curve 
^)  =  0  berührt,  während  der  Schnittpunkt  von  6  =  0  mit  S  =  0, 
.  1/^  =  0,  ebenfalls  auf  der  Curve  liegt  und  also  mit  dem  Tangen- 
)uiikte  von  x  zusammenfällt  (p.  530).  Gleichzeitig  ist  aber  in 
L  Punkte  u„  =  0  die  Linie  5  =  0  Tangente  der  Curve  ff  (y)  =  0. 
femer  die  erste  Polare  von  x  in  Bezug  auf  /T  «=  0  in  der  Form 

heini,  so  ist  ly  =  0  die  Polare  des  Punktes  N  =  0  (d.  i.  f  =  0, 
s  0)  in  Bezug  auf  die  erste  Polare  des  Punktes  x,  gebildet  für 
=s  0.  Damit  hätten  wir  die  geometrische  Bedeutung  der  Transfor- 
ion (47)  erkannt;  das  Resultat  können  wir  auch  in  folgenden 
^n  aussprechen: 

Isi  X  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  stellt  iV^«/«  =  0  den 
genlialpunkt  von  x  auf  der  durch  x  gehenden  Curve  des  syzygetischen 
chels  «/"+  ^^  =  0  dar;  K^Uk  =  0  dagegen  gibt  den  Schnittpunkt 

Tangente  dieser  Curve  im  Punkte  iV  =  0  mit  der  Polare  von  3^  =  0 
3ezug  auf  den  Polarkegelschnitt  von  x*) 


')  Man  hättd  dies  aach  direct  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (47)  und 
fe  ümformiingen  der  für  J,  1?,  ^  resultirenden  Werthe  erkennen  können, 
Clebsch  und  Gordan  a.  a.  0.  —  Die  Bedeutung  von  iV  =  0  ergibt  sich 
^ens  direct  aus  der  Salmon^ sehen  Identität  Der  Tangentialpunkt  muss 
gtimmt  werden,  wenn  H  in  ein  Dreieck  zerfäJlt,  was  mit  den  Resultaten 
1.  697  übereinstimmt 

41* 


FouAe  AI 


Die  Form  toei  M  (y)  Bsrt  «euer  aogteicti  die  Biebtt^«!  fc 
der  Sätze  erkeßii^i: 

Bit  Curvt  v  =  0  i$i  der  Ori  der  Pmkie  x^  für  wdehe  dät 
K  ^Q  des  zu  X  g^ör^eu  Brektks  1^—0,  ij=  0,  f  ^  0  mrj 
Palarte^schmtie  mm  x  Ik^ti  |  =^  0  wird  dämm  Ttm^nte  dts  §a 
in  £^0. 

me  Gfekkmg  3  p"^  —  ^5^,-^  =  0  $tettt  eine  Curve  13^  On 
dar^  für  deren  PunAte  x  die  Ecke  K  ^  0  jmes  DreieeAi  ehenfali 
der  durch  x  geÄenden  Cmre  des  s^zy^^eiiscken  Bmchds  ikgL 

Für  die  72  SdMtipunAie  x  mm  ^^^0  mit  dm  mer  dareh  S^^- 
g€0€benen  äquiünharmmiischen  Curpen  de$  Bmcheii  «/+  AA  ^0  I 
zu  X  gehörige  Preieck  £^^0,  jg^O,  |;  =  0  der  dwrk  x  ^ 
Curve  des  Büscheh  gleichzeitig  ein-  u^d  umgescMeben:  N hi  Tang 
punkl  mn  Xj  x  von  K  und  K  von  ,V, 

Und  endlich,  da  nach  (42)  für  ^fr  «  0,  ?V  _  ^=  0  auch  Q  =  0 

Fiu'  die  /öS  Schniiipunkie  mn  p  =  0  mtl  den  seehs  durch- 
gegebenen  harmonischen  Curven  äti  sgzygetischefi  BuscheU  fdiä  i 
X  gehörige  Punki  M^^O  in  einen  irendepunki;  tmd  die  WendeU 
des  iei zieren  is(  durch  §  ^  0  gebeten, 

För  eines   Punkt  x  der  12   durch   V  ^  C  (A,  ^  f)  ^^  0 
siellten  Wendepunktölinien  wird  onsere  typische  Darstelloog  illna 
in    der   Thai    verBch windet    akdanu   auch    die    Deierminanta    i 
Transforniation  (47),  denn  es  ist  nach  (43*)  und  (H9}: 

(xnk)  =  A  (xni)  —  f  {xnm) 

^^^  =Hr.A-r,/-)  =  ir. 

—  Aus  (52)  kann  man  nun  typische  Darstellungen  fii 
Functionalinvarianten  von  H  {y)  ableiten,  d.  h.  dieselben  so  dan 
dass  ihre  Coefficienten  rationale  Functionen  von  f,  A,  tl^  und  ! 
den.  Wir  wollen  hier  nur  noch  die  Hesse'sche  Form  A/y  voe 
berechnen.  Dies  geschieht,  indem  man  zunächst  die  Hess 
Determinante  von  ff  in  Bezug  auf  die  g,  t^,  J;,  d.  h.  die  Detenr 
aus  den  Grössen: 

^n  =  H,     //22  =  -U,    //33  =  H  +  iÖ'?  +  K3^^-Tr^S^ 

bildet,  und  dieselbe  mit  6  und  dem  Quadrate  der  Determinai 
aus.  (47)  sich  durch  Autlösung  ergebenden  Transformation^leicl 
multiplicirt.  Nun  findet  man  aber  aus  den  Gleichungen 
wegen  (53): 

g=4(ynA-),     ri  =  4:(xyk),     g  =  4(a:ny). 
Nach  dem  Satze  über  die  adjungirte  Determinante  ist  aber  die 
minante    dieser    Gleichungen    gleich   4'^  (xwA)^  =  4  p.       Bild« 
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L  andererseits  die  Hesse 'sehe  Form  für  die  linke  Seite  von  (52),  also 
l  för  nj7,  so  wird  dieselbe  gleich  PA//.  Durch  Division  mit  f^  auf 
beiden  Seiten  und  Ausrechnen  der  Determinante  der  Hik  findet  man 
daher  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (42)  für  Q^*): 

rAi/  =  6^  +  3  V'gH  -  2^57^2  _  6Qgiyg  +  ^5^,^^g52 

-   {4V^3_^^5^_^+^J^_^|g3.    _ 

Um  nun  schliesslich  die  Goordinaten  eines  Punktes  y  auf  der 
E  CiUTe  f(y)  =0  als  Functionen  eines  Parameters  auszudrücken ,  be- 
[  taachten  wir  den  durch  den  Tangentialpunkt  .Y  =»  0  eines  Punktes  x 
^  der  Curve  gehenden  Strahlbüschel 

(55)  xaj^üy  —  Xajtty  =  0 

mid  berechnen  die  beiden  übrigen  Schnittpunkte  eines  Strahles  aus 
diesem  Büschel  mit  f  (y)  ^=  0,  was  durch  eine  quadratische  Gleichung 
geschieht.  Da  in  unserm  Falle  /'{x)  ^  /  =  0  ist,  so  wird  II  (i/)  =  A  .fiy) 
und  (vgl.  p.  560): 

A//  =   r,  «y^  —   fj^/y^  =  Ti  Uy^  , 

oder  wegen  f^^  aj  =  0:  Lh  =  A^ «y^.    Die  Gleichung  (55)  zusammen 
mit  /(y)  ^  ay'  =  0  können  wir  daher  ersetzen  durch  die  Gleichungen: 

Ht^-'HjHy  -  A  {LhV  (^»)y  =  0 ,     ^  (y)  =  0  , 
wo    symbolisch:    Hy^  =  II{y)y    {A^jy^  ^=  An.    Es    ist    aber,    da    den 
Werthen  y,  =  Xi  die  Werthe  6  =  f,  rj  =  0,  J;  =  0  entsprechen: 

(A«V(A*),  =  i  2:2:  g^  x,x,  =  i  r^' . 

Endem  man  sich  also  Alles  in  den  Yariabeln  S;  ^;  ^  ausgedrückt  denkt, 
hat  man  die  beiden  Gleichungen: 


^)  Andererseits  ist  nach  der  bekannten  Formel  für  A^j^: 
Ifimmt  man  die  Definitionsgleichung  für  H  hinzu,  so  findet  sich: 

vnd  aus  ist  die  typische  Darsieilang  ßr  die  Grundform  f  (y)  selbst.  Hieraus  schliesst 
man  weiter,  das$  jede  Functionalinvarianie  von  f  mit  einer  solchen  Potenz  von  f 
— f ff ji ff nrT  werden  kanUy  dass  sie  eine  ganze  Function  der  7  Grundformen  /",  A,  t/>, 
Ol  mxf  Nf  K  wird.  Zwischen  letzteren  besteht  die  einzige  Relation  (42).  Alle 
Bdationen  zwischen  den  Functionalin Varianten  von  f  sind  damit  auf  diese  Glei- 
eliiiDg  mid  auf  die  Ausdrücke  derselben  durch  die  7  Grundformen  zurückgeführt. 
VgL  Clebsch  und  Gordan  a.  a.  0. 
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Fflnite  Abtlieitiing. 


Wenn  man  aus  Ümen  und  der  Gleiehung: 

i/y  ==t  0     oder    uA  +  iViy  +  Ä'g  =  0 

die  I,  ij,  5  elimmirt^  so  erhalt  man  das  Prodnct  der  Gleich tm gen 
Punkte   ^f    in  denen    ein   Strahl  des    Büschelä    (55)    die    Grunde 
f(y)=^0  trifft.     Unter  diesen  ist  der  Scheitel  jenes  BuschelB  (X  =  0)j 
die  Form  N  mnss  daher  ein  Factor    des  Eliminatioitsresoltatas  se 
Nun  sind  yon  den  drei  gegebenen  Gleichungen  zwei  linear^   nümL 

In  Folge  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  also  setzen: 

,y  =  _  AI  -  u^  (I  kA*  -  A^)  . 

Fuhrt  man  diese  Werthe  in  B  (^)  ein  und  bemerkt  noch,  da^  Sj.-fi 
Tj,-/  für  /^  0  beg.  in  SA^  und  TA®  übergehen*  so  erhijt  man  diu 
Gleichung: 

0  =  iN  lN^(\%A''  —  Xtyi  +  Bt{i^A^—li^W  +  {^il^^^^SA')l^ 
—  ^  (I  nA^  —  X  t)  [Ä'A  +  w,.  (^  xA^  —  1 1)]" 
^  2  ß N  [iil  +  ».r  (t  X  A^  "  A ^')]  A^}  . 

Lassen  wir  den  für  die  Torliegeude  Frage  irrelevanten  Factor  |  ^  fo 
so  ändert  sich  diese  Gleichung  wegen  der  Relation  (42 J  nicht^  wenn  mm* 
nach    Multiplication    derselben    mit    '^{\kA'^  —  k^^    auf  der   rechten 
Seite  JQ^iV'^A^  subtrahirt  und  gleichzeitig  den  Ausdruck 

addirt.  Man  erhält  dannj  indem  sich  alle  in  A^  t^  A^  %P  und  %^^  mal- 
tiplicirten  Terme,  welche  aus  der  ersten  Klammer  hervorgehen  >  fort* 
heben,  die  Gleichung: 

-  {i\  «  A^  -  xjp)[Kx+Kr  (i  äA'^  —  i»^)]  + 1  üyk^Yf\ 

die  man  auch  in  dür  Form  schreiben  kann: 

{^kA-"  —  l i^  IKX  +  u^  (I X A^  _  Jl 0)]  -I-  I ß  .VA^ 

0: 


(56) 


4:|A^\y|AC3£^'-  i^xA^+  ITA». 

Die  ersten  Glieder  dieses  Ausdruckes  vereinfachen  sich  noch,  weil 
man  für  ä  und  QN  ihre  Werthe  in  Lj  M  einsetzt.  In  Rücksicht  aal 
f^=0  hat  man  nämlich  wegen  (37)  und  (43): 
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idem  man  diese  Werthe  einführt,  geht  die  Gleichung  (56)  nach 
liasong  des  Factors  ^\  A^  über  in : 

F)  0~(H'^  —  JiSX-^)£iu^—ir'3f+ixXL±NVGX{x^-^xPS+^Pf) 

Dieses  isf  die  Glekhnnt/  h,j  ^  0  eines  Punktes  tj,  in  welchem  ein 
K?Ä/  des  Büschels  xaja^  —  luja^  s=  0  die  Curve  /(t/)  ^  0  schneidet; 
*ei  ist  X  ein  beliebiger  Punkt  von  f;  der  Tmigentialpunkt  desselben 
<=  0)  ist  der  Scheitel  Jenes  Büschels;  die  Formen  Z  und  M  sind 
rch  (10)  und  (11)  definirt;  A,  S,  T  haben  die  bekannten  Bedeu- 
Igen.  Die  beiden  verschiedenen  Schnittpunkte  eines  Büschelstrahles 
kalt  man  durch  die  beiden  Vorzeichen  der  Quadratwurzel*  Die 
efficienten  von  Wj,  u^,  «3  in  dem  vorliegenden  Ausdrucke  sind 
o  die  Coordinaten  des  auf  der  Curve  variabeln  Punktes  selbst;  man 
f  daher,  wenn  q  einen  willkürlichen  Fastor  bezeichnet^  diese  Coordinaten 
Function  des  Parameters  x  :  A  dargestellt  durch  folgende  Gleich un- 
I,  in  denen  M  =  Um,  L  =  U(,  N ^  «„  gesetzt  ist*}: 


pyv=A>x^— 467^)0-, --4  A'm,^  +  4xA/,+  wy6X(x»~pxA2  +  ^ri=*) 

^y.,  =  A(x'-il5;L^)a?;,-4AV;*3  +  4xA/^+fl,;/'6;i(x^  — iS»A«+jrA»). 

Unter  dem  Wurzelzeichen**)  erscheint  hier  der  Ausdruck  G^  { x»  —  X) 
lltdpUcirt  in  6  A.  Da  nun  durch  das  Verschwinden  dieser  In-atio- 
üUit  die  vier  von  ^V  =^  0  ausgehenden  Tangenten  des  Büschels 
Of  — ^«^^«^==0  bestimmt  werden,  so  erkennt  man,  dass  die 
Hchang  G^  (x^  —  A)  =  0  die  übrigen  drei  von  diesen  Tangenten  be- 
j  wenn  eine  von  ihnen,  entsprechend  dem  IVerthe  X  =  0  (also  die 
crührende  TangetUe)^  bekannt  ist.  Insbesondere  kann  man  nun 
mkt  X  mit  einem  Wendepunkte  zusammenfalleö  lassen,  wo  dann 
Seheitel  des  von  uns  betrachteten  Büschels  ebenfalls  in  dem  be- 
^flendeu  Wendepunkte  liegt.  Dem  Werthe  A  =  0  entspricht  dann 
i  Wendetangente  von  x  und  die  Wurzeln  der  Gleichung  tf,  (x,  —  A)e==iO 
fem    die    drei     von   .r    noch    ausgehenden    Tangenton    der  Grund- 


*}  In  anderer  Form  ist  eine  solche  Parameter darsteUung  gegeben  von  Äron- 
Id:  MoiiAtfiberichte  der  Berliner  Academie,  25,  April  1861.  Daran  knüpfte 
Clebsch  die  Verwerthung  der  elliptischen  FuEctioneu,  insbesondere  ilirea 
tütioDstheoremB,  für  die  Schnittpunkteätze  an:  Crelle'g  Journal,  Bd.  63  a  a*0. 
Tu  deji  entuprechenden  Gleichungen  bei  C  leb  seh  und  Gordan  (Math.  Änna- 
,  Bd,   1  a.  a.  0/»  aind  die  Glieder  mit  den  Coetlßcieuten  mi  ausgelassen. 

Aimer  dieser  Wnrzel  i^t  in  (57)  noch  eine  Irrationalität  enthalten,  inßofern 
iki  m  der  Gurre  als  bekannt  angenommen  i&i-^   die  Aufgucbung  eine»  sol- 
Funkte«  verlangt  eben  noch  die  Lösung  einer  cubiachen  Gleichung. 


g48  Fünfte  Äbtbeilung. 

cuYve.*)  Für  die  hier  über  die  Lage  von  z  gemachten  YoraoflBetxim«! 
geü  würden  allerdings  unsere  Formeln  für  die  typische  DarsteUungj 
von  //(y)  ihre  Gültigkeit  verlieren;  denn  für  /=0,  A  =  0  würdal 
auch  r,  d*  h.  die  linke  Seite  der  jene  Darstellung  liefernden  Oleicbnfigj 
(52)  Null  sein.  In  der  That  wird  auch  das  von  uns  benutzte  Coor-f 
dinatpndreieck  g  =  0,  tj  ==  0,  £  =  0  jn  diesem  Falle  unbrauchbar,  inj 
dem  die  drei  Seiten  desselben  zusammen  fallen.  Gleichwohl  ah 
bleiben  die  Endgleichongen  (57)  bestehen.  Die  Gleichung  (ö(j*)  dS 
lieh,  aus  welcher  (,57)  abgeleitet  wurde,  ist  nichts  anderes  als 
Resultat  der  Eliniination  der  tji  aus  den  Gleichungen: 

und  dies  Resultat  musa   vollkoninien  unabhängig  von  der   Wahl 
Coordinatendreiecks  bestehen  bleiben;   das  oben  benutzte  Dreieck 
nur  zur  Herleitung   desselben    passend   gewählt^  indem   so   die   ' ' 
cienten   der   Potenzen  von    x,   A   in  (56*)   sofort   als   Function 
rianten  der  Gruudcurve  gegeben  waren.    Setzt  man  nun  aber  in  {fi 
A  =  0,  so  kommt: 

In  die  Gleichungen  (57)  führt  man  nun  leicht  wieder  die  dl 
sehen  Functionen  sin  am^  cos  am^  A  am  ein;  es  sollen  die  dazu 
wendigen   Rechnungen    hier    zunächst    mitgetheilt   werden;     w 
wird  sich  dann  aber  ergeben^  duss  sich  die  betreffenden  Üel^rle^«-, 
weit  übersicbtlicher  gestalten,    wenn  man  sich   statt  der    Functiti 
sin  am  y  etc.  einer  neuen  doppelt  periodischen  Function  bedient^  die  i 
selbst  verständlieh  durch  sin  am  ^  cos  am  ^  A  am  ausdrucken   laasL 
Einführung    der  letzteren  Functionen  nämlich  wird  hier  dadurch 
ständlicher,  dass  in  (57)  unter  d«m  Wurzelzeichen  ein  Ausdruck  dr 
Ordnung   steht,    multiplicirt   in  A,  welcher  zuvor   auf  die   für  siiij 
brauchbare    Normalform  fi  (1  —  ft)  (1  —  /»'^^)  gebracht  werden 
Insbesondere  soll  uns  dann  noch  die  Bestimmung  der  Wendepn 
beschäftigen,  d«   h.  die   Bestimmung  der  neun  Sti'ahlen  des  BC 
xa^^^iiy  —  A«;^^cfy  =  0,  welche  den  Scheitel  A'^0  des  letzteren 
jenen  neun  Punkten  verbinden;  wir  werden  sehen,  wie  sich  die« 
algebraische  Problem  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functioneh  losen 


*)  Da  andererseits  ^^  =  0  die  drei  Carreu  des  &yz7getiBeheii  Bü 
etimmt,  deren  Heg a ersehe  Curve  /*==aO  igt  (p.  627),  so  folgt  hiernu« 
diiÄS  Jede  Qtrve  des  syit/geiiackcn  Büschels  tion  den    WendeiQngtnUn   rfrr  tfrti 
berührt  wird^  zu  denen  nie  als  Hess ^'äc/ie  Curve  gekÖrL    Hao  b«K  Ihrifi 

auch  leicht  direct.    Vgl  Clebtjch:  Peber  die  Wendetangenici:  *»o  4n 

ter  Ordnung,  Grelle'»  Journal,  Bd.  ö8. 
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Zar  Erreichung  des  angegebenen  Zweckes  führen  wir  nun  den 
rameter  x  statt  x- :  A  ein  und  bezeichnen  mit  x',  x",  x"'  die  Wurzehi 
'  Grleichung: 

I)  G,  (X,  _  1)  --:  x3  -  i5x  +  i  r=  0, 

h.   wir  setzen:  x  =  x,  A  =  1  und: 

x3  _ 1 5x  +  I  T  =  (x  -  x)  (x  —  x")  (x  -  x'")  . 
-ner  machen  wir  die  Substitution: 

X    _  X   )  +  X    ; 
-ch  letztere  wird: 

x»  _  iSx  +  ir=(x"'-x'T(x"'  -  x')  (iil-(i,)  (1  -Ar», 
QU :  k}  =^  —^ >-  • 

Wir  brauchen  jetzt  nur  noch  durch  die  Gleichung 

))  ft  =  sin^  am  u 

len   neuen  Parameter  u  einzuführen,  um  die  folgenden  Relationen 
erhalten: 

1)  X  =  x"  sin^  am  w  +  x"'  cos^  am  u , 

'nfi  —  \S%  '\'  \T  =  (x'"  —  x")  ]/x'"  —  x'  sin  am  ii  cos  am  ii  A  am  m 

2)  =  ^  (x-  -  x")  /x'"  -  x'  lJ?i^?Eif  5 

id  «dadurch  wird .  das  zu  unserer  Curve  gehörige  elliptische   Integral 
■ter  Gattung,  d.  h.  der  neue  Parameter  u  gegeben  durch: 

/rfft ^  .    r  dv 

0  0 

a%  =  y*" - «'  /•  _     ^*      *) 

Unsere  Formeln  (57)  endlich  gehen  über  in: 

d  sin*  am  u 


QVi  =  9i  (sin^  am  ii)  +  »la, 


du 


*)  Eine  andere,  elegante  Methode,  um  das  elliptische  Integral  mit  allgemeiner 
öftrer  Form  4*«  Ordnung  unter  dem  Wurzelzeichen  des  Nenners  durch  rationale 
miformation  so  umzuformen,  dass  statt  dessen  die  allein  von  den  Invarianten 

nd  J  foder  wenn  man  x  —  statt  x  setzt,  allein  von  der  absoluten  Invariante  ^ j 

ildb^(6nde  cubische  Form  auftritt,  ist  von  Her  mite  angegeben:  Crelle's  Jour- 
1,  Bd.  62,  p.  8.  Vgl.  auch  Cayley,  ib.  Bd.  53  und  Clebsch:  Theorie  der 
■Iren  Form,  p.  233. 


wo  die  Ui  Cottstanto,  die  ^^  ganze  rationale  Functionen  zweiten 

des  ihres  Argunients  amd,  und  wo: 


I 
I 


m  =  H«"-0/- 


dmelOen  weräeti  also  in  der  Thai  von  der  Form  der  Gieichun^en 
p,  628.  Um  von  den  letzten  Gleichungen  aus  (durch  VermitÜtmj 
H- Functionen)  die  Satze  Qber  Schnittpunktsystenye  wieder  durcJ 
Verschwinden  entsprechender  Int^gralsuramen  darzustellen,  ist  es 
dem  Obigen  noch  nothwendig,  den  Werth  des  Integrala  u  för  i 
Wendepunkt  oder  den  zugehörigen  Werth  von  sin  am  u  zu  bestiic 
•Letzteres  geschieht  im  Anschlüsse  an  folgende  Ueberlegungeii, 

Wir  wollen  die  Bedingung  dafür  aufstellen  ^  daas  drei  Punkt 
Curve  mit  den  Parametern  Xj,  x^,  «3  oder  bez.  mit  den  zugehörige 
icgraiwerthen  u^^  n^^  t/^  auf  einer  Geraden  liefen.  Zur  Abküi 
schreiben  wir  die  Gleichungen  (57)  in  der  Form 

(64)  Q t/i  =  pi  -^giU  +  Trf K^  +  Off  fip  (h)  , 

woraus  die  Bedeutung  der  p^,  qi,  r,,  at  leicht  zn  ersehen  ist^  ttn< 
tp  (n)  ^  &|  (fl(,  —  1)*  Sollen  drei  Punkte  x, ,  k^,  x^  in  gerader  l 
liegen^  so  muss  die  aus  ihren  Coordinatan  gebildete  Determii 
verschwinden.  Letztere  aber  ist  wegen  (64)  gleich  der  Summe 
Producte  aus  entsprechenden  Determinanten  der  unvolbtaiK 
Systeme : 

1      X, 


\Pi     Qi     ''t     «I 

\P2       Q2       ^'2       «2 


l!/^3       ^/3       ''3       « 

d.  h.  man  hat  die  Gleichung: 

!   1       ^1 

1  x,> 

1  X. 


1 


(65) 


0^ 


X,- 


Vv  (xj)  j  _ 


\{qra)     (rnp)     (apq)     —(pqr)\ 


Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutungen  der  Grössen  p,  q,  r,  a 
sie  aus  (57)  und  (64)  folgen,  erhält  man  nun  für  die  in  5er  le 
Horizontalreihe  von  (65)  stehenden  dreigliedrigen  Determinantei 
gende  Werthe: 

((j- r  «)  =  4  /6  (Ix  n)  A  ,  (r  «/*)  =  4  j/G  (x n  m^ 

(apq)  =  16  ^/6  (/»»«)  +p-(w/x)5A,  -  (pqr)  =  —  16  {(mx), 
oder  wegen  der  Gleichungen  (39)  p.  640  und  wegen  /'=0: 
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(qra) 
{apq) 
o.  wir  abo: 


/6AS  (rap)  =  4^6^A2, 

16/6  ^^    —  {pqr)  =  —  24  Q  A  . 


3fn  =  -T^ 


4^ 


snltireii  in  Bücksicht  auf  die  für  Q  bestehende  Identität  (p.  640) 
oigenden  Formeln  y  auf  denen  im  Wesentlichen  unsere  späteren  Er- 
mgen  beruhen: 

rap) 


"=     3Cqj 


(gra) 


qra) 

xleichnng  (65)  geht  also  über  in*) 


V,    [f^3  =  ±/V-i^«o  +  i^. 


0  = 


^2 


Die  jetzt  rechts  stehende  Determinante  endlich  formt  man  mittelst 
Substitution  (61)  leicht  noch  in  der  Art  um^  dass  die  Bedingung 
-,  dass  die  Punkte  x^,  Xj,  Xj  in  gerader  Linie  liegen,  in  der  Form 
eini: 


s^c^d^^ 

^3  ^3  ^3 


=  0, 


^eder  Siy  d,  A,-  bez.  für  sin  am  ti,-;  etc.  geschrieben  ist;  oder  nach 
Additionstheoreme  der  elliptischen  Functionen  (p.  606): 

«'i  +  «^2  +  «^  +  Wo  =  =  0     (mod.  G),  © ). 

Damit  hätten  wir  für  die  Schnittpunkte  der  Grundcurve  mit  einer 
kden  wieder  die  Gleichung  (36)  p.  630  erhalten;  gleichzeitig  er- 
sieh aber,  dass  die  Grosse  Uq  mit  der  dort  durch  '0'  bezeichneten 
»e  identisch  ist.  Die  Argumente  der  neun  Wendepunkte  sind  daher 
h  die  Werthe 

—  i«^o  +  i(Pö  +  qto) 


^)  Das  Vorzeichen  in  den  Gliedern  der  letzteji  Horizontalreihe  kann  man 
beliebig  wählen.     Man    muss   aber  ein  bestimmtes  Vorzeichen  nehmen, 
d  man  elliptiBche  Functionen  einfahrt;  und  zwar  ist  dasselbe  dann  durch 
Ifleichongen  (60)  und  (62)  völlig  gegeben. 


fft^eben,  wo  i/,,  beHimmi  ist  durch  dm  Gleichungen^): 
x"  sin*  am  %  +  ^t '"  coa^  am  i/g  ^^  ^ 

^^^>  .  4Ke 

sin  am  u^  cos  am  ii„  A  am  i^  ^= 


//i^ef  sind  x\  7c\  k"  die  Wurzeln  der  Gleichung  (59);  A,  #,  S 
zeichnen  die  bekannten  ÜQimrianien  der  Grundmirpe^  geschrieben  h 
Coorämaten  des  PmiAies  x^  dessen  Tangenüaipunkl  bei  der  f^rumek 
stelhmg  (57)  zum  Büschelscheilel  gewäMi  wurde. 

Um  die  Bestimmung  der  Wendepunkte  auszufilliren,  fast 
sonach  nur  noch  die  Dreitheihmgsgleichung  zu  losen^  welche  sin  ac 
durch  sin  am  i/^  bestimmt;  d.  h.  die  Wer  (he j  welclie  die  Function  sAi 
für  die  Argumente  (70)  der  neun  Wendepnnhle  annimmt^  sind  die  Wm 
der  Gieiehmig  O'^"  Grades  für  s: 

l  '^/  j^  f      /'  -  h'""  ~  *  '  1  —  6  Jt»*  +  4  Jt«  tl  +  B)  «*  —  3  Jt*««  ' 

WO  A'^  sich  in  der  oben  angegebenen  Weise  aus  x",  x",  x''  bestij 
Die  Auflösung  dieser  Gleichung  Kisst  sich  auf  die  Aufloitimg 
Gleichung  G  (xj  A)  =  0  zurückführen^  mit  deren  Hülfe  wir  fe 
die  Wendepunkte  bestimmten,  wie  weiterhin  noch  gezeigt  we 
soll.  — 

Wie  schon  früher  hervorgehoben,  gestalten  sich  nun  alle  « 
Untersuchungen  über  die  Einführung  der  elliptischen  Functione 
die  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  bedeutend  durchsieht 
wenn  man  statt  der  Functionen  5,  c,  A  eine  andere  gewöhnHeh 
p  (w)  bezeichnete  doppelt  periodische  Function  von  u  und  deren  I 
rentialquotienten  nach  u  einführt.**)  Es  ist  dies  die  Function, 
welcher  direct  die  Umkehrung  des  folgenden  Integrals  erwächst: 

(73)  u  =   f-, —    ~''—=^  für  x=p  (m)  . 

Dieselbe  ist  sonach  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  in  verhalt 
massig  rationaler  Form  von  den  Invarianten  S  und  T  der  Curvt 
hängt,  und  dass  ihre  Einführung  nicht  die  Lösung  der  cubii 
Gleichung    g?  (x)  =  0    voraussetzt.       Die     Differentialquotienten 

•)  Vgl.  für  diese  Umformungen  auch  den  mehrfach  erwähnten  Auf^atj 
Clebsch  über  die  Stein  er 'sehen  Polygone,  Crelle's  Journal,  Bd.  63. 

**)  Es  ist  dies  die  Function,  welche  Weierstrass  in  seinen  Vorleäu 
über  die  Theorie  der  ellifttischen  Functionen  benutzt,  und  welcher  mi 
Vorzüge  vor  den  J  ac  ob  i 'sehen  Functionen  *,  c,  A  zukommen,  üeber  di 
diese  Function  geltenden  Fundamentalformeln  vgl.  die  in  Berlin  erschi« 
Inauguraldissertationen  von  Müller,  Simon  (1867)  und  Kiepert  (1870\ 


Die  Cnrven  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse.  G53 

nach  u  sollen  im  Folgenden  immer  durch  p'  (w),  p"  (w)  .  .  .  be- 
aet  werden;  fOr  letztere  bestehen  dann  nach  (73)  folgende  Rela- 
D^  wenn  das  Äigumeut  u  der  Kürze  wegen  fortgelassen  wird: 

p'2     =4:p^-2Sp  +  iT 
p'      =6p^^S 

,  p(4)    =  6  (pp"  +  2y 2  ^  pp)  =  30  p«  -  9  5p  +  4  r 
pt5)     =  6  {pf  +  3  p'p   +  3  p  V  +  P'P)  =  36  p  (7  p2  -  5) 

p(-+«)=  6  (pp«»>+  yP>— ^^  +  ^4^^  p'>(«-2)+  . . .  -\-p^^p) . 

Setzen  wir  also  in  (57)  jetzt  x  =  p  (w)  =  p,  A  =  1 ,  so  erhalten 
die  Parameterdarstellung  der  Grundcurve  in  folgender  Form: 

QUi  =  —  4  »I,-  +  4  lip  +  yi-ntp  +  I  Ax/p". 
Man  kann  nach  dem  Früheren  die  Function  p  leicht  mit  sin  am  u 
Zusammenhang   bringen;    und   zwar  geschieht  dies    (in   analoger 
ae,  wie  oben  x  durch  sin^  am  u  vermöge  (61)  ausgedrückt  wurde) 
ih  die  Substitution: 


p  (u)  =  (x"  —  x"')  sin^  am  (w  ^x  "  —  x  +  ^  «  )  -f-  x"' 

Ifff 
-X     . 


sin*  am  {uVii"  —  x') 
ier  That  wird  dann  p  (u)  -=  oo  für  u  =  0,  wie  es  nach  (73)  sein 

(0 

IB.     Femer  erkennt  man,  dass  der  Function  p  die  Perioden  y  ***_- 

\  r^— ^ —   zukommen,  wenn  letztere   Grössen  wie  auf  p.  605  defi- 
r«*^— x' 

;  sind;    und  durch   Umkehrung   ergibt   sich   aus   (76)   nach    (61) 
;(63): 

/' rfx  co' 

K4x*  — 2Äx  +  4^7'        2  K7"  —  x' 
.. 

I  ist  aber  bei  passender  Wahl  des  Integrationsweges'''): 

da  ö  fw)  die  Perioden   .  ^j"     ^,      ^,°°        hat,  können  wir  also  setzen: 
^  f  X    —  x'  ^x"  —  x' 

x*"  jT"  c5o 

Vgl-  «-  ^»  Königsberger,  a.  a.  0.,  Theil  I,  p.  312.    ^ 


r 


wie  es  nach  Gleicliimg  (73)  sein  soll     Als  Fundamentalperiodeu 
p  (u)  erkannten  wir  die  Grossen : 


tP   =  - 


l/-r«i i  f 

für  sie  ergeben  sich  aus  (76)  die  einfachen  Ilelatioiieii : 


(!)  =  >*',   P(l-)  =  x'",  .(•^')  =  «^ 


Setzt  man  die  Theorie  der  Function  p  {u)  ak  bekannt  Tonioj 
gestaltet  sich  nun  die  Aufstellung  der  Wendepunktsgleichung  auf 
einfach.  Durch  ein  Verfahren  ^  welches  dem  bei  Anfätellcmg 
Gleichungen  {65)  nnd  (67)  benutzten  analog  ist^  erhalt  man  iMsm 
ausgehend  von  den  Gleichungen  (75) ^  dk  Bedingung  dafür ,  dorn 
Punkie  X|,  x^,  Xj  in  einer  Geraden  liegen^  für  pi^p  (Wp)  in  der  f 


l      Pi     /'i 

l>v 

m 

1  /',  /».; 

1     Ih     Pt 

Pi 

f 

1     /'ü     V« 

A»« 

wo  analog  wie  in  (66) 

und  (67): 

1^0  =  «0 


;/^^  =  ^  Ib  j/| 


^« 


96^* 


—  S, 


^1  ;      /'tt  --  f    3f    ^aj      /'«     —     ^t 

SO  dass  die  zwischen  p^^ ,  p^^  pj'  hesiehenden  Relationen  (74)  in  F 
der  zwischen  Q,  /,  A,  ^  bestehenden  Identität  erfüllt  sind.  Hie 
ist  uns  der  Werth  von  Pq  =  p  (3  w),  wo  u  das  Argument  eines  We 
punktes  ist,  rational  gegeben;  zur  Bestimmung  der  Wendepu 
selbst  haben  wir  also  nur  noch  p  (3w)  durch  p  {u),  d.  h.  p  (m^)  d 
PÜUf^)  auszudrücken.     Nun  ist  aber  allgemein: 


(78) 


p  {nu)  =p  (w)  — 


wenn  die  Function  ^^  (w)  durch  folgende  Determinante  definirt  i 

p'         p'    ...  p^^  ~  *) 

^V  W  --   [2!3!...(9-l)!J«  

Für  n  =  3  erhält  man  hieraus  unter  Benutzung  von  (74) : 


(79) 


P  (3w)=;>  +/ 


12pp'»  — p"« 


•)  In  dieser  Form  sind  die  Theilungsgleichungen  von  Kiepert  aafg«i 
Crelle's  Journal,  ßd.  76,  p.  21. 
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nach  einer  einfachen  Umformung  für  p{3u)  =Pq  ==^:*) 
(^  -  P  ~  P'p")(l2pp'^  -  p"-)  +  4/«  =  0. 

Oies  ist,  wenn  man  für  p^,  p'  nach  (74)  ihre  in  p  rationalen  Aus- 
e  einführt,  die  Gleichung  neunten  Grades  in  p  [oder  für  das  Ver- 
'SS  X  :  X  in  den  Gleichungen  (57)] ,  welche  die  vom  Punkte  N  =  0 
den  neun  Wendepunkten  gehenden  Strahlen  des  Büschels  paj^a^ 
^ay  =0  bestimmt,  wenn  x  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve  ist.  Die 
icienten  derselben  sind  allein  von  den  Invarianten  S,  T  und  den 
rianten  ^,  A^  abhängig.  Die  Gleichung  (79)  kann  also  auch  als 
^su/iat  der  Elimination  der  y,-  aus  den  drei  Gleichungen: 

/(y)  =  flfy'  =  0;     A{i/)  =  ay^  =  0,    pajay  —  aja^  =  0 

'fasst  werden. 

Bs  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  der  Parameterwerth  p  =  Po  selbst 
Mittelpunkte  N  =  0  unseres  Strahlbüschels  zukommt.  Setzt  man 
[ich  in  (57)  x  =  4  ^,  A  =  A^,  so  wird: 

>i/i  =  A  {(!€  ^^  —  i  5 A^)  Xi  —  4  A3  /w,  +  16  ^ A/,  +  24  w.  Q}  ; 

Gleichung  (37)  ist  aber  für  /=  0: 

24  Qn,-  =  (16y  —  |5A*)  x.  —  4  A^»!.-  +  16  ^A/,-, 

as8  die  y,-  in  der  That  zu  den  n,-  proportional  werden.  Es  folgt 
übrigens  auch  wieder  aus  dem  Additionstheoreme.  Da  nämlich 
Punkte  x  das  Argument  Null  zukommt  (p  =  cx)),  so  hat  man, 
ä  V  das  Argument  von  iV^  =  0  ist,  für  die  Schnittpunkte  der  Tan- 
e  von  X  mit  /=»  0: 

0  +  0  +  v  +  Uo  =  0', 

r  =  —  «0,  und  p  (v)  ^p{^Uq)^p  (u^). 

Die  Auflösung  der  Gleichung  (80)  oder  (79)  hängt  nun  bekanntlich 
der  Lösung  der  speciellen  Dreitheilungs- Gleichung  ab,  welche  für 
B  0,  d.  i.  P(^  SB  OD  aus  (79)  erhalten  wird,  d.  h.  von  der  Gleichung: 

wegen  (74)  Ton  der  Gleichung: 
■)  pi-Sp-^  +  ^Tp-^S»==0. 


*)  Man  könnte  diese  Gleiclmng  auch  durch  Grenzübergang  aus  (77)  herleiten; 
würde  man  dann  zunächst  eine  Gleichung  12^en  Grades  für  p  erhalten,  aus 
noch  ein  cnbischer  Factor  abzusondern  wäre.  —  Die  Einführung  der  ellip- 
sn  Functionen  macht  aber  eben  solche  directe  Rechnungen  und  Eliminationen 
lüfliig;  nnd  besonders  ist  hier  die  Benutzung  der  Function  p  {u)  wegen  deren 
nmenhang  mit  der  in  (67)  vorkommenden  Irrationalität  von  Vortheil. 


Fünft«  Abüieilang. 


-j  zu 


seizen»  um  ttf* 


In  letzterer  aber  braucht  man  nur  p 

Gleichufig  G  (x,  A)  =  0  zu  erhalten^  welche  wu  früher  zur  Pestin 
der  Wendepunkte  diente  (TgLp,  566  if.)v  Die  vier  Wurzeln  /ij ,  p^A 
dieser  Gleicliung  geben  uns  die  Werthe: 

Für  p^  =  oo  oder  u^  =  0  wird  A  =^  0,  d,  h.  die  Ptinkte  as\ 
liegen  in  einem  Wendepiiokte;  und  dann  gibt  die  Gleichung  (S 
der  anderen  acht  Wendepunkte^  von  denen  keine  zwei  mit  jenem  en 
Wendepunkte  in  gerader  Linie  liegen  dürfen*  Wie  nuo  die  Won 
der  Gleichung  (80)  aus  den  Grossen  p^^  p.,j  />.,,  p^  wirklich  zu  bil 
sind,  wird  in  der  Theorie  der  elHptischen  Functionen  gelehrt  ui 
hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden,*) 

Man  ffihrt  die  Auflösung  der  Gleichung  (80)  auch  leicht  in 
Weise  auf  die   Gleichung   G  (x,  X)  ^  0  zurück;  und  es  gelingt  da 
die  Wurzeln   von    (80)    an    der    Hand    geometrischer    Ueberlc 


U     tifl 

1 


^     y 


wirklich  anzugeben.     Setzt  man  nämlich  in  (80)  p=-^ 

diese  Gleichung  in  den  Veränderlichen  y  eine  Curve  y**^  Ordnv 
welche  in  die  Verbindungslinien  von  N  =  0  mit  den  9  WcndepB 
zerfallt     Je  drei  dieser  Geraden  nun,  welche  iV=^0  mit  drei  ii 
der  Linie  liegenden  Wendepunkten  verbinden,  schneiden  /'  noch 
weiteren   Punkten;    und  es  ist  sofort  ersichtlich,   dass  diese  U 
drei  Punkte  auf  einem   Kegelschnitte  liegen,  welcher  die  GruE 
im  Punkte  .Y  =  0  zweipunktig  berührt»    Entsprechend  den  vie^  Wia 
punktsdreiecken ,  welche  nach  dem  Früheren  durch 

dargestellt   sind  ^    gibt   es   auch    vier   Systeme    (0,  *=  0}    von   je 
Kegelschnitten,  so  dass  jedes  solche  System  zusammen  mit  dem^ 
hörigen  Wendepunktsdreiecke  durch  alle  Schnittpunkte  beregtei 
neunter  Ordfeung  mit  f=0  hindurchgeht.     Die  linke  Seite 
chung  (80)  kann  daher  mit  Hülfe  von  f  {y)  ^  0  auf  vier  versc 
Weisen  in  zwei  Factoren 


?pum 

i  i^a 

Wia 

1 


*)  Ueber  die  Lösung  der  Theilimgagleichungeji  fÖr  p  («)  vgL  I 
Crelle's  Journal,  Bd.  76,  p.  34  ff.;  über  die  entsprechenden  (von  Ab« 
delten)  Probleme  bei  aLn  am  w  vgl.  z.  B,  Königsberger»  a*  a^  O.,  Th.  II,  |iw' 


Die    DreitbeiluiigÄgleichuDg   ist   auch    ein    beeonderet   Fall   der 
(Crelle*8  Journal,  Bd,  84)  behandelten  Gleicbungen  d^en  Grade«.    Veifolgij 
zur  LO«ung  der  letzteren  uöthigeu  Operaiioneu  an  dem  geometmcbcti  B£ 
C^^  00  erkennt  man  ebenfalls,  daas  die  auf^oBtelleDde  Gleichuiig  4.  Gi 
durch  Gin,  k)  ^  0  gegeben  ist    Ueber  dieee  Hess  ersehen  GleichungviL 
Clebsch:  ßinäre  Formen,  p,  234  ff. 


Bi 
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(p/-A).ct>, 

m  werden,  entsprechend  den  vier  Wurzeln  der  speciellen 
a^gleichung  (81).  Letztere  gibt  also  auch  hier  wieder  die  Be- 
y  der  Wendepunktsdreiecke.  Um  nun  die  Wurzeln  von  (80) 
5n,  hat  man  zwei  dieser  Dreiecke  in  lineare  Factoren  aufzu- 
¥a8  nach  den  Angaben  auf  p.  597  geschieht.  Wir  bestimmen 
lachst  die  Schnittpunkte  einer- beliebigen  Geraden,  für  welche 
Tangente  von  x  wählen,  mit  den  Seiten  eines  Dreiecks:  Pif{y) 
)  =  0;  d.  h.  wir  setzen  in  letzterer  Gleichung  y  =  Ax  +  pn 
Jen  die  so  entstehende  cubische  Gleichung  für  q,  welche  in 
[it  auf  die  Relationen  (p.  635  fiF.): 

Jan=0,  aj^a„=0,  a^an^  =  —  i£^^,  a:ran^  =  — |A^,  a^^=0 
i  Gestalt  annimmt: 

p3a^3  _  ^2^2  (2  V'  -  ^  AV.)  +  A*  =  0  . 
ihr  haben   wir  noch  den  Term   a„^  zu  berechnen.     Aus    der 

ich  aber  durch  Polarenbildung  für  u„  =  Nj*u„': 

+  Sa^a,a,^Nj\\;  =  -i  ^l^yi  -  ift.'ty  -2taja   . 

r  yi  =  ni  verschwinden  wegen  ajan=^0,  «^,^««=0  die  aus 
Gehenden  Glieder  der  rechten  Seite,  und  es  wird  nach  Glei- 
28)  p.  571: 

a,^  =  -  4/q  -  8  a^a„an'Nj^N:  . 

ist: 

2  a^a^a^Nj^Nn  =  «x««  {aba)  {aa:b„  +  a„bar)  b:^ajc. 

ite   Glied  des  rechts   stehenden   Ausdruckes   ändert   sein   Vor- 
bei Vertauschung  von  a  und  b,   verschwindet  also  identisch; 
ite  Glied  ist  ebenfalls  Null,  denn  man  hat: 

ajrhja^a^a^  =  ^  {aba)  {b^a^  —  a^b^)  a^ba:OLa:an 

^\(aba)  {{acß)  b^  —  (bcß)  flf^}  a^b^a^^a.c^^^ßj 

=  i (ö^«)  {(^^ß)  c.  -  {abc)  ß:c)  a:rb^cc^a„cjßj 

1  ist  aber  wegen  der  Vertauschbarkeit  von  a,  b^  c: 
=  ^  {abc)  {{aba)  Ca:  —  (aca)  iu  —  (cba)  a^}  Oj-b^^Ca^a^ 
=  iAa,2flr„  =  0. 
abwindet  daher  auch  der  Ausdruck 

eb,  Vorl6«iingeD.  4*2 


0|gg  FflniV  Abtheüung 

+  ^S  (abä)  {übe)  a^b^c^^^UL  -  I 

Auf  der  rechten  Seiise  hat  das  hUU  Glied  den  Werth  IS^ 
vei-ächwindet  abo;  das  zweite  Glied  entsteht  (bis  auf  ileö  Factoi 
aus  dem  auf  p.  6^58  mit  ß'  bpÄeichneteE  Ternit%  wenn  m^i  i 
8^t,  und  hat  somit  den  Werth  (vgl  Gleichung  (34)  p.  639) r 

Dm  erste  Glied  von  Ö  (>  ist  aber  /*,  und  somit  haben  wir  d  ()  =  P+i 
d.  h,  die  rechte  Seite  von  (831  iat  gleich  •*  f  Q/,  und  wir  h«) 

(84)  fl.'^  =  -^|/ß; 
und  hieraus  wegen  diV=  dQ  =  0: 

(85)  a.^=-|AQ. 
f/miTe  nibiache  Oleiehnng  (82)  ^er/*/  dnher  wÄ^r  fij.- 

(86^  8  ße'  +  ■»  A  (4  4»  -  A-*/i,)  j»  -  n  A^  =  O, 

öine  Gleichung,  deren  Coefticientsn  nur  noch  von  den  Ct rrisst^n  j», 

vmd  JE?,/  ^==  —  Iti  l^f  Ät   abhängen.     Be7.eidmea    wir   entspreebdl 

Wurzel  pi  Ton  (81)  die    Wurzeln  dieser  Gleichung  niit   ^/,  ^j 
HO  t*rhl4lt  man    die  Gleichungen  der  Seiten  des  zu  pi  gehurigen 
ecks,    wenn    man    in    der  Gleichung  PiaJ^Oy  —  a^-^^  =  0   für 
Werthe   Aa:/,  +  P»^'''^"^   einsetzt.     Die   Gleichungen   dieser    drei 
sind  also  gegeben  durch: 

Pi  (A^r/.;-'  +  2  p,<^')Art(^flr„  +  p,W^„')  «,, 
^'  -  ( A-'«,-2  +  2  (;/^>  A«.«„  +  Q,^'y'cc^')  «,  =  0  , 

wenn  man  bez.  p/''^  =  p,',  p/',  p/"  setzt.  Durch  drei  eben 
Gleichungen,  in  denen  nur  /;,  durch  pk,  p/^^  durch  ^xr^^''  ersetz 
werden  die  Seiten  des  zur  Wurzel  pk  gehörigen  Dreiecks  darg 
wenn  p//^'>  die  Wurzeln  der  aus  (86)  durch  Vertauschung  von 
pi^  entstehenden  Gleichung  bezeichnen.  Der  Schnittpunkt  irgem 
Seite  des  einen  mit  irgend  einer  Seite  des  andern  Dreiecks  isl 
immer  ein  Wendepunkt,  dessen  Coordinaten  /,  man  in  Functic 
Piy  Pk,  (>/^'^  9//''  berechnen  kann;  an^  diesen  Coordinntcn  finde 
dmw  eine  Wurzel  de?'  Gleichung  neunten  Grades  mitleisf  der  Sttbsh 

Zähler  und  Nenner  in  dem  rechts  stehenden  Ausdrucke  rrerdert 
(janze  rntionale  Functionen  zweier  Wurzeln  von  (81)  und  zweier  U 
der  beiden  zugeliörigen  Gleichungen  (80) ;  die  Coefficienten   dieser  W 
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uu^n  nach  (87)  als  Covarianten  18^''''  Ordnung  von  /,  geschrieben  in 
7o€>riiifiaien  des  festen  Punktes  x,  und  lassen  sich  daher  sämmtlich 
X  /ikj  -^  und  Q  ausdrücken.  Die  wirkliche  Berechnung  dieser 
icieüten  kann  mit  Hülfe  einiger  symbolischen  Rechnungen  ge- 
lexiL. 

Nacli  diesen  ausführlichen  Erörterungen  über  die  Dreitheilungs- 
tliung  wird  es  kaum  noch  nothig  sein  zu  bemerken;  dass  in  der- 
sn  W^eise  überhaupt  die  Theilungsgleichungen  der  elliptischen 
süonen  zur  wirklichen  Durchführung  algebraischer  Eliminätions- 
leme  benutzt  werden  können;  denn  sie  geben  das  Resultat  der 
lination  sofort  in  fertiger  Form;  wenn  nur  die  betrefiPende  Function 
das  vielfache  Aigument,  d.  i.  p  {nu)^  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
i  Punkte  X  und  von  anderen  etwa  noch  vorkommenden  willkürlichen 
ikten  dargestellt  ist.  Letzteres  kann  aber  immer  mit  Hülfe  des 
litioiistheorems  fflr  p  (u)  geschehen,  d.  h.  mit  Hülfe  der  Formel: 

£s  mag  dies  hier  nur  noch  an  dem  Beispiele  der  Fünftheilung 
Latert  werden.  Stellen  wir  uns  also  die  Aufgabe;  diejenigen  Kegel- 
nitte  zu  l^estimmeu;  welche  durch  einen  festen  Punkt  v  gehen  und 
«  O  in  einem  andern  Punkte  u  vierpunktig  berühren,  so  dass  u  be- 
Yimt  ist  durch  (vgl.  p.  630): 

•  wird  fflr  p  {v)  — ="^,  da  p  eine  gerade  Function  ist: 

^U)=P  (^  U^  +  V)^  2l7("2  «or-W  ' 

p(2u^  =  p,^^''^^^^^-^-^ 

_  8t^    ,    (96^« -.SA')« 
*^         Ä«   "T"        384  Ö«A« 

uf  der  rechten  Seite  kann  man  noch  setzen: 

dr  annehmen,  dass  Zi  die  ternären  Coordinaten  des  Punktes  f/ 
ad  dass  dem  letzteren  das  positive  Vorzeichen  der  Quadrat- 
'.ukommt.     Insbesondere  kann  man  den  völlig  beliebigen  Punkt 

zusammenfallen  lassen;   dann  wird  q  =  oo,  also   «^  =  (),  und 

'ten : 

p  (Ol/)  =  p  (2i/„)  =  -  ^,  +    -3^fÄ,      • 

i    dies   in   die   Theilungsgleichung    (78)    für  n  =  5    eiU;    so 

4-2* 


resultirt  rnnv  Glüichuiig  vom  ßrado  25  in  p.     Bie  leitiere  ihi  4m  Bei 
tkr  FJimhiHimi  thr  tj,^  (hji^   d^fji^  (P^if  rfV«  ^'"^  ^^*^  Gleiehunffen: 


und  derjämgen   fiieie/iutif/^   u*eiche  mtuagU  dms  der  Panki  x  mit 
dm  vier  zu  */  benachharten  PunkH-ft  /ntf  emem  fie^eheknidr  iir^t  {nA 
in  Leka unter  Weise   in  (restult  eitier  seehsgliedrigüD   ['eieraiiiiante 

schrieb^Q  werden  kann).     Für  />  =    ""^  -*   orhtilt   man    so    eioe   Oi 

25'<^"  Ordnung,  welche  in  die  25  Verbindungslinien  von  .V=.Oi 
den  Beriihnnigsj)nnkteu  der  durch  x  gehenden  Kegelschnitte  xeifl 
Wenn  in  der  geschilderten  Weise  mit  Hülfe  der  Theorie  i 
elliptischen  Functiouen  die  algebraiiichen  Uknchungea  voUstundig  i 
;^eatellt  werden  können,  auf  welche  die  oben  befiandelten  Berflbra 
aufgaben  filhren,  so  hissen  sich  auch  die  Eliminationen,  welche 
Bestimmung  der  St  ein  er  sehen  Punktepüare  führen,  in  gleicher  W 
erledigen;  denn  auch  sie  führten  auf  die  Theiluug  der  ellipliac 
1^ nnetioiien :  alle  Punkte  w,  welche  mit  p  ein  zur  üahl  n  gehoi! 
Punktepaar  bilden,  waren  bestiaimt  du  ruh  (p.  615): 

f/  =  f:'  +  \  (pw  +  qw).  ^ 

Es  ist  hier  nur  zu  bemerken,  dass  diese  Bedingung  von  dem  Aij 
mente  it^  unabhängig  ist ;  man  kann  aber  der  Einfachheit  wegen  i 
Punkt  V  immer  mit  dem  völlig  beliebigen  Punkte  .V  =  0  zusamm 
fallen  lassen,  d.  h.  v  ==  ?/„  annehmen  (vgl.  p.  655).  Bezeichnen  i 
nun  mit  y,  die  Coordinaten  von  v,  mit  Zi  die  von  tc\  so  ist  sof 
ersichtlich,  dass  die  M-Theilungsgleichung  der  Function  p  (u)  hier  < 
Resultat  der  Elimination  der  Grössen  a;/*\  .r/-^,  .  .  j:/*">,  r,  aus  d 
folgenden  Gleichungen  darstellt: 

(x^'Kx^'^hj)  =  0,    (x^'^^x^^hj)  =  0,  .  .  .  {x^^^-^)x^^"hj)  =  n, 
(a:(-^).^^3).)  ^0,     (x^^^x^'*>z)  =  0,  .  .  .  {x^*")x^^>z)  =  0  , 
^/.,(i)'  =  0  ,     ^^,(2)'^  =  0,  .  .  .  aji„y'  =  0 , 
(U^  =  0  ,     pffjoz  —  «j-^a«  =  0 . 
Die  Eudgleichung  für  dieses  Problem  ist  sonach  von  der  betr^ 
den   Gleichung   bei   den    Berührungsaufgaben    dadurch    unterschiedi 
dass    die    Function   p  {n  u)   nicht    von    Functionen    p  {m  u^^    abhinj 
sondern  (für  v  =  Wf,)  nur  von  der  Grösse  p  (uq). 


Sechste  Abtheilung. 

Die  Geometrie  auf  einer  algebraischen  Curve  und  deren 
Zasammenhang  mit  der  Theorie  der  AbePschen  Integrale. 

L    Die  eindeutigen  Transformationen  einer  algebraischen  Corve. 

In  den  sogenannten  Cremen  ansehen  Transformationen  (p.  474)' 
pben  wir  ein.  Mittel  kennen  gelernt,  zwei  Ebenen  durch  eine  nicht 
jPBare  Transformation  so  auf  einander  zu  beziehen,  dass  bis  auf  ein- 
iae  Auanahmepunkte  jedem  Punkte  der  einen  nur  ein  Punkt  der 
ifaren  entspricht,  und  umgekehrt.  Andererseits  erkannten  wir  an 
pä  Beispiele  der  Beziehung  zwischen  der  Hesse  sehen  und  Steiner'-^ 
pen  Carre  einer  beliebigen  Fundamentalcurve  die  Möglichkeit,  zwei 
■seine  Cunren  eindeutig  auf  einander  zu  beziehen ,  ohne  dass  diese 
fesiehung  für  die  ganze  Ebene  eindeutig  gewesen  wäre.  Das  Studium 
ifeher  Transformationen  einer  einzelnen  algebraischen  Curve  soll  uns 
pi  zunächst  beschäftigen.  Wir  werden  dabei  weiterhin  von  selbst 
i  mancherlei  Anwendungen  des  Gefundenen  auf  früher  berührte 
geführt  werden,  sowie  auf  manche  Ergänzungen  zu  früheren 
Buchungen  über  die  Geometrie  auf  einer  Curve.  Besonders  aber 
uns  verschiedene  Beweise  für  die  Erhaltung  des  Geschlechtes 

diesen  eindeutigen  Transformationen  eingehend  beschäftigen. 

Eine  Transformation 

;)  Qx^  =  9?,  (y) ,     Qx.^  =  tp^  (y) ,     Qx^  =  qp.,  (y) , 

ö  die  q>i  homogene  Functionen  gleicher  Ordnung  von  yj,  y^,  y,^ 
kdy  möge  eine  Curve  f  (x)  =  0  in  eine  andere  F  (y)  =  0  überführen. 
M  dies  nun  durch  eine  wechselseitig  ^vVtdeutige  Beziehung  möglich 
in^  so  muss  man  durch  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  mit 
|(y)  =  0  wieder  zu  der  Gleichung /■=  0  zurückkehren  können  und 
i  Laufe  des  dazu  nöthigen  Eliminationsprocesses  die  y  mit  ganzen 
Ifenalen  Functionen  der  x  proportional  finden,  so  dass: 

)  f*yi  =  ^i  W  y     M2  =  ^i  i^)  y     ^y^  =  %  G^)  • 

ie  Gleichung    /\=  0   ist   dann   das    Resultat    der   Elimination    der 

"Dssen  fi,  Xi,  Xj,  x^  aus  diesen  Gleichungen  (2)  und  der  Gleichung 
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f  (j?j  =  0;  und  wenn  man  umgekehrt  die  Substitution  (2)  in  /* 
80  muss  F{t/)  bis  auf  einen  Factor  in  f(x)  übergehen ,  d,  h.^ 
(3)  ii*F(y, ,  ij,,  y,)  =  F  (0, ,  «,,  %)  =  M  ,  f , 

wo  V  die  Ordnftf*f/  von  F  be/feniei.     Die  letztere  lässt  sich  sehr  «S 
bestimmen,     Den  Schnittpunkten  einer  Curve  des  Netzes: 

Diit  /'=0,   die  nicht  allen  Curven  des  NetÄes  gemeinsam  m 
sprechen  nämlich  die  Schnittpunkte  der  Geraden 

mit  F  (tj)  «^  «K     Ist  aber  die  Zahl  der  ersteren  (widche  allein  yj 
gebcnen  Elemeuten  abhängt)  gleich  v,  so  muss  die  der  letzteroij 
der    Eindeutigkeit    unserer    Transformation    ebenso    grass    sei« 
Zahl  der    hvwcytwhen    Schnitlpunkie    der  Curvvn   dfs    Netztrn 
f  {x)  =*  0  l/esfimmi  aho  die  Ordnung  der  Curi^e  F  (y)  =  0 , 

Die  in  solcher  Wei^e  hergestellte,  filr  die  Punkte  von  /*  eiu3 
Trani^fürmation    kann   man    sich   auf  ähnliche    Art   geometrisc 
mittelt  denken,  wie  die  Cr emona  sehen  Transformationen. 
nämlich  wollen  wir  uns  die  ganze  Ebene   £V  der    Funkte   x 
der  Gleichungen  {2)  in  eine  Ebene  Ey  der  Punkte  tj  übergefui 
stellen.     Dann  entspricht  offenbar  jedem  Punkt«  'von   E^ 
von   Ey\   umgekehrt  aber  öind  jedem   f*unkte    von    Ay,    den 
Sclmittpunkt  zweier  Linien  v^  =  0,   iv^  =  0  bestimmt  annehc 
s^  Schnittpunkte  der  beiden  Curven 

1^,  «t>,  +  r.0,j  -f-  1/.,  ct)^  ^  0     und     f/'j  0,  -f-  w^*l^i  +  **S*^j 

^  Eje  zugeordnet,   wenn  s  die  Ordnung  der  Curven  ct>,  .==a  0 
Insbesondere  kann  es  eintreten,  dass  allen  Curven  des  Netzes 
Zahl    von   Punkten   gumeinsam   ist;    dann    werden   diese    gemi 
Punkte   eine  gewisse   Anzahl   von  jenen  s^  Schnittpunkton  al 
und   man  wird  (wie   bei    den   Uremona*öchen  Transfm 
die  übrigen,  beweglichen  Schnittpunkte  der  beiden  Cur-» 
Eu\^i  =  0  dem  Schnittjmnkte  der  Geraden  i;^  ==  0,  i^r^ssO 
chend  setzen.      Ist  die   Zahl   dieser  beweglichen   SchniHp 
Eins,   80  hat  man  eine  Cremona'sclie  Transrormatiun.     Die 
samcn  Punkte  der  Curven   <l>  treten   nun  wieder   —  wie 
noch   einmal  ausgeführt  zu    werden  braucht  —  ab  F^mdai 
für    die   Abbildung  auf  (vgl*  p.  481),  und  jedem  solchen  I' 
spricht  in  Ey  eine  Fundamentaicurve  vom  Geschlechte  Null;  uihI 
ist  von  der  ;'*'"  Ordnung,  wtinn  der  betreffende  Fandain^nUlfii 
E^  r-facher  Punkt  für  jede  der  Curven  0  war. 

Einer  beliebigen  Curve  f=^0  w**''  Ordnung  in  E^^  enti^i 
eine  Curve  in  A^,  deren  Gleichung  sich  durch  Eliminatjon  der 
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Gleichungen  (2)  und  aus  /'=0  ergibt;  von  ihr 

Wtl  sich  aber  eine  Funclamentalcurve  /***''  Ordnung  i-fach  absondera, 

vfenn  f=^0   durch    einen    entsprechenden    Fimdamentalpunkt    /-mal 

limdurcljging.      Durchläuft    umgekehrt    ein   Piwikt    in   £,^   eine  Ourve 

^Ö^I^O,   so    entsprechen   Jedem   Punkte   dieser  Curve   F  ß   Punkte 

k  £,,   wenn    ß  die   Zahl    der    beweglichen  Schnittpunkte  je    zweier 

t'nffeB  des  Netzes  (4)  ist;  und  dieses  Aggregat  von  ß  Punkten  doreh* 

iaft  diejenige  Gurve  ^  =  0,  welche  in   /?^  der  Curve  F  zugeordnet 

st    Ist  aber  F  (//)  =^  0  gerade  wieder  die  aus  einer  Curve  f  (x)  =  {) 

Q  angegebener   Weise  entstandene  Curve,   so  muss   aach   umgekehrt 

ie£u  Z''  (y)  =  0  gehörige  Curve  x  (^)  =^  ^^  a-^f  /  (^)  =  ^*  zurückführen; 

h.  j^  muss  einen  Factor  /  enthalten;  und  dieses   Vorkommnhs  ist  für 

\¥on  besonderer  Wichtig  keif, 

^^Per   zu  X  gehörige  Punkt  y  war  als  Träger  des  Strahlbüschels 

^Hhinl,   welcher  in  A'.,  dem  durchs  gehenden  Büschel  von  Curven 

^Hpeurdnot  ist.     Man   erkennt  daher  aus  dem  Vorstehenden  sofort^ 

^^Br  Transfonnadon  einer  Curve  f  (jc)=0  nur  eine  eindeutige  sein  kann, 

Wm  alle  Curven   des  Xetzes  (4),  welche  durch  einen  heliehifjen  Pitnht 

I  f  gehen^  sich  ausserdmi  nicht  mehr  unf  f  schneiden"^),  es  sei  denn 

solchen  Punkten^  die  alle  Curven  des  Netzes  mit  /  gemein   haben, 

rner    darf   seibsivcrständUch    die   Funcfionaldelerminante  der  0,   nicht 

misch  verschwinden;  denn  sonst  würden  die  Curven  im  Allgemeinen 

:ti  Nctx  bilden,**)    Während  also  ein  Baaispunkt  eines  aus  dem  Netze 

■ausgehobenen    Büschels    die   Curve    /'  durchUhift,    beschreiben    die 

rigen   beweglichen  Basispunkte  dieses  Büschels  eine  andere  Curve  j 

I    swar   wird  letztere,   wie  sofort  ersichtlich,  durch  Nullsetzen  des 

!(•))  mit  .V  bezeichneten.  Ausdrucks  dargestellt. 

insbesondere  kann  es  nun  eintreten ,    dass   sich   in  x  alle  Curven 

^^l&treifenden   Büschels  berüliren   (wo   dann  eine   dieser   Curven  in 

Inen  Doppelpunkt  hat);  in  dem  Falle  liegt  früheren  Sätzen  zufolge 

,ttf  der  Jacobi  sehen  Curve  des  Netzes  (p,  3H2),     Zugleich  rückt 

ix    einer    jener    übrigen    auf   A/^^0    gelegenen    Basispunkte    des 

hek   unendlich  nahe  an  x  heran,  d.   h.  die    Curve    M=^0  geht 

\ck  aiie  Svimitl punkte  von  f^i)   mit   der   Jaeobi^ÄY^Ac^/*    Curve   des 

te«r  (4):  ein  Satz,    der    für    uns    weiterhin   von    Wichtigkeit   wer- 

wird.     Wir  leiten  hier  sogleich  noch  einige  andere  ebenfalls  später 

^7Pnde  Sätze  über  die  Curve  M  ^  (}  ab.     Aus  (3J  folgt,  duss 

>^n  der  Ordnung  vs  —  n  ist,  wenn  wieder  v  die  Ordnung   von 

l>ir*  tritt  jedoch  2.  B,  immer  ein,  wenn  die  drei  Conen  0i  =  M  a^niigirto 
(«  —  S  t«'*  Ordnung  für  eine  sogenannte  /tt/pfrfth'jitische  Curve  «tcr  Ordnung» 
laa  ktino  dahtjr  bei  letzteren  ein  Netz  solcher  Uurveu  niubt  auf  eindcii- 
Tmii«foriM*tion  der»elbeii  benutzen,  vgl  die  beiden  fplgcndej»  Abschnitte, 
Wgl,  die  erste  Aumerknng  ant'  p.  377« 
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/',  *  die  der  0,   bedeuiei.     Femer  verschwindet  die   linke  Seite  r^rm^i 
(3)  für  einen  gemeinsameu  r- fachen    Punkt  der  <$>,  f  r-fach;  da^- 
niuss  für  die  rechte  Seite  gelten,     Ist  also  dieser  Punkt  i-facher  Fi.;,,, 
von  /*,  80   erkennt   raaiv,   dass  J/=  0  in  Jedem  i- fachen  Punkte  9vn  /, 
welcher  r*facher  l^unkt  fw  jede  Curve  <&,  ut^  einen  {vr — i)'ßd^^ 
Pimta  ha(. 

Die   Curve    M  ^  0   wird   nun   iiuch    von    Wiclitigkeit    ITir  die  Ite-J 
Stimmung    der   vielfiuheii    Punkte   van    F{y)  =  {),      Zunächst   nrimlirij 
ist  aus   dera   bei   den  Cremona 'sehen  Transformationen  G*;sagtenw-1 
fort  klar,   dass  jeder   vielfache  Punkt  von  /,   welcher  nicht  in  mm  \ 
Fundamental|iunkte  der  Ebene    K,r   Hegt,   zu   einem    in  gleicher  W«i« 
vielfachen    Punkte  von  F  Veranlassung  gibt»   und   weiter^    dasü  jeder 
in   einen]    Pundamentalpunkte   von    A.,.  gelegene   /-fache  Punkt  vwn/l 
(dessen   Zweige   getrennt   verlaufen )   in   i   einfache  Punkte  von  f  §«!-< 
gelost  wird.     Ist  der  betreuende   Fundamentalpunkt    in    E,    von 
r*^"   Ordnung,   so   sind  jene  /   einfachen    Punkte    auf  F  Schnitt 
der  zugehurigen   Fundamentalcurve  r^^  Ordnung  mit   F,     Von 
Fundamentalcurve    wird   F  ausserdem    noch    in    vr  —  i    Ptinkteo 
truffen,  ent^precbeod  dem  {vr  —  i)- fachen  Punkte,  welchen  41«=  Ol 
jenem   Fundamentalpunkte  r**'  Ordnung   besitzt;    denn   in   E,  ist 
Bild   der  Curve    F  nicht  durch  f  allein,  sondern    durch  f 
mit   J/  gegeben.      Alle   diese   Betrachtungen    werden   wir   Übrigem  l 
gleich   noch  rein  algebraisch   bestätigt   finden.     Es   können   nun 
auf  F  auch  neue   Dop|*elpunkte   enti^tehen,   denen  je    zwei   getreat 
Punkte  von  /'  entsprechen;  und  zwar  wird  dies  eintreten,  wenn  sicfc^ 
durch  einen  (dadurch  ausgezeichneten)  Punkt  .r  von  /gehenden  Curven^ 
von  selbst  in  einem  zweiten  Punkte  von  /'  treffen,  d.  h.  wenn  ein  t«*ril 
Basispunkt  des  Ctirveidnlschels,  von  dessen  Grundpunkten  ein«*r  aufj 
beweglich  gedacht  wurde,  ebenfalls  auf  /  liegt;  und  dies  tritt  ehai  ] 
(\(^i\  Schnittpunkten  von  /'  mit  dem  Orte  der  übrigen  Ba^' 
mit  M  ein.    Unter  diesen  Schnittpunkten  sind,  wie  soeben  ;; 
auch  die  Schnittpunkte    der  Jaeobi*schen  Curve  des  Netaee  Jer ' 
enthalten,   in   Welchen   zwei    Basispunkte  des  Netzes  einander 
hart  sind,  ohne   dass    beide    genau  auf  /  liegen;   diese  Punkte 
daher  nicht  zu   Doppel^mnkten    von  /'  Veranlassung**)     Somit 
wir  den  Satz: 

Die  Schnitipunkie  tmn   AI  =  0  mit  /  =  Ü  ^    weiche  nicht  in 
samen  Punkten  der  Curvcn  des  Netzes  (4)  liefen,  und  u*elche  nkki  •• 


*)  Dies  wQrde  nur  eintreten,  wenn  die  Verbindungslinie  der  b#i4en  In 
liBrteu  BasLspiinkte .  d.  i.  die  gemeinsame  Tangente   der  dodelbtt  »ick 
den   Curven  O ,   mit   der    Tangente    von  f  susammenfallen    soUli» ;    miui   i*rk 
leicht  aus  den   weiteren  Entwickluiigen  des  Textes,   d«8s  dann  anf  /'  m 

keliquinkt  entstehen  wurde. 


PutikUj^tome  auf  einer  Ciirvc.    Ahersche  Integrale. 
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klc  fiet*  J  HC  oh  i*  sehen   Curve  dteses  .Xel^es  mii  /=0  fallen  j 
der  derarU'sf  pnanveise  zygectränel^  dass  die  Funkle  eines  Jeden 
kh  bei  der  TramformaUon  (2)  zu  einem  Doppelpimkle  der  nettat 
p=  0  vereinUjen, 

t leibt  uns  nun  nur  noch   übrig,   die  Anzahlen  für   die   ver- 
1    hier    genannten    Schnittpunktsysteme   zu    bestimmen,    um 
rfort  alle  Höltsmittel  für  ein^n  directen  Ueweis  des  Geschlechts- 
üreit  zu   haben,   wie  er  weiterhin  geführt  werden  soll.     Wir 
tbei  dann   den   letzterwähnten    Satz    auch    noch    algebraisch 

rselben  Weise  treten  in  der  Ebene  E,j  Fundamental |>unkte 
,  Pandamentalcurven  auf,  wenn  man  von  den  Gleichunj^en 
ht;  dieselben  stehen  aber  nicht  an  sich  zu  den  bei  den  Glei- 
(2)  auftretenden,  soeben  besprochenen  Fandamentalge  bilden 
ung,  sondern  nur  in  Rücksicht  auf  die  Curve  /'=0;  denn 
JBgty  /"t^:  ö  kann  man  aus  den  Gleichungen  ( 1 )  die  ij  in  Func- 
X  rational  berechnen  (und  umgekehrt),  es  sei  denn,  das»  man 
upt  mit  einer  Creniona 'sehen  Transformation  zu  thun  hat. 
\irhe  ilerleiUmg  der  Gkich\mgvn  (1)  aus  (2),  mwie  der  Glei- 
=Ä  0  ans  f  =  0  kann  man  in  folgender  Weise  bewerkstelligen, 
inire  zuerst  x^  aus  jeder  der  Gleichungen  (2)  vermöge  /'=  H; 
irgeben^  sich  drei  Gleichungen  der  Form  (i  =  1,2,  3j: 

i>i  C^i .  ^2 ,  ^Uy  I  ^y-i,  Ms)  =  <*  * 
iliminire    man   x,    einmal  aus  i^^^O^    ^(/^=  0,    einmal    aus 
l^s  =  0;  dies  gibt  zwei  Gleichungen  der  Form: 

Elimination  von  x^  hieraus  gibt  die  gesuchte  Gleichung 
!(),  zunächst  jedoch  noch  mit  einem  übertlüssigen  Factor  l^e- 
•nn  durch  eine  directe  Abzahlung  würde  man  (nach  p,  313  f.) 
iDg  V  von  /''  grösser  finden,  als  sie  nach  den  weiterhin  fol- 
tngaben  sein  kann*     Die   Gleichungen   (G)   können   wir   nun 

als  Gleichungen  fiir  die  eine  Veränderliehe  *r, ,  deren  Hesul- 
rersch windet,  die  also  eine  gemeinsame  Wurzel  haben.  Die 
,ber  kann   man   in  bekannter  Weise    rational  berechnen'")  in 

e  Function  der  f/i  und  von  (i  ist.  In  ähnlicher  Weise  lasBeu 
pid  jr^  linden:  ^ 

iL  ß.  SalntO!i*8  iiitroductory  leasons^  p.  73  Ö".  in  Fiedle r'ö  Ueber- 
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Man   hat  »chliebslicb    diese   Gleichungen   nur  noch   durch   llinacuftiii 
passender    bez.    durch    Fortschalfen    überHüssiger    Factoren   so   mii^^  \ 
richten,   das«  auf  den  linken   Seiten   statt  der  fii  immer  derscJU  I*f^ 
liortionalitiltsfactor  auftritt,   wodurch  dann  die   Gleichungen   (1)  vull- 
süiudig  hergestellt  sind.  — 

Von    besonderer    Wichtigkeit    in    der    Theorie    der    cimleuli||cii 

Transformationen    ist  nun   der  van   Riemann  aufgestellte,   von  ua» 
fe^chon   mehrfach  erwithnte    und   benutzte   Saiz   von   der   Erhaltunf}  Sr( 
GcscMechis  emer  Curxw  bei  emdeudger  ümfonmmg  derselben  (vgl,  p.  %% 
Wir  haben  für  denselben  schon  früher  einen  Beweis  erbracht ,  ijjdefflj 
wir  nach  dem  Vorgange  Zeuthens  überhaupt  eine  Relation  7*wi«chcal 
den    Geschlechtszahlen   zweier   Curven   aufstellten  ^  die  mehrdeutig  aof  I 
einander  bezogen  sind  (p.  459).     Dabei  hatten  wir  aber  die  betracbtetal 
Curven  höchstens  mit  einfachen  Doppel-  und  Rüekkehrpunkten  von 
gesetzt,   w^ährend  unser  Satz  auch  auf  Curven  mit  vielfachen  PiinWi 
anwendbar  ist.     Man  wird  überdies   bei  der  Wichtigkeit   des 
einen    directen    Beweis  verlangen   müssen.     Andere  Beweis^o        ' 
Laufe    der    Zeit    in    grosser   Zahl    gegeben    worden;    wir    t   i 
Folgenden  jedoch  nur  sswei  solche    an  und  beschränken  uns  dn« 
am  Hchlusae  dieses  Abschnittes  auf  die  übrigen  kurz  bin7.a weisen. 

Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  zunächst  wieder  vorausse 

♦ 

dass  die  Curve  /*=0  fif  Doppel-  und  r  Rückkehrpunkte  habe, 
aber    keine    Singularitäten.      Die    Curven    d>,  =0,    d>^  *=  0^    <l*;s  "^l 
seien   von   der  Ordnung  .v;  und  wir  nehmen  der  Allgemeinheit  we^, 
an,  dasß  alle  drei  eine  Reihe  von  festen  Punkten  mit  der  Curve  f^ 
gemein    haben.     Die  Anzahl  dieser  gemeinsamen    Punkte  bezeicliu 
wir  mit  <y  4"  ^  j   ^^   ^  ^i^  2ahl   solcher   Punkte  ist,   welche  eint 
Punkte  von  /=  H^  r  tlie  Zahl  derjenigen,  welche  Doppel-  oder  1 
kehrp unkte  von  /'=,Osind.     Die  Zahl  der  bewegliehen 
einer  Curve  des  Netzes  (4)   mit  /",   und  somit  nach  Oh.^... 
dte  Ordmmg  von  F  ist  dann: 

V  =  n$—  (5  ^  2t, 

wenn  n  die  Ordnung  von  f  ^  0  bedeutet.  Unter  den  Curtoi 
Netzes  (4J,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  gebou,  intii 
2  (i/ 4- /' —  1)  Curven  enthalten,  welche  /*^=0  in  2  beodiclil] 
Punkten  tretfen,  naiulich  die  2  (v  -\-  p  —  1)  —  r  berührendea  Cü 
und  die  r  durch  die  Rückkehrpunkte  gehenden  Curven  de«  diiirfc 
Punkt  .r  festgelegten    Büschels.      Zwei    benachbarten    Punkti-n 


*)  Vgl.  p.  375,  4<>n  \uu\  .171.      Eiiif.'  dwsv   UrTiihnni'^imnkt^     i 
deiule   Curve  kann  man  leicht  niich  der   Aninerkuiig  auf  p.  i6o 
mich  Nöthor;  Math.  Annaleu ^  Bd,  8,  p*  49D. 
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entsprechen  aber  offenbar  wieder  zwei  benachbarte  Punkte  auf  F, 
Jenen  2  (v  +  p  —  1)  Curven  des  Büschels  entsprechen  also  in  der 
Ebene  E^  ebensoviele  Gerade  des  durch  y  gehenden  Strahlbüschels^ 
«reiche  F'in  zwei  benachbarten  Punkten  treffen,"  wenn  y  dem  Punkte 
X  entspricht.  Andererseits  ist  die  Zahl  dieser  Geraden  gegeben  durch 
die  Zahl  der  von  y  bxl  F  gehenden  Tangenten  und  die  Zahl  der  Ver- 
bindungslinien von  y  mit  den  Rückkehrpunkten  von  F\  d.  h.  sie  ist  gleich 
2(if-|-p — 1),  wenn  n  das  Geschlecht  von  /'  bedeutet.  Aus  der 
Gleichheit  beider  Zahlen  folgt  aber  in  der  That: 

p  =  7C,      q.  e.  d.*) 

Wir  geben  ferner  einen  directen  algebraischen  Beweis**)  für  den 
Riemann'schen  Satz,  indem  wir  geradezu  die  Anzahl  der  vielfachen 
Punkte  der  Curve  F  bestimmen,  und  so  das  Geschlecht  derselben  be- 
ledmen.  Die  Mittel  zur  Durchführung  desselben  sind  im  Wesentlichen 
elion  durch  die  obigen  geometrischen  Betrachtungen  gegeben  (p.  662  ff.), 
ollen  hier  aber  zum  Theil  noch  einmal  abgeleitet  werden. 

Die  bisher  über  die  Natur  der  Curve  /*  gemachten  Annahmen. 
ollen  wir  gleichzeitig  dahin  verallgemeinem,  dass  dieselbe  «/  /-fache 
ankte  haben  möge,  deren  Tangenten  jedoch  alle  getrennt  verlaufen; 
isserdem  mögen  wieder  r  Rückkehrpunkte  vorhanden  sein.  Als 
»schlecht  von  /  definiren  wir  dann  die  Zahl  (vgl.  p.  429  f.) 

I  p  =  i  (n  —  1)  (w  ~  2)  -  J  2:aii{i  -  1)  -  r . 

Sehen  wir  zuerst,  wie  sich  die  singulären  Punkte  von  /*  =  0  bei  der 

^  Bei  diesem  Beweise  ist  der  Satz  als  bekannt  vorausgesetzt,  dass  für  die 
il  der  berührenden  Curven  des  Netzes  in  der  That  nur  die  beu^eglichen  Schnitt- 
ikte  der  O,.  mit  f  in  Betracht  kommen.  Diesen  Satz  werden  wir  zwar  erst 
,ler  mit  Hülfe  desjenigen  von  der  Erhaltung  des  Geschlechtes  beweisen,  indem 
zeigen,  dass  für  die  Zahl  der  Coincidenzen  einer  Correspondenz  überhaupt 
die  beweglichen  Schnittpunkte  zu  berücksichtigen  sind.  Von  der  Richtig- 
b  dieser  Behauptung  überzeugt  man  sich  indess  bei  vorliegendem  Falle  leicht 
»et;  denn  nach  p.  456  werden  die  Berührungspunkte  der  durch  x  gehenden 
en  <t>  ausgeschnitten  durch  die  Curve 

(/0,03^  4>,  {x)  +  (/•03<J>i)  <t>,  (x)  +  (/-O,  q>2)  03  (a)  =  0 ; 

»ei  die  Functionaldeterminanten  in  Variabein  ;/  geschrieben  sein  mögen ;  oder 
L,  wenn  x  auf  08  =  0  und  Oj  ==  <^  liegt,  durcli  (/(^jO,)  ==  0  (vgl.  p.  460 
ik-)-  Diese  Curve  aber  schneidet  /*  in  der  That  nur  in  2  (v  +  />  —  -)  —  '* 
ichbaren  Punkten,  wie  man  aus  den  Sätzen  auf  p.  380  erkennt. 
♦*)  Derselbe  lehnt  sich  an  den  von  Clebsch  und  Gordan  gegebenen  an 
>orie  äer  Aberschen  Functionen,  Leipzig  1806,  p.  51  ff.).;  hier  sind  über- 
5t  die  von  Uiemann  untereuchten  eindeutigen  Transformationen  zuerst  goo- 
riscb  behandelt 
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TraiistormatJon  verhalk^u.  Wir  actsteii  /'^=(f.t*i  u.im  ist  für  em 
^«fachen  Ptmkt  x  von  /  (un abhängig  von  den  r)i 

(8)  flV'"e  +  ^'^.^  "^  ^**, 

iiiitl  die  Q  von  .r  ansgeheüden  Fortschrei  tu  ngsrichtnngeu  aiad  be&iimtt/i 
tlureb  die  Gleichungen: 

(9)  f/^" '  ^ft^^v  =  n ,     A',  rf j!,  +  Ä\trf.r^  +  A3  rf.r^  =  0  ^ 

wt5iin  A'yX^  +  /r.jX2  +  A\^T^  ^  1  iu  bekannt<jr  Werne  die  zwischc^o  tlfi 
absoluten  Werthen  der  *r,  bestehende  identitut  ist  {vgl.  p.  447).  Nebmeö 
wir  nun  an,  dass  die  Curven  «t>;  =^  0  nicht  durch  x  hindurcUgebeß» 
datjü  abo  fi  fiir  den  Punkt  ,v  nicht  Null  ist,  so  entspricht  dem  Pußklr 
^  vermöge  (2)  ein  ganz  bestimmter  Punkt  f/  auf  /',  und  xwar  wiedit 
ein  ^-facher  Punkt,  Letzteres  folgt  daraus^  dase  vermögt*  der  aus  (2) 
lliessenden  Gleichungen : 

(10)        ^ .  d,ji  +  y, .  rfp  =  ^  ^;-  rfx,  +  g^'  dx^  +  j^i  dx, 

jedem  Werthsiystenie   der  dx;  ein   ganz   bestimmtes   Werthssy^tem  i^'; 

fhj,  zugehört,  solange  /i  nicht  Null  ist;  und  dies  gilt  auch  unabbSn 
davon  j  ob  die  aus  (0^,  sich  ergebenden  Werthe  der  dXi  von  eitmTid« 
verschieden  siad,  oder  nicht,  sowie  auch,  wenn  zwei  sich  in  x.  l^t 
rende   Zweige  von  f   auch    noch    in    höheren   Differentialen    ilbcmorj 
»timnien.     Wir  haben  also  den  Satz  (vgl,  p*  489  f.): 

Einem  singnlären   Punkte  von  /*,  durch    ivelehen   die   zur  Tr&mfh 
mtdiON  hcmazien  Curven  nicht  stimmtiich  hrndf/rrhgefiert,  eninprieht  twf  f 
ein  in  derselimi   Weise  singuidrvr  Punkl, 

Nehmen  wir  jedoch  an,  dass  x  ein  Fundamentalpunkt  der  TraM^ 
Ibrraation  sei,  d.  h.  da^ss  alle  Curven  des  Netzes  (4)  durch  x  hindtirch* 
gehen,  so  ist  gleichzeitig: 

*.(^}-0,     0.  (x)  =  0,     «3U)  =  0,     ^^0, 

In  den  Gleichungen  (10)  stehen  dann  auf  den  ^ken  Seiten  nur  n*Ki 
die  Ausdrücke  fji  .  d^i  ^  wo  rfft  von  Null  verschieden  sein  mag:  um 
folglich  entspricht  jeder  FortÄchreitungsrichtung  dx  auf  /"ein  Pui>i* 
f/  auf  F,  Einem  ß- fachen  Punkte  mit  getrennten  Tnügieiiteii  auf  / 
entsprechen  daher  ^  verschiedene  Punkte  auf  F'^  ist  inst/esondere  x  öi 
Ruehi^vhrpunki  van  /\  w  enisprecfien  i/tm  zwei  benachbarte  Punkte  0^ 
F.*)  Ganz  dasselbe  gilt  aber  auch,  wenn  die  Curven  <t>i  iu  ein«« 
p- fachen  Punkte  von  /'  sämmtlich  einen  vielfachenj  sagen  wir  n*fi 
Punkt  haben,  Ist  nämlich  zunächst  x  =^  2,  so  verschwindea 
rechten  Seiten   der  Gleicjuiugen   (U>),    und  es  wird   d^  ^=^  0.    Üurdi 


•)  Vgl,  aiiüh  div  zXumuTkim^  iiut  j).  GG4, 


Punktsysteme  auf  einer  Curve.    Abel*8che  Integrale.  CGI) 

Differentiation  dieser  Gleichungen  finden  wir  weiter,  wenn  0/  =  a^'\' 

gesetzt  wird: 

(11)  y,rfV  =  6'  (5  -  1)  .  «('V  -  'cci'\J ; 

i  h.  jeder  Fortschreitungsrichtung  dx  auf  /"  entspricht  ein  Punkt  y 
»of  /*.  Ist  dagegen  x  =  3,  so  wird  nach  (11)  auch  d'^fi  =  0,  und 
i^ir  erhalten  durch  nochmalige  Differentiation : 

11*)  y,rf3^  =s{s—l){s  —  2),  «( V  -  ^  «<'W ; 

8.  w.  Man  erkennt  hieraus  mittelst  eines  Schlusses  von  x  =  k  auf 
=  A  -|-  1  sofort,  dass  unsere  Behauptung  in  der  That  richtig  ist: 

fFenn  die  Curvcn  0/  ==  0  in  einem  q  -fachen  Punkte  mit  getrennten 
mgenten  von  /*  =  0  sämmtlich  einen  ein  -  oder  vielfachen  Punkt  haben, 

tntsprechen  demselben  q  getrennte  Punkte  auf  F=Q  (und  dies  sind 
*hnitt punkte  der  dem  g-facheh  Punkte  in^  Kj^  zugehörigen  Fundamental- 
Tve  in  L\  mit  F,  nach  p.  664). 

Dies  Resultat  verwerthen  wir  in  folgender  Weise  zur  Berechnung 
s  Geschlechtes  von  F.     Unter  den  «,  /-fachen  Punkten  von /'mögen 

enthalten  sein,  durch  welche  die  Curven  0  nicht  hindurchgehen, 
gegen  c/',  durch  welche  diese  Curven  ein  -  oder  mehrfach  hindurch- 
hen,  so  dass: 
})  «i  =  «/  +  «/' . 

demselben  Sinne  mögen  die  r  Rückkehrpunkte  sich  in  zwei  Gruppen 
t.  von  r  und  r"  Punkten  trennen,  und  letztere  je  /-fache  Punkte 
r  0  sein. 

Die  Curve  F  nun  möge  j3,  i- fache  Punkte  haben.  Von  diesen 
d  dann  nach  Vorstehendem  «/  aus  vielfachen  Punkten  von  f  ent- 
nden ;  die  übrigen  ßt  —  a/  dagegen  durch  Zusammenrücken  von 
nkien,  die  auf  /  getrennt  lagen.  Im  Allgemeinen  aber  werden  auf 
nur  einfache  Doppel-  (bez,  Rückkehr-)  Punkte  in  der  Weise  neu 
stehen j  so  dass,  wenn  y  die  Zahl  derselben  bedeutet,  folgende 
lationen  Geltung  haben: 

0  y  =  ß2  —  ^2f     Ä  =  «3S     /'4  =  <. 

Jen  nämlich  p.  getrennte  Punkte  von  f  sich  zu  einem  p -fachen 
akte  von  F  vereinigen,  und  sind  t/y  =  0,  Vy  =  0  zwei  Strahlen 
ch  den  letzteren,  so  darf  jeder  Strahl  Wy  -f-  Av^  =  0  die  Curve  F 
'  noch  in  1/  —  q  beweglichen  Punkten  treffen^  folglich  dürfen  auch 
Curven  des  Büschels 

l/,0j   +  «20,  +  ^3  03  +   ^  (''t*l   +  «^2*2  +  «^3*0  =  0 

Curve  /=  0  nur  noch  in  v  —  g  beweglichen  Punkten  schneiden. 
hrend  also  im  Allgemeinen  eine  Curve  des  Netzes  (4)  durch  2 
kte  bestimmt  wird,  müssten  sich  dann  auf  f=OQ  Punkte  so 
len  lassen,  dass  durch  sie  noch  unendlich  viele  Curven  des  Netzes 
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Iiintiürchgelteti.  Es  müssten  tdm  zwischen  den  CuTTeii  daa  Netaes  nd 
der  CuiTC  /"  ^  i)  noch  specielle  Relationen  bestehen ;  denn  in  dacr 
beliebigen  zweifach  unendlichen  Curvenschaar  wird  man  hochsiau 
verlangen  dürfen,  aus  einer  einfach  unendlichen  Reihe  von  Pünton 
2wei  so  auszuwählen,  dass  durch  sie  noch  unendlich  viele  Currea  (ier 
Schaar  hindurchgehen  (vgl.  auch  p.  439).  Wir  wollen  daher  xanächit 
voraussetzen,  dass  die  Gleichungen  (13)  für  unsere  Transforuiatifl« 
bestehen,     fJann  isi  das  Geschlecht  von  F=^0: 

(14)  TT  =  i(F  —  l)(i;^2)  -^2-'«;./ (i—  1)  — r  — y. 

Hierin  haben  wir  noch  die  Zahlen  v  und  y  zu  bestimmen.  Zui 
Vereinfachung  der  dahin  führenden  Ueberlegangen  sei  bemerkt,  im 
wir  die  Curveu  <J>,  =  0  immer  so  voraussetzen  dürien,  dass  dk  Vitlßchkfi 
ihrer  gemeinsamen^  in  einem  i- fachen  Punkte  von  /*  ^  0  liegenden  limktt 
fxir  edle  Curven  des  Netzes  in  allen*}  i- fachen  Punkten  m/n  /'=  0  c^edif, 
ist*  Die  Gültigkeit  unserer  Betrachtungen  nämlich  werden  durch  m/t 
lineare  Transformation  der  y  nicht  gestört,  es  kommt  daher  für  \mm 
Zweck  nur  auf  solche  gemeinsame  Punkte  der  Curven  0,= '  ► 
welche  auch  allen  Curven  des  Netzes  (4)  gemeinsam  sind.  Sollt«  <; 
z.  B.  03=^0  in  einem  r-fachen  Punkte  von  O,  =^0,  O^  ==  0 
(»-fachen  Punkt  haben,  wo  (>  >  Tj  so  brauchen  wir  diesen  I 
auch  nur  als  r-fachen  Punkt  zu  zählen.  Gingen  ferner  die  Ci 
4>.  ^=  0  durch  einen  /-fachen  Punkt  von  /*=0  ^-faeh,  durch  ei 
andern  ^'-fach^  durch  den  letzten  ^^**-fach  hindurch,  wo  p  <  ^' < 
<  Q^^\  so  können  wir  eine  Uurve  M'  «=  0  so  bestimmen,  dass  die  Cm 
<t)j  V  =  0,  %^  =  0,  03  y  =  0  in  jedem  f-fachen  Punkte  von  /  «i 
p^*)- fachen  Punkt  haben.  Fügen  wir  aber  den  Factor  auf  den 
Seiten  der  Gleichungen  i2)  hinzu,  so  wird  dadurch  das  Itesultat 
Transformation  nicht  geändert^  indem  dies  nur  auf  den  Factor  M 
Huss  hat.  Den  Factor  V  aber  können  wir  uns  immer  s«^ 
0,  Lmthalten  denken;  damit  ist  dann  unsere  obige  Bebi  ,  _ 
richtig  erwiesen:  Wir  können  immer  annehmen ^  dass  die  Cwvtn 
in  jedem  der  «/'  i- fachen  Punkte  mm  f  einen  r^- fachen  Ihmki 
uusserdtm  aber  sich  noch  in  6  einfachen  Punkten  von  f  je  eil 
schneiden.  Alsdann  ist  die  Zahl  der  beweglichen  Hchiiittpunkle 
0,  mit  f,  d.  h.  die  Ordnung  xmi  F: 

( 1 5)  V  ^=ns—  G  --  Za!*r,  i—2t  r'  ^^  • 


')  Diese  letzte  Fefetsetstiuig  aoll  in  Jen  rolgeiideu  FoniH^lit 
oiuer  Dopiiekumuif*  ersptu-en,    wülirend    die    erstt^re   von   yvlv. 
keit  iift. 


^)  VCirf^a/',  tfi^H.,  1>,-/i^ 


Wk 


üJsO      W  fi=  lÄ,      ,,   ^^  ,«  — 


«^  r   —  i*, 


^==1-   li  tt^r  {iGirMrttH^  d»  dl«»  Ciinrri»  4^  B^f 


Hflckkeiirpuakte  berühreti)  erbult  uiao  lu^raitö  wieder  die  KlaMe  der 
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um  endlich  die  in  (14)  auftretende  Zahl  y  zu  bestimmen,  haben 
ir  eine  Curve  zu  suchen,  welche  auf  /*  alle  diejenigen  Punktepaare 
Qsschneidet,  welche  zu  Doppelpunkten  von  /'  Veranlassung  geben, 
ine  solche  Curve  aber  ist  uns  nach  dem  Obigen  durch  M  =  0  ge- 
&ben  (p.  664  f.);  man  kann  dies  auch  in  folgender  Weise  einsehen, 
^ir  fragen,  wann  es  überhaupt  eintreten  kann,  dass  die  Differential- 

lotienten     ^  ^    sammtlich  verschwinden.     Nun  ist  nach  (3)  und  (2): 

nn  aus  (2)  folgt  z.  B.  für  i  =  1 : 

^V\        ^'  dui  '  dy^ 

hsen  wir  also   -^-  =  fi(0),'so  wird: 
J)  '      /i^-^/'.(y)=F,(0}. 

5  Differentialquotienten  Fi  (y)  verschwinden  sonach  immer,  wenn 
Ausdrücke  Fi  (0)  verschwinden,  es  sei  denn,  dass  sammtliche  0, 
id  somit  auch  ^)  Null  sind.  In  letzterem  Falle  verschwinden  in 
I)  für  einen  r*- fachen  Punkt  der  0  die  Ausdrücke  Z',- (0)  von  der 
inung  rk  {v  —  1),  ebenso  auch  ^*^~^;  kennen  wir  also  die  Punkte  x 
/,  für  welche  die  F,- (0)  Null  werden,  so  haben  wir  von  diesen 
'  die  den  0,-  gemeinsamen  Punkte  abzusondern;  die  übrig  bleiben- 
.  Punkte  bestimmen  solche  Punkte  Xy  welche  paarweise  sich  zu 
»m  Doppelpunkte  von  F  vereinigen.  Nun  erhält  man  aus  Gleichung 
durch  Differentiation  nach  den  Xi  die  drei  Gleichungen: 

tens  sind  also  die  Fi  (0)  immer  Null,  wenn  die  tJ-  verschwinden, 

sei  denn,  dass  die  Functionaldeterminante  der  0,,  welche  mit 
»  4>2,  03)  bezeichnet  sei,  verschwindet.  Dann  ist  aber  x  ein  vid- 
ier Punkt  von  /",  und  diese  Fälle  haben  wir  schon  berücksichtigt. 
itens  sind  die  f',(0)  immer  Null,  wenn  M  verschwindet,  wieder 
^nommen   die  Punkte  x  auf  f,  für  welche  auch   die  Functional- 

V  =  m  (w  —  1)  —  La^i  (i  —  1)  —  3  r . 
nt  man  dagegen  f^[ab r)«  «/*  ~ ^ 6^*" ~  - r^*" ~  ^  und  wieder  O  =  « /"  "  ^ « • , 
ibt  F  =^  0  nach  p.  365  die  Gleichung  der  Steiner'schen  Curve  in  Linien- 
inaten;  and  aus  der  Formel  (16)  findet  man  für  die  Klasse  derselben,  indem 
^  SB  2  (weil  die  Ueese^sche  Curve  in  jedem  Hückkehrpunkte  von  a  J"  =  o 
kaiinter  Weise  einen  dreifachen  Punkt  hat): 

V  —  3  (m  —  i;  (w  —  2)  —  Za-i  (i  -  I)  —  4  r . 
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det.ernünanle  (<t>i*^*^J  verichwindot;  uuJ  in  der  Thaf 
Cur?ö  .¥säO  durch  die  Schnillpuiiktt;  von  /  s=  0  imd  (0^ 
(vgL  p.  Ö63)*  Es  ist  aber  3f  von  der  Ordnung  vs  ^  «,. 
von  der  Ordnung  3*  —  3;  die  Zahl  der  für  uns  bmcichbsn 
punkte  von  M  mit  /*  würde  also  zunächst  gleich 

(I8j  n  (vs  -  n  — 3s  +  3} 

sein.  Hiervon  haben  wir  nach  (16)  noch  die  Punkte  ab 
welche  in  genieinBamen  Punkten  der  4>;  liegen.  Jhf  ^06 
jedem  Punkte  0  einen  {v  —  l)-facheü  Punkt  (p,  GG4),  und 
der  &r  I- fachen  Punkte  von  f  einen  {vri  —  /)- fachen  Funk 
gemeinsamen  Punkten  der  0  und  /  liegen  also 

P=^{v  -  1)0  +  2:«/' .  f  {vn—i)  +  2  r"  (pt  —  S 

äehnitipunkte  von  M  und  f.    In  denselben  Punkten   liegen 

£)  =  2  a  +  ^ö/  ,  I  ßfi  "  1)  +  2  r"  |3  i  ~  1) 

Schnittpunkte    von  f  und    (0i02^:()7    ^^^^    ^^   einem   gm 
IV- fachen  Punkte   der  0  hui  die  Jaeobi'sche  l-urve  einen 
fachen    Punkt  (vgl.    p.    i\B*\),      Diese   sind    schon    unter  dt 
Punkten  enthalten  j  welche    in  der  Zahl  (18)  beröcksichtij 
Im  Ganzen  haben  wir  also  von  (18]  noch  die  Zahl 

abzuziehen.     Die  Zahl  der  für  uns  brauchbaren  Sehnittpur 

und  /  ist  daher  schliesslich  gleich*) 

;^(i,^s_-;i— 35  +  3)— fv  — 3)((y  +  2r"/)-2:a/'?[(i/-:3)r,  — / 

oder  wegen  (15): 

=  (i/  -  1)  (1/  —  2)  —  (n  -  1)  («  —  2)  +  Z«/'  .  /  (/  — 

Für  jeden  dieser  Punkte  x  verschwinden  nicht  nu 
sondern  auch  die  /',  (y);  je  zwei  derselben  gel)en  also  zu  ( 
bez.  Ilückkehrpunkte  von  F  Veranlassung;  d.  h.  wir  hal 


*)  Es  sei  bemerkt,  dass  ganz  analoge  Beziehungen  wie  zwischf 
auch  zwischen  /-',  (<P),  {^2<t>i/'),  f  oder  ^2(0),  (4>,<t),/').  /"oder  / 
hostehen;  denn  aus  den  Gleichungen  (17)  folgen  (tiir  f  ==*  0)  die 
A',  (O)  :  F^  (CD)  :  f\  ^0)  :  -  ;>/=  (;0,cD,/')  :  {<t>J<t>i\  :  (0,0,/)  : 
Man    könnte    daher   statt    M    auch    eine    der   Curven   A",  (O)   d 
Grunde  legen,  wie  dies  bei  Clebsch  und  Gordan  a.  a.  0.  in  » 
Man  hat  dann  statt  der  Sätze  über  das  Verhalten  von  (0,<l>,ft)j 
samen  Punkte  der  <t>  die  auf  p.  378  f .  gegebenen  Sätze  über 
Determinante  (<t>-<t>f.f)  zu  benutzen.  —  Wir  werden  später  di 
iinilerer  Weise  bestimmen  lernen;    v<j^l.    den  Altsclinitt  über  \ 
der  Corresi)ondenztorme]n. 
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(19)  y^^(v  -1)  (i,_2)-i(n  -  1)  (n  -  2)  H- i  27«/'  •  /(i-l)  +  r". 

Seteen  wir  dies  iu  (14)  ein,  so  kommt  wegen  (12): 

f  =.^(n  -  1)  («  —  2)  —  i  Ua:  .  t  (i  —  1)  —  i  2Jar  .  i  (i  —  1)  —  r  —  r" 

«i(«-l)(n  — 2)-fi:a,.i(i-  l)-r, 
>der  endlich:  n^=*p,      q.  e.  d. 

Der  Satz  über  die  Erhaltung  von  p  wäre  somit  für  die  von  uns 
Ittoachten  Voraussetzungen  bewiesen.  Wir  haben  dabei  zunächst 
Bgenommen,  dass  sich  nicht  mehr  als  zwei  getrennte  Punkte  von  / 
B  einem  vielfachen  Punkte  von  F  vereinigen,  hingegen  wohl,  dass 
eirennten  Punkten  von  F  ein  vielfacher  Punkt  von  f  entspricht. 

Diese  Beschränkung  lässt  sich  aber  leicht  aufheben.  Nehmen  wir 
imlich  an,  dass  auf  F  neue  vielfache  Punkte  vermöge  der  Transfor- 
fttion  (2)  entstehen,  so  ersetzen  wir  letztere  zunächst  durch  die 
idere  Transformation: 

)  die  Y,-  mit  den  0,  von  gleicher  Ordnung,  sonst  aber  ganz  beliebig 
id.  Man  kann  hier  die  V,  also  jedenfalls  so  wählen,  dass  die  Trans- 
rmation  ganz  allgemeiner  Natur  ist,  dass  also  die  aus  f  entstehende 
irve  F'  nur  einfache  Doppelpunkte  neu  erhält.  Nimmt  man  nun  a 
endlich  klein,  so  ist  F'  zu  F  benachbart,  und  die  neuen  Doppel- 
nkte  von  F'  liegen  theilweise  einander  derart  benachbart,  dass  sie 
r  £  =  0  sich  zu  den  neuen  vielfachen  Punkten  von  F  gruppen- 
ase  vereinigen.  Da  aber  unser  Satz  für  die  Curve  F'  gilt,  und  da 
B  Geschlecht  von  F  mit  dem  Geschlechte  von  F*  ü])ereinstimmt,  so 
It  der  Satz  auch  für  die  Beziehung  von  F'  auf  /;  und  wir  haben 
mit  folgendes  Theorem  bewiesen: 

Wenn  zwei  Curven  mit  vielfachen  Punkten,  deren  Tangenten  nicht 
tammenfallen^  und  mit  einzelnen  Bückkehrpunkten  eindeutig  auf  einan- 
r  bezogen  sind,  so  haben  sie  gleiches  Geschlecht,*) 

Es  bleibt  uns  übrig,  diesen  Satz  auch  auf  diejenigen  Fälle  auszu- 
imen ,  wo  die  vielfachen  Punkte  von  /*  =  0  noch  specielle  Eigen- 
haflen  besitzen.  Nun  haben  wir  früher  schon  eine  Zahl  als  Ge- 
ldecht einer  solchen  Curve  definirt  (p.  495),  welche  bei  allen 
remon ansehen  Transformationen  erhalten  blieb;  dieselbe  war  gleich 
m  Geschlechte  einer  Curve  mit  lauter  gewöhnlichen  vielfachen 
Ulkten,  welche  aus  der  gegebenen  durch  wiederholte  Crem ona'sclic 


*)  £b  nnd  aber  nicht  umgekehrt  zwei  Cnrven  von  gleichem  Geschlechte 
■er  eindeutig  in  einander  transformirbar ;  dazu  ist  vielmehr  noch  die  Gleich- 
ft  gewiaeer  (als  Moduln  bezeichneter)  Zahlen  nothwendig,  die  den  absohiten 
wiuiten  bei  linearen  Transformationen  entsprechen.  Vgl.  darüber  die  boiden 
feoden  Abiehnitte. 
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Tmnatbrinationen  entstand.  Andererseits  zeigten  wir.  dass  jed€ 
giiläre  Punkt  betrachtet  werden  darf  als  Combination  von  reracW 
denen  gewöhnlichen  vielfachen  Punkten^  die  einander  unendlich  bi 
nachbart  liegen ,  niid  zu  denen  —  so  drückten  wir  uns  aus  — i 
eine  Anzahl  von  Verzweigungspunkten  ^hinzutritt.  Die  1« 
blieben  jedoch  ganz  ohne  Einfluss  auf  das  Geschlecht  der  Currejj 
dieses  war  gleich  dem  Geschlechte  einer  Curve,  bei  der  jene  zu 
gerückten  vielfachen  Punkte  getrennt  liegen.  Insofern  man  in^ 
Weise  jede  Curve  durch  (jrenzöbergang  aus  einer  Curve  der  vö 
bisher  betrachteten  Art  entstehen,  lassen  kann,  gelten  unsere  oh 
Betrachtungen  ganz  allgemein;  inabesondere  ffUt  äet'  Satz  tfon  4i 
Erhaltung  des  Geschlechls  für  zwei  MkMße  Cnrnenj  sobald  sie  ein 
auf  einander  bezogen  sind. 


Wir  gehen  zu  einigen  Anwendungen  der  hier  erwdhtUen 
den  über, 

1 )  Beim  Studium  der  Punktsysteme  auf  einer  algebratschen  I 
(p.  430  ff.)  haben  wir  gesehen,   dass  es  besonders  wichtig  ist^ 
Punktgruppen  zu  betrachten,  welche  durch  sogenannte  adjunffiriei 
ausgeschnitten  werden,  d,  h.  durch  Curven,  die  durch  jeden  i* 
Punkt  von  /  (i —  l)-fach   hindurchgehen;   insbesondere    waren 
wieder    die    adjungirten    Curven     (n  —  3)**'    Ordnung    ausge 
Mittelst  der  vorstehenden  üeberlegungen  lässt  sich   nun  diese 
ragende  Bedeutung  der  adjungirten   Curven   noch    in    anderer 
erkennen. 

Es  sei  0  (y)  ^  0  eine  zu  /'  (p)  adjungirte  Curve  C^^  und  m  \ 
^  (^x)  =  0    eine  Curve  sein ,  welche   auf  f  (x)  ^  0  die  den 
punkten  von  0  und  F  vermöge  der  Transformation  (2)  entspr 
Punktgruppe  ausschneidet,  ausserdem  aber  die   Curve  /   nur 
singulären  Punkten  (in  noch  zu  bestimmender  Weise)  trifft* 
muss  jedenfalls  eine  Gleichung  der  Form: 

A  .  6  (Ct>)  ^  B  ,^  (x)  +  C  •  r(x) 

bestehen.     Nun  geht  der  Voraussetzung  nach  9  (y)  =  0  dt 
Doppelpunkte  von  F]  folglich  geht  0  (0)  =  0  durch  alle  die  ! 
paare  auf  /",  aus  denen  jene  Doppelpunkte  von   F  entstehen. 
diese    Punkte     muss    also    auch    B  =  0    ebenso    oft    hindurc 
denn  -^  ^=  0  enthält  sie  der  Voraussetzung  nach  nicht.     Wir 
daher  für  B  die  oben  mit  jM  bezeichnete  Function  setzea^ 
nur   gleichzeitig    das    Verhalten  von  A,  af  and  C  in  den 
Punkten    von  /*  gehörig   bestimmen.     Die    Curve    j|/ =  0 
ausser  durch  die  genannten  Pimktepaare    und    durch    6ie   «m 
Punkte  von  f  auch  durch  die  Schnittpunkte  von  f  mt  der  Jaf 
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achen  Curve  der  Curven  0;  durch  dieselben  Punkte  muss  folglich 
auch  A  hindurchgehen.  Wir  wollen  deshalb  direct  A  =  (<t>^,  02 ;  ^3) 
setzen.  Alsdann  ist  die  Vielfachheit  des  Productes  A  .  Q  {<t>)  in  jedem 
I- fachen  Punkte  von  f  (durch  den  die  Curven  0  r^-fach  hindurch- 
gehen) nach  früheren  Sätzen  gleich  ^r,  +  3n —  1;  die  Vielfachheit 
?on  B  {^=  M)  dagegen  gleich  vr, —  1;  obige  Gleichung  wird  daher 
immer  mogUch  sein,  vorausgesetzt  dass  man  der  Curve  '»•  =  0  in 
jedem  /-fachen  Punkte  von  f  einen  [(^  —  v  +  3)  r,  +  1  —  1]- fachen 
Ponkt  beilegen  kann.  Es  kommt  also  darauf  an  zu  zeigen,  dass  dies 
immer  möglich  ist,  d.  h.  dass  sich  eine  Curve  %  von  passender  Ord- 
Onng  in  angegebener  Weise  bestimmen  lässt. 

Da  nun  die  Ordnungen  von   A,  B,  0  und  0,  bekannt  sind,    so 
;  ist  die  Ordnung  x  von  0*  leicht  zu  bestimmen;  man  findet: 

■(20)     x  =  3s— 3-f^5  —  v5-fn  =  5(ft-t;  +  3)  +  n  —  3. 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  r  =  r'  =  r"  =  0  und  bezeichnen 
■  die  Vielfachheit  von  ^  in  einem  1- fachen  Punkte  von  f  mit  y,, 
ßfi  dass: 

äpl)  y,  =  (^_»,  +  3)r.-|-.--l. 

fefe  Zahl   der  in  O'  zu  bestimmenden   Coefficienten  ist   dann   gleich 

m{x  +  3).     Die  Curve  0*  soll  durch  die  f^v  —  2y  —  Eaii  (1  —  1) 

gehen,  welche  auf  f  den  nicht  in  singulären  Punkten  von  F 

iden  Schnittpunkten  von  0  und  F  entsprechen.     Die  Gesammt- 

der  f&r  die  Coefficienten  von  %^  gegebenen  Bedingungen  ist  also, 

sich  (för  f*  >  1/  —  3)  p  der  letzteren  Punkte  aus  den  übrigen 

,men,  wegen  (19)  und  (15)  gleich 

-2y-.2;a/i{i-l)-p  +  i2;y,(y,+  l)=^i/-(i;-l)(t;-2)+;? 

+  i2;y,(y,  +  l) 

Wir  toollen  zunächst  zeigen  y  dass  diese  Zahl  hei  zunehmendem  ft 
langsamer  wächst   als  die  Zahl  4^  a:  (a:  +  3).     Setzen  wir  näm- 
fft  -f*  ^  B^^  f^^  s^  nimmt  die  letztere  nach  (20)  zu  um: 

z  =  ^5(5  +  2a:  +  3), 
erstere  dagegen  um: 

/  =  i  2:arri  (r,  ^2yi+  l)  +  ns  -  0  -  Zai'ni . 

Cnnren  0  können  wir  im  Allgemeinen  als  nicht  zerfallend  voraus- 

,  denn  wenn  0j,  02,  03  einzeln  in  Factoren   zerfallen,  so  wird 

doch  für  eine  beliebige  Curve  des  Netzes  der  0  nicht  eintreten*); 


I 


J  Wenn  oben  (p.  670)  gelegentlich  allen  <t>  ein  gemeinsamer  Factor  beige- 
nirde,  so  geschah  dies  nur  der  Einfachheit  wegen  für  den  damaligen  Zweck. 
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wir  haben  also,  da  es  2 -fach  unendlich  viele  Curvea  0  in  dem  Nrfl 
gibt,  noch  die  Relationen:  ^ 

und  hieraus  findet  man  durch  Combination»  da   die  positive  Differenz 
beider  Seiten    der  ersten  Ungleichung   kleiner  als  die  der  zweiten  iä: 

(22)  s^  ^  2:a/V/^  +  ^  +  1  ,     3  jr  <  2;«/V,  +  ö  -j.  3  , 

Also    sind  das  erste  und  dritte  Glied  von    z  einzeln   grosser  ab  dö 

erste  und  dritte  Glied  von  f.  Es  ist  aber  auch  das  zweite  Glio^l  von 
r  grösser  als  die  Summe  der  übrigen  Glieder  von  t  (oder  gleich  der* 
selben),  d.  i.  wegen  (20)  und  (21): 

,i!(^  -_  „  +  3)  +  .M>'-'3)^(|i*  — i/  +  3)2.Wr.2  +  w5  — ö  — 2Vri.  i 

Hier  ist  nUmlich  der  Coefticieut  von  [fi  —  i>  +  3)  auf  der  linken  Seit*  J 
wegen  (22)  grösser  als  auf  der  rechten  Seite;  das  Glied  ns  tritt  i^H 
beiden  Seiten  gleichmässig  auf;  und  für  die  übrigen  Glieder  hat  mlH 
wieder  die  zweite  Gleichung  (22)  zu  benutzen.  Damit  ist  obige  1^  1 
hauptung  ijc wiesen.  —  Nun  werden  wir  sogleich  noch  zeigen,  du»  J 
die  für  ^  gestellten  Bedingungen  immer  erfüllbar  sind,  wenn  fi  ^=n  — 'i  ■ 
also  sind  sie  es  wegen  des  soeben  bewiesenen  Satzes  immer,  wiHtfl 
ft  >  f*  —  3;  q.  e.  d.  Die  Fälle»  wo  fi  <  w  —  3,  erledigen  sich  hvM 
nach  sehr  einfach ;  man  hat  nur  z  und  /  negativ  zu  nehmen.  Srhlie^B 
lieh  können  wir  sonach  folgenden  Satz  aussprechen:  I 

Ifam    SrhnUipunktmjslem    einer    zu  F  adjum/irien    Cune  8  i(*H  ^M 
II**"  Gramm//  mit  F  geht  bei  eindeuiiffer  Transformation  von  F  in  /  w^B 
in   das    Schnitipunktstjstem    einer    zu    f   adjimgirten    €urve   d   vm  if'm 
Ordnung  s  (^  —  1^  4~  3)  +  »  —  3,   wo  s  die  Ordmaiy  der   Tramf'orwtrM 
fionscmven   4>t  in  (2),    v  die  von   F^   n   die  von  f  bedeutet.      Von   *■■ 
SehnittpunJiten   der  Curve  O-  mit  f  fällt  aber  noch  eint  ffrC$$er€  Am^t^  f 
in   die  bei  F  nicht  ebenm  auftretenden  vielfachen  Punkte  von  f^ 
einer  beliebigen  zu  f  adjungirten  Curve  nofhwendig  wäre:   und  Zh 
dann  die  Anzahl  der  nicht  in  singulären  Pimkten  liegenden   Schmc^ 
von  f  und  ^  gleich  der  Zahl   der  entsprechendett    Schnittfnmkfe  wm  i 
und  Q  ist.     Ferner  besieht  die  Relation: 

( 2B )  («,  *,<l>3)  ,  6  (0.)  =  M.^  {x)  -i-C.f. 

wo  M  durch  (3),  die  <t>,  durch  (2)  definirt  sind. 

Die  letztere  Gleichung  haben  wir  nun  noch  für  den  Fall  ii- 

7A\  beweisen.     Von  den  2 />  —  2   Schnittpunkten   der  Curve  0  miii 
welche  nicht  in  aingulären  Punkten  von  F  liegen^  sind  dann  be^ 
lieh  p  —  1  durch  die  übrigen  p  —  l  bestimmt  (p.  437),  wenn 
p  das  Geschlecht  von  F  und  f  bedeutet.     Es  kommt  also,  da  mask 
Ordnung  x  von  d-  jetzt  ebenfalls  gleich  n  —  3  und  y*  =  1  —  1  ß» 
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Aamuf  an  zu  zeigen,  dass  mao  durch  die  entsprechenden  p  —  1  Punkte 
auf  f  immer  eine  zu  f  adjungirte  Curve  («  —  »j)**"^  Ordnung  legen 
kaan^  d.  h.  dass: 

j  u  (,,  _  3)  _  |.  2:aii  (i  _  1)  —  |/  +  1  >  0 . 

Diese  Bedingung  ist  aber  immer  erfüllt,  denn  die  links  stehende  Zahl 
wird  gerade  gleich  Null  Ptlr  ^i  ^  v  —  3  haben  wir  also  insbesondere 
folgenden  wichtigen  Satz: 

In  Folge  einer  eindeulifjen  Tramformation,  welche  eine  Curve  «'"" 
Mmng  in  eine  Curve  v*^^  Ordnung  iiberführtj  geht  das  Schnitt- 
Punktsystem  einer  zur  erster en  adjungirten  Curve  (n — Sy*"' 
^h'dnung  in  das  Schnittpunklsystem  einer  zur  letzteren  ad- 
jungtrten  €urp€  {p—^y^''  Ordnung  über,  —  Die  späteren  Unter- 
mImngcH  über  Punktgruppen^  welche  auf  einer  Curve  n'^''  Ordnung  durch 
adjungirte  Cwven  (n — S)''*"  Ordnung  ausgeschnitten  werden,  gelten  also 
unverändert  hei  beliebigen  eindeutigen  Transfotmaiionen  der  Gnmdcunn\  — 
Kach  der  eben  gemachte u  Abzahlung  sind  für  eine  adjungirte 
C-3  immer  )^21u,([i—\\  Bedingungen  durch  die  Forderung  des 
idjungirtseins  gegeben.  Es  gibt  daher  \^\  n[n  — 3)  —  \  Sufi  (i —  l)j- 
d,  I.  {p~]}-fach  unendlich  viele  adjungirte  C„^^;  wenn  wir 
.^setzen,  dass  jene  Bedingungen  Yon  einander  unabhängig  sind. 
ist  aber  immer  der  Fall;  denn  zu  demselben  Resultate  sind  wir 
T  auf  allgemeinem  Wege  gekommen,  indem  wir  (nach  dem  Vor- 
von  Brill  und  Nüther)  nachwiesen^  dass  die  Zahl  der  linear 
einander  unabhängigen  Cn  -  a  auch  niemals  grosser  als  p  —  1  sein 
u  \p.  411 1.  Setzen  wir  andererseits^  voraus,  dasö  die  Zahl  p  der  von 
der  unabhängigen  Curven  in  —  Hy^'  Ordnung  in  dieser  Weise 
endgültig  bestimmt  sei^  so  würde  man  hieraus  wieder  einen 
eis  für  die  Erhaltung  der  Zahl  p  ableiten  können*),  vorausgesetzt 
man  die  Identität  (25)  in  anderer  Weise  für  Curven  (h  —  3)**=^ 
Ordnung  abgeleitet  hat;  wir  dagegen  haben  jenen  Satz  eben  schon 
m  Beweise  der  Gleichung  (23)  benutzt. 

Es  sei  endlich  noch  bemerkt,  dass  auch  diese  Betrachtungen  ihre 

flltigkeii  vollständig  behalten,  wenn  die  Grundcurve  singulare  Punkte 

ieller  Natur  besitzt.     Man  hat  sich  eben  einen  jeden  Punkt  dieser 

in   der  früher  erörterten  Weise  als  entstanden  aus  unendlich  be- 

;hbarten   vielfachen  Punkten  zu  denken,. zu  denen  noch  Verzwei- 

ig9punkte  hinzutreten  (p.  494).     Eine  zur  Grundcurve  /  adjungirte 


*)  Hieruiif  bemlit  der  bei  Clebsch  und  Gordüti  a^  a.  0^  §■  U^  p.  BO  f.  ge 
(.  jeoeM  R i e in  (in tr»cheD  SatzOB;   doch   ist  die  Ableitung  der   Iden 
U^  ibst    nicht  für   alle    FlUle   ausreichend,    indem    auf   die    möglichen 

pucü    ÄWiBchen    den    /dort    allein    vomuBgeBetzt4?n)    Doppelpunkten    von   f 
Auf  f iplfache  Pujvklc)  nicht  llncksicht  güiiommcn  wird. 
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Curve   muss  sich  dann   in  den  chiztincn    violfacheu   Ptmkten^ 
sich    zu    einer   höheren   Singularität  vereinigen,    immer   so   ver! 
wie  68  nach  der  früheren  Detinition  eine  adj unzarte  Curve  thun  ml 
wenn   die  vielfachen   Punkte    getrennt   lägen**)      Die    hinzüired 
VerzweignngBpunkte   dagegen    bleiben   auf  das  Verhalten  einer  u 
giften  Curve  ohne   Einfluss,   wie   dies  vom   Rückkehrpunkte  hei 
ist.     Eine  solche  Curve  musa  also  in  jedem  ^'-fachen  Punkte! 
einen  (J  —  l)-ffichen   Punkt  besitzen;   wenn  noch  weiter  ein  i*' 
J*unkt  der  Gnindcurve  mit  diesem  vereinigt  liegt,  so  muss  in  den! 
nofdi  ein  (i  —  l)-facher  Punkt  der  adjungirten  Curve    hineinfi 
etc.     In  einem  Selbstberührungspunkte  (äquivalent  mit  2  benachi 
L)oppelpunktenj    muss    sie    demnach    die    gemein*jarae    Tangen! 
Zweige  der  ßrundcurve  bertihreu,   ebenso   in  einer  Sjutze  zweit 
(nach  p.  411  äquivalent  mit  l  Doppel-  und  1  KückkehrpunktX  u. 
-    Berücksichtigt  mau   in    dieser    Weise   die    einzelnen    Hestandl 
eines  höheren  singnlären   Punktes,  m  behalten  der  Hest^aiz 
sich  an  denselben  sehliessentii'n  Sätze  üher  Pun/*fst/sfeme  auf  rirt' 
ihre  unemge^chränkic  GHliighett  <  vgl.  p,  433  ff  L  —  Aimluges 
für  die  folgenden  Betrachtungen,   wie   nicht  immer  besonders 
gehoben  werden  soll 

Das  Resultat  dieser  Bemerkungen  über  adjungirte  Cnrven 
wir  noch  in  einer  andern,  für  spätere  Anwendungen  wichtigen  1 
aussprechen.     Wir  haben  früher  gesehen»   dass  der  EinÄuss  ei 
gulären   Punktes  auf  die  Klasse  der  Grundcurve  derselbe  ist, 
EinHuss    der    verschiedenen    in   ihm    vereinigt    gelegenen    vi< 
Punktej    nur   hat    man    für  jeden   hinzutretenden  Verzweigunf 
die  Klasse  noch  um  eiue  Einheit  zu  verringern.     Da  nun  ein  i 
Punkt    eine  Reduction   gleich  /((—  1)    an    der  Klasse    hervol 
da  ferner  diese   selbst  gleich   der  Zahl  der  nicht  in  singulare 
fallenden   Schnittpunkte    der    Grundcurve   mit   einej   beliebigenf 
ersten  Polarcurven  ist;  so  können  wir  unsere  Bestimmung  der  adjui 
Curven  auch  folgendermasaen  aussprechen: 

Eine  zu  f  adjvtKjirie  Curve  muss  in  jedetn  Singular cn  Punktd 
f  so  viele  Schnitt  punkte  mit  f  f/eme'm  haben  wie  die  er.<fe  Poim 
beiiebifjen  Punktes  in  Bezug  auf  /*,  uenn  man  von  der  Zahl  der 
noch  die  Zahl  der  in  P  Hegenden   Vertweigungspunkte  abzieht^ 

2)  Wir  wollen  endlich  die  Theorie  der  eindeutigen  Tnui 
tionen  noch  verwerthen,  um  eine  beim  Beweise  des  erweitertet 
Bpondenzprincips   gemachte   Einschrtinkung  tp.  454)   zu 


*)  Vgl.  Brill  und  Nöther:  Math    Arinalen,  Bd.  7»  p.  288. 

♦♦)  Die  folgende  Betrachtung  verdankt  der  Herausgeber  einer  Mittbd 
BrilL  Vgl.  dazu  deieen  Aufsatz  über  die  Görreßpondeiasfarmel ,  Matb. 
Bd.  7.  p.  616  r. 
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ITtr  dachiaa  uns  eine  Correspondenz  auf  /  ^^  0  immer  bestimmt 
wrcb  eine  Gleichung  <p{x,  y)  =  0,  die  homogen  von  der  r^^''  Ord* 
itiug  in  den  a:,,  von  der  s^'^  Ordnung  in  den  y,  angenommen  wurde. 
Jei  den  betreffenden  Beweisen  setzten  wir  immer  voraus,  dass  nicht 
ile  in  einem  Punkte  x  oder  y  gehörigen  Curven  tp  ^  0  mit  /'  =?  0 
ieselbeu  /^e^len  Punkte  gemein  haben,  um  nun  auch  den  Ein  Aus» 
iolcher  ^^Amnahmt' punkte  der  Correspondenz  tp^*  auf  die  Zahl  der 
igentitchen  nicht  in  diese  Ausnahmepunkte  oder  in  singulare  Punkte 
fallenden   Coincidenzen   festzustellen,   verfahren   wir  folgender- 

Bs  sei  auf  der  Grundcurve  /"  ohne  Doppelpunkte  eine  Correspondenz 
,  (i)y  ohne  Ausnahmepuukte  der  beregten  Art  durch  eine  Gleichung 
IX,  y)  =0  gegeben;  die  Zahl  ihrer  eigentlichen  Coincidenzen  ist  dann: 

C  ^=^  a  -{-  ß  -\-  2  yp  =^  nr  —  y  +  ns  ^  y  -\- 2  yp  ^ 

g,  cc^  ßj  y  wieder  die  früheren  Bedeutungen  haben.  Wir 
iSen  uns  nun  die  Curve  /"  sammt  der  Correspondenz  9)  eindeutig 
insformirt;  so  dass  f^^i)  in  /•*=0.  9  =  (J  in  <t>  ^  0  übergeht, 
ibei  bleiben,  wie  aus  dem  Begriffe  der  Eindeutigkeit  folgt,  die  Zahlen 
€^  p  erhalten.  Die  nr  bez,  n^  bew*eglichen  Schnittpunkte,  welche 
(^ctü  beliebigen  Punkte  von  /'  entsprechen  und  von  denen  in  letztcrem 
b«t  je    y    Punkte    liegen,    werden    nun  nach  der  Transformation 

I  f  im  Allgemeinen  erst  dann  wieder  ein  vollständiges  Schnittpunkt- 
rtem  bilden,  wenn  man  ihnen  eine  Anzahl  von  feüen  Punkten  der 
«en  Cnrre  /*  zufügt ^  die  wir  eben  als  Ausnahmepunkt^^  der  Corre- 
[>ndenz  4>  bezeichnen.  In  diese  Ausnahmepunkte  werden  dann  auf/' 
\t  gewisse  Zahl  (f/)  voii  uneige^dUchen  Coincidenzen  fallen  (deren  Be- 
Bimung  uns  besonders  beschäftigen  soll),  wiihrend  ausserhalb  der  Aus- 
imepunkte  noch  wieder  C  eigentliche  Coincidenzen  liegen  müssen, 
B  Gesammiheit  der  eigentlichen  und  uneigentlichen  Coincidenzen 
ideti  wieder  wie  früher  ein  voUstiindiges  Schnittpunktsyst^m  bilden, 

II  durch  eine  ^,Cömddetizcurv€^^  ausgeschnitten  (p.  4ö2f,);  wir  haben 

0  die  Frage  nach  der  Zahl  U  ihrer  Schnitlpimkle  mit  F  zu  erörtern, 
kht  in  Amnahmepunklen  der  Correspondenz  0  \tefjen. 

Die  Coefticienten    der    Gleichung    dieser  Coincidenzcurve   hängen 

1  den  Coefticienten  der  Gleichungen  /*  =  0  und  cj)  ^r  0  ab,  und 
e  Ordnung  ist  dieselbe,  als  wenn  weder  Ausnahmepunkte  von  0 
;b  singulare  Punkte  von  F  vorhanden  waren  5  denn  man  kann  die 
rtaren  durch  continuirliche  Aenderung  der  Coefficienten  von  /'  und 
i,iIi'*>lHfr  35iini  Verschwinden  briiLgen  oder  erzeugen.     Sind  aber  r,  * 

\  Tigen  der  Curven,   welche   verm5ge  0  =  0  einem  Punkte  ij 

^^   von    F  zugeordnet  sind,   so   ist   die  Ordnung   der  Coincidenz- 
P^%leiob  r  +*''  +  /'  iy  ^  3).     Nehmen  wir  nun  an,  dass  F  dt  -{-d^' 
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Doppelpunkte  hat,  dass  0'  Scimittpunktc  dtr  zu  einem  Piinkie  y  wom 
F  gehorigeu  Curveii  0  ^^  0  mit  F  in  jeden  der  tf  Doppejpuuktc  falle*«, 
und  dass  diese  Curven  aasserclein  noch  durch  e  feste  einfache  PimM^ 
von  F  je  0-faeU  hindurchgeheo^  dass  endlich  t\  t  die  eiibj[^recht*nieB 
Zaklen  für  die  zu  einem  Punkte  x  von  /'gehörigen  Carven  0s=>il 
siiid*)j  so  haben  wir  für  die  Zahlen  der  beweglichen  Sehnittpuakti 
TÖn  F  mit  den  Curven  ^  die  Werthe: 

it  ==^  nr  —  y  ^^  vr  —  y  ^  ciS  -   tf  Q 
ß  ^  ftä  —  y  =,  vii  —f  —  er—  tf  T  j 
und  es  soll  die  Relation  bestehen: 

U  -f  (rv  ^  y  —  aü  ^  d'0')  4-  {n* u  —  y  —  er  —  «fr') 
H-  V  [0^  -  IJ  (^'  -  2)  ^  2 rf'  -  2 ^rj  =  t^  [r  +  ,v^  ^y(t.^  :?)], 

Hieraus  ergibt  sicli  aofort  der  Werth  von  Ui 

Fh  entfaiien  atm  —  wm  mU  den  früheren  tng^btn  übcrt*imiimmk  • 
in  jüfkn  der  e  ewfaehen  l^mi^^c  0  -\-  x  uumgenUicfw  Comckkmn 
,,      ,,        „    ff  Bopiieipmdie      ß'  +  t  +2y         „  ,, 

Bedeutet    al«o    V   die    Gesammtxahl    aller   u neigen tlichen,    ü 
aller  eigentlichen  Coincidenzen  einer   UorreapondenÄ   («,   ß\  mit 
liebigen    iüsten   Punkten  j    ist  ferner   TT  die  Ordnung  der  jt*ne  l'oind'J 
denzen    auJtschneidcnden    (Jurve^    n   die    Ordnung    der    GrundciifT*!, 
deren  0 esch locht ^  so  besteht  die  Relation: 

vT]  -  fJ=  C     C=  £^  +  ^  +  2py) . 

//fc  Anzfthl  aller  et ^ch  fliehen  CöimitfenzeM  bestimmt   üi*h  ^ö 
f/ertftii'  so,  ah  ob   keine   Jumfthmepunkte  fitr  die   Vijrrc^mndetK  rofk 
den  rvirren,'^*}    Als  Beispiel  hiefiir  betrachten  wir  die  auf /"^ü/* 
durch    die    Gleichung    ay^^if^^^i)   buötimmte    Correspondenx* 
haben  dann  in  ol>igen  Formeln  zu  betten: 


*)  Wifj  äicli  ihfs  gf.'iiiulU't  j  wr*nn  diu  Ciirvou  ^  sich  in  vcrachit^den^ii  ! 
[iiiiikten  ff  voii  f  versuhieileu  vL^hidtf  11,  ist  k'icht  ?a\  überücheö*  Die 
fi  tnid  r  Bind  übrigens  nicht  immer  von  Pinfinder  imabhUngig,  vg-l.  fJarübefp^^ 

**)  J)ma  vorstelit^Etier  Bt^weis  mir  uq  Coneapondeaaen  deducirt,  liie  di 
eindeiitifj^e  Transformation  nun  CorroBpondenKC-D  ohne  feste  Puakte  aMeitb^  * 
ht  nnbedciiklidi;  denn  m  kommt  nur  darauf  an  ,  den  Einflusä  jede«  m 
feilte' ij  Punktes  kh  bestimmen,  und  dieser  wird  nur  you  dem  VerhAlteo 
Grimdcun'e /"ss  0,  sowie  der  CorrespondeiiÄCurveii  ijp  ^  0  in  der  njuniH^^ 
Umgebung  dieses  Punktei» ,  iiit'bt  aber  von  den  übrigen  Eigenschaften  derGr 
üiirve,  wie  Ordnung,  Ge&ddeeht  u»  a,  w.  oder  von  deren  ^on^tigen  B(*de»hfl 
zur  Correspondeaz  abhängen. 
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lodabo:  «  — «(n—  1)  — 2  — 2//,    /}  =  /f  — 2. 

ftrdie  Zahl  der  eigentlichen   Coincidenzen ,   d.  i.  für  die   Zahl   der 
Ifeodepankte  ergibt  sich  so  das  bekannte  Resultat: 

igd  in  jedem  Doppelpunkte  von  f  liegen  d'  +  r'  +  2y  =  Ö  uneigent- 
lielie  Coincidenzen,  was  mit  den  früheren  Sätzen  über  das  Verhalten 
ia  Hesse'schen  Cnrre  (die  hier  Coincidenzcurve  ist)  übereinstimmt. 
Durch  diese  Betrachtungen  sind  die  früher  vorläutig  mitgetheilton 
Bbe  bewiesen  (p.  454),  und  somit  auch  die  zahlreichen  an  dieselben 
pknQpften  Anwendungen,  insbesondere  die  Berührungsformeln  auf 
^  4©)  und  474.  —  Der  Einfluss  fester  Punkte  auf  Correspondonzen 
nt  mehrwerthigen  Punkten  (p.  461)  endlich  ist  ganz  in  derselben 
Vmae  zu  bestimmen.  Man  kann  femer  diese  und  die  früheren 
feberlegungen  in  Betreff  der  Correspondenzformel  auch  auf  Curven 
dt  beliebigen  Singularitäten  ausdehnen,  wenn  man  sich  letztere  immer 
i  der  bekannten  Weise  aufgelost  denkt.  Es  verlangen  dann  nur  die 
iDe  eine  besondere  Erörterung,  in  denen  noch  Verzweigungspunkte 
i  einen  vielfachen  Punkt  der  Grundcurve  herantreten  (p.  494), 
dem  in  letztere  noch  einige  der  C  eigentlichen  Coincidenzen  hinein- 
Uen  können.*) 

Wir  geben  schliesslich  noch  eine  Uebersicht  über  die  bisher  für 
n  Rie  mann 'sehen  Satz  von  der  Erhaltung  des  Geschlechts  ge- 
benen  Beweise.     Wir  haben  schon  die  folgenden  kennen  gelernt: 

1)  Beweis  von  Zeuthen,  wo  der  Satz  aus  einer  allgemeineren 
^lation**)  zwischen  den  Geschlechtszahlen  zweier  mehrdeutig  auf  ein- 
der  bezogenen  Curven  gefolgert  wird  (p.  459). 

2)  Beweis  mit  Hülfe  der  Zahl  für  die  berührenden  Curven  eines 
Ischels  (p.  666). 

3)  Directer  algebraischer  Beweis  (p.  667  ff.). 

Bei  letzterem  haben  wir  auch  alle  vielfachen  Punkte  von  /  uus- 
lirlich  berücksichtigt  Für  diese  Punkte  bedürfen  sowohl  die  Beweise 
y  2)  als  auch  die  im  Folgenden  noch  zu  nennenden  einer  weiteren 
■f&hmng  (wenigstens  gegenüber  den  gewöhnlichen  Darstellungen), 
Iche  jedoch  keinerlei  principiellen   Schwierigkeiten   begegnen  wird. 

•)  Vgl.  da»  über  den  Einfluss  von  Rückkehrpunkten  auf  j).  457  u.  473  Gestigto. 

••j  Diese  Relation  würde  nach  der  früher  gegebenen  Ableitung  nur  gelten, 
m  die  BeKiehung  beider  Curven  auf  einander  durch  vollständige  Schnitt- 
iktijtteiDe  vermittelt  wird  (vgl.  p.  446,  Anmk.);  aus  dem  von  Zeuthen  a.  a.  O 
ebenen  Beweise  gebt  aber  hervor,  dass  dieselbe  auch  in  anderen  Fällen 
u  bleibt.    Für  den  Text  kommt  hier  nur  der  entere  Fall  in  Betracht. 
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Wir  erwähnen  ferner  folgende  Beweise,  die  zum  Theil  andere  llölfs- 
mittel  lind  Begrifte  benutzen,  als  wir  bisher  bei  Behandlung  algeWi* 
scher  Fragen  zur  Anwendung  brachten: 

4)  Ursprünglicher  Beweis  von  Riemann,^)  Zu  einer  algehru- 
sehen  Gleichung  f(xyy  a*.,,  x^)  =  0,  oder  in  rechtwinkligen  Coorii- 
naten:  /'(.r,  tj)  =  *^^>,  gehört  bekanntlich  eine  sogenannte  Riemanö'- 
sche  Fläche,  deren  Zmnmmcnhanf/  gleich  2p  -\-  1  gesetzt  wird,  d.  lu 
welche  durch  2  p  Querschiifle  in  eine  einfach  zusammenhängeiiib 
Fläche  zerlegt  werden  kann,  wenn  p  das  Geschlecht  von  f  bedenlek 
Sind  nun  zwei  Curven  F  und  /"  eindeutig  auf  einander  besEOgea.  * 
sind  es  auch  die  zugehörigen  Bie mann  sehen  Flächen*  Nach  im 
Begiiffe  des  Zusammenhanges  ist  der  letztere  dann  für  beide  Fläctica 
derselbe,  nämlich  gleich  2p  -{-  1;  daraus  folgt  unmittelbar  die  *tlcich- 
heit  des  Geschlechtes.  ^  Es  sei  hervorgehoben,  dass  die  ConstmcÜoi 
der  zu  F  gehörenden  Riemann 'sehen  Fläche,  insofern  y  '"  '' 
von  X  aufgefasst  wird,  zuniichst  von  dem  gewählten  < 
Systeme  abhängt.  £s  entspricht  daher  mehr  den  Begrifisbildtini 
der  projecti vischen  Geometrie,  wenn  man  nach  dem  Vorgange  von  Kl«io 
die  Veränderlichen  Xi^  x^^  x^  in  der  Gleichung  f^^O  ak  Liniei* 
coordinaten  auffasst  und  dann  direct  an  die  Klassencurve  /"  ^  0  (i 
Rücksicht  auf  irgend  ein  Coordinatensystem)  die  Constructiün 
die  Ebene  mehrblUttrig  überdeckenden  Fläche  anknüpft,  wie  wir 
früher  geschildert  haben  (p*  611).  Diese  Fläche  leistet  dann  für 
Theorie  der  wie  /'  verzweigten  Functionen  dasselbe,  wie  die 
Riemann  construirte;  man  kann  sie  insbesondere  zum  Beweise 
Satzes  von  der  Erhaltung  des  Geschlechte  benutzen.**)  Inz^ 
würde  uns  eine  nähere  Erörterung  des  betreffenden  Gedanke: 
hier  zu  weit  fübren.  Es  sei  nur  bemerkt,  dass  die  Beziehung 
Flächen  letzterer  Art  auf  einander  nicht  für  aUe  Punkte  derselben 
deutig  ist,  wenn  die  Curven  eindeutig  auf  einander  bezogen  sind, 
denen  sie  gehören;  es  treten  vielmehr  auf  jeder  Fläche  im  Allgeinei 
y,  Fundamentalp  unkte*'  auf,  d.  h,  Punkte,  denen  je  eine  g&nze  C 
der  andern  Fläche  entspricht  An  Stelle  des  Satzes  von  der  Gl 
heit  des  Zusammenhanges  zweier  eindeutig  auf  einander 
Flächen  hat  man  daher  eine  Relation  zu  benutzen,  welche  v 
den  Zusammenhangs 'Zahlen  beider  Flächen  und  den  Ansahleii 
beiderseitig  auftretenden  Fundamentalpunkte  besteht,***) 


*)  Theorie  der  AbePacheu  Fonctioiien ,  %  II,  Cr^lleV  Joucn^»  |J«L  M. 

♦*)  Vgl,  F.  Klein:   Sitxungsbericbte   der  pby«,*med,  SocietÜ  m  Erb 
n.  Mai  1874. 

*^)  Vgl.   F.  Klein:   BemerkuDgen   liber  den  ZusammesilMUig  i]«r  FUd 
Math.  Anaaleu,  Bd.  7,  p.  549. 
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5)  Beweis  von  Cremona*);  derselbe  macht  von  Vorstellungen 
r  Raumgeometrie  Gebrauch.  Man  denke  sich  nämlich  die  beiden 
la:achteten  Curven  f  und  f  in  verschiedenen  Ebenen  E  und  E*  ge- 
:en^  ihre  charakteristischen  Zahlen  seien  bez.  riy  d,  r  und  v\,  d,  g. 
i  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  bilden  dann  eine  Linien- 
ike  von  der  Ordnung  n  +  v.  Diese  Fläche  wird  von  der  Ebene 
in  der  Curve  f  geschnitten  und  in  einer  anderen  Curve  der  Ord- 
ig  n,  bestehend  aus  den  Verbindungslinien  der  n  Schnittpunkte 
i  E'  und  /*  mit  den  entsprechenden  Punkten  von  Z'.  Die  Ebene 
enthält  sonach  n  Linien  der  Fläche  und  muss  die  letztere  daher 
«  bez.  auf  diesen  Linien  gelegenen  Punkten  berühren.  Abgesehen 
.  diesen  Berührungspunkten  hat  nun  der  Schnitt  E'  mit  der 
Ehe 
IV  -^^  in  {n  —  l)  +  *+P  —  n  ^==^  nv  -{-  ^  n  (n  —  'd)  -{-  d  -\-  Q 

»pelpankte,  und  diese  Zahl  muss  die  Ordnung  der  Doppelcurve 
srer  Linienfläche  ausmachen.  Sie  muss  also  gleich  der  entspre- 
iden  Zahl  sein,  welche  man  durch  Betrachtung  der  Ebene  E  er- 
,  d.  h.  gleich  der  Zahl: 

nv  +  ^v(i/  — 3)  +  </  +  r; 

daraus  folgt  in  der  That:  p  =  n, 

6)  Beweis  von  Bertini.**)    Die  Punkte  x  von  f  verbinden  wir 

einem  festen  Punkt  a,  die  entsprechenden  Punkte  y  von  F  mit 
m  anderen  festen  Punkte  b.  Jeder  Linie  durch  a  entsprechen  dann 
inien  durch  b^  und  der  Schnittpunkt  |  je  zweier  entsprechender 
ien  wird  eine  neue  Curve  X  beschreiben,  welche  sowohl  auf  f  wie 

F  eindeutig  bezogen  ist*,  und  zwar  ergiebt  unsere  Construction 
die  Coordinaten  von  g  die  Werthe: 

Qli  =  {xab)  t/i  —  (xay)  bi , 

r,  wenn  die  Beziehung  zwischen  /  und  F  wieder  durch  die  Glei- 
Bgen  fLyi  «=  0|  {x)  vermittelt  ist: 

(ygj  =  {xab)  0,-  —  {xa^)  bi . 


")  Tgl.  dessen  Preliminari  di  una  teoria  geometrica  delle  superficie,  Ab- 
llaiigen  der  Academie  zu  Bologna,  2<>  Serie,  t.  6  und  7;  p.  54  in  der  dent- 
A  Üebenetzung  von  Gurtze,  Berlin  1870. 

^*)  Vgl.  Battiglini*8  Giomale,  t.  7,  sowie  Salmon's  higher  plane  curves, 
'  in  Fiedler *s  Uebersetzung ,  und  dazu  Zcuthen:  Math.  Aunalen,  Bd.  3, 
O.;  in  etwas  anderer  Form  und  Anordnung  findet  sich  ein  analoger  Beweis- 
bei  Voss:  Göttinger  Nachrichten,  1873.  Man  findet  hier  die  betreffenden 
hlimgen  mit  Hülfe  des  Chasles'schen  Correspondenzprincips  erledigt. 
naiftch  formalirt  wurde  der  Beweis  von  C  leb  seh;  vgl.  darüber  Nöther: 
.  ikiinalen,  Bd.  8,  p.  497. 


Nehmen  wir  nun  msbGsonderri  a  und  b  ym  Ecken  des  Coordin 

dreiecks  (und  diese  mögen  nicht  auf  f  und  F  liegen),  d.  h.  mtm 
ii^  =  Oj  ö^  =^  Ij  *r,i  ^==  0,  &,  =  Oj  br^  =a  0,  b^^\j  so  wird: 

fl)        6l^^x^.%  [x)  ,     ffS,  =  Xj  .  %  {x)  ,     &l^^  a:a*i  {z)3. 

Die  Curven  0  mögen  nun  die  Curre  /  in  v  beweglichen  Fui 
treffen,  so,  dass  v  die  Ordnung  von  F  ist.  Dann  schneide! 
Transtbrmationscurven  der  durch  (I)  dargestellten  Transformatioti^ 
die  Curven  des  Netzes 

Wj  x^  *,  {x)  +  u^x^  %  {x)  +  u^x^%  (x)  =  0  ^ 

die  Curve  f  m  v  -{-  n  beweglichen  Punkten;  und  also  ht  X  n* 
Ordnung  v -\- n.  Die  Linien  des  Büschels  |j  +  ^*l;t  =  *^  ^^^^ 
aber  X  nur  in  n  beweglichen  Punkten,  denn  denselben  eutspr 
die  Linien  des  Büschels  x,  +  kx.^  ^  0  (indem  sich  der  Fwck 
absondert).  Die  Curve  X  bat  daher  im  Punkte  a  (d*  i,  5^  ^=  0^  |, 
einen  i/- fachen  Punkt.  Von  diesem  lassen  sich  noch  k  —  2v 
genten  an  die  Curve  X  legen*)  ^  wenn  k  die  Klasse  von  X  hed 
kt  femer  %  das  Geschlecht  der  letzteren  Curve,  so  haben  wir 
den  PI ilcker 'sehen  Formeln: 

x  —  2v^Sx  -  2  -|-  2  («  +  i/)  —  2  1/ , 

Ebenso  gross  muss  aber  auch  die  Zahl  der  entsprechenden  I 
des  Büschels  a"^  +  ^^3  ^  ^  s®^3  welche  f  beruh ren^  d.  h.  die  Z 

A'  +  r  =  2;;  —  2  +  2n; 

und  daraus  folgt  p  =  x-      Ebenso    können    wir    auch    die    Bezie 
zwischen   den   Curven   F  und  Ä  betrachten,  wodurch  wir  das  Kei 
7C  =  X  erhalten,    wenn   tc  das  Geschlecht  von  F  ist;   und  somit 
der  That  p  =  ir.   —    Die  Einfachheit  dieses   Beweises  beruht  ii 
Einführung  der  Hülfscurve  X. 

7)  Beweis  von  Brill  und  Nöther.  Auf  jeder  Cn  vom  Geschl 
p  giebt  es  eine  oo'' ~  ^  -  Schaar  von  Punktsystemen,  die  durch  » 
girte  6'„__.j  ausgeschnitten  werden,  ein  Satz,  welchen  wir  frühe 
eine  Folge  eines  anderen  Theorems  über  Schuittpunktsysteme  u 
girter  Cn-s  erkannten  (p.  441).  Diesen,  sowie  jenes  Theorem  w< 
Avir  hier  benutzen.  Auf  /'  nehmen  wir  eine  Gruppe  G„  von  »  P 
ten  beliebig  an,  mit  welcher  eine  andere  Gruppe  G^^  residual  sei  \ 
:r  >  />,  so  gäbe  es  noch  mindestens  o^'^-f  andere  Punktgn: 
von  je  7C  Punkte,  welche  ebenfalls  sämmtlich  zu  G^  residual,  d. 
Gn    corresidual   wären    (p.  432).     Diese    Schaar  ffn^'^—P^   geht  bei 


*)  Unter   ihnen   sind   die   Verbindungslinien   von  «   mit  etwaigen  Röd 
punkten  von  X  mitzuzählen  (p.  666  f.). 
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ftnügen  Transformation  nach  ilem  Begriffe  einer  solchen  wieder 
Ine  Sebaar  Ut}^  ^  ^J  auf  F  üben  Für  letztere  ist  dann  aber  die 
Bgung 

Itj  denn   wir  haben   q  ^^^  p  —  ^r,   Q  ^=^  %,      Die    auf    F    gelegene 

k^-m  kaßn  also  nach  einem  früheren  Satze  durch  adjungirte 
sgeschniiteu   werden   (p.  437)  und  also  jede  Gruppe  derselben 
fOD  n —  l  willkülirliehen  Bestiramungsstücken  abhängen»  wahrende 

Krankte  der  entsprechenden  Grnppe  auf  /'  beliebig  an  na  Innen. 
Annahme  it  '>  p  liegt  somit  ein  Widerspruch;  das  Nämliche 
fi  von  der  Annahme  n  <i  p  auf  demselben  Wege  nachweisen, 
lit  bleibt  nur  die  Möglichkeit  ;r  =  />,  q.  e.  d. 

^Schnittpmiktsysteme  adjnngirter  Curven  (n  —  B)**^*  Ordnung 
H  mit  der  Grindcnrve.  —  Specialachaaren, 

Ifl  Vorstehendem  haben  wir  uns  vorwiegend  mit  der  Theorie  der 
^utigeu   Transformation  als   solcher   beschiiftigt;  jetzt    tritt  daher 

Knaturgemäa«  die  Frage  nach  solchen  Eigenschaften  einer 
eran,  welche  bei  eindeutigen  Transformationen  erhalten  blei- 
nso,  wie  wir  früher  die  Eigenschaften  einer  Curve  studirten^ 
le  dnrch  Collineation^n  nicht  zerstörbar  sind*  Im  Folgenden 
El»  wir  (fiso  aile  Curven  ah  wesentlich  ideniisch  befrachten  miisseji, 
^ftuti^  in  einander  iiherfikhrbar  shuL  Welches  sind  aber  nun 
^■aussen  wir  zuerst  fragen  —  die  Kennzeichen  für  die  Mög- 
^B  einer  solchen  Transformation  ?  Als  nothwendige  Bedingung 
Men  wir  bereits  die  Gleichheit  des  Geschlechtes  der  beiden  vor- 
l^a  Curven,  ausreichend  ist  dieselbe  aber  nicht.  So  war  auch 
^■ckheit  der  Ordnung  zweier  Curven  noth wendig,,  um  dieselben 
^■ri  einander  überführen  zu  können  j  ausserdem  aber  mussten 
^^■e  absoluten  Invarianten  beider  Curven  übereinstimmen,  wenn 
Bwclich  sein  sollte.*}  Diese  absoluten  Invarianten  waren  gewisse 
Be  Cnrre  charakteristische  Constante,  und  ihre  Zahl  daher  gleich 
iSabl  derjenigen  Constanten  in  der  Gleichung  der  Curve,  welche 
ii  lineare  Transformation  nicht  zerstört  werden  können,  d*  h. 
h  I «  («  +  3)  —  8.  Ebenso  wird  nun  die  Möglichkeit  der  ein- 
km  l>ansformation  zweier  Curven  in  einander  von  gewissen  ab- 
^BConstanten  I  die  man  dann  als  Moduln  bezeichnet^  abhängen, 
^B  in  der  That  noch  genauer  sehen  werden '^'^);    und  die  Zahl 

I  iTelferdle»   war  noch  nötbig,   daas   für  jede   der  beideu  Curven    dieseilten 
|i||eii,  etc,  identiöcU  lerschwmden^  wenn  eine  von  ihwon  durcli  idoutbche» 
^^Blten  xon  Functiouäliuvaruiiiten  Hpecialiairt  ist, 
J-'VgL  den  /olgenden  Abschnitt. 
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dieser  Moduln  mnss  dann  gleich  der  Zahl  der  Constanton  sein^  wdl 
man  in  der  Gleichung  der  betrachteten  Curve  durch  eindeutige  TA 
formatiou  nicht  mehr  zerstören  kann.  Um  diese  Zahl  zu  beistimn 
niuss  man  also  vor  Allem  darauf  ausgehen,  die  Ordnung  der^ 
möglichst  zu  erniedrigen;  und  so  werden  wir  zu  der  Aufgabe 
die  Curve  niedrigster  Ordnitny  f^^Normalcvrve^^)  anzwjehen^ 
eine  Curve  von  gegebenem  Geschlechte  eindeutig  ühergeführl  werden^ä 
Die  allgemeine  Lösung  derselben  drangt  aber  weiter  zu  allgem^f 
Untersuchungen  über  Punktsysteme  auf  einer  Corve  von  solchen  flf 
ciellen  Eigenschaften,  welche  bei  eindeutigen  Transformationen  e? 
bleiben;  und  dabei  wird  es  sich  besonders  um  Schniitpunkt$ystt 
jungirter  Cn  -  3  handeln  müssen ,  denn  eine  solche  geht  in 
zu  Ct  adjungirten  CV-ü  über,  wenn  die  Cn  in  eine  C^ 
wird.  Den  reichen  Stoff,  welcher  sich  unü  im  Anschlüsse  an  dk 
Fragen  aufdrängt,  werden  wir  nun  in  folgender  Anordnung  erledig« 


derj^ 

^e  4M 
in    wä 

;en]^ 
solchen  flf 
men  e^^ 
kt$ystel^^ 
in  d^ 


1) 


2) 


^) 


ktsjsia 


untersuchen    wir    die    Transformation    der    C^    mittelst  eiil 
Netzes  von  adjungirten  r„_3  als  Transformationscnnren^ 
betrachten   wir   eine  Reihe  von   Beispielen  für    Punktsyste) 
besonderen   Charakters   auf   einer    C^    und    deren  gegen 
Beziehungen. 

behandeln  wir  allgemein  die  Bestimmimg  solcher  PunH, 
auf  der  C„ ,  durch  welche  eine  höhet^e  Mannigfaltigkeil  adj% 
C^_3  gcht^    als  man   nach   der   Zahl  der   Punkte   einer 
Gmppe  cnvarten  sollte  („Specinlgrtippe^^J,     Dabei    wer 
insbesondere    den    sogenannten    Biemann-Roch^schB 
kennen  lernen. 
Hier  soll  sich  dann  in  den  beiden  folgenden  Abschnitten  anscl] 

4)  die   Bestimraung  der  Normalcurven  niedrigster  Ordnonl 
der  Moduln. 

5)  die  vollständige  (anzabl*  geometrische)  Erledigung  einig 
bietenden  Probleme  durch  Untersuchungen  über  Cot 
denzen. 

Die    wiederholt   hervorgehobenen    ausgezeichneten    Ei{ 
der  adjungirten  C^-»  legen  es  nahe,  ein  zweifach  unendliches 
von  solchen  Curven   an  Statt   der   Transformationscurven   0  zu 
nutzen.      Wir   wollen   dabei   alle    festen   Punkte    des   Netze« 
Curve  f  selbst  legen,  so  dass  dasselbe  nur  von  Punkten  die 
abhängig  ist.     Da  nun  von  den  Schnittpunkten  einer  adjnn^ 
im  AUgemeinen  p  —  1  die  übrigen  p  —  1  bestimmen,  s<  • 
/>  —  3  beliebige  Punkte  von  /  uoch  tX)^  adjungirte  Cn^i  1 
Wir  haben  also  in  obigen  Formeln  zu  setzen: 
s  =  n  —  3,    fv  =^  r!'=  /  ^'  1 ,    «,  =  «,",    a/=  0,    r/=  i\^ 
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.d  erhalten  dadurch  aus  (15)  und  (19): 

Es  ist  also  im  Allgemeinen  möglich   eine  ^  Curve  f  vom  Geschlechte  p 

eine  Curve  (p  -f-  l)'*"**   Ordnung   mit   ^  p  (p  —  3)   Doppelpunkten    zu 

muformiren;    und    zwar    geschieht    dies    durch    eine    Transformation 

I  — 3)/rr  Ordnung  y   bei   der  alle  Curven  ^  zu  f  adjungirt  sind  und 

fuserdem  durch  7?  —  3  beliebig  auf  f  gewählte  Punkte  a  gehen.  *) 

Zu  p  —  3  beliebigen  Punkten  von  f  kann  man  hiernach  noch 
p{p  —  3)  Punktepaare  der  Art  finden,  dass  durch  jene  p  —  3  Punkte 
od  durch  die  Punkte  eines  solchen  Paares  (zusammen  also  durch  p  —  1 
^Bskte)  noch  einfach  unendlich  viele  adjungirte  6^» -3  gehen.  Dieses 
lemliat  wollen  wir  noch  in  einer  etwas  anderen  Form  aussprechen^ 
akhe  für  das  Folgende  Y09  Wichtigkeit  wird.  Ist  nämlich  das  betrach- 
te Cnryennetz  gegeben  durch: 

id  bilden  y,  z  die  Punkte  eines  der  genannten  Paare,  so  ist: 

P9>i  (y)  =  <Pi  W ;     Q 9>2  iy)  =  9>2  (^) ;     ^9^3  iv)  =  9^3  W • 
e  Zahl  ip  (p  —  3)   giebt  also  auch  die  Zahl  der  Werthepaare  yz, 
dehe  gleichzeitig  den  drei  Gleichungen 

(y)  9>2  (^)  —  9>2  (y)  9>i  (^)  =  0,     9^2  (y)  9^3  (^)  -  9^3  (y)  9^2  (^)  =  0? 
93  (y)  9^1  W  —  9>i  (y)  9^3  (^)  =  0 

tiügen  (wenn  ausserdem  /  (y)  «=  0,  /  (z)  =  0),  wobei  die  identischen 
euBgen  y  =  z  schon  ausgeschlossen  sind.  Die  genannten  Gleichun- 
Q  können  wir  auch  durch  das  Verschwinden  einer  Matrix  in  der 
nn: 

9>i(y)      9>2(y)      9>3(y)||_^Q 

9>iW        9>2W        9>3Wil 
■mmenfassend   darstellen;  und  das  Auftreten  solcher  Matrices  ist 
r  alle  im  Folgenden  behandelten  Probleme  charakteristisch. 

Auf  der  C»  gibt  es  sonach  cx>''"~^  Punktgruppen  Gp  _  i  von  p  —  1 
nikten  dieser  besonderen  Art,  und   Gleiches  gilt  für  jede  auf  die  C» 


*)  Diese  Transformation  würde  von  Clebsch  und  Gordan  angegeben 
heorie  der  Abel*schen  Functionen,  Leipzig  1866,  p.  65).  Dieselbe  ist  selbst- 
nttbidlich  nicht  möglich  för  die  Fälle  p  »=  0 ,  1 ,  2 ,  welche  am  Schlüsse  dieser 
ittiprilmtg  besonders  behandelt  sind.  Ausserdem  kann  nur  eine  Ausnahme  ein- 
toi  y  wenn  darch  p  —  3  beliebige  Punkte  schon  eine  Zahl  weiterer  Punkte 
r  £7^_5  mit  bestimmt  sind,  wie  bei  den  sogenannten  /type r elliptischen  Curven 
1  dmen  auch  alle  Curven  mit  pa2  gehören);  wir  werden  weiterhin  sehen, 
•  letsiere  auch  den  einzigen  Ausnahmefall  bilden,  lieber  die  hyperelliptischen 
rren  vgl.  auch  den  Schluss  des  folgenden  Abschnittes. 
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eindeutig  bezogene  Cttrve;  eine  solche  Panktgruppe  geht  immer  in 
eine  Gruppe  derselben  Beachafifenheit  über,  ohne  doch  üb  voUä 
diges  Schnittpunktsystem  der  C^  mit  einer  anderen  Cunre  definirt 
zu  sein.  Zu  jeder  dieser  Gruppen  Gp-x  gehört  nun  eine  at^* 
Schaar  von  Gruppen  Vp  _  i ,  ausgeschnitten  auf  der  €^  eben  ra^ 
mittebt  des  durch  6'^, ,  i  gehenden  Büschels  von  Cn-^\  und  c#  M 
sehr  bemerkensvverth ,  dass  man  auch  umgekehrl  durrh  jtde  diaff 
residualen  Grupjmi  Tj, .  i  noch  einen  Büschel  adjungirter  €^  _  i  kgm 
kann  (vgl.  auch  p.  439).  Der  Beweis  für  diese  Behauptung  erpll 
sich  sehr  einlach,  wenn  man  den  Sat^  benutzt,  dass  jede  auf  <k 
r„  mögliche  Schaar  y^'*>  durch  einen  Büschel  von  adjungirten  C^,\ 
ausgeschnitten  werden  kann  (p.  438).  Jede  der  ex?*  Gruppen  na] 
können  wir  durch  einen  beliebig  auf  der  C^  gewählten  festen 
A  (der  nur  nicht  in  einen  ^  Punkt  der  Basisgrappe  G^^i  fallen 
zu  einer  Gruppe  f^,  ergänzen;  die  Gesammtheit  dieser  Gruppen  Tp 
dann  nach  obigem  Satze  durch  einen  Büschel  Cn^-s  ausgescl 
werden.*)  Allen  Curven  des  letzteren  muas  dann  aber  der 
Punkt  A  gemeinsam  sein,  und  somit  haben  wir  einen  zweit 
dem  ursprünglichen  mit  der  ßasisgruppe  Gp  _  \  verschiedenen,) 
von  Cn  „  3  gefunden,  welcher  ebenfalls  die  Schaar  y^*^_  ^  auf  dw  <?, 
stimmt.**)  Durch  jede  *jruppe  r,,-!  der  letzteren  gehen  also  zweit 
somit  einfach  unendlich  viele  r«_s,  q.  e.  d.  Den  hier  n\\M 
Satz  werden  wir  noch  in  den  folgenden  Beispielen  vcrschi* 
benutzen  müssen. 


*)  Das«  obiger  Satz   auch  \\iv  Schaaren  /^^^^    mit   fegten    Ptiükt*jn    gilt, 
nnmittelliar  an«  dem  fniheren  Bewöiae  (p.  437  f.)j  man  darf  daiiu  uur  iiiubt  i 
tlart  mit  nc  besseichtieteu  Punkt  gerade  in  einen  festen  Punkt  hinein  logen. 

**J  Der  Satse  ist  evident  für  eine  (\  mit  2  Doppelpunkten  (/»  =s  4), 
p  —  i  £=  3,    Durch  drei  Punkte  G^  aber  und  die  beiden  Doppelpunkte 
nur  noch  oo'   Kegelschnitte  legen,    wenn  die  drei  Punkte    mit  einem  iH 
jHuikte   auf  einer   Geraden    liegen;  jede  r,  des  Büschek  xerfSUlt  dann  in  < 
feste  Gerade  und  eine  (bewegliche)  Gerade  durch  den  anderen  Doppelptmlt 
8trahlen  dee  durch  letzteren  gehenden  Büschek  bestimmen   ako   die  Orupp 
iiuf  der  C5;  durch  jede  dieser  Gruppen  Pj  geht   dann  selbgtvorit^lntili'^h  «odl^ 
analoger  Bü«chel  von  i\^  bestehend  au^  der  die  Gruppe  T,  auaaclv 
mden  und  dem  Strahl büachel   durch    den    ersten    Doppelpunkt.     K 
besonders  empfohlen  werden,  den  auf  p,  138  gegebenen  Beweis  an  <'> 
sten  Beispiele  auch  schematisch  nochmals  durchzuführen.  —  Die  Bc» 
Textes  spricht  sich  hier  allgemein  in  dem  Satze  aua:  IVenn  ein  dutch 
Punkte  ^v'  ■ ,  j/^  \  //       und  ttie  heiden  fioppef punkte  der  C;,  tfthtnHtr  A 
eint   Ultiküriichkcit  besitzt   und  die  t\  nach  in  deit  Punkten  a^^\  x^\   ^ 
MO  heäiizt  auch  ein  durch  X^  %  j.*  \   »r -' ^  und  die  Ooppetpunkle  grhemtUr  Üifti^ 
noeh  eine  HWkMichkeit, 
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[ehren  wir  jedoch  zu  den  Transfoi-malionen  miltelst  adjungirter 
zurück;  dieselben  sind  deshalb  von  besonderer  Wichtigkeit, 
s  eben  durch  sie  gelingt,  die  Normalcurven  niedrigster  Ordnung 
teilen.  Dass  man  in  der  That  5  =  n  —  3  nehmen  muss,  um  f 
e  Curve  F  von  möglichst  niedriger  Ordnung  zu  transformiren, 
sofort  aus  unseren  früheren  Untersuchungen  über  Schnittpunkt- 
le  linearer  Schaaren  von  Curven.  Ist  nämlich  q  die  Mannig- 
:eit  einer  solchen  Schaar,  Q  die  Zahl  der  beweglichen  Schnitt- 
),    5   die    Ordnung   der   ausschneidenden    Curven,   so   ist  nach 

s  =  n  —  ^:Q<:q-\-p—\,     i^t  s  >  n —^  :  Q  ^q  +  p . 

imt  also  jedenfalls  den  kleinsten  Werth  für  s  ^=  n  —  3  an; 
berdies  haben  wir  gesehen,  dass  auch  jede  Schaar  von  Punkten, 
\  Q  <  Q  -{-  P  durch  adjungirte  Cn-s  ausgeschnitten  werden  kann 
')•  Damit  ist  aber  unsere  Behauptung  bewiesen,  denn  in  unserem 
haben  wir  nur  q  =  2  und  ^  =  v  zu  nehmen,  wo  dann  v  eben 
dnong  von  F  ist. 

enauer  aufgezählt  erhalten    wir   von   p  =^3    an    durch    unsere 
örmation,  wenn  die   benutzten  C„^s   durch  p  —  3  beliebig  auf 
gewählte  Punkte  gehen,  folgende  Curven  {p  +  1)*«'  Ordnung: 
7?  =  3  :  Curven  4*®'  Ordnung  mit  0  Doppelpunkten 


;,  =  4 

}f 

5ter 

)9      ;; 

„    2 

99 

99 

p  =  5 

'              79 

ßter 

79        97 

„    5 

79 

11 

p  =  G 

79 

7ter 

>;      ;j 

»    9 

99 

99 

p  =  7 

}) 

8ter 

>;      ;; 

„  14 

99 

i9 

p  =  S 

m                  • 

'         ;» 

gier 
•             • 

;;      79 

„  20 

99 

99 

ie  allgemeine  Curve  5*^'  Ordnung  (/?  =  6)  z.  B.  erscheint  dabei 
uisformation  einer  specielien  Curve  7*®'  Ordnung  mit  9  Doppel- 
;n  mit  der  Eigenschaft,  dass  man  auf  ihr  auf  zweifach  unend- 
[ele  Weisen  5  (=  /?  —  1)  Punkte  bestimmen  kann,  durch  welche 
art^^^'fach  unendlich  viele  Cn--3  hindurchgehen,  was  auf  einer 
einen  C-j  mit  p  =  6  nicht  möglich  sein  wird.*)  Die  betreffen- 
,_5  (=  C^)  bilden  dann  eine  Schaar  mit  5  beweglicheli  Schnitt- 
en (also  V  =  5  in  Obigem);  und  die  entsprechende  Schaar  ^^W 
r  C^  wird  ausgeschnitten  durch  die  Geraden  der  Ebene,  welche 
eine  beliebige  feste  Gerade  zu  einer  Cj  (=  Cn  _  3)  ergänzt  wer- 
Ebenso  erscheint  die  Curve  5*"  Ordnung  mit  1  Doppelpunkte 
ansformation  einer  specielien  Curve  6*°'  Ordnung  mit  5  Doppei- 
sn, u.  8.  f. 


Denn  nach  der  unten  mitgetheilten  Tabelle  ist  1/  =»  6  im  Allgemeinen  der 
Iwerih  von  v  (dort  mit  R  bezeichnet)  für  p  =  6. 
seh,  Vorletnngeu.  44 
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Sediete  AbtbeiluQg. 


Man  sieht  hieraus,    wie   überhaupt  die  Möglichkeit  mittelst  eio* 
fleutiger  Transformation  die  Curvenordnung  zu  erniedrigen  dafon  ab- 
hängt,   ob    auf    der    vorliegenden    Curve    Punktgruppen    besouderen 
Charakters  vorhanden  sind  oder  nicht.     Aus  dieser  Ueberlegnng  folgt 
aber*  auch  sofort,  dass  unsere  Curven  {p  +  1)**'  Ordnung  selbst  mcht 
nothwendig  diejenigen  niedrigfiter  Ordnung  sind,  welche  überhaupt  an« 
einer  vorliegenden   allgemeinen  Curve  ;/®"   Geschlechtes    hervürgelie» 
können;    denn    die  p  —  3    Basispunkte   des    zur   Transformation  b^ 
nutzten  Netzes  von  adjuugirten  C„^a  waren  auf  der   C^  ganz  hrMhi 
gewählt.     Es  entsteht  jetzt  vielmehr  die  Frage,  ob  man  nicht  speciellc 
Gruppen  von  mehr  als  p  —  3  Punkten  zu  Basispunkten  eines  solch« 
Netzes  wählen  kann»  wo  dann  die  ^^«^g  dieses  Netzes  in  %y -  "-  -   ' 
p -^  \    beweglichen    Punlcten    schneiden    würden.     Zur  Be.^ 
dieser   Frage   haben   wir  also  folgende  Aufgabe  zu   I5sen:     Fa 
auf  einer  vorliegenden    C»  vom   Ge&chfechie  p    diejenigen    A/   '  ^ 
gefunden    werden,    dureh    tvekhe   man    noch    zweifach    unett 
adjnngirte  C„_3  derart  legen  kann^   data  die  Zahl  der  heweglicUt 
Schnitipunkie  eine  möglichst  kleine  wird. 

Die  Behandlung  dieser  Aufgabe  führt  uns  naturgenaass  zur 
Setzung  der  früher  abgebrochenen  algebraischen  Untersuchungen  Sh 
Schnittpunktsysteme   adjungirter    C^^    (p,  437 ff).      Bevor   wir 
auf  die  betrefifenden  Erörterungen  allgemeinerer  Natur  eine-'^^ 
es  zur   Veranschauüchung  der  Fragen,   um   die   es  sich   h<i. 
sein,    ein  Beispiel  ausführlich   zu  betrachten;    und    zwar    wollen 
zeigen,  dass  es  möglich   ist,  eine  Curve    7*^'   Ordnung    mit    9 
punkten^    welche     soeben     als    Normalcurve     für    p  =  fi    aufß 
wurde,    in    eine    Curve   6**"^    Ordnung   mit   4    Dopfieipunkten 
überzuführen. 

Wir  haben  also   nachzuweisen,  dass  es  auf  einer   ^,   mii  pt 
eine    Schaar   y^^^y^    d,    i.    eine    2 -fach    unendliche    Schaar    von  je 
Punkten,   gibt,   welche   durch   ein  Netz  von  adjungirten  C^  (««€,• 
ausgeschnitten  wird,  oder  —   was  dasselbe  ist   —   dass  man  lof  < 
Cj  Gruppen  G^  von  je  3  Punkten  (sei  es  in  endlicher  oder 
licher  Zdhl)   bestimmen  kann,  durch  welche  noch  ri^^effach  unc 
viele   C^   hindurchgehen   (wahrend    man   ja   durch  4  =  /»  —  2 
auf  der    C-    gewählte    Punkte    nur   t'mfach    unendlich    viele  Tj 
kann).    Dies  aber  führt  zu  der  Aufgabe  drei  Punkte  y<*^^  y^, 
zu  bestimmen,  dass  die  durch  sie  gehenden  zweifach  unendltch 
C\  sUmmtlich  noch  einen   vierten  Punkt  y^**  der  t\  entbaltdl« 
bildet  die  Gesammtheit   der   adjungirten  C\   eine    lineare   q^*SA* 
von  Curven: 
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soeben  gemachte  Forderung  können  wir  also  dahin  aussprechen, 
I  Ton  den  vier  Gleichungen 


«.9',(y<*')  + «2 «Pj  («'<*')  +  •■ 
«i9'i(y«")+.«2iP2(y<'')  +  -' 
«i9'i(y**>)  +  «2  92(y<*')  +  - 


»t  (y'") 

9'2  (y<") 

9»,  (y<'0 

9*4  (y<") 

9'5  (y<'0 

9'«  (y'") 

',  (y<*') 

9.  (y'»0 

«Ps  (y'*0 

9-4  (y'*0 

96  (y'»0 

9«(y'*') 

',  (y'") 

«Pj  (y">) 

«Pa  (y<»>) 

<P4  (y"0 

9-5  (y<»0 

9'6  (y'»') 

',  (y<*0 

<Pi  (y'*') 

9-3  (y'^') 

94  (y<*0 

9*5  (y'*') 

9'6  (y<*0 

letzte  eine  Folge  der  drei  ersten  ist;  wodurch  dann  in  der  That 
3  der  6  Verhältnissgrossen  a,-  willkürlich  bleiben.  Und  dies 
et  sich  dadurch  aus,  dass  alle  t'/ergliedrigen  aus  den  9>/(^^^0  ^^ 
nden  Determinanten  verschwinden  müssen,  d.  h.  dass  folgendes 
1  Verschwinden  einer  Matrix  dargestellte  System  von  Gleichungen 
ht: 


=  0. 


System  enthält  aber  nur   drei  von  einander  unabhängige    Glei- 
ten; nämlich  z.  B«  diejenigen,  welche  aus  der  einen  Gleichung: 


=  0 


=  4;  5  oder  6  entstehen.*)  Diese  drei  Gleichungen  enthalten 
icksicht  auf  die  Bedingungen 

(a:)=aO  die  Gleichung  der  C^  ist,  noch  vier  Unbekannte:  Von 
ier  Punkten  y^*'>  kann  daher  noch  einer,  etwa  yt*\  willkürlich 
ilt  werden;  zu  ihm  wird  man  dann  eine  endliche  Zahl  von 
teiripeln  y^^\  y^^\  y^^^  finden  können,  welche  dem  gefundenen  Glei- 
ssysteme  genügen.**) 

^ählt     man     nun     zu     Transformationscurven     das     Netz     der 
vier  solche  Punkte  y^"^  gehenden  C^,   so   schneiden  die  Curven 


9^  (y'") 

92  (y<") 

93(y''>) 

9.-  (y<") 

9».  (y'»>) 

9-2  (y<*0 

93  (y<") 

9.(y<*0 

9',  (y'") 

9'2(y"") 

93  (y'^O 

9.-  (y'^O 

9',  (y<*0 

9'2  (y'*') 

93  (y'*>) 

9.(y<*0 

Vgl.  2.  B.  Baltzer's  Determinantentheorie  p.  42,   sowie  die  späteren  all« 
len  Erörterungen  des  Textes  (p.  703  f.). 
)  Dass  die  Zahl  der  Lösungen  nicht  Null  sein  kann,  wird  sich  später  er- 

am  Schlüsse  des  4.  Abschnittes  werden  wir  dieselbe  gleich  6  ßnden. 
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Secliste  AbtheiluDg. 


desselben  auf  der  C^  eine  Sehaar  y^^>  aus,  d.  h.  die  C^  u-frä 
in  eine  C^  eindeutig  übergeführt.^) 

Da  wir  von  den    vier    Punkten    t/'^    noch    einen    wilikurü 
nehmen    konnten,    so   gibt  es  im  Ganzen  noch    eine    oc'-Scb 
solchen  Gruppen  zu  je  vier  Punkten;  die  Geaammiheit  dieser 
nuji  kann  man  durch  einen  Büschel   von   C^   auf  der  C^  dusscl 
welche  noch  durch  6  feste  Punkte  der  C-  gehen  (wie  schon 
auf  p.  437  gegebenen  Satze  hervorgeht);  und  zwar  wird  sich  zei, 
man   zu  solchen  G   Basispunkten   irgend  eine  Gruppe   der  SehaaS 
wählen   kann,   deren  Gruppen   sämmtlich   zu  irgend   einer  Grtip] 
von  4  Punkten  y^^  residual  waren.    Dies  Beispiel  ist  ftlr  die  folg« 
allgemeineren  Erörterungen  von  grosser  Wichtigkeit  und  mag  de 
noch    eingehender   besprochen    werden.     Man    erkennt    übrige 
Verwandtschaft  unserer   letzten    Behauptung  mit  dem  früberea 
dass  jede  Schaar  ^J,'^_i  aus  Puuktgruppeu  besteht,  durch  wdclM 
falls  noch   je   cjo'    Cn-^  gehen  (p.  688);    wir   haben  hier  ebea 
Special talle  eines    allgemeineren   Theorems  vor   uns.   —    Nehnu 


vier  Punkte  i^^'J,  y' 


m 


yi^\^    j/v. 


\M 


nun  so  bestimmt  an,  dass  duj 


noch  oo^  ^1  gehen.  Es  seien  ferner  »r'*',  a*<*^,  j?<^,  x^*>,  jf<^*>,  ; 
sechs  weiteren  Schnittpunkte  einer  C\  dieser  oc^- Schaar  mit 
Durch  die  vier  Punkte  y  und  jeden  beliebigeu  Punkt  der  i 
gehen  dann  noch  oo*  Tj,  insbesondere  also  auch  durch  die  Pi 
und  irgend  einen  der  sechs  Punkte  x*'^ ;  d.  h,  letztere  bilden  z 
eine  Gruppe  von  /?  —  1  =  5  Punkten,  zu  welcheu  es  eine  r 
8chaar  g^^^  =^  g^^^_  ^  gibt.  Dann  aber  gehen  auch  durch  jede 
der  letzteren  Schaar  noch  oo^  C, ,  insbesondere  also  auch  (e. 
1  =  6)  durch  die  5  Punkte  x^^\  x^^\  x^^ ,  x^^^,  x^^^;  diese  5 
liegen  mit  jedem  beliebigen  Punkte  |  auf  einer  C^^  so 
y,-  (I]  =  X,  die  Gleichung  besteht: 

(9>,  (x<^*)     *)P,  (x<^0     qPaO*'**'*)     9,K^^'")     %{^^'^)     9^{^''') 
9,  (xt^>)     <r,(afW)     ^^(.rtä))     q>,(x^'^>)    ^,{^m)     q>,{.T^^>) 

q>,{xi^^)     tp.ixi^^)     ^,{xM)     ip,{x^^^)     tp.ix^))    9>,(ar<«>) 

A|  Ä2  A^  A^  A',  X^ 

in  welcher  die  X,  wiilküriichc**)  Grössen  sind.  Da  wir  aber 
jeden  der  sechs  Punkte  ^r  wählen  konnten,  so  müssen  auch 
teren  5  Gleichungen  bestehen,  welche  aus  der  hier  stehenden 

•)  Vgl  daniher  Brül:  Math.  Ännalen.  Bd.  2,  p.  471- 
•*)  Zunächst  sind  nnr  zwei  Quotienten  X| :  Xj^  willkarlioh.  Dut^iiei 
die  4^  und  Bomit  auch  die  aßderu  QrCJasen  X  xiebendeuiig  he«tuiinii:  iroJ 
dann  das  Verachwinden  der  einxelüen  Co^fÖcieüten  der  letatt«?«»  enibcl 
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n,  wenn  man  je  einen  der  Punkte  x^^^ .  . .  x^^^  mit  aj<®>  vertauscht; 
dies    können  wir  dahin    aussprechen,    dass    alie   fünfgliedrigen 
rtieierminanien  der  folgenden  Determinante  verschwinden  müssen: 

9,,(x('))     9,,(a:W)    ...    ^^(^W) 


9»,  (a:«»)     g,,(a;(«)     ...     9)»(a;W) 

Zu  genau  demselben  Systeme  von  Gleichungen  wird  man  indess 
md  das  ist  das  Wichtige  —  durch  die  Forderung  geführt,  sechs 
kie  x^^  so  zu  bestimmen,  dass  durch  sie  noch  eiue  oo*-Schaar 
ingirter  C^  geht.  In  der  That  müssen  ja,  wenn  Letzteres  eintreten 
^  Yon  den  sechs  Gleichungen: 

«l<3Pl   (^'^)  +  «29^2  (^^*0  +  .  .  .  +  «69>6  (^^'0  =  0 

d  die  Folgen  der  vier  übrigen  sein,  indem  schon  je  p  —  2  =  4 
ikte  der  (7,  einen  Büschel  von  adjungirten  C^  bestimmen.  Dasselbe 
j  aber  auch  umgekehrt:  Ist  irgend  eine  Gruppe  Tg  dieser  Art  von 
ikten  a:^*)  gegeben,  so  bildet  jedes  Residuum  derselben  eine  Gruppe 
Ton  Punkten  y<*^  der  eben  bezeichneten  Art.  Weil  nämlich  durch 
Blnf  Punkte  der  f^  noch  eine  oo^-Schaar  von  C^  geht,  so  bilden 
b  die  vier  Punkte  G^  zusammen  mit  Je  einem  Punkte  der  Tq  eine 
qppe  von  5  Punkten,  durch  welche  einfach  unendlich  viele  C^ 
ten  (nach  einem  obigen  Satze,  p.  688).  Durch  die  G^  gehen  also 
kf  verschiedene  Büschel  von  C^]  dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
eh  die  G^  noch  eine  oo'-Schaar  von  C^  gelegt  werden  kann,  oder 
in  diese  sechs  Büschel  unter  einander  identisch  sind.  Letzterer 
1  ist  sofort  auszuschliessen;  denn  dann  würden  wir  4+6=  10  Punkte 

der  Cj  haben,  welche  zusammen  mit  den  9  Doppelpunkten  die 
ispimkte  eines  Büschels  von  C^  bilden  müssten,  während  sich  je 
i  C^  doch  nur  in  16  Punkten  schneiden  können.     Es  bleibt  somit 

erstere  Möglichkeit,  q.  e.  d.  Liegen  also  vier  Punkte  G^  auf  der 
90,  dass  durch  sie  noch  eine  oo^ -Schaar  adjungirter  C^  geht,  so  kann 
ch  Jedes  Residuum  fg  derselben  noch  eine  oo^ -Schaar  solcher  C^  ge- 

werden j  und  umgekehrt.*) 


*)  Die  Schaaren  g^^^  kann  man  auch  zur  Transformation^er  C-j  in  die  von 
■aano  (a.  &  0.  §.  13)  angegebene  Normalform ,  d.h.  in  eine  Cg  mit  zwei  vier- 
m  ttmd  drei  Doppelpunkten  benutzen.  Seien  nämlich  tp  =»0^  %^=0  zwei  ad- 
irfte  C4f  welche  sich  in  den  6  Punkten  x^^  einer  der  im  Texte  charakterisir- 
^roppen  f«  schneiden,  und  -ip'  ^^0,  %  =»0  zwei  andere  solche  Q,  welche  die 


G94 


Sechste  Abtbeilung, 


Da  sonach  jede  Gruppe  G^  dieser  Art  zasamraen  nüt  den  9  Doj»] 
punkten  13  Basispunkte  einer  oc'-Schaar  von  €^  bildet^  so  gibt  ei 
mindestens  eine  cxi^-Schaar  von  Gruppen  f,-;  dadurch  ist  aber  aaek 
die  Cesammihvii  dieser  Gruppen  dargestellt,  denn  das  für  die  (k  Punkte 
^(0  gewonnene  Gleichungssystem  ist  nach  eijiem  sogleich  noch  n 
erörternden  Determinautensatze  mit  nur  vier  von  einander  unabhäo- 
gigen  Gleichungen  äquivalent,  so  dass  man  noch  zwei  der  Pui"t 
willkürlich  auf  der  T^  annehmen  darf.  Man  erkennt  hieraus  n 
Ueberlegung  umkehrbar  ist),  dass  alte  möffhchen  Gruppen  f^  auf  der 
(\  durch  die  c»^- Residuen  einer  endlichen  Zahl  von  Gruppen  (?|  ji 
Art  erschöpft  werden,  und  umgekehrt,  dass  alle  Gruppen  G^  in 
endlichen  Zahl  von  Gruppen  r,|  obiger  Schaar  y^^-^  residual  eind. 

Die  in  letzterem  Umstände  ausgesprochene  vollkommene  Recipw- 
cität  zwischen  den   Schaiiren   y^}-^   und  ^j'**  ist  den   Curven   vom  (i 
schlechte   6  (die   im  Allgemeinen   alle   in  eine  C^  mit  9  und  somit 
ein  C^  mit  4  Doppelpunkten  trausformirt  werden  können)  eigenthi 
lieh,  wie  sich  sogleich  ergehen  wird;  im  Uehrigeu  dagegen  kann 

die  Bestimmung  von  Schaaren  t^^^L^  ^"^^    ^i»**^    ^^^   einer  Curve 
Geschlechte  p  in   genau   derselben   Weise  ausführen,  wie  dies 
für  den  Fall /?  ^  0  geschah*     Fragen    wir   uns    naralich,    wie  p 
Punkte  i/^l^  2/<^> , ,  .y^f"-^^  auf  der  Grondcurve  C«  liegen  mössea, 
mit  jede  durch  sie  gelegte  adjungirte  Ü„  _  ^  noch  durch  einen  weB 
festen     Punkt    der    C„    gehe,     so    denken    wir    uns     den 


/fi) 


y{p-'i)  2^ej  bewegliche  Punkte  y^^^^,  y'^'^  ^Miinzugefßg 


suchen  die  Bedingxmg  auf,  unter  welcher  bei  Bewegung  dieser 
neuen  Punkte  einer  der  übrigen  Schnittpunkte  der   beweglichen 
mit  der  C  —  sagen   wir  y^^*^  —  fest  bleibt.     Diese  Forderung  inf 
virt  zwei  Bedingungen,     Sehen  wir  also   nur  y***,  ,  .  ,  y'**^^'  ab 


miui  fitik  i 


G  Punkte  :'*^  einer  amifrfn  f^  der  Art  gemein  haben,  so  hediems 
Tratisroriiiatiorisformeln ; 

Eine  beliebige  Curve  des  Netzes  off^x' +  *^i^'z  H~  "aX3t^=  ^  hiii  duua  oitJ 
r,  48  feste  Punkte  (von  denen  36  in  den  9  Doppelpunkten  nnd  je  «  bei.  i 
Punkten  .r'**  und  z^*^  liegen)  gemein ,  schneidet  also  in  der  Thiii  die  C%  i 
8  beweglichen  (von  den  a  abhtLngenden)  Funkten.  Der  Büschel  ^  '\-  l|«4 
schneidet  nur  noch  in  4  beweglichen  Punkten,  ebenso  der  BÜAchel  ^>*+l|< 
die  entstehende  i\  bat  also  in  den  Punkten  i/|  =  0»  »/,'=«>  «od  ^«»9,1 
je  einen  vierfHcheji  Punkt,  q.  e.  d.  —  Vgl  über  die  EieuiaDn^Mhen 
formen  Brill:  Malli.  Aniialen,  Bd.  1,  p,  401  und  Bd.  2,  a.a.O.  Zur  Hf 
derselben  Ibrdert  Rieujaun  die  Aufsuchung  zweier  algebr&ifchen  Fasfft 
treiche  in  möglichst  wenig  Punkten  Null  und  unendlich  w^rd^n,  d.  k  * 
Zähler  und  Nenner  Curven  darstellen ,  die  möghcbiit  viele  PunkUt  d«r  ÜnnA 
gemein  haben.    Solche  Functionen  sind  eben  hier  die  i^uottenUsn  <* :  i  hb^  ^ 
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Wich  gegeben  an  und  fragen  nun,  wie  y^p-^)  und  y^p—^)  liegen 
ja«,  damil  alle  durch  sie  geleglen  adjungirten  C„^s  noch  durch  einen 
^einsamen  Punkt  y^P^  gehen.  Da  hier  vier  Punkte  weniger  gegeben 
id,  als  zur  Festlegung  einer  solchen  C^-z  erforderlich  wären,  so 
in  man  durch  die  gegebenen  p  —  5  Punkte*)  5  Curven  g?,  =  0, 
■a  0,  ...  9)5  =  0  legen,  aus  denen  eine  beliebige  durch  jene  Punkte 
tende  adjungirte  Cn-z  sich  linear  zusammensetzt;  die  allgemeine 
Te  dieser  Schaar  hat  also  die  Form: 

«19^1  +  «29>2  +  .  •  •  +  «5  9^5  =  0. 
Forderung  ist,   dass  jede  durch  y^p-^)  und  y^P"^^  gehende  Curve 
es  Systems  auch  durch  y^P^  gehe,  dass  also  aus  den  Gleichungen 

««9>,  (y^-*>)  +  «29>2  iy''"'^)  + . .  •  +  «5<3P5  iy^'-'^)  =  0 

«,9,   (y'^'-'O  +  «2^2  (y^-*0  +   .  .  .  +  «5<3P5  (y^"-'0  =  0 

selbst  die  Gleichung  folge: 

«i9i  (y^O  +  «2<P2  (y'^'O  +  . . .  +  cf5<3P5  (y^'^O  =  o . 

zu  ist  nöthig  und  hinreichend,  dass  die  Functionswerthe  der 
en  Gleichung  sich  aus  denen  der  beiden  ersten  linear  zusammen- 
»n,  dass  also  für  f  =  1,  2,  ...  5  die  Gleichungen  bestehen: 

sind  5  Gleichungen,  welche  A,  fe  und  die  Coordinaten  der  drei 
rte  z^P-^^,  y^f'-^K  y^''\  also  wegen  f{y^-^))=.Q,  f  (y(p-^))  =  0, 
0)  SB  0  auch  5  Unbekannte  enthalten.     Dieselben  kann  man  be- 

y^ip)  =  Zi  durch  die  eine 


Uich  auch  fOr  y,(P-*)  = 

Xi,  y,^- 

■»'  =  Vi, 

y,W  = 

ici  • 

'  9>i  («)    92  («) 

93  {x) 

9t  (x) 

9iix) 

i  9\  (y)   V2  (y) 

93  iv) 

9i(.y) 

9iiy) 

!  <Pi  (^)    97  (.') 

93  i^) 

94  W 

95  W 

zen,  welche  aussagt,  dass  alle  aus  dem  in  Yerticallinien  ein- 
ilossenen  Schema  („Matrix'*)  der  9?,-  zu  bildenden  dreigliedrigen 
rminante  einzeln  verschwinden  sollen,  und  welche  mit  drei  von 
ider  unabhängigen  Gleichungen  äquivalent  ist.  Man  hat  dann 
Frage  zu  beantworten,  wie  viele  Werthsysteme  x,  y,  z  dies 
3m  von  Gleichungen  und  die  Gleichungen  f{x)  =  0,  f(y)  =  0, 
a=  0  gleichzeitig  befriedigen.**) 

)  Im  Falle  p  =  6  konnten  wir  ja  auch  noch  einen  der  4  Punkte  yi*)  will- 
•h  aDnehmen. 

•}  Setzen  wir  zur  Abkürzung  9,  (x)  =  a- ,  cp  ■  (y)  =  b, ,  cp.  (z)  =  c- ,  so  ver- 
öden aUe  Determinanten  der  Matrix  (3\  wenn  folgende  (frei  Gleichungen 
len  (vgl.  die  erste  Anmerkung  auf  p.  691): 
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^ehite  Abtbeiltnig, 


Bezeichnen  wir  vorllluiig  tlie  Zahl  dieser  Werthsjßteme  mit  1% 
80  gibt  es  also  zu  p  --  b  beliebigen  Punkten  noch  Z  Puaktetripel  4« 
genannten  Art;  und  im  Ganzen  gibt  es  oc^-^  Ornppen  ^^-»,  tltireh 
welche  noch  je  c©*  C„ .  a**)  hindurchgehen*  Diese  Gruppen  fcjv 
theilen  sich  nun  in  merkwürdiger  Weise  auf  oo^"*^  Schaaren  von  je  eiß 
fach  unendlicb  vielen  Gruppen,  d,  h.  ocf'-^^  Schaaren  ^^Lft  von  difütB 
jede  zn  allen  Gruppen  einer  bestimmten  Schaar  yp^^^  residual  ist,  sd 
das3  also  alle  Gruppen  einet  Schaar  ^J^*^j  unter  einander  corresidual 
sind.  Man  gelaugt  zu  diesem  Resultatej  ebenso  wie  zu  dem  entspte- 
chenden  für  p  =^  6,  mit  Hölfe  des  auf  p.  688  angegebenen  Satzes  über 
Schaarea  ^^*'_  |>  Ist  nrimÜch  Vp  irgend  eine  zu  einer  Gruppe  <*^-i 
residuale  Gruppe,  welche  aus  den  Punkten  x^^\  or*'^',  .  •  .  ^f^  betU^hcQ 
mögCj  so  folgt  zunilchst  aus  jenem  Satze,  dasa  man  durch  je  /i  —  1 
dieser  Punkte  t/'^  noch  eine  oo* -Schaar  von  t^«_a  legen  kann;  mi 
de&halb  müssen  alle  (p  —  1 ) - gliedrigen  ünterdeterminanti^D  ia 
folgenden  /;-gliedrigen  Determinante  verschwinden  (vgl,  p.  liftB): 

9t  f.^*'0     92  (^**0     .  "  ^     9p  (^n 


(4) 


Die  hieraus  entspringenden  Gleichungen  aber  sagen    eben    »nSj 

mrirt   durch   die  p  Punkte  j:*'^    der   Gruppe   T^  nneh  eitte  oo^-Sehnrrr 
6'^_a  ief/en  kann;   analog  wie  oben   beweist  man  auch  leicht  die  Dfli*| 
kehrung  dieses   Satzes.     Das  zuletzt  erwähnte  Gleichungsajstem  s^ft 
^iili  Uquiviiknt  mit  mrr   Bt^dingungoBj   d.   h.   man  kann   noch  /i— 41 
Punkte  einer   Gruppe   Vp   willkürlich  annehmen*     Sind  dann  ^,  ^Mi| 
t^j^^=0,  ^3  ^  *^   tp^^i)  irgend   vier  Curven   der    durch    die   p  — Ij 


C«J 


ffl 

at 

^. 

«t 

^f 

^1 

ff^ 

Ät 

^   =n, 

^ 

A, 

Ä- 

^t 

^f 

^5 

^i 

''f 

r^l 

in 


»0; 


I 


—  0. 


*?lf 


es  sei  denn,  data  auch  gleichzeitig.^ 

Um  die  Lö£%uiigeB  d^s  Gleiclimic^HitjBtemB  (3)  zu  Unde&f   hat   man    ftlao   Ycm 
gemciDKameu  LöBungen  der  Gletclinngen  (a),  wozu  immer  noch  die  Bediog 
/'(a^)  =  (>^  /'(//)=^0,  /'i;  1)^=0  hinJ:utreten ,  die  gemeinsamen  Ldäuogeti  der  Gk 
ohungen  i^)  ab^udchcn, 

*)  Ks  iüt  ;f  ^  i  (p  -f  1 1  ;i  ip  _  1)  _  p  (p  ^  \);   vgl.  den   Behlass  de« 
Abschnittes    p,  7ö3), 

**J  Es  Sfind  hier  und  im  Folgenden  aelbitirerständlich  immer  «iijtn^t  C^_ 
gi 'meint. 
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bestimmten  oo'*-Schäar,   so   hüben  wir  zur   Aufsuchung  einer 
^pp€    r^   vier   weitere   Punkte   g,  ?y,   J;,  6^  so    zu  bestimmen,    dasa 
mus  der  Determinante: 

ijPid)  cp.a)  q>,(x)  cjp.d) 

9i  (n)   92  (>?)   9'A  iv)   9i  iv) 
9i{t)    <P2(5)    9A^)    9>4{e) 

g>,(#)     qp,{^)     g)3(^)     «p,(#) 

>ildenden  ersten  TJnterdetenninauteu  Yerschwinden.     Wahrend  also 
*rseits   die   Bestimmung  der  Gruppen   Vp   direct  durch  Aufsuchung 
g^emeinsamen   Lösungen  (d,  i,   Werthsysteme    6,  ly,  f,  #)  dea  so 
Itirenden  <iteichungssysteuis  geschehen  kann,  erscheint  andererseifm 
I*rfjblan  der  Bestimmitng  von    Gruppen   Tp  hiernach    auf   das    der 
irnmung  von  Oruppen  Gp-2  obfffcr  Art  zurückgeführt;   denn  sämmt- 
e   Vp  erhalt  man  ja  als  Residuen  slimmtlicher  Gp-<i, 

Bezeichnen  wir  nun  mit  Z*  die  Zahl  der  Ponktquadrupel  |,  ?^, 
#  der  C^,  welche  dem  zuletzt  erhaltenen  Gleich ungssysteme  ge- 
n'^),  80  können  wir  diese  Belnif afe  in  Folgendem  zmammevfassen, 
hl  man  von  p  —  b  beliebigen  Punkten  aus,  so  gibt  es  noch  Z  ver- 
tedeiie  Punktetripel,  welche  mit  ihnen  zusammen  je  eine  G^^^  he- 
znen,  durch  die  oo^^^^g  gehen;  diese  oc' (7^«^  schneiden  auf 
C^  eine  Schaar  y^^^)  y^^  Gnippen  Vp  aus*^)^  und  durch  jede 
gehen  noch  cx>'  andere  r^  — s-  Umgekehrt  bestimmt  die  Ge- 
tbeit  der  Jetzteren  auf  der  ^^  eine  Schaar  ^^'Lj»  ^on  deren  einer 
ppe  Gp^t  wir  ausgingen,  Im  Ganzen  gibt  es  oo'*^"  verschiedene 
lia  Schaaren  g^^^_  ^y  so  dass  erst  p  —  b  beliebige  Punkte  eine  ein- 
'^  ^„*L  2  bestimmen.  Dieselben  theilen  sich  in  Z  völlig  getrennte 
^ieine  entsprechend  den  Wurzeln  der  Gleichung  Z*"'*  Grades,  von 
eher  ihre  Bestimmung  abhängt;  der  Art,  dass  keine  Schaar  eines 
rtems  mit  keiner  Schaar  eines  anderen  Systems  eine  vollständige 
tppe  Gp-t  gemein  hitt,  und  dass  man  von  einem  Systeme  aus 
ht  durch  contiuniriicUeti  üehergang  mittelst  lauter  Gruppen  G^^^_^ 
emer  Gruppe  der  anderen  Z  —  1  Systeme  gelangen  kann.*^**)     Da 


•)  Wir  floden  spater:  z'— i^^  p  (;?  -  1»»  (> -2)—lp  { (p  — 1)  (p— 2)— pH- l)  ] . 
^^  Die  C^  kann  alao  auch  in  eine  C  eindeutig  trausformirt  werden;  ee  ist 
'  ►  ;  weitere  Reduction  der  Ordntitig  niöglxch. 

♦*',,   .  -,._.*cii  völlig  getrennten  Sj&temen  von  Panktgruppeu  auf  der  Cn  werden 

flp&ier    bei   ßetracbiung   der   BeruhrungBcurveu    noch    wiederholt    begegnen. 

d*fÜr   geben    auch   die  3  Systeme   von  Polepaaren  auf  der  Q  fp.  627) 

afteme  ^on  Punkten  auf  einer  solchen ,  in   denen  C^  niehrpimktig  be* 


HBf  Sechste  Abtheilang.  ^^^^^^^^H 

nun  jeder  Schaar  9^^_^  eine  Schaar  yj!^^  Ton  Residualgriippen  £ifl 
net  ist,  so  gibt  es  auch  cx>''~*  verschiedene  Schaaren  y,,^,  nH 
obiger  directen  Abzahlung  übereinstimmt;  und  letztere  reihen  lä?« 
Z'  getrennte  Systeme  ein.  Diese  Zahl  Z'  stimmi  inslfesonderv  im^ 
p  =  6  mit  (kr  Zahl  Z  überein;  und  dadurch  ist  dieser  Fall  in  den 
oben  angegebenen  Weise  ausgezeichnet  (p  694),  Ist  nämlich  p« 
so  gibt  es  nur  eine  endliche  Zahl  von  Schaaren  ^I^^L»  ^^^  ^^^  < 
endiiche  Zahl  von  Schaaren  y|,'*^  und  die  Anzahl  beider  Sehn 
muss  die  gleiche  sein,  da  aus  einer  Schaar  9^^]_^  immer  eifw  Sei 
^pt**  eindeutig  hervorgeht  (ohne  dass  noch  willkürliche  Punkte 
Betracht  kämen).  Für  ;^  —  6  >  0  dagegen  ist  zu  solchem  eim 
Entsprechen  je  zweier  Schaaren  keine  Veranlassung  mehr. 

Es  sei  schliesslich  noch  hervorgehoben,  dass  es  Schaaren  f^ 
y^Ls  f^^  p  =  bj  oder  überhaupt  für  ;j  <  6  nicht  gehen  kann: 
diesem  Falle  würde  die  Zahl  p  —  ß  der  beiderseitig  noch  vollk€ 
willkürlich    annehmbaren    Punkte    negativ    werden,  was   keinen 
hat.     Man  überzeugt  sich   hiervon   übrigens  auch  leicht  direct 
Ciirve   vom   Geschlechte  p  ^  b  nämlich  kann  (wenn   sie   nicht ' 
elliptiach    ist)    nach    p.    687    in    eine    (/>  +  1)*",   d.  i.  6'" 
mit    ^ p  (p  —  3)  ^^^  5  Doppelpunkten    transforrairt  werden;    sc 
auf  dieser  C^^  aber  eine   Gruppe  Cr,  geben,  durch  welche  noch 
jungirte  C^  (^«-3)  hindurchgehen,  so  müssten  alle  diese  C^  ana 
5  Punkten  der  G^  noch  die  ö  Doppelpunkte  der  (^^,  d*  h»  im 
10  Punkte  gemein  haben,  was  nicht  möglich  ist, 

[  Nachdem  so   an  einzelnen   Beispielen   der  Begriff   von 

gruppen*'  erörtert  und  die  Existenz  solcher  nachgewiesen  ist,] 
wir  zur  altgemeinen  Untersuchung  derselben  über.  Und  zwar  i 
wir  zunächst  den  sogenannten  ßiemann'Roch'scheii  Satx  a| 
welcher  sich  auf  die  gegenseitigen  Beziehungen  solcher  Grup| 
zieht  (und  den  wir  für  Specialtalle  auf  p.  6HS  und  G93  ausgesf 
haben)  und  erst  dann  die  Existenz  solcher  Gruppen  durch  Äuläitell 
der  betreflenden  Bedingungsgleichungen  allgemein  nachweisen.  ■ 
Wir  gehen  hier  zunächst  auf  unsere  früheren  Unter^uc^| 
über  Schnittpunktsysteme  adjungirter  r^«_3  zurück,  welche  ifl 
dem  wichtigen  Satze  abgebrochen  haben  (p.  437),  das»  eine  V 
unendliche  lineare  Schaar  g(^'t^  von  Pnnktgruppen  zu  jr  Q  PunAie^^ 
dann  durch  eine  Schaar  von  adjtmgirlen  ^«-3  ausgetcAnitien  S 
kann,  wenn  die  Relationen  erfüllt  sind^):  .       ■ 

•)  Eine  Schaar  i/[f ,   für  welche  q^Q  —  p  -{•  \,   wird    dun^    ^««^1 
ßcbnitten ,  die  <lurcb  li^lp  —  'i-  (j  fcfctc  Tuokte  Gf^  gehen*    Ist  alio  (ifl 
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q^Q  -  p-^-  l  j     oder     Q  --  q^p  —  \  , 

Bei    dem    (in    Folge    gesonderter  BetTdchtung  der  verschiedenen 

Specialfulle)  etwas  längeren  Beweise  gingen  wir  davon  aus,  dass  der 
för  ^  =  0  jedenfalls  richtig  ist,  und  zeigten  dann,  dass  er  auch 
=  l  gilty  indem  wir  (für  O'^p)  auf  einen  Widerspruch  stiessen, 
h  eben  nur  durch  Annahme  des  genannten  Satzes  heben  Hes3. 
brjgen  Fälle  erledigten  sich  sodann,  indem  wir  von  einer  Schaar 
"j  zu  einer  Schaar  ^q*^*  aufstiegen 
Bs  ist  schon  hervorgehoben  worden,  dasa  es  sich  filr  uns  haiipt* 
ichlich  um  die  Untersuchung  sogenannter  „Speciftfffruppen"  handelt*)^ 
l  h.  Punktgruppen  von  solchen  Eigenschaften,  wie  sie  in  obigen 
feiapielen  gefordert  wurden  (p.  6H6),  Allgemein  wollen  wir  jetzt  unter 
iiHir  ffSperiaischaar^^  g^^f^  eine  9- fach  unendliche  lineare  Schaar  von 
^mktgruppen  zu  je  Q  Punkten  verstehen,  für  welche: 

q>  9  —  p  -]-\, 
aus  welcher  eine  bestimmte  Specialgruppe  G^^'^^  erst  durch  An- 
ae  von  mehr  als  (^  -*  p  -f-  1  beliebigen  Punkten  festgelegt  wird, 
auf  einer  C«  möglichen  Specialschaaren  sind  nun  keineswegs  von 
ader  unabhängig;  vielmehr  lassen  sie  sich  in  merkwürdiger  Weise 
e  zweien  so  gruppiren,  dass  aus  einer  gegebenen  Schaar  immer 
lere  abgeleitet  werden  kann,  und  umgekehrt,  wie  es  in 
TM    Beispielen   der  Fall  w^ar;   und  zwar  geschieht  dies  zufolge  des 


^aben    H   Punkte  Onnuf  einer  nicht  zerfaflendm  Curve  f  vom  Ge- 
p   eine    solche   apecieite    Lage^    ätjss   die   durch    sie   gehenden 
ien    Curven    {n  —  3)**^    Ordnung   noch    eine    q*fach    unendliche 


och  eine  positive  Zahl  0>^)*  *o  dqubb  die  Gruppe  G^  von  gani  be* 

Qiarakter  sein;  sind  dann  g?,  ^0,  9^  =  0  zwei  C^_^  durch  6'^^,  »o  ist 

algebraische  Function,  welche  für  0.  a-lao  für  weniger  ak  p,  Punkte  un* 

wird.     Nach  dem  Suite  ffe$  Texte*  kann  alter  aueh  umgekehrt  jede  algehraiavhe 

m  (Ur  letzteren  Art  in  der  Form  ^  dargeitetU  werden.     In  dieser  Farm  findet 

d^r  Hat/,  auch  bei  Riematin,  a.  a,  0.  |.  10.  —  Es  sei  hier  noch  ein  ßei- 
Itlr  den  Sat»  erwähnt.  Zu  7  beliebigen  Punkten  einer  C^  wird  man  2  wei- 
I  (and  «war  auflt  verschieden»  Arten  nach  p.  672  f.)  so  beatimmeii,  dass  dqrch 
noch  30*  €^  gehen.  Die  3  beweglichen  Schnittpunkte  bilden  dann  eine 
j^j '♦  fflr  welche  die  Bedingung  [^}  erfüllt  ist;  eie  können  daher  auch 
neli  einen  GeradenbüJtchet  {C^  _  jj  =  C^ )  ausgCHchnitten  werden.  Letzterer  er- 
igi  dAfiii  umgekehrt  «uaammeu  mit  dem  Ta-Böachel  die  C^  in  Chft8lefi*»ch«r 
ülMf  (p.  U5). 
•>  Für  dad  Fulgeade  vgl,  ßrill  und  Nöther:  Math.  Annalea»  Bd  6,  p,  280  ff. 


Sechste  AbtitmUmg 

Sehaar  Miden  (q  eine  gmize  positwe  Zahl  und  >/?—!  — 

ÄW  die  Sthaar  yg^^f^  amschneiden  (Q  ^2  p  —  2  —  Ä) ,  so 
Gruppe  Gn  ei/wr  oo'' -Schaar  an,  für  weiche  r^M — P  +  1- 
—  0  -^  §f  ^i^  ^^SQ  reibst  wieder  eine  Speciahchaar  ist;  d,  Ä, 
Gruppe  r^*»^  der  Schaar  ^(i<*>  ^ehi  noch  eine  00""  *Schaar  von  r 
Curven  (n  —  3)**'  Ordnung  hindurch,  welche  die  Schaar 
schneidet. 

Zum  Beweise  konnten  wir  wieder  unter  Benutzung  vo 
uaatensätzen  denselben  Weg  eiaschla^en  wie  für  den  Pal]  l 
r  =i  ] ,  Q  ^^  p^  f/  =  2  auf  p.  696  \  man  gelangt  aber  e 
Benutzung  des  Satzes*)  über  Specialschaaren  (p.  437  tu 
derselben  Weise  einfach  zum  Ziele,  me  oben  beim  Falle  i 
Q  ^  n  =  p  —  \  (p.  688);  und  zwar  auf  folgende  Art, 

Es  sei  eine  Specialschaar  gQ'^^  gegeben,  für  die  also  < 
cbuug  (7)  befriedigt  ist;  und  zwar  sei 

(8)  q-^Q-p^-^+r, 

wo  r  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  aber  so,  dass 
Wir  fügen  nun  zu  jeder  Gruppe  der  Scbaar  ^/t/^''*  dieselben 
den  (beliebig  gewühlten)  r  Punkte  hinzu.  Aus  der  gegebe. 
entsteht  dann  eine  andere  ^i>'^*'^  wo 

für  welche  also   die   Anzahl   der   willkürlichen    Parameter 
vermehrt   hat,    wohl    aber    die    Anzahl   der   Punkte   in   dei 
Gruppen  der  Schaar.     Wegen  (8)  ist  nun 

9'  =  i>'  -  P  + 1 , 

d.  h.    es    ist  für  die  Schaar    G(i>^'i"^    die    Bedingung    (6)    ei 
letztere   Schaar  kann   daher   durch   ein   System   von  adjuiig 
ausgeschnitten  werden;   und  durch  jede  Gruppe  G(/'i"^  der  S 
somit    eine    adjungirte    C„  _  3.      Da    aber    von    den    O'    Pi 
Gruppe    r    völlig    beliebig  gewählt   waren,    so    rauss    sich 
Q'  —  r  =  Q    Punkte   der  betreifenden   Gruppe    (7//v*    noch 
eine  00'' -Schaar   von   adjungirten   r„_3  legen  lassen,  d.  h. 
die  Gruppe   6^^^*?)  gehenden  6'„_3   der  Art  schneiden  eine  ^ 
aus,    für    welche    ß  =  2p  —  2  —  Q    und    q    mindestens 
nach  (8): 
(^)  qSq+P-'^-O.     also     >/?_;,+  !  4-.; 


*)  Neben  dem  folgenden  Beweise  des  Toxtra  findet  man  a.  a.  O.  < 
welcher  sich  durch  Verallgemeinerung  der  Betrachtung  .lut'  p,  688  e 
den  früher  in  dem  anderen  Beispiele  eingeschlagenen  Beweibgaiig  ko 
dem  weiterhin  folgenden  Abschnitte  über  dats  Verschwinden  der  0-Fut 
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a  kann  q  auch  nicht  >  r  sein.  Setzen  wir  nämlich  q  =  E  — 
-|-  X,   wo  X  >  ^,   so   wird  man  von  der  Schaar ^ä<*>  zu  einer 

^^<**durch  ganz  dieselbe  Betrachtung  geführt,  vermöge  deren 
»eben  aus  der  Schaar  ^q^^^   die  Schaar  <7ä<?^  ableiteten;  so  dass 

der  Relation  (9)  für  x  die  Ungleichung  resultirte: 

ind  aber  beide  Schaaren  (^^^«^  und  ^^<*^)  zu  einer  beliebigen 
e  Ga^Q^  residual,  wie  aus  unserer  Construction  der  Schaaren 
nd  ffQ^"^  unmittelbar  erhellt;  beide  Schaaren  müssen  also  die 
5  Zahl  willkürlicher  Parameter  enthalten  (vgl.  p.  434),  und 
folgt  X  =  g,  also  auch  wegen  (10)  und  (8):  q  =  r.  Dies  Be- 
sprechen wir  in  folgendem  Satze  aus: 

fffi  man  durch  eine  Gruppe  G(/9)  einer.  Specialschaar  gq^^^  auf  der 
'  welche  q  durch  (8)  gegeben,  d,  h,  q  =  Q  —  p  -\-  \  -{-  r  ist,  eine 
irte  Curve  (n  —  3)*®'   Ordnung,  so  schneidet  dieselbe  die  C^  noch 

—  2  —  C^  =  Ä  Punkten,  die  ihrerseits,  wenn  man  durch  Gq^'^^  alle 
ien  C„^3  der  Art  legt,  eine  Specialschaar  gR^''^  von  Gruppen  Gji^*'^ 

für  welche  r  den  aus  (8)  sich  ergebenden  fFerth:  r  ^=  B — p 

-  q  besitzt. 

ies  ist  aber  wieder,  wie  man  sofort  erkennt,  der  oben  nur  in 
r  Form  ausgesprochene  Riemann-Roch'sche  Satz*),  durch 
n  die  erwähnte  paarweise  Gruppirung  der  Specialschaaren  ver- 
wird; für  je  zwei  derartig  ztisammengehörige  Schaaren  gg^'f^  und 
oben  wir  nach  ihm  die  Relationen: 

Q  +  B  =  2p  —  2,     Q  -  R  =  2q  —  2r. 

inige  Beispiele  mögen  dazu  dienen,  den  Sinn  des  Satzes  noch 
zu  erläutern: 

|)  C^  mit  einem  Doppelpunkte:  p  ^=b.  Wir  können  hier  eine 
tschaar  g^^^^  durch  adjungirte  C^  ausschneiden,  von  denen  jede 
Mbe  feste  durch  den  Doppelpunkt  gehende  und  eine  beliebig 
Icke  Gerade  zerfallt.  Da  P  =  5  und  q  =■  2',  so  findet  man  aus 
ttss  3,  r=l,  also  eine  ^3^*^;  dieselbe  entsteht,  wenn  die  ad- 
B  Cj  ixi  eine  beliebige  feste  und  eine  bewegliche  durch  den 
|mnkt  gehende  Gerade  zerfallt. 
C^  mit  zwei  Doppelpunkten ;  p  =  8.  Wir  können  eine  Special- 
ff^iq)  =  g^^^>  durch    eine    Schaar  von   C^-s  ausschneiden,    von 


^t  wurde  in  anderer  Weise  von  Riemann  für  einige  specielle  Fälle  ab- 

,  a.  0.  und  §.  6,  Crelle'a  Journal,  Bd.  64,  und;  üeber  das  Verschwin- 

rhetafonctionen,   ib.   Bd.   66;   sodann   von  Roch  allgemein  bewiesen: 

p.  372.     Vgl.  darüber  den  unten   folgenden  Abschnitt  XI  über  das 

len  der  6 -Function. 
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denen  jede  in    eine  feste   durch  einen  Doppelpunkt   gehend 
zerfällt   und    in    einen    beweglichen    Kegelschnitt   durch    de; 
Doppelpunkt,   welcher  ausserdem  durch  3  feste   Punkte   der 
Für  die   zugehörige  g/^^'^   Hndet   man   /?  ^  7,    r^^l;   die    1 
welche  durch  eine  beliebige  C^  des  erwähnten  Büschels  auf  di 
curve    bestimmt    werden,    bilden   also  zusammen   mit  den    2 
punkten  der  C^  ein  System  von  9  Punkten,  durch  die  noch 
viele    Curven   S^^'   Ordnung    hindurchgehen.*)  —  Eine    Spei 
ff^^i>  =  g^i-)  erhlUt  man,  wenn  die  ausschneidenden  C_3  au»  eil 
adjungirten  €^  und  einer  beweglichen  Geraden  bestehen.     Ea 
die  zugehörige   Schatir   /?=8»  r  =  3^    und   die  ^^*^>   wird 
Gesammtheit  der  adjungirten  i\  (zusammen  mit  einer  festen 
ausgeschnitten. 

C)  £?^  mit  2  Doppelpunkten  j  vgl.  die  Anmerkung  auf  p. 

ß)  C^  mit  9  Doppelpunkten^  vgl.  p.  GDO  tf.  — 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  diejenigen  Erörterungen 
durchzuführen,  welche  uns  bei  der  C\  mit  9  Doppelpunkten 
wisse  Determinantensysteme  führten;  wir  w^erden  gleichzeitl; 
betrefiFcnden  DeterminantensUtze  etwas  eingehen.  Auf  die  Bea 
der  Anzahl  von  möglichen  Specialschaaren  (wie  der  Zahl  w 
spiele)  legen  wir  dabei  zunächst  kein  Gewicht  weiter.  Es  fc 
vielmehr  darauf  an,  gewisse  Grenzen  für  die  Zahlen  (>,  Ä, 
zustellen,  innerhalb  deren  die  Aufsuchung  der  Specialschaa 
möglich  sein  kann.  Die  dazu  nothigen  algebraischen  Debef 
bleiben  dieselben,  wenn  man  die  adjungirten  C,,-»  durch  s 
Curven  beliebiger  Ordnung  ei"setzt.  Wir  behandeln  daher 
folgende  allgemeinere  Aufgabe: 

Gegeben  sei  eine  oo^- Sc  haar  von  adjungirten  Curtei 
$oii  auf  f=0  B  Punkte  (Gn)  so  bestimmen,  äass  durch  sie 
Curven  der  gegebenen  Schaar  gehen. 

Dies    Problem    führt    naturlich    ebenfalls    auf    das    Vers 
einer  Matrix,   bez.  der    Unterdeterminauten   einer    solchen. 
Schaar  von  Curven  sei  gegeben  durch  die  Gleichung: 

(12)  ^^a,H,,  +  a^i>^  +  .  .  .  +  «,  +  i  t^,^.i  =  0; 
für  sie  bestehen  die  R  Gleichungen: 

( 13)  ¥  ix^'^)  =  0 ,     V  (jr^^O  =  0  ,  .  .  .  V  (a:(*>)  =  0 , 

wo  gleichzeitig:  /*(^<'0  =  ^^  /"«y^O  =<^  *  •  ./(j:^'^»)  =  0. 
chuugen   (13)    aollen   von   den  Verhältnissen  der  Paraiueter 
willkürlich    lassen  5  es  sind  also    zur  Bestimmung  dieser  V( 
nur  /  —  q  verwendbar,   oder  mit  andern    Worten:   ans  j«  I 

V 

•)  Dies  ist  also  wieder  ein  Beispiel  IBr  den  schon  auf  p*  4Sd  bell 
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Gleichungen  (13)  soll  jede  eine  Folge  der  übrigen  /  —  q  sein. 
ins  folgt  aber  entsprechend  der  Gleichung  (5)  die  Bedingung, 
aammÜiche  {t  —  q  -{-  l)-gliedrige  Determinanten  des  Schemas: 

*,(xW)     ^.,(a:W)     .  .  .     ^,  +  i(x(2)) 


thwinden  müssen*);  also  z.  B.  alle  Determinanten  der  Form: 
*i(a:'8>)         ^^(a:(«))         ...     ^,^^(a:(2))         ^,  (a:(«)) 


<f|(a:(*))         ^.,(a:(*))         ..,     V', -,(x(^))  V'.- (x^'O 

Ettr  I  alle  Werthe  der  Reibe  /  —  ^  +  1,  /  —  (7  +  2, .  .  ,  /  +  1 , 
n  /     ^.  „  w        „        i  —  q-{-l,i  —  q  +  2,,,,R 

Reihe  nach  zu  setzen  sind.  Es  ist  aber  zur  Erfüllung  jener  Glei- 
ten auch  gerade  nothwendig  und  hhireichend,  dass  alle  Deier- 
nien  Dik  einzeln  verschwinden**),  vorausgesetzt,  dass  die  (/  —  q)- 
Irige  Determinante 

^,  (xO))        ^,(xO))        ...     ^,^,{x^^^)      I 


t  selbst  Null  ist.     Dies  aber  können  wir  voraussetzen,  da  wir  dem 
rensysteme   (12)  keine  besonderen  Bedingungen   auferlegt  haben. 
Beweise  jener  Behauptung  entwickeln  wir  A*  nach  den  Elemen- 
der  letzten  Horizontalreihe  in  der  Form: 

las  Bildongsgesetz  der  B^i  als  Unterdeterminanten  von  Dik  leicht 
ibersehen  ist.    Setzen  wir  nun 

•)  Für  Ä  aa»  /  —  ^  4"  ^  ist  dies  Problem  auch  von  Clebsch  und  Gordan 
orie  der  Aberschen  Functionen,  p.  211  ff.)  in  der  Weise  formulirt.  —  Den 
Beinen  Fall  kann  man  auch  durch  das  Verschwinden  einer  Matrix  dar- 
tt,  wenn  man  dem  Schema  (14)  noch  /i  —  <  +  ^  — -  1  Reihen  willkürlicher 
wn  infEigt,  wie  in  dem  Beispiele  auf  p.  692. 

^  VgL  Krön  eck  er  in  Baltzer's  Determinantenthoorie ,  p.  42  der  dritten 
Ige.  —  Auf  fthnliche  Fragen  beziehen  sich  die  Untersuchungen  von  Ro- 
tt:  CieUe*8  Journal,  Bd.  67,  p.  266. 
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SO  wird  Cfk  =  ^i  (^^*0j  i^^^no  '  oder  k  einen  der  Werihe  1  bis  f  —  ^ 
annimmt,  indem  dann  i?,jt  verschwindet;  und  wenn  man  dem  Indei  i 
alle  Werthe  von  1  hh  i  -\-  \ ,  dem  Index  k  alle  Werthe  von  1  bis  M 
beilegt j  so  bilden  die  Ca-  xufolge  ihrer  Zusammensetzimg  aus  den  f 
und  B*)  ein  Syatem  von  Elementen,  für  welches  aife  aas  ihm  m 
bildenden  (/ —  g -|- l)-gliedngen  Detenninanten  Null  sind,  Setaaii 
wir  also  voraus,  dass  auch  die  Determinanten 

fl7^  ^^-^H-i.'-¥  +  ai     ^^'-ff  +  «.'  -  f-M?  *  -  •  A+i,i-^-l-i  j 

sammtlich  Null  sind,  wie  wir  es  oben  thaten,  so  stimmen  wegen 
aiie  Elemente  C,'it  bez.  mit  den  ^«^  {.rt*")  überein,  d.  h,  sie  bilden 
d&8  Schema  (14);  und   es   verschwinden  daher  auch  atle  It  —  q-^\ 
gliedrigen  Determinanten  der  ^^,  q.  e.  d. 

In  dem  Gleichungssjsteme  (14)  sind  also  nar 

(r+i)(Ä-r  +  ^) 

von  einander  unabhängige  Gleichungen   enthalten,  nämlich  z.  B,  ih^\ 
jenigen^  welche  durch  das  Verschwinden  der  in  (17)  Äusammengestdlta 
Determinanten  i>,jt  gegeben  werden.     Die  gemeinsamen  Lösungt'n  4tt 
letzteren  geben  also  auch   diejenigen    des  Systema  (14)»    denn  je 
Werthsyatem,    welches    die    Determinanten    (17)    zum    Verschwiu 
bringt,  genügt  auch  allen  anderen  aus  (14)  entspringenden  Beding 
gen;  davon  hat  man  jedoch  noch  abzusondern  alle  Werthsystemej 
welche  Determinanten  der  Form  />  verschwinden,**)     In  den   (y -)"  v 
(fi  —  t  -\-  q)  Gleichungen  kommen  aber  R  unbekannte  vor:  die  Coor* 
diuaten  der  Punkte  Jc-*\  welche  ausserdem  an  die  Gleichungen  /(.r^"  .==^''> 
gebunden  j^ind.     Von  diesen  M  Punkten  kann  man  also   auf  f  nuAi 
willkiirlich  annehmen: 
(18)  yf_,(,/+i)(Ä  _/  +  ,;); 

eine  Zahl,  welche  jedejifalls   nicht  negativ   werden  darf.      Damil 
fd^o   Gn/ppen   von    R   Punkten   auf  f  finden   Imscn ,    durch    tt^lche  n$ 
eine  öoi-Schaar   von    Curven    am    einer    gegebenen    Unearen   OQ,^-$ck 
hindurchgehen^  mtiss  die  Bedingung  erfäUt  sein: 

m  /?>(//  +  i)(i?-/+(?).***j 

*)  Es  folgt  dies   aus   dem  Deteouiuanten'MultipÜcatiön&Batre;    vgl,  Crell 
JournaL  Bd    97,  p.  as. 

••)  Vgl.  darQber  die  Beispiele  iu  dem  vierten  Äbschuitte   dieier  Alttbe 
sowie  die  Anmerkung  **^  auf  p.  695.     Im  Beispiele  zeigeu  gleicbteitig,  dAtii 
Zähl  fiffr  ühng  hhfhendün   Löauni^en  im  Atige^n^inen  nichf  NuU  (j^I.. 

***;  So  weit  würden  diese  Betrachtungen  auch  für  nicht  niljnngirte  Cotri 
Systeme  gültig  bleiben ,    vgl.   den   weiterlim   folgenden  Absdiiutt  über 
pimktöjgteme  (p-  TöT). 


PuakUT«teme  auf  einer  Curve.    Äber^che  Integrale 


705 


Neben   die   BediDgiuig   (19)  stellt    sich   noch   eine  andere,    wenn 

Tcrlangt,    dass    die    Gruppen    Ga    eine    Sehaar    von    bestimmter 

inigfalttgkeit  bilden  sollen,  die  durcli  Curven  bestimmter  Ordnung 

;esehuitten  werden.     Die  Aufstellung  dieser  zweiten  Bedingong  ist 

besonderem  Interesse,  wenn  die  i^  von  der  (w  —  3)*""  Ordnung 
p  und  wenn  die  Gq  selbst  wieder  eine  Specialschaar  g^t^'^  bilden, 
^  durch  eine  oc''-Schaar  von  adjungirten  ^^^-.3  ansachneidbar  sein 
m,  indem  dann  die  Zahlen  r,  /?,  ^,  0  durch  den  Riemann- 
tb 'sehen  Satz  unter  einander  verknHpft  sind.  Kehren  wir  z.  B. 
dem  oben  besprochenen  Falle  zurück  (p,  694  und  697),  wo  wir 

r=l,      Ä=p-2,     q  =  2,      O^p,     t=p-l 

^n  ,  und  wo  in  Uebereinsttmmung  mit  (18)  noch  p  —  5  Punkte 
kürlieh  auf /* gewählt  werden  konnten,  um  eine  Gruppe  Gg  =  Gp  ^  ^ 
fmden ,  durch  die  noch  00'^  C„  ^^  gehen*  Soll  hier  dann  weiter  die 
ippe  Gji  einer  o,^-  (d.  i.  oo*"-)  Schaar  ^!,^*_j  angehören,  so  halben 
noch  die  zweite  ßedmgung:  p  —  5  ^  1 ;  und  die  (weiterhin  mit  r 
lehnet^)  Zahl  p  —  6  ist  die  Zalil   der  beliebig  wählbaren  Punkte, 

man  eine  Schaar  g^\^  finden  will 
Ebenso  erledigt  sich  nun  allgemein  unser  ursprüngliches,  die  C^  -^ 
nsSendes  Problem,  nämlich  die  Bestimmung  der  Specialschaaren  /7/?<'\ 
ir  wollen   dabei   voraussetzen^   dass   t^p  —  \    ist,    d.   h.   dass   die 
€11    der  Schaar  (12)  keiner  anderen  Bedingung  genügen,  als  der, 

P(fi  —  S)****  Ordnung   und  zu  /  adjiingirt  zu  sein.     Die  Deter- 
n   (15)   oder  (17)   werden   in    diesem   Falle   {p  —  <^)  -  glieJrige, 
i  den  li  Punkten,  welche  in  den  aus  (14)  entspringenden  Glei- 
i  vorkommen,  sind  nach  (18)  noch 
R-iq^  1)  [H-^q^p+X) 

IkOrlich  annehmbar.  Damit  wir  auf  eine  Schaar  gf^^''^  kommen, 
f  äirse  Zahl  aber  nicht  nur  nkht  negativ  wer  den ,  sondern  auch  nicht 
r  herabsinken.  Da  nun  wegen  (11)  R  —  p  -\-  l  =  r  —  q  ist,  $0 
cn  Sielte  von  (J9)  für  Specialgruppen  Gr^''^  die  Relation: 

R^{q^  l)r>r, 

1  hieraus  folgt,  wieder  in  Röcksicht  auf  (11): 

^^  1  +  r * 

aueb|  wenn  man  aus  (20j  R  mittelst  (11)  eliminirt: 

Differenzen  der  linken  und  rechten  Seiten   dieser  Ungleichungen: 
|-=Ä-(?+l)r-r=Ä(r+l) -;•(>  +  /;- l)=/»-(^+l)(r-f-l) 


■neb,  TorlMttfigvD. 
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geben  die  Anzahl  der  noch  willkürlich  annehmbaren  Pnnkte  einer 
Gruppe  Gr  an,  welche,  nachdem  r  willkürliche  Punkte  fest  gewühlt 
sind,  aus  einem  csc^- Systeme  von  C!cj'-Schaaren  j7ä*'^»  die  alle  dus 
gegebenen  Bedingungen  genügen,  eine  emtfich^;  Anzahl  Bokber 
Schaaren  ^ä<'^  ausscheiden.  Diese  Zahl  t  kann  nun  selbstverstiiii 
lieh  beliebig  klein  werden;  ist  sie  gleich  Null,  so  gibt  es  mir  ein« 
endliche  Zahl  von  Schaaren  gR^''^  auf  der  (7«,  wie  in  dem  oben  b 
trachteten  Beispiele  für  /;  =  6.  IP'ird  sie  dagegen  negath,  $o  iä  iä 
Problem  nicht  lösbar  (p.  698). 

Jeder  Schaar  <7ä''''  von  corresidualen  Gruppen  Gr  entepricht  mu 
nach  dem  Riemann-Koc haschen  Satze  eine  ebensolche  ^^'**  «il 
umgekehrt,  und  zwar  so,  dass  jede  Gruppe  der  einen  Schaar  zu  jedtf 
t^ruppe  der  andern  residual  ist;  die  Zahlen  Q,  q  bestimmen  sich  daW 
aus  R,  r  vermöge  der  Gleichungen  (11).  Die  oo^  Schaaren  ^z?''^*  hahÄ 
die  Eigenschaft,  dass  keine  mit  einer  anderen  von  ihnen  eine  voll 
Gruppe  Gr^'"^  gemein  hat  (da  irgend  eine  Gruppe  die  Schaar»  nrKuc, 
sie  angehört,  nach  dem  Restsatze  vollständig  und  eindeutig  bestiininiljj 
Gleiches  gilt  von  den  Schaaren  g^^''^  deren  e.s  natürlich 
Od'  gibt 

ßer  Fall  t  ^=  0  ist  nun  für  das  Folgende  von  besonderem 
resse.  Für  denselben  findet  man  aus  den  Gleichungen  (13)  bez.  {H 
oder  aus  dem  Verschwinden  der  Determinanten  Aä,  2U  r  giegel 
Punkten  eine  endliche  Anzahl  Z  von  Gruppen  zu  je  R  —  r^rf^+i 
Punkten,  von  denen  dann  jede  mit  den  r  Punkten  zusammeo 
Gruppe  6'/?''»  bildet,  und  aus  denen  durch  Bewegung  der  r  Pi 
verschiedene  Schaaren  gn^*^"*  entstehen."*)  Diese  Schaaren  haben 
mit  einander  gemein,  können  auch  nicht  durch  unendlich  kleine 
änderungen  (continnirlich)  in  einander  übergeführt  werden,  Deni 
sind  ferner  eben&oviele  Schaaren  von  Gruppen  6'p<^*  auf  /  =»  0 
liesiduen  emdeinig  zugeordnet,  und  umgekehrt  (vgL  obiges 
p*  697  f.).  Die  Aufsuchung  der  Schaaren  g^^^^  führt  somit  auf 
Gleichung  desselben  Grades,  wie  die  der  gn^*'^ ;  die  .inzahi  der  L 
i$l  für  beide  p9*obiem€  gleich  gross  ^  und  die  Losungen  der  beiden 
chungen  gehen  eindeutig  aus  einander  hervor,  wenngleich  die 
bleme  vom  algebraischen  Standpunkte  als  völlig  verschiedene 
scheinen. 

Isl  dagegen    t  von   Null  verschieden  ^   so  findet  ein   derartigtt 
sprechen  zweier  besiimmlen  Probleme  nicht  meltr  sla/t  (vgL  das 


*)  D.  h.  die  Bestimmung  dieser  Subaoren  hicgi  von  einer  Oleiditti^ 
Orade»  ab.  AllgcmeiD  aDgeben  kaoD  mau  die  Zahl  Z  bisher  nicht;  Hlr  d«a 
/?-^/_  y4-  1  ist  der  Werth  von  Z  bei  Brill  und  Nöther  a.  a.  0.  dtof 
web  mitgetheLli 
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Existirt  nämlich   auch   eine   endliche   Anzahl    von  Gruppen 
i^^  ztt  r  +  ^  beliebig  gegebenen  Punkten,  so  führen  diese  nach  dem 

iemann- Roch 'sehen  Satze  auf  Gruppen  6V''*t  welche  zwar  */,  aber 
m^  '/  -(-  r  Punkte  gemein  haben  können.  Nimnjt  man  demnach 
4-  %  Punkte  beliebig  an  und  sucht  die  ihnen  zugehörigen  Gruppen 
('f'  (d*  h,  die  ergiinzenden  Gruppen  vou  je  (>  —  v  Punkten),  so  sind 
zwar  in  endlicher,  jedoch  von  jener  Zahl  vei-schiedener  Anzahl 
«ianden.     Wohl  aber  existireu,  wie  schon  bemerkt,  zu  gegebenen 

Punkten  cc^  Lösungen  für  die  Bestimmung  von  Gruppen  Gr^''^ 
liehen  zu  beliebig  gegebeneu  g  Punkten  oq^  Lösungen  für  die  Be- 
inmting  von  Gruppen  Gq^^^  eindeutig  entsprechen. 

Beim     Beginne     unserer     Untersuchungen     über     Specialgruppen 
Uea   wir  nach   solchen  zweifach,   unendlichen  Schaaren  gefragt,  filr 

che  die  Zahl   H  der  beweglichen  Punkte   eine  m<>glichst  kleine  ist 

i  p,  69<1).  Unsere  Bedingung  (21)  p.  705  erlaubt  uns  nunmehr, 
brt    für    r  =  2   den    kleinsten   Werth   anzugeben ,    welchen    B   an- 

iinen  kann.     Nach  derselben  muss  nilmlich 

3ä^2(p+3) 

Ist  also  p=^3  7t,  wo  7z  eine  positive  ganze  Zahl   bedeutet >  so 
wir  als  kleinsten  Werth  von  B  für  r  =  2: 

.  dieser  Werth  erfüllt  auch  noch  f Clr  /?^=  3  ar  +  1  und  p  =  3%  -{-2 
Ute  Bedingung.  Die  Gleichungen  (20),  (21)  oder  (22)  erlau- 
ftber  überhaupt,  die  Mimmaiwerthe  der  Zahi  R  von  Punkten  an* 
^ttf  für  weiche  eine  Specinlgruppe  Ga^''^  bei  gegebenem  r  auf 
vr'/i  /iafin;  nach  (11)  erhält  man  so  gleichzeitig  die 
le  für  die  Anzahl  (>  der  die  Residualgruppen  bildeudeu 
;ie*  Die  sich  ergebenden  Zahlen  sind  für  r  «=  l ,  2,  3  in  der 
len  Tabelle  zusammengestellt,  welche  man  leicht  beliebig  fort* 
in  ihr  enthält  die  voriet^te  Colonne  noch  die  durch  (23)  defi- 
Z«hl  r  für  die  Mannigfaltigkeit  der  zusammengehörigen  Schaaren 
nnd  ^c>^^S  ^*^^  Zahl,  welche  nie  negativ  werden  darf.  Aus 
Bemerkung  findet  mau  nach  (22)  oder  (23)  die  kleinsten 
von  p,  für  welche  die  betreffende  Specialschaar  möglich  iB% 
he  m  der  letzten  Colonne  angegeben  sind.  Sollen  ganze 
_„  .^r  H,  u.  8.  w,  seum  Vorscheine  kommen,  so  muss  man  auf 
Natur  dtfr  Zahl  p  Rücksicht  nehmen.  Es  sei  ti  eine  ganze  positive 
I,  dann  findet  man: 
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So  eristiren  z.  B,,  wie  scbon  mehrfach  erwähnt  (p.  688J 
einer  €^  mit  2  Doppelpunkten  fp  ^=  4,  ?r  ^^  2)  zwei  verschi 
Sthaareu  ^3'*^  indem  r  ^^  Oj  /■  ^  1,  p  —  n  -\-  1=3;  und  beide 
einander  residual  j  in  der  That  wird  auch  q^n —  1^1,  *J'=i 
—  3^3.  Ein  anderes  Beispiel  bietet  'die  Curve  €^  mit  5  D« 
punkten  (//  ==  5),  Zu  zwei  willkürlich  gewählten  Punkten  P 
existirt  hier  eine  endliche  Zahl  von  Punktepaaren,  welche  mit  j 
zusammen  Specialgruppen  6^4^'^  bilden,  indem  /;  =  2  jt  +  ^  für  :r 
p  —  ;r+l=4,  r=l,  also  r  +  r  =  2  (entsprechend  der  wü 
liehen  Wahl  von  zwei  Punkten).  Und  zwar  gibt  es  zu  P, ,  A 
5  Gruppen  6^4^*^;  denn  transformirt  man  die  6"^  mittelst  der  oc 
jungirten  C.^,  welche  durch  P, ,  P.^  gelegt  werden  können,  so  e 
man  wieder  eine  6'^',  welche  ebenfalls  5  Doppelpunkte  haben  n 
die  den  letzteren  auf  der  C^  entsprechenden  Punktepaare  bilden, 
bekannt,  mit  /^, ,  P.^  zusammen  die  Basispunkte  für  adjungirte 
welche  die  C^,  in  residualen  Schaaren  ^/^^  =  gg^'i^  treflPen  (vgl.  p. ' 
Man  erhält  im  Ganzen  00*  solche  Schaaren  g^^^^  auf  der  C^, 
r  ==  1.  Eine  derselben  besteht  z.  B.  aus  den  Gruppen,  welche 
dem  durch  einen  Doppelpunkt  gehenden  Geradenbüschel  ausgeschn 
werden;  die  Residualschaar  derselben  bilden  die  Gruppen  G^^^\  w( 
von  dem  durch  die  andern  vier  Doppelpunkte  gehenden  Kegelsck 
büschel    bestimmt   sind.     Es   sei    hier    endlich   noch   einmal  auf 


*)  Die  Richtigkeit  dieser  aUgemeiuen  Zahlenreihe  erkeont  man  durch 
setzen  derselben  in  die  Bedingung  (21);  es  wird  dann  für  t  =»  0  in  der 
(/•  +  1)  /;=  r  (r  -f  /;  —  l^j  für  t  >  0  geht  diese  Bedingung  über  in:  (r 
.  (r  +  r)  >  r  (/•-}-  1  +  r).     Letztere  aber  ist  erfüllt. 
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früher  eingehend  behandelte  Beispiel  für  p  =  6  verwiesen.  Für  das- 
selbe narolich  ist  durch  vorsteh  ende  Determiuantensätze  der  oben  noch 
fehlende  Beweis  der  Existenz  von  Schaaren  r//*^  und  y^^^^  auf  einer  T, 
xnit   9    Doppelpunkten  erbracht.*) 


IIL    Die  Transformation  auf  Normakiirven.  —  Moduln. 

Kehren  wir  jetzt  wieder  zu  dem  Falle  r  ^=^  2  zurück,  welcher  ja 
\r  die  eindeutige  Transformation  der  Grundcurve  von  besonderer 
[Wichtigkeit  ist.  In  der  That  können  wür  nach  unseren  früheren  Aus- 
IfÖhrungen  (p*  69  *J  unter  Berücksichtigung  der  zu  r  ^=^  2  gehörigen 
jnnd  in  der  Tabelle  angegebenen  Minimalwerthe  von  Ä  sofort  folgenden 
)  Bäte   aussprechen : 

DiC    Curife  niedrig^ler  Ordnung  (Normakurve)^   in  weiche  eine  alt- 

rine   Curve  vom  Gesehlechie  p  eindeutig  transformirt    tveräm    kann, 

von    der  Ordnung  p  —  tt  -(-  2,  wenn  die  Zahl  p  von  der  Form  3  tc, 

-|-  1 ,  3  JT  +  2  iüi,  oder  —  was  dasselbe  ist  —  bez.  von  der  Ordnung 

:-|-2,    2n  +  S,  2:r+4;  und  da  ihr  Geschlechi  ebenfaüs  gleich  p 

musSy  besitzt  diese  Normfdcurve  ^  {p  —  it  ^  !)(/?  —  ^)  — P  f>der 

2  5C  {>  -  1),  2z\  2;r^  +  2ä  +  1  Doppelpimkfe.'^) 


•)  Für  Bpecielle  Corven  vom  Gesclilechte  p  können  jpdoch  atich  noch  andere 
ikehaaren  exbtiren^  als  die  in  der  Tabelle  aufgeführten,  z,  B.  bei  den 
ereUiptischen  Curven. 

♦•)  Die&e  Normalcurven  sind  von  Brill  und  Nöther  a.  a,  0.  angegeben,  — 
in  der  Anmerkung  auf  p.  093  wurde  bei  einem  Ueispiele  hervorgehoben» 
die  Normalcnrven  Riemann*s  (§.  13  in  dessen  Theorie  der  AbeTschen 
iMoen)  von  diesen  weBentHch  verschieden  sind.  Bei  Eiern  an  n  nämlkb 
ee  darauf  an,  in  einer  Gleichung  F{x^  y)  ■=  o,  welche  vom  iw*«»  Grade 
jr.  vom  n^«n  Grade  in  den  ?/  ist,  die  Zahlen  m,  n  einzeln  durch  eindeutige 
ifonnation  möglichst  zu  erniedrigen ,  oder  mit  anderen   Worten,   zwei   von 

vemchiedene  algebraische  Functionen  —   und    %-  %\i  findeni  welche    in 

fikst   wenig   Punkten    Null    und    unendlich   werden.     Man    hat  al«o   «wei 
chel: 

^+'ta:  =  o   ii"d   ^*  -{-  fix  =i} 

ben,    welche    in    möglichst   wenig   beweglichen    Punkten  schneiden,    d,  h, 
maf  f=^i}  Ewei  Schaaren  /;JJ*  bestimmen,    für   die    H  den  in  der  Tabelle 
^ebenen  Minimal  werth  hat:  /i  =  p  —  st  +  I    für  ;>  =  2  n  oder  p  =  2n  -\'  \, 
l^enotienden  Trandformationscurven; 

/=»  Ü  dann  noch  in  2p  —  2«  -f"  2  beweglichen   Punkten.     Den  Gnip. 

^Oq  J6    Q  sss  p  -{-  n  ^-  d   Basiepunkten    der    BüBchet    (a)    entspricht  je    ein 

i  — ^>*lbcher   Fankt  der   neuen   Carve*    Wir  erhalten  also  lin  U eberein- 


Den  genannten  drei  Fällen  entsprechend  hat  man  zur 
Sohaaf  von  Transformationscurven  in  Rücksicht  auf  die  Wer 
t  bei  r  =  2  keinen ,  ein^n  oder  zwei  Parameter  zur  Verfögimg 
Werthe  von  0  und  q,  welche  dem  Werthe  //  =  p  +  sr  —  2  « 
cheüj  erlauben  daher  den  vorstehenden  Satz  auch  in  folgender 
auszusprechen: 

P'tir  p  ^djtf  3  3t  +  1  öder  3  ;r  +  2  kann  mm\  zu  einer  & 
grufpe  imi  p  +  ;r  —  4  oder  hez.  4  ar  —  4,  4  3t  — *  3^  An  —  2  P\ 
durch  welche,  noch  zweifach  unmdiich  piele  üdjmgirle  Curven  (n  - 
Ordnunff  hindurchgehen^  tmd  von  denen  bez,  ä  —  1 ,  jr,  n  -\-  1  ^ 
/ich  angenommen  werden  dürfen,  noch  ^{p  — ^  sr  +  ^)  {p  —  ^)  — 
hez,  2  Ä  (JT  —  1),  2  31^  2  jr^  +  2  3r  +  1  Ptmktepunre  finden,  weit 
summen  mii  jenen  p  +  sc  —  4  Pmiim  eine  Specmigruppe  t>a 
2ff(ff+l)-4,  2ff(3t  +  2)-3,  27r(3r  +  3)-l  Punkten 
durch  umfche  noch  einfach  unendUch  viele  Curren  der  A 
legen  sind. 

Man  erhält  so  für  die  niedrigsten  Zahlen  von  p  genauer  aufj 
folgende  Normalcurven  5  ein  Vergleich  mit  der  oben  (p,  689)  noitge^ 
Tabelle  für  Curven  (p  +  1)^"  Ordnung  zeigt,  wie  in  der  Tl^ 
f;  >  6  hier  Curven  niedrigerer  Ordnung  erhalten  werden*     Man 
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Auch  unter  diesen  Curven  fehlen  z.  B.  die  Curven  5*"  0 
mit  p  =  b  und  mit  /?  =  6.  Diese  und  allgemein  Curven  vo 
schlechte  p,  deren  Ordnung  kleiner  als  /?  —  ;r  -f-  2,  entstehen  vi 
durch  Transformation  von  solchen  Curven  (p  —  n  -{-  2)*^'  Or 
auf  denen  in  Folge  besonderer  Relationen  zwischen  den  sie  besti 
den  Constanten  Specialschaaren  /7y?<^'  mit  weniger  beweglichen  P 


für  ;;  - 


Curven  (/;  + -2 yter  Ord.  mit  zwei  3(7r  — l)-fachen  u.  7c{n  —  2)1 


„    ;.  =  27r+l        „        (p  +  3)ter     „         „         „       (3 rr- 2). fachen    ^  it« 

Ausgenommen  sind  die  Fälle  f)  =  l  und  p  =  2.  Für  p  *=^  2  n  -]-  \  istT  = 
Transformation  kann  daher  dann  noch  auf  unendlich  viele  verschiedeo 
geschehen.  —  Durch  eine  quadratische  Transformation ,  deren  Fundamenti 
l>ez.  in  den  beiden  vielfachen  Punkten  und  einem  der  Doppelpunkte  liegt 
durch  Betrachtungen  über  Raumcurven)  können  diese  NormaJcurven  ^ 
Curven  //^o-  bez.  (;;  +  I)*««"  Ordnung  übergeführt  werden  (p  >  4);  vgl 
3Iath.  Anualen,  Bd.  2,  p.  471, 


Panktsysterae  auf  einer  finrre,    Abel'ache  Integrale. 


711 


eiistiren,  ab  auf  einer  allgemeineE  Car?e  des  betreffenden  Geschlechts 
ui'tiglich  ist. 

Durch  specielle  Werthe  dieser  schon  oben  erwähnten  (p.  685) 
gewöhnlich  als  iVoduin  bezeichneten  Constanten  {deren  Anzahl  wir 
Mgleich  noch  bestimmen  werden)  kann  aber  aoch  die  Transformation 
emer  C^  f  (x)  =  0  vom  üeschlechte  p  m  die  zugehörige  Normalcurve 
mittelst  adjungirier  C„_a  ilberhuupt  unmöglich  gemacht  werden. 
Wenn  nämlich  auf  /  je  zwei  Punkte  einander  derart  zugeordnet  sind, 
daas  (wie  dies  z.  B,  bei  Uurveu  5**^^  Ordnung  mit  einem  3 -fachen  Punkte 
(b  Fall  ist)  alle  adjungirten  C„-s?  welche  durch  einen  beliebigen 
Punkt  gehen  ^  damit  von  selbst  durch  einen  oder  mehrere  diesem 
«ogeordnete  Punkte  gehen,  so  wird  die  eindeutige  ümkehruDg  der 
Tmnaformationsformeln  ^y,  ^=  <)Pi  (x)  auch  mit  Hülfe  von/'=Oin 
Weise  unmöglich,  dass  sich  die  Variabein  .r  durch  die  tj  nicht 
br  rational,  sondern  nur  noch  mit  Hülfe  von  Wurzelzeichen  (oder 
erbaupt  von  Irrationalitäten)  ausdrücken  lassen;  und  das  Entsprechen 
TrÖrt  dann  auf  eindeutig  zu  sein.  Man  überzeugt  sich  indess  leicht 
divon^  dass  höhere  Irrationalitäten  als  Quadratwurzeln  bei  der  Benutzung 
Ton  adjungirten  C„-i,  als  Transformationscurven  nicht  vorkommen 
können.  Sollten  näraüch  jedem  beliebig  gegebenen  Punkte  A  auf  f 
«iwa  j  Punkte  in  der  Weise  entsprechen  können^  dass  alle  adjungirten 
,_i  durch  A  auch  durch  diese  j  Punkte  hindurchgingen,  so  würde 
^  da  eine  solche  Curve  p —  1  Bestimmungsstücke  besitzt,  durch 
lahme  von  p  —  1  beliebigen  Punkten  im  Ganzen  schon  (j  -j-  1) 
—  1)  Schnittpunkte  der  Curve  festgelegt  haben,  wahrend  dieselbe 
'  our  in  2  j3  —  2  beweglichen  Punkten  trifft.  Daher  ist  j  höchstens 
Pgleicli  1. 

In   der  angegel>enen   fVeise  kann   aho  höchstens  ein  weiterer  Punkt 

Cm  durch  einen  gegebenen  mit  bestimmt  sein.*)     Da  es  nun  einfach 

idlich  viele  Punkte  auf  der  Curve  gibt,  so  ist  eine  Curve  dieser 

cieUen  Natur  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  eine  g,,^^^  besitzt.     Für 

Ibe  bleibt  der  Satz   gültig,   dass  /?  —  1    Schnittpunkte    einer  ad- 

en   C?«*3  durch    die  p —  1    Übrigen   bestimmt  sind;    aber  jetzt 

schon  jeder  einzelne  jener  ersteren    Punkte    von    einem    ganz 

amten  der  letzteren  abj  und   umgekehrt.     Man  kann  also  p  —  3 

ikte    beliebig   annehmen ;    durch    sie    und    die    zugehörigen  /?  —  3 

%kte  geht  noch   ein   Büschel  von   adjungirten   C^^s,  welche  auf  f 

^,**>  ausschneiden.     Eine  einzelne  Gruppe  G,/^^  (=^  Gjt^"^)  dieser 

bildet    dann     nach    dem    Riemann- Roch 'sehen    Satze    das 

^m    4®r   Basispuukte   von   oo^-^    adjungirten    C^^^,    welche    die 

luaJe  Schaar  g^'Jl  ("^  ^^'^^)  ^^^  f  ausschneiden,  wahrend  durch 


*)  ?g1.  Brill  ifDd  Nötber,  a.  a.  0.  p.  286. 
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zwei  beliebige  Punkte  von  /nur  noch  oo^^^  solche  Corven  hindurch- 
gehen. Ein  Beispiel  für  derartige  Vorkommnisse  bieten  die  Curveu 
„ter  Ordnung  mit  einem  \n  —  2) -fachen  Punkte  (also  vom  Ge&chlecLtie 
n  —  2);  in  der  That  zerfiillt  hier  jede  adjungirte  C„_8  in  n  -  3 
durch  den  {n  —  2) -fachen  Punkt  gehende  Gerade.  Eine  bewegliche 
Linie  dieses  Strahlhüschels  stellt  also  zusammen  mit  n  —  4  festen  ü^ 
raden  desselben  eine  £X>^-Schaar  von  d-s  dar,  welche  /"  in  nur  awci 
beweglichen  Punkten  tretfen.  Die  hier  gemeinten  Corven  werden  g^ 
wohnlich  ht/percl/ipfkcfw  genannt."*) 

Es    gilt   aber    auch    umgekehrt    der  Satz,   dass  Jede  C^  vom  Ct* 
schlechte   Pj   auf  weicher  eine  Speciahehaar  g^^^  existirt^  in  dne  Currt 
(;>  -f-  2/'*''  Ordnung  mit  einem   p- fachen   Punkte  eindeutig    (ransformift 
werden    kann;    eine    jede    Carve    mit    einer  Schaar  f72'*'^®^^^ß  ^^ 
daher  als   hjperellipiisehe   bezeichnen.     Die   genannte  Transfonnatiim 
geschieht    vermittelst     einer    oc*-Schaar    adjungirter    €„-i^    wekhi 
durch    n  -\-  p  —  4    beliebige    feste    Punkte   der    €„    geben    und   ab^ , 
letztere  in  der  That  noch  in  p  -}-  2  beweglichen  Punkten  treffen*    ül 
auf  der  neuen  Curve  Cp^f  einen  p- fachen   Punkt  zu   erzeugen, 
man    \^on   den   n  -^  p  —  4  festen    Punkten   auf  der   (\   n  ^  p  in  üt 
Schnittpunkte   einer  beliebigen   Geraden   u^,  s=  0  mit  f=0  zu  Ifgrii 
und  die   übrigen   2p  —  4  so  zu  wühleo,  dass  durch  sie  noch  eia  M- 
seliel  von  C»^^:  tp^  +  ^^2  =  ^^  'l^*"  ^^^^  ff'>^^^  ausschneidet,  in  der  g»- 1 
schilderten   Weise   hindurchgeht.     Bedient  man  sich  dann   der  Trans- 
formation sfo  rm  e  1  n 

%\o    if  e^  0   eine   beliebige    durch   die    genannten    n  +  />  ^ —  2 
gehende  t\^^  darstellt,   so   sehneidet  der   Büschel  |/j  +  ^^2  ==  0 
resultirende   Cp^o  nur  in   zwei  beweglichen   Punkten,    indem   er 
ihr  die  charakteristische  f?.,'**  bestimmt,  d.  h.  der  Punkt  y,  ==  0,  y^' 
ist  in  der  That  //*f acher  Punkt  der  Curve  Cp^^-  — 


Die  Bestimmung   der   Anzahl  der  für  eine  Curve  charakieristftrlJSx 
Constanfen,  der  Moduln,  kann  nun    im    Anschlüsse  an  unsere  B 
mung  der  Norraalcurven  niedrigster  Ordnung  geschehen  (vgl,  p 
Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  das  Geschlecht  p  durch   B    theilbM^, 
p  ^=Sk  sei;  dann  ist  die  zugehörige  Normalcurve  von   der   Otiüw 
2n  -}-  2  und  hat  2yt{n^  \)  Doppelpunkte^  d,  h.  sie  hängt  ?od 


•)  Der  Name  ist  dadarch  begröodet,  daas  für  diese  Curven  die  hji 
tischen  Integrale  (vgi  den  Äb^schnitt  VT.  dieser  Abtbeilutig)  eioe  lUmh*  li^  Bc 
timg  haben,  wie  die  elliptiacheti  Tutegrale  für  die  Curven  TOtn  Qe^ehleckl«  ji" 
Auch  am  Schltiaae  diesea  Abschnittett  kommen  wir  auf  die  hyperelliplbeliea  P» 
ven  zunick;  vgl,  ausserdem  den  Abschnitt  über  die  Cmrreii  yoiü  Oescbleckte  >« 
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(ff  +  1)  (23t  +  5)  —  2  Ä  (sr  "  I) -=  9  .T  +  5 

ConÄbmten  ab.     Von  letzteren  kann  man  aber  durch  lineare  Trans- 
formation noch  acht  zerstören,  so  dass  nur 

Ott  — 3  =  3/?  —  3 

Don»tante  übrig  bleiben.  Eine  weitere  Reduction  dieser  Zahl  durch 
biftsondere  Wahl  der  willkürliclien  ;r  —  1  Punkte,  welche  bei  der 
Tmnsformation  unserer  Curve  6«  vom  Geschlechte  3  3r  in  die  Normal- 
orm  fttuf  derselben  liegend)  als  Basispunkte  für  die  Transformations- 
Sunreii  (n  —  3)^**^  OrduuDg  dienen,  ist  nicht  möglich.  Zwei  verschie- 
m  solche  Gruppen  Öä-i  näralich  geben  zn  zwei  Schaaren  von 
rten  C^^^  Veranlassung,  welche  auf  der  €„  dieselbe  Snhaar 
j  ausschneiden  (da  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Schaaren 
ff^t  %^^^>  indem  t  =  0)  und  sind  daher  vollkommen  äquivalent  in 
auf  die  Cnrve  /^O.  Sind  also  zwei  solche  Transformationen 
die  Gleichungen 

ben,  so   führen   dieselben  auf  die  gleiche  Normalcurve  F  (fj)  ^=  0. 
th  andere  Wahl  jener  ä  —  1   Basispunkte  auf  der  C„  erreicht  man 
nur,   dass  eine  andere   ^sc^-Schaar  von  adjungirten  C-^  in  eine 
voa  Geraden  (und  eine  zu   F=0  adjungirte  feste  dn-t)  uber- 
rt  wird,  ohne  jedoch  die  Gleichung  F^O  selbst  zu  ändern. 
Ganz  analog  gestaltet  sich  nun  die  Betrachtung  für  /?  ^  3  jt  -f-  I 
p  =  3  ;r  -|-  2.     Im  ersteren  Falle  hat  man  r  =  1,  und  demgemüss 
die  Transformation  in  die  Normalcurve  noch  auf  einfach  unend- 
viele  verschteäene  Arten  geschehen,   so  dass  man  durch  specielle 
d€r  willkürlichen  tc  Punkte  noch  eine  Constante  der  resultiren- 
leichung  F  =  0  zerstören  kann.     Die  Zahl  der  bleibenden  Con- 
kotexi  ist  alBO  gleich 

^(2^-|-3)(2ä-(-6)  — 2;r2  —  8  -  1  =-9ä--3/?  — 3. 

In   der  That  ist  auch   evident,    dass  zwei    verschiedene    Normal- 
rvcp   F  (p)  ^^  0,  welche  aus  derselben  €»,  abgeleitet  sind,  nicht  durch 
Transformation   aus  einauder   entstehen   können,  so  dass  man 
-^wie   vorhin)  wegen   der    linearen   Transformationen    die    Zahl 
r   '    "tauten    um  8  zu    verringern   hat.      Sind    uämlieh    aus  f^O 
|t  ,en  F  =  Ö,   F' =  0  bez.  durch  die  Substitutionen: 

py^  =  <JP.(*^),     9l/i  ^  <3P/  {^) 
öden    und    sollen    F   und    F'    linear  in   einander  transformirbar 
if  §0  würde  man  setzen  können: 
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Die  Curven  9)/  also   würden  derselben  c3o^-Schaar  angehören 
g>r,   und   ihnen   daher  auch   dieselben   Punkte  von   f^O  g6tudi| 
sein;   beide  Transformationen  würden  sich  »ouiit  nicht  von 
unterscheiden.     Ganz  ebenso  findet  man   endlich   filTp  =  3\ 
Zahl  der  Constanten  gleich 

(n  +  2){27t-\-l)  -  (23r2  +  27r+  1)  _  8  -  2^  9;r -f' 3=1 

Die  Anzahl  der  Moduht  einer  Curve  vom  Gesch kehle  p^  d* 
für    letztere    gegenüber  eindeutigen    Trans/'ormadonen     charakteri$b 
Constanten  ^  ist  souaeh  gleich  3  p  — 3.*) 

Die  Moduln  spielen   also   hei  den    eindeutigen  Transfbrmiiti 
dieselbe  Rolle»  wie  die  absoluten  Invarianten  bei  den  Collineatioa« 
In  analoger  Weise  wie   die   letzteren    kann  man  aber  auch  ersteij 
l^uuctionen    von    Doppelverhältnissen    auffassen^    oder   auch   geil 
gewisse  Doppelverhliltnisse  als  Moduln  bezeichnen,  wenn  man  (1 
meist  geschieht)   kein   Gewicht  darauf  legt ,^  die  Moduln  als  rati 
Functionen  der  Coefficienten  von  /  darzustellen.     Man   kann 
als  Modiitn   alte  nur  von   den  Coefficienten   der  Gleichung  f=0 
genden    Parameter    ansehen^    welche ^    durch   einen   gewissett  genau 
geschriebenen  algebraischen  Proeess  gebildet  j   rhren   Wcrth  nicht 
wenn  man  sie  andererseits  durch  denselben   Proeess  aus  den  Co^ffi 
der  transformirten  Curve  zusammensetzt j  oder  —  falls  sie^   wie 
DoppelverhältnisSj  irrationale   Functionen  der  Coefftcietuen  sind 
nur    in    eine   endliche    Anzahl    davon   verschiedemr   fVcrthe  übe 
/cönnrn,    Je  nach  der  Art  der  anzuwendenden  algebraischen  Ope 
wird  man   verschiedene  Systeme    von  Grössen   als  Moduln 
um  dieselben  insbesondere  durch  Doppel  Verhältnisse  darzusteUeUj^ 
man  am    einfachsten  ein  zu  der  Curve  gehöriges   binäres  Wer 
aufsuchen,    welchem    bei    der    transformirten  Curve  ein    eben 
Werth gebiet  eindeutig    zugeordnet    ist      Diese    binären   Werthg 
sind  dann  projectivisch  auf  einander  bezogen**^);  die  aus  entspr 
den   Elementen  derselben   zu    bildenden   Doppel  Verhältnisse    sii 
einander  gleich   und   liefern  die  Moduln.     Am   passendsten  geh 
dabei    von    adjungirten    Curven    [n  —  3)*"    Ordnung    aus;    den 
haben  gesehen ,  dass  den  Schnittpunktsystemen  derselben  mit 
wieder  Punktsysteme  auf  der  neuen  Curve  v*"  Ordnung  entsp 


*)  Die  Zahl  3  ^  —  3  ist  von  Riemann  zaent  angegeben;  lu  ^  C 

Die  Fälle  /i  ^  0,  l  aind  ausgenommen.    Für  p  =  2  i&t  die  Zai  ^  no 

ügi  während  Bie  für  hyperelliptiBche  Curven  sonat  nicht  mehr  i.  T^ 

haupt  ist  die  Zahl  kleiner  als  H  p  —  3  t'iir  jede  Curve,  auf  der  «adeft 
«chaaren  existiren,  ala  in  obiger  Tabelle  vorkommea« 

••)  Vgl  p   *i49  und  p.  267. 

♦••J  Vgl.  p.  436,  Aiunerkmig, 
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welche  durch  adjungirte  Curven  (v  —  S)*"  Ordnung  ausgeschnitten 
werden.  In  einem  Büschel  von  adjungirten  C^^zy  deren  p  —  2  Badis- 
pottkte  beliebig  auf  /"=0  Hegen,  gibt  es  nun  nach  früheren 
Formeln  4  p  —  2  berührende  Curven  (p.  461);  und  ihnen  sind  in  dem 
«nUprechenden  Büschel  von  Cf .  a  ebensoviele  F  berührende  Curven 
logeordnel*)  Das  System  der  4/>  —  2  Taugenten  dieser  Curven 
iß  einem  Basispunkt«  des  ersteren  Büschels  ist  daher  projectivisch 
fadem  Sjsteme  der  4p  — 2  Tangenten  der  entsprechenden  Curven 
m  letzterem  Büschel;  und  die  4p  —  5  absoluten  Invarianten  der 
betreffenden  binären  Formen^  d*  h.  die  4p  —  5  Doppelverhältnisse 
kdder  Tangentensjsteme,  sind  einander  gleich.  Diese  Doppelver- 
hiltnisse  hängen  aber  noch  von  den  Coordinaten  der  p  —  2  beliebig 
iDf/=^0  gewählten  ßasispunkte  ab;  durch  Elimination  derselben 
iQssen  sich  daher  nach  dar  obigen  Abzahlung  3p  —  3  von  einander 
mabhangige    Functionen    jener    4  p  —  5    Doppelverbältnisse     bilden 

ii>  welche  nur  noch  von  den  Coefficienten  der  Grundcurve  ab- 
lagen und  als  Moduln  aufzufassen  sind.'^"')  Letzteres  erkennt  man 
och  daraus ;^   das»  sich   bei   specielier   Wahl   jener   p  —  2   Punkte   in 

That  direct  3p  —  3  von  einander  unabhängige  Doppelverhiiltnisse 
rgeben,  und  zwar  in  folgender  Weise, 

In  der  oc''~*-Schaar  von  adjungirten  C,,-^  gibt  es  nach  p.  461 

en,  welche  die  €^  (p  —  1)- punktig  berühren  {p -punktig  treffen); 

Crt_3  sind   also  durch  die  €n  mit  gegeben  und  hängen  nur  von 

Coefficienten  der  letzteren  ab.     Die  p  —  2  übrigen  Schnittpunkte 

solchen  C^^^  wählen  wir  nun  zu  Basispunkten  unseres  Curven- 

Is.     Von   den  4  p  —  2  berührenden  Curven  des  letzteren  lallen 

p  —  1     in    die    eine    (p  —  l)'punktig   berührende    Curve    zu- 

len;  und  es  sind  noch  3  p —  1  einfach  berühreüde  ^«_3  in   dem 

1  enthalten:  die  Tangenten  dieser  C^g  und  jener  auagezeichne- 

rührungscurve  in   einem  Basispunkte  des  Büschels  stellen  dann 

binäre  Form  (3p)*«'^  Ordnung  vor,  für  welche   die  3p  —3  zu- 

n    Doppelverhältnisse    nunmehr   allein    von    den   Coefficienten 

,_.iidcurve    abhängen.***}     Diese  Doppelverhältnisse  kann   man 


•j  An  der  Zahl  4  p  —  2  sind  hier  wegen  etwaiger  Rück  kehrpunkte  von  f  keine 
tfsetiooeu  anzubringen;  vgl  die  Bemerkangen  auf  p.  6<i6. 

*'  Piete  BestimmiingBweise  der  Moduln  gab  Riemann  a  o.  0.;  die  «aletstt 
Teste  berührte  Frage  wird  hier  auf  trän  sc  end  entern  Wege  erledigt. 

*^  Die»e  Bettinamungsweise  der  Moduln  ißt  auch  von  Weierstrasa  ange- 
dt;  vgl  Brill  und  Nöther  a.  a.  0.  p.  302.  Man  findet  daaelbitt  auch  noch 
idkiadeae  Andere  Bestimmungsweitien  angegeben. 
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daher  als  Moduln  auffassen,  vorausgesetzt,  dass  dieselben 
gemeinen  von  einander  unabhängig  sind.  Dass  letzteres  aber  ia  i 
That  der  Fall  ist*),  beweist  man,  indem  man  zeigt ^  dass  um^^ 
äurch  die  Werthe  dieser  3  />  —  3  Parameter  ctne  Curve  bis  auf  ü 
Cttrvenj  die  am  ihr  durch  eindeiHige  Transformation  entstehen  ^  endli 
vieldeutig  heMimmi  istj  und  zwar  in  folgender  Weise.**)  Stati  eil 
/.'>,  vom  Geschlechte  p  können  wir  eine  ^V  +  i  "^^*  ^P  (P  —  ^)  D^ 
punkten  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen;  dieser  kann  man 
ohne  die  Allgemeinheil  zu  beeioträchtigen ,  die  Eigenschaft  hm 
einen  Pirnkt  zu  besitzen,  ia  welchem  sie  von  einer  Geraden  {p 
punktig  berührt  wird;  denn  um  eine  solche  Curve  aus  eini 
gemeinen  C„  zu  erhalten^  hat  man  das  Netz  der  Transforma 
curven  nur  so  zu  w*ahlen,  dass  dasselbe  eine  der  (p —  Ij-pußkl 
beröhrenden  C„„i  enthält  Die  (p  —  1)- punktig  berührende  Qm 
wird  dann  die  Cp  4,  i  noch  in  einem  weiteren  Punkte  P  schneidl 
von  welchem  aus  man  noch  ?yp  —  l  Tangenten  an  die  T^+i  lej 
kann.  Die  Doppel  Verhältnisse  der  so  bestimmten  'ip  Geraden  si 
die  von  uns  zu  untersuchenden  Parameter.  Dieselben  betrachten  1 
nun  umgekehrt  als  völlig  beliebig  gegeben;  alsdann  kann  eine  Cp4 
zu  der  sie  als  Moduln  gehören,  immer  in  folgender  Weise  gefanil 
werden.  Wir  nehmen  einen  beliebigen  Punkt  P  an  und  legen  dm 
ihn  drei  beliebige  Gerade j  dann  kann  man  durch  P  noch  3p- 
andere  Gerade  legen,  welche  mit  jenen  drei  die  gegebenen  3^* 
Doppelverhältnisse  bilden.  Legen  wir  nun  einer  Cp^i  die  B^ 
gungen  auf,  durch  P  zu  gehen,  ^  p  (p  —  3)  Doppelpunkte  zu  b»b< 
die  3  p  genannten  Geraden  zu  berühren  und  zwar  eine  unter 
(p  —  l)-punktigj  so  ist  die  Zahl  der  für  die  C^^i  noch  rerf 
Constanten  gleich 

i  {P  +  1)  (P  +  4)  -  i/;  (p  «  3)  -  (4p  -  2)  -  1  =  3 . 

Sei  aber  f"  =  0  die   Gleichung  einer  beliebigen  Curve,  welche! 
Bedingungen  genügt,  und  seien  .r,  =  0,  .r^  =  0  die  Coordinati 


*)  Sollte  es  in  besonderen  Fällen  anders  sein,  ßo  hat  man  also  eben  ! 
der  Modulu  specielle  Wertbe  beigelegt,  indem  dann  für  die  entspreeheoda 
die  3  fj  Tangenten  in  einem   Baeiapunkte  darge^ teilte  binllre  Form  gei 
variantenrelationen    erfüllt    sind.      Diese    Relationen    können    durob 
Wertke  absoluter  Invarianten  fd.  i.  Vers<ihwiuden  von  Inrariantcn)  g^^h 
deo,  oder  auch  durch  identidchea  Verschwinden  von  Covariantem.     Dtireli 
Yorkommnifia  werden  im  Allgemeinen  wieder  Relationen  zwisclieii  Do^p 
nissen  angezeigt,  bo  da*3  man  beide  PAlle  nmi'asst,  wenn   maji   nur  die 
Verhältnisse  (alao  irrationale  Parameter)  betrachtet;  man  verzichtet 
eunächat  auf  rationate  Darstellung  der  Moduln  durch  die  Colifficieiitea 

••)  Vgl.  Cayley:  Proceedings  of  the  London  Math.  Socie^,  voL  U 
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Poaltes  Pj  so  werden  unsere  Bedingungen  auch  noch  durch  jede 
Carre  F^O  erfüllt,  welche  aus  F*  =  0  durch  die  lineare  Trans- 
fofmation*) 


Qtj,  =  .r^ 


g!/i  =  x 


2> 


pQ&chel 


entatdit;  und  diese  Curve  F  =^0  enthält  drei  willkürliche  Coiistanten 
«,,  «j,  ffj.  Daraus  fulgt,  dasa  alle  Curven,  welche  jenen  Bedingungen 
genügen,  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Curven  /"  =  O  durch  lineare 
Traüsformation  müssen  abgeleitet  werden  können.  Hiermit  ist  also 
iTsteos  gezeigt^  dass  dfe  oben  als  Moduln  emge/ührlen  3  j?  —  3  Doppel- 
hdltnfsse  von  emandcr  unabhängig  sind,  gleichzeitig  aber  auch,  dass 
ikie  3/7  —  3  Moduln  umgekehrt  eme  fjh'htssc^*  von  Cmven  des  Oe- 
schlechtes  p  bestimmen ^  wenn  wir  mit  Riemann  zu  einer  Klasse  alle 
diejenigen  Curven  rechnen,  welche  eindeutig  in  einander  übergeführt 
irenJen  können.  — 

Es   sei   schliesslich    noch    erwähnt,    wie    diese    Bestimmung    der 
bei    den    hyperelliptischen    Curven    {p.    712),    d,   i*    bei    den 
mit    einer    Specialschaar  g./^^f    modilicirt    wird.      Irgend    ein 
von  adjungirten  C^-s  durch  p  —  2  Punkte  von  /  geht  noch 
h  p  —  2   weitere  feste  Punkte  von  /";   und  in  demselben  gibt  es 
2(2  +  /'  —  l)  =  2/y-(-2    berührende   Curven,     Da   nun  summt- 
eoDStruirbaren  Büschel  von  Cn-^  hier  weiter  äquivalent  sind,  so 
die  2^  —  l   Doppelverhältnisse  der  Parameter  dieser  Berührungs* 
unabhuDgig   von   der   Wahl   der   festen   Punkte^    und  sie   sind 
p  —  1   Moduln  der  hypcrelliptischcn   Curte.      Hieraus  folgt  gleich- 
da$s    e$    2p  —  3  —  2p  -\-  \  ^^  p  —  2    Bedingungen    aquwnJent 
eine  Curve  vom  Geschlechte  p  eine  Speciafscharfr  g/^^  besitzen 
Geht   man  insbesondere  von  der  oben  angegebenen   Normal- 
einer hyperelliptischen   Curve  aus,  d.  h.  einer  Curve  (jo  +  2/*'' 
nung  mit  /?- fächern   Punkte,   so  sind  die  adjungirten  C^„_3  durch 
Tuppen    von  je   /?  ^  1    dt-r    durch   den   p* fachen    Punkt    gehenden 
den  gegeben  5  die  Moduln  also  sind  die  2  p  -—  l  Poppe/verhält nisse 
^tolulcn   Invarianten)  der  2p-\-2    Tangenten j    welche  vom   p- fachen 
kle  aus  an  die  Curve  zu  legen  sind. 

Ks  ist  übrigens  leicht,  auch  die  Gleichung  einer  solchen  C^^t  m 

"  m  zu   transfonniren ,   in   welcher  diese  2p  —  \  Moduln  allein 

tanten   explicite    vorkomiuen.      Der    »-fache    Punkt    nämlich 


•j  D:e!»elbe  ii»t  eine  perapectivische  CoUineation  ^   deren  Coliineationscentrum 

ilich  der  Punkt  ^r,  ==  o,  ji  ^  0)  gegeben  ist  (p,  254  IF,) 

•)  Man  erkennt  gleichzeitig,   dass  eine  Curve  mit  dem  Geschlechte  ;»  «•  2 

lijrptrellipti^ch  iet  und  also  immer  in  eine  C^  mit  Doppelpunkt  transformirt 

^üDllt  wa«  später  noch  direet  bewiesen   wirdj    vgl.    dea    Abschnitt   über 

T darren  vom  Ge»cblech»e  jt  =  2. 
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möge  in   der  Ecke   x^  =^  0,  .r^  =  0  liegen;  dann  muss  die  Gleicli 
der  Gurre  C^^i  von  der  Ordnung  sein: 

wenn  die  fp  homogene  Functionen  ihrer  Argumente  bea.  von , 
Ordnung  der  unteren  ludices  bedeuten.  Für  die  Coordinat^n ' 
Berührungspunkte  der  vom  Doppelpunkte  ausgehenden  Tongent 
müssen  sich  bei  gegebenem  Werthe  von  x^  :  x^  aus  dieser  Gleich tuig 
zwei  einander  gleiche  Werthe  für  X2 :  x^  ergeben.  Diese  2|>+3 
Tangenten  sind  duher  gegeben  durch  die  Gleichung: 

X  (Xi,  x^)s4q>p^i  (jc, ,  0:3)  .  <pp  (o?, ,  x^)  —  [(py^i  (ar, ,  a?j)p  =  0  . 

Durch  Drehung  des  Coordinatensystems  um  den  p- fachen  Punkt 

man  es  aber  immer  erreichen,  dass 

X{x^,  x^)  =^  x^ .  a'3 .  (xi  —  x^)  (a?!  —  k^^^x^)  (x,  —  Ä"*^*  x,)  • . .  (a:,  —  X*''^  ^^U 

und   dann    sind    die    Grössen    A'**\  ,  ,  .  A't*^-**    die    Moduln    der   Ci^w^ 
Macht  man  noch  die  Transformation: 

9!/i  =  xi9^.     9y2  =  x,(3P^  +  i  tpp-i-i*     9ys  =  ^i^rf 
so  gebt  unsere  Curve  über  in  die  Form: 

^yt^  [<Pp  iy\>  y^)Y  +  x  (^,,5^3)  =  0, 

eine  Curve  (2  p  —  2)*^"*  Ordnung,  welche  nach  den  Erörterungen 
p,  493  f.  in  y^  ^=  Oj  y-^  s=  0  einen  2/?-fachen  Punkt  hat^  de^en 

genten  paarweise  zusammenfallen,  so  dass  nur  p  getrennte  Tang 
vorhanden  sind.     Die  Gleichung  der  letzteren    ist    dann   eben  da 
^P  =  <*  gegeben. 

In  unserer  letzten  Gleichung  sind  aber  ausser  den  2/>—  1  MoJtiltt 
noch   die  p  Constanten   der   Function  <p^  enüialten;   auch  diese  kmis»^ 
man  noch   durch   eindeutige  Transformation   fortschaffen»     Die 
bene   Cp^^   nUmlich   geht    offenbar    in    eine    andere    C^^f    dersell 
Ordnung    über,   werm  man   für  die   Transformation   em  Netz  von 
jungirten  Curven  /?^"*"  Ordnung  benutzt,   welche   durch   2p — 2 
einfache  Punkte  der  C^^t  hindurchgeht^   in  der  That  sclineideu 
Curven  die  Cp^i  ja  noch  in 

p(p  +  2)^p{p^l)^2p  +  2^p  +  2 

beweglichen     Punkten*      Soll     insbesondere     die     entstehende 
C'p-i-a  wieder  einen   p- fachen    Punkt   haben  (und   mcbt    \p{p' 
einfache  Doppelpunkte),    so    muss    in    dem  Netze  ein   Curvenl 
enthalten    sein,    dessen    Curven    die    ^^^-1-2    ^^^    i^    zwei    bewegtii 
Punkten  treffen.     Da  es  aber  nur  eine  Schaar  g^^^^    auf  der  Uno 
curve    gibt^    so    muss    dieser   Büschel    dann   aus    einer  festen  CNff* 
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—  1)*""  Ordnung  cj)^, _i  =  0,  welche  in  dem  /?- fachen  Punkte  einen 

—  2) -fachen  Punkt  Lat,  und  aus  dem  Geradenbüschel  x^-\'  kx^  =  0 
ehen.     Die  Curve  ct)^_i  ==«  0  schneidet  dann  die  ^p+2  noch  in 

{p-^){p  +  2)-p{p-2)  =  3p-2 

achen  Punkten;  durch  2p  —  2  dieser  letzteren  legen  wir  eine 
ve  cj)^  =  0  mit  {p  —  l)-fachem  Punkte  in  a:,  =0,  x^  =  0;  und 
a  bilden  die  Curven 

Netz  der  verlangten  Art  mit  /?  +  2  beweglichen  Schnittpunkten. 
Oy^2  geht  also  in  eine  Cp  +  2  mit  p-fachem  Punkte  in  y^=^0, 
s  O  über  mittelst  der  Transformation: 

Qyt  =  ^l^P-l  W  ;      9^2  =  ^F  W  ;      ^^3  =  ^6^-1  (^)  • 

>ei  entsprechen  i^sbesondere  den  2/?  +  2  Tangenten  der  Cp^2  aus 
1  Büschel  oTj  +  Axj  =  0  die  2p  -{-  2  Tangenten  der  Cp^2  aus 
1  Büschel  yi  +  ^i/s  =  0.  Man  kann  nun  aber  die  Curve  0^_  i  =  0 
besondere  so  legen  ^  dass  p  von  den  Berührungspunkten  der  Tan- 
Lten  des  letzteren  Büschels  in  den  /?- fachen  Punkt  y,  ==  0,  ^3  =  0 
ückfallen;  d.  h.  dass  die  p  Tangenten  des  letzteren  bez.  für  die 
Zweige  der  Curve  Cp^%  zugleich  Wendetangenten  werden  Und 
ar  geschieht  dies  offenbar,  wenn  die  p  Schnittpunkte  der  Cp^^  mit 
,_  1  «a:  0,  welche  nicht  gleichzeitig  auf  der  Curve  cj)^  =  0  liegen, 
t  p  von  den  Berührungspunkten  der  Tangenten  des  Büschels 
^  Xx^  '=»  0  zusammenfallen;  denn  diese  p  Schnittpunkte  von 
p^issO  mit  der  ^p+s  sind  es  eben,  welche  sich  zu  dem  /;- fachen 
Bskte  der  Cp^2  vereinigen.  Da  nun  von  den  Schnittpunkten  von 
^.1  mit  Cp^i  noch 

i  (P  -  1)  (P  +  2)  -  4  (;^  -  2)  (p  -  1)  =  2p  -  2 

iflIkQrlich  angenommen  werden  können,  so  kann  man  jedenfalls  p 
Punkte  mit  p  der  beregten  Berührungspunkte  zusammenfallen 
1;  von  den  gemeinsamen  2  p — 2  Basispunkten  obigen  Netzes 
■d  dann  noch  weitere  p  —  2  willkürlich  wählbar.  Jede  der  p 
iKigenten  des  vielfachen  Punktes  der  so  gewonnenen  Cp^i  schneidet 
lese  Curve  schon  (p -4- 2) -fach  in  diesem  Punkte;  ist  also  die  Ge- 
nuutheit  dieser  Tangenten  durch  tpp  (y,  ^  y^)  =  0  gegeben,  so  muss 
e  üarvengleichung  für  <pp  =  0  unabhängig  von  1/2  werden,  d.  h.  von 
r  Form  sein : 

y2^9p  (y\  ^y^)  —  ^P+fi  iy\ ;  ya)  =  o . 

1^  ferner  der  Strahlbüschel  y^  -f  ky^  =  0  auf  den  Büschel  a;i  -f  A  0:3  :=  0 
ideutig  bezogen  ist,  und  da: 
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so  können  wir  setzen: 

»^/.+»  {yu  y,)  =  (y,  -  /f'-'V,)  (y,  -  **''-"y,)  •  • .  (y,  -  *«»'-»y,)  . 

/?/*r  Gieichimg  der  dfrve  hängt  aUo  in  der  Thal  nur  von  den  2  j»  ^^ 
Moduln  ab;  nud  wir  haben  den  Satz;  " 

Jede  htfperellipihche  Curve  kann  cindeuitg  in  eine  €urm  {p^%f^ 
Ordnung  mit  einem  p-ftiehen   Punicle  so  tramformirt  werden^   dasa  dk 
Tungenien    (qp^  =  0)  de$   letzteren    zugicieh    H'endt langen hn  der  Curve 
sind*)j  dasa  aiso  nur  noch  p  +  2  walere   TtmgefUrn  (>t>4,i  =^  0)  loi  , 
ihm  amgehtn.    Dte  Berührung^punkh'  der  letzteren  Hegen  dann  auf  mm 
Geraden  (j^^  ^=  0),  1^7^  man  aus  der  Gleichung  der  Vurve: 

sofort  erkennt, 

IV,   VeraUgemeüieruBgen  der  CorrespOEdeaztonneln.  —  Bestimmmi 
einiger  Specialsüliaareii. 

In    unseren    üntersuchungeii    Über    den    RiematiD-Rock  scki 
Satz  haben   wir   die  Bestrmmüng  der  Zabl  der  LösuogeD  für  die 
bietenden  Prübleme  nicht  wirklich  aossgd'ührt,  wir  begnügten  uns  fiA 
mehr^  die  Möglichkeit  der  Losung  nachzuweisen  nnd  die  Grenzen  ftf 
diese  Möglichkeit  su    s^iehen.     Jene  Bestimmung   nun    soll    hier 
einzelne  Fälle  im  Anschlüsse  au  gewisse  Verallgemeinerungen  ynseiffil 
früheren  Correspündenzformelu  wirklich  geleistet  werden 

Die  allgemeineren  Ueberlegungen  ^  deren  Durchführuiig  zuTor 
nothig  ist,  sind  jedoch  unabhängig  von  jenen  BpPiteren  Anwendunpjß 
von  grossem  Interesse  für  die  Theorie  der  Eliminatioo  Überhaupt  mi 
sollen  uns  daher  ausiührlieher  beschäftigen.  Es  bandelt  sich  iibd 
im  Wesentlichen  um  folgende  Aufgabe:     Gegeben  sind  n  Gieithtmgcmt 

in  welchen  die  Systt-me  von    Variabein: 

einzeln  homogen  vorkommen  ^  wahrend  für  die  seligen  gleichzeitig  eine 
dieselbe  Gleichung  /"  =^  0  erfüllt  ist,  so  dass: 

f  {xin)  =  0,    f  (x(^)  =  0  .  ,  . ,  f{x^'^}  =  0 . 

£s  soli  die   Zahl    derjenigen    Gruppen    von   je    n    getrennt    liegi 
Punkten  x^^\  x**\,  .  .  ,  x^"*^    auf  /"=  0    bestimmt    werden,    welche  den 
Bedingungen  (jp,  =  0  gleichzeitig  genügen. 

*")  Dieae  TranHformation  wurde  in  anderer   Weke   von    Cremen»  gvg^^ 
Bulla   tr^fc^rmamotif^     dülle    curve   iper^Uittkhe ,    E^ndicontl   del   Eeak 
Lombardö,    Serie  II,  vol   2^  29  aprilö  ieo&« 
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Für  den  Fall  n  =  2  ist  diese  Frage  schon  durch  die  auf  p.  445  f. 
aufgestellte  Zahl  (rp9)  beantwortet.  Eine  genauere  Untersuchung 
dieser  Formel  für  den  Fall,  dass  die  Correspoudenzen  qp,  (f'  mit  //w.v- 
mhmepHnkien  behaftet  sind  (p.  H79),  soll  den  Ausgangspunkt  unserer 
Betrachtung  bilden;  insbesondere  werden  wir  dabei  wiederum  Gelegen- 
heit haben  zu  erkennen,  das«  in  der  That  die  Anwendung  des 
Chasles 'sehen  Correspondenzprincips  zur  ßeurtbeilung  der  bei  alge- 
braischen Eliminationen  im  Resultate  auftretenden  fremden  Factoren 
Too  grossem  Nutzen  ist  (vgL  p.  424.)  Der  Uebergang  zur  Be- 
itiflimung  der  Zahl  von  Punktein peln^  welche  gleiehieidg  drei  Correspon- 
denzen  genügen,  wird  sich  dann  einfach  bewerkstelligen  lassen.  Man 
wird  so  im  Folgenden  auch  manche  Ergänzimgen  zu  unseren  früheren 
Untersuchungen  über  Corre.spondenzen  finden,  — 

Um  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Behandiungsweise  der  sieh  hier 

den    Probleme    zu    geben,    knüpfen    wir    zunächst    an  bekannte 

te  an,  um  dieselben  in  neuer  und  später  zu  verallgemeinernder 

abzuleiten.     Schon  bei   der   Theorie  der  eindeutigen  Transfor- 

inen  betrachteten  wir  eine  mit  /J/ =  U  bezeichnete  Curve,  welche 

ler  gegebenen  finnrdenrve  f=ij  und  einem  gegebenen  Curven- 


ganz    bestimmter   Beziehung   stand  (p.  003).     Diese  Curve  war  als 

der  übrigen  Basispunkte  eines  aus  dem  Netze  (1)  berausgewuhHen 

inrenbüschels    definirt,    wenn    ein    Bcisispunkt    dieses    Bflschels    die 

ende   Corve  f=Ü  durchläuft:      Wir    haben    die   Ordnung    der 

ilf  =  0   und  deren    Verhalten   in  gemeinsamen   festen  Punkten 

'  Ctirven  (1)  bestimmt  und  gesehen,  dass  dieselbe  durch  alle  Schnitt- 

kte  der  Jacobi'schen   Curve   des  Netzes  (1)  mit/=0  hindurcb- 

it.|    dass  sie   aber  ausserdem  auf /'==0  diejenigen  Vuuktepaare  x-tj 

chneidet,   durch  welche  noch   einfach   unendlich   viele  Curven  jenes 

iues  hindurchgehen,  d.  i.  deren  Coordinaten  dem  Systeme  von  Glei- 

kttzigen  geflogen  (vgl.  p»  687): 


^i  {x)     ^2  {x)    %  {x) 


=  U, 


I  *i  yy)    ^'i  (y)    t^  iy)  I 

Itstleres  Svstem  kann  man  —  und  darin  liegt  die  Wichtigkeit  dieser 
bh  Untersuchungen  als  einfachster  Beispiele  ftSr  das  Folgende  — 
KD  durch  die  rwW  Gleichungen  (abgesehen  von  ^£;^(^)=rt/;j(y)=0): 

#!<*)  *2iU)  -  M^)  ^»  (y)  =  0,     4^,{x)  ^3(y)  —  fU^{x)  ttit/)  =  0  • 
beiden    Gleichungen    (2)   stellen   in   Bezug   auf  die   Grundcurve 
^0  2wei  Correspondenzen  {v  —  1,  r  —  1),  dar'^),  die  in  den  x  und 


•>  In  Betreff  d*3T  ßeEeichnungaweiae  vgl  p.  442  imd  062. 
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tj  syiDirietriscli   ßind;   zu  jedem   Punkte  x  von  /'=0  gehört 
dieser  Correspondenzen  je   eine  Curve  des  Netzes  (1),  welche 
geht,  und  die  übrigen  Schnittpunkte  dieser  beiden  Curven  b« 
die  Curve  J/  =  0,  wenn  x  die  Curve  f=i)  durchläuft.     Zu  i 
Cnrve    M  =  0    wird    man  in    Folge    der   erwähnten    Symmet 
auch  geführt j  wenn  man  die  zu  Punkten  y  von  f  gehörende^ 

(2)  betriichiet.  Oie  Zahl  der  den  Gleichungen  (2)  genügendea 
paare  x-tj  muss  sich  dann  aus  der  früheren  CorrespondeJ 
für  (qp<5p')  ergeben  (p.  446),  wenn  man  die  Modificationen 
sichtigt,  welche  letztere  in  Folge  fester  Punkte  des  Netzes 
konnte,  und  wenn  man  an  der  so  resultirenden  Zahl  mit  I 
auf  die  den  Gleichungen  ^',  (.r)  =  0,  tlj^{t/)  =  0  entspv 
Lösungen  eine  Reduciion  eintreten  lasst. 

Hiernach  liegt  es  nahci  statt  der  Gleichungen  (2)  überha 
beliebige    Correspondcnzcn   (er,  j3)y,  {a%  ß\^    gegeben  durch 
chungen 

(3)  9Ci%^/)  =  r),     <3pC,  y)  =  o 

auf  f  ^=  0   anzunehmen.     Bewegt   sich  dann   x  auf  der  festei 
cuTTe^  so    werden  die   übrigen   Schnittpunkte  der  beiden  veri 
zu  X  gehörenden   Curven  eine   Curve  durchlaufen,   die  im  M 
durch  M^^  =  0  bezeichnet  sei;  und  eine  andere  Curve   M^ 
man    erhalten    als   Ort   der  Schnittpunkte    der   zu    Punkten 
gehörenden   Curven.     Beide    Curven    werden    zusammenfalle! 
beide  Correspondenzen  (3)  symmetrisch  in  x  und  t/  sind,  wie 
der  Gleichungen  (2),     Die   Eigenschaften    dieser    Curven    My  ■■ 
M*  =  0  wollen   wir  zunächst  erörtern  p  denn  diese  sind  ea,  w< 
zur  genaueren  Bestimmung   der   gleichzeitig  beiden   Corresp< 
(3)  genügenden  Punktepaare  fuhren  werden. 

Zur  Erläuterung  des  dabei  einzuschlagenden  Weges  s 
stattet,  die  aufgeworfene  Frage  zwar  für  den  einfacheren 
Gleichungen  (2)  zu  beantworten,  d.  h,  ausgehend  von  den  hl 
gebenden  Gesichtspunkten  die  Curve  M  =  0  nochmals  xu  anti 
Es  wird  diese  Untersuchung  wesentlich  auf  Anwendungen  A 
1  es  sehen  Corrcspondenzprincips  beruhen.*) 

Die  Curveu  4*  des  Netzes  (1)  seien  von  der  s**^  Ordi 
mögen  in  p  gemeinsamen  Basispunkten  .9,,  S^,  .  ,  .  S^ 
t^-,  ,  .  ,  /^- fache  Punkte  (je  mit  getrennten  Tangent-en)  hab 
Grundcurve  /  =^  0  sei  von  der  n'^**  Ordnung  und  möge  in  den^ 


*)  Die  folgende  ßeBÜmmung  der  Eigenschaften  von  M  ^=  o  mia  dci 
sehen  Curve    de»  NetÄes  (1)  venUnkl   der    Herausgeber    einer    Xlit 
BrilU 
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S^j  .  .  .  S^  bez.  einen  a^-,  a.^-,  .  .  ,  «r^- fachen  Punkt  besitzen  (wo 
se  letzteren  Zahlen  auch  Null  sein  können).  Diejenigen  Cs  der 
laar,  welche  durch  einen  beliebig  augenommenen  weiteren  Punkt  x 
"  C^m  gehen,  schneiden  sich  noch  in  s'^  —  ZU^  —  1  (wo  sich  das 
mmenzeichen  auf  .alle  q  festen  Basispunkte  des  Netzes  bezieht) 
mkten  y,  welche  auf  der  Curve  M=0  liegen.  Um  nun  die  Ord- 
Ag  m  der  letzteren  zu  bestimmen,  nehme  man  zwei  beliebige  feste 
inkte  A  und  B  in  der  Ebene  an,  lege  durch  A  und  x  eine  Cg  des 
stzes,  ebenso  durch  ß  und  x  eine  solche  und  lasse  x  sich  auf  der 
,  bewegen.  Dann  bilden  die  Schnittpunkte  dieser  beiden  Cg  mit 
ner  beliebigen  festen  Geraden  auf  letzterer  eine  Gorrespondenz 

{s  {ns  —  I^üiii)  y     s  (ns  —  I^Oi(i)) . 

He  Coincidenzpunkte  derselben  sind  zum  Theil  Punkte  der  C„i  M  =  0, 
om  Theil  solche  d^r  67„,  theils  endlich  Punkte  derjenigen  Curve  Cs 
ies  Netze»,  welche  gleichzeitig  durch  die  beiden  festen  Punkte  A  und 
I  hindurchgeht.*)  Von  letzteren  Punkten  der  Geraden  absorbirt 
"  tr  ${ns  —  £aiti)  Coincidenzen;  denn  in  so  vielen  Punkten  schnei- 
die  beregte  Cg  die  Cn,  und  jedem  derselben  entspricht  wieder 
elbe  Cg  als  Curve  des  anderen  Büschels.  Man  hat  daher  die 
iehnng : 

2  s  (ns  —  I^aid)  =  »i  +  n  +  5(fi5—  Zflr,7,) , 
ms  sich  dte  Ordnung  der  Curve  A/  =  0  bestimmt  (p.  663) : 
m  =i  n  (s'^  —  1)  —  s  Uüiti  =s  vs  —  n  , 

jyiii  tf  asii5  --Haiti  die  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  einer 
prve  if  mit  /*  =  0  bedeutet.  Femer  bemerke  man,  dass,  wenn  x  auf 
p  Cm  wandert,  auch  die  tk  (mit  x  beweglichen)  Tangenten,  welche 
emem  festen  Punkte  Sk  an  die  durch  x  und  A,  bez.  durch  x  und 
gehenden  Cg  gezogen  werden  können,  eine  Correspondenz  bilden: 

*  {tk  (ns  —  £ait,) ,     /ä  (W5  —  UOiti)). 

m  Coincidenzen  derselben  entsprechen  aber 
P    1)    den  Ok  Tangenten  der  Curve  Cn  in  Sk, 

2)    den  tk  Tangenten  an  jene  Curve  Cg,  welche  zugleich  durch  A 
^  und  ß  geht,  jede  wieder  (ns  —  Z'öjV.O-fach  als  Coincidenzstrahl 

zahlend, 

13)    den  a*  Tangenten   von  J/=0  in   Sk,  wo  eben   «a  noch  zu 
bestimmen  ist. 

^)  Diese  Punkte  müssen  so  gewählt  sein ,  dass  sie  nicht  Basispunkte  eines 
ieteelben  im  Netze  enthaltenen  Büschels  sind.  Ist  A  ein  Schnittpunkt  von 
Ü  ^  und  ß  ein  solcher  von  .itjf  mit  ip^,  so  sind  die  beiden  betreffenden 
m  eben  durch  (2)  gegeben ,  und  die  zuletzt  erwähnte  Curve  ist  ipi  «->  0« 

46* 
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Secli&te  ALtlieliuiig, 


Wir  haben  also:  ^^^H 

2  h  {ns  —  ^Gifi)  =  ^A  +  (fu  +  h  (ß  —  i'ff.Irf)  f  , 

WOFEUB    mmx    die    VkffackheH   des    Ptm/^tes    S^  für  die  Curve   3t  ^  0' 

endet  (p.  664): 

(5)  a^  =  /t  (ns  ^  2:itii{)  —  a^  ^Plk  —  Hi^ 

Verbindet  man  (5)  mit  (4),  so  erhält  man  noch  die  sjmmetrbch  ge- 
fitaltete  Formel*): 

(6)  Ä  (öfjfc  +  Uk)  =  ik  (n  +  m) . 

Um  schliesslich  die  Zahl  der  Punktepaare  x-y  in  fiodeit,  battei 
wir  DOch  die  Eigeuschaft  der  Jacobi'schen  Cur?e  {t\4\^^)  "^^ 
oötbig  (p-  472),  d.  i,  des  Ortes  der  Punkte,  in  denen  äieb 
Curvea  des  Netzes  (und  dann  jedesmal  unendlich  viele  Curven 
selben)  und  somit  zwei  Curven  der  durch  A  und  B  gehenJeD  Bü^clwl 
berühren.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  die  Ordnung  di**^^«  Oftei 
auch  in  folgender  Weiae  ableiten  ksiun.  Ausser  den  Punkten  ,1  weA\ 
/?  nehmen  w^ir  noch  zwei  beliebige  Gerade  F  und  G  %\i  Hülfe.  Dnjtb| 
A  und  einen  beweglichen  Punkt  P  von  Fy  ebenso  durch  ß  und 
lege  man  je  eine  Curve  d  nnd  construire  an  beide  die  Tangenten  m 
P\  Wir  suchen  die  Zahl  der  Punkte  P,  für  welche  diese  sswci  TiMh 
genten  zusammenfallen.  Wenn  man  nun  um  einen  beliebig  auf  F 
genommenen  Punkt  Q  sicli  eine  Gerade  drehen  lässt  und  für  irgend  ei 
Lage  derwellten  diejimigüu  Curveii  i\  des  durch  Ä  gehenden  Büschd^ 
sucht,  für  welche  dieselbe  Tangente  ist,  ao  gibt  es  deren  2  u  —  l), 
und  der  Ort  der  Berührungspunkte  für  alle  Lagen  der  Gei^den  daith 
Q  ist  eine  Curve  der  Ordnung  2(s^l)  -f-  l^^^s^ —  1^  welche  ein- 
fach durch  0  geht**)  Diese  Curve  schneidet  die  Gerade  G  in  2s— 1 
Punkten;  zwischen  den  Schnittpunkten  der  Paare  von  den  in  Punkten  P 
construirten  Tangenten  mit  G  hat  man  daher  eine  Correspondeü& 
(2  .V  —  l ,  2  s  —  1).  Unter  den  4  ii  --  2  Coincidenzen  deiBelben  be* 
finden  sich  aber  ausser  den  Schnittpunkten  von  G  mit  {i\%*2^'^^'^ 
noch  die  Schnittpunkte  der  durch  A  und  B  zugleich  gehenden  i\v 
sowie  der  Schnitt putikt  der  beiden  Geraden  G  und  /\  Somit  bleilik 
für  dk  Ordnung  der  J  a c  o  b  i W/^vt  Curve  div  Zahl 


m 


—  s—\  =3  [s  -  1). 


♦)  Die  in  den  Glcicliuiigeii   (4),  C^)»  (6)  ÄUagöBprochenen   Resultat«  vmJ 
welche    von    Csiylcy    füc  deu  Fall  jf  =  S   gelegentlich   nnter    dem    Naiutn  '^^ 
H  G  0  i  a  e  r  -  C  0 1 1  e  r  i  1 1 "  -  T  h  eo r e  tri  e  au  sg'esf i  ro  c h  en  wurden  i   M  ath,  AniLalen  *  Bd 
p.  3ft(J. 

*^}  Dlm  tblgt  auch  aus  einem  Stitste  auf  p.  414 ,  denn  der  durch  A  gito^ 
iiüäi-'hel  von  f\  hildett^hiCijrven&jfitemmit  JtnTChamktemtiken  ^  >^  K  u'  ^  ^  1*^  1)^ 
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Ganz  analoge  Betrachtungen  kann  man  anstellen;  wenn  man 
i.it  der  demselben  Netze  angehörigen  Büschel  durch  A  und  ß  zwei 
(liebige  Büschel 

t^  +  A;C  =  0,       ^'  +  A;c'  =  0 

z.   von  den  Ordnungen  s  und  s   zu  Grunde  legt;  man  hat  dann  nur 

.    den    gewonnenen  Resultaten  keine  Reduction  wegen  einer  beiden 

ischeln    gemeinsamen    Curve    anzubringen.     An   Stelle    der    Curve 

=  0  tritt  also  eine  Curve  der  Ordnung: 

)  sins—Zaiti)  +  s{nS'—Zait)  —  n=n{2ss  —  \)—sEaiil—si:ai(i, 

o    sich   die  Zahlen  ti  auf  geraeinsame  vielfache  Punkte  des  Büschels 

■'y    die   Zahlen  //  auf  solche  Punkte  des  Büschels  /'••■  Ordnung  be- 

elieii.     Für  die  Vielfachheit  dieser  Curve  in  einem  Punkte,  welcher 

facher  Punkt  des  ersten,  /'-facher  des  zweiten  Büschels  und  ö-facher 

m  /■=  0  ist,  erhält  man  an  Stelle  von  (5)  die  Zahl: 

\)  a^i'  {ns  —  ZOid)  +  t  (ns  —  UOit/)  —  a  . 

ndlich    findet   man    die   Ordnung  des  Ortes    derjenigen  Punkte,    in 

enen  sich  zwei  Curven  der  Büschel  berühren,  gleich 

10)  (25  —  1)  +  (2/—  1)  -  1  =  2  (s  +  s)  -  3  .*)    ^ 

Man  könnte  diese  Resultate  endlich  noch  weiter  verallgemeinern, 
idem   man  die  beiden  Curvenbüschel  durch  zwei  einfach  unendliche 

tensysteme  der  Ordnung  s  bez.   s    mit  den  Charakteristiken  (i,  v 
II,  V  ersetzt  und  dann  diese  Curvensysteme  in  ihrer  Beziehung 
■  einer  beliebigen  Cn  f^=^0  betrachtet.**)     Für  uns  ist  jedoch  der 

♦)  Vgl.  auch  Cremona's  Einleitung  in  die  Theorie  der  algebraischen  Cur- 
la, p.  127  in  der  üebersetzung  von  Curtze;  ib.  p.  130  wird  auch  gezeigt,  dass 
ie  gemeiiiBchafklichen  Tangenten  der  Curven  beider  Büschel  in  ihren  Bcrüh- 
BUgspaiikten  im  Allgemeinen  eine  Curve  der  Klasse  Ass  —  2  (<  -|-  s)  umhüllen. 
-  Auch  zwei  Büschel  der  hier  gemeinten  Art  kann  mau  für  eine  eindeutige 
nuwfomiation  benutzen ;  den  Doppelpunkten  der  neuen  Curve  entsprechen  dann 
i^eiiig«n  Punktepaare,  durch  welche  noch  aus  jedem  der  beiden  Büschel  eine 
TSTf^  hindurchgeht;  vgl   die  Anmerkungen  auf  p.  693  und  709. 

^;  Man  erhält  dann  übrigens  leicht  auf  analogem  Wege  an  Stelle  von  (8) 
eZahl: 

f*j»'«  [ns  —  Za^tl)  +  fifi's  (ns  —  2:^/,/,)  —  lili'n 

i  Stelle  TOD  (9)  die  Zahl: 

(iti'{t'  [ns  -  Za^  0  +  i  («*'  —  Sa^O  -  « } , 
idlicb  an  Stelle  von  (10)  die  Zahl: 

/*'   (^  +  »')  +  /*  (i*'  +v)-'^ll':=flV+Vfl'+flll'. 

eran  sind  wieder  noch  Reductionen  anzubringen ,  wenn  beiden  Curvensystemen 
Ir  <  s>  /)  eine  Curve  gemeinsam  ist,  oder  wenn  (für  «>  /)  eine  Curve  C^  des 
ilen  Syatema  in  eine  Curve  C^,  des  zweiten  und  in  eine  andere  C^_  ^.  zerfällt. 
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Sechfite  Abtheilung. 


Fall  von  hervorragendein  Interesse,  dass  beide  Curveosjsteme  zn  de 
in  ganz  besonderen  Beziehungen  bkhen,    denn   dieser   Fatl  lk{^ 
vor ^  wenn   zwei  beliebige  Correspondcnzcn  in  der  Form  (3)  gegth 
(wie  sich  sogleich  zeigen   wird).      Zur   Untersuchung  dieser   Verbiß 
nisse  gehen   wir   daher  jetzt  über;   allerdings  werden    wir   dal 
nöthigt  sein,   uns  in  manchen  Einzelheiten  auf  Ändeutangen 
ßchränken^ 


ebei^li 
Vertä/l 

D   ZO^ 

rre^SB 


In  den  Gleichungen  (3),    welche  die  zu  betrachtenden  Com 
denzen   {a ,  ß)y ,   {(x\  ß'jy  auf  f  =  ü  vermitteln  (wo  wieder  /  von  M 
Ordnung  n  und  vom  Geschlechte  p),  können  wir  etwa  die  y,  ab 
tinderltche  Punktcoordinalen,  die  Xi  dagegen  ak  drei  homogen  vorko 
niende  Parameter  aiiffa^jsenj  die  noch  an  die  Bedingung  /{x)=0  gek 
sind.   Eine  Gleichung  tp  {Xfy)^0  stellt  uns  dann  ein  System  von  < 
dar,   welches    von   einem  irrational  vorkommenden   Parameter  in" 
gemeinster    Weise   abhängt   (vgl,   p.   39ü).      In    den    Gleichunge 
haben  wir  also,  wie  oben  behauptet  wurde,  zwei  solche  Curvensj! 
vor  uns,  welche   mit   ihrem  Parameter  je  durch  dieselbe  IrraiioniS 
verknüpft   sind.      Zu    der   Curve  /  =  0    stehen    diese    Systeme , 
dadurch  noch  in  besonderer  Relation^  dass  unserer  Annahme  na 
Functionen   qr^  (,r,  tj)  ^  tp*  (.r,  y)  für  x  =  g  vermöge  /"=  0  bez.  y- 
;'-fach  verschwinden  sollen,    während  letzteres   im    Allgemeine 
einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  nicht  eintreten  wird.     Dies 
wir   auch  dahin    aussprechen,    dass  unter    den    Curven    des    Sj 
welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  der  Curve/"  gehen  ^  imme 
enthalten  ist  (nämlich  „die  vermöge  (3)  zu  x  gehörige  Curve**)/ 
deren  Schnittpunkten  mit  der  Grundcurve  y  bez.  y   in  x  selbst  hfg 
für  jede  der  übrigen  durch  x  gehenden  Curven  gibt  es  einen  ajide 
Punkt   von  /*=0,   in   welchen   y  bez.  y   Schnittpunkte  derselWaJ 
f=0  zusammenfallen. 

Für    das    System    der .  Curven    6'^^^  Ordnung    ^  5=^  0    mögen ' 
wieder  die   Punkte  S^,  Sj ,  .  .  .  S^^    mit  den   charakteristischen  ZaW 
/, ,  ^2J  *  '  •  'e  ^*^^  ^M  ^iJ .  . .  €?p  dieselbe  Bedeutung  haben  wi<j 
dem  Beispiele  eines  Curvenbüscheljs;  für  die  Curven  /'*'' Ordnen 
bezeichnen  wir  ferner  in  entsprechender  Weise  »usgozeiehnfi 


S*^.'  und   die    zugehörigen    Zahlen  mit 
Dabei    können    von    den    Punkten    S* 


tif  i^ 


Punkten    S   zusammen! allen. 


eini] 

Es   bestehen 


mit  ^1  ^  ^2 , .  . 
öf/,  ör/,  .  .  .  ri^' 
auch    alle    mit 
Relationen : 

(U)  ß  =  ns~  i:a,(,~y,     ß'  =  ns  -  Ea; tl  —  y\ 

denn   z.  B*  ß  ist  die  Zahl  der   Punkte,  in  denen  eine  xn  z  x 
Curve  f  ^r,  i/)  =  0  die  C„  noch  triflft,  und  welche  nicht  in 
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egen,  aber  alle  mit  x  beweglich  sind;  und  Zefiii  ist  die  Zahl  der 
esten  Schnittpunkte  der  Curve  (?,  9)  =  0  mit  der  Cn  f  =0,  Es  sei 
loch  bemerkt,  dass  wir  nur  die  Punkte  Si  zu  berücksichtigen  brauchen, 
Sbr  welche  fl,>  1,  d.  h.  welche  auf  f=0  liegen;  die  übrigen  festen 
Punkte  der  beiden  Curvensysteme  kommen  im  Folgenden  nicht  weiter 
in  Betracht. 

Selbstverständlich  hätten  wir  auch  die  y,-  als  Parameter,  welche 
an  die  Bedingung  /'(y)  =  0  geknüpft  sind,  und  die  Xi  als  Punkt- 
coordinaten  betrachten  können.  Dann  stellen  uns  die  Gleichungen 
(3)  zwei  Curvensysteme  r*^'  bez.  r'*®'  Ordnung  dar.  Letzteren  mögen 
die  festen  Ausnahmepunkte  /?,,  Äj, .  .  .  Äa  und  B^',  R,^^  .  .  .  Ä'a*  zu- 
kommen, und  diesen  Punkten  entsprechend  den  zu  5,  gehörigen 
Zahlen  a,,  U  die  Zahlen  a,-,  r,-,  «/,  r/;  dann  haben  wir  auch  die 
Sleichungen: 

12)  a  =  nr  —  2^a,r,-  —  y ,    a'  =  wr'  —  J[^a',r/  —  y  . 

Um  nun  die  Ordnung  der  Curve  My  =  0  zu  bestimmen ,  welche 
'ermoge  /=  0  durch  die  beiden  Curvensysteme  s^'  und  s^^"^  Ordnimg 
neogt  wird  (p.  722),  stellen  wir  auf  folgendem  Wege  eine  Corre- 
pondenz  zwischen  den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  her,  analog 
er  früher  für  die  Curve  M  =  0  benutzten  (p.  723).  Die  Zahl  der 
raren  C,  q>  {x,  y)  =  0,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  z  der 
hene  gehen,  ist  gleich  der  Zahl  der  gemeinsamen  von  z  abhängen- 
»n  (d.  i.  nicht  in  feste  Ausnahmepunkte  5,  fallenden)  Lösungen  der 
leichungen  qp  {x,  z)  =  0  und  f  (x)  =  0,  und  sie  ist  für  alle  Punkte 
sr  Ebene  dieselbe,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  gemeinsamen  festen 
ankte  des  Systems  der  Curven  C,.  Diese  Zahl  kennen  wir  aber  für 
m  Fall,  dass  z  auf  f=0  liegt-,  dann  ist  sie  nämlich  nach  (12) 
leich  y  +  «.  Folglich  ist  sie  immer  gleich  y  +  ^-  *)•  J^^^  der 
itsprecbenden  y  +  a  Curven  (7,  schneidet  /  in  einem  bestimmten 
ankte  y-fach,  und  in  letzterem  hat  eine  bestimmte  Curve  Ct>  (die  zu 
m  vermöge  9)' =  0  gehörige)  einen  /-fachen  Schnittpunkt  mit  f. 
inem  beliebigen  Punkte  z  auf  einer  festen  Geraden  sind  dadurch 
ch  y  +  ^  Curven  C,.  zugeordnet;  und  dieselben  schneiden  auf  jener 
»raden  $  (y  +  «)  Punkte  z  als  dem  Punkte  z  entsprechende  aus. 
entsteht  so  eine  Correspondenz  {s  (y  +  a) ,  ^  (y'  +  a'))-  Ihre 
incidenzen  sind  diejenigen  Punkte  der  festen  Geraden,  durch  welche 
oei  zusammengehörige^^  Curven  Cs  und  C^'  (d.  i.  zu  demselben  Punkte 


•)  Diese  schon  mehrfach  angewandte  Methode  (z.  B.  bei  den  Sätzen  auf 
14),  dnrcb  specielle,  leicht  übersehbare  Fälle  hinsichtlich  der  Anzahl  von 
jn^en  das  allgemeine  Resultat  zu  bestimmen,  ist  neuerdings  geradezu  als 
}cip  der  »pecielien  Lage  bezeichnet  und  in  sehr  ausgedehnter  Weise  verwerthet; 

Schubert:  G6ttinger  Nachrichten,  1874,  p.  274  und  Math.  Annaleh,  Bd.  10. 


togg;  Sechste  AbtJieilung.  ^  ^^M 

von  f  vermöge  (3)  geborige)  sich  scbneideüj  also  die  Schoittponkte 
der  festefi  Geraden  mit  My  ^  0-  Da  unter  dieseü  üoch  die  n  Behnitt- 
p unkte  mit  /  enthalten  sind,  so  wird  schliesalich  die  Oränung  der 
Curpe  M5,  =  0  ßleich 

(IB)  ii,  =  ^'iy  +  i^)+^  ir  +  ^')  -  Tfi 

^  n  {rs'  -\-  sr)  —  s  Eetiti  —  ^Zpf/r/  —  F/i  , 

w^o  r  e/«<?  «twA  zu  bestimmende  Zahl  hedeuftL'*') 

Wir  uBtersuehen  ferner  das  Verhaltou  der  Curve  My  ^^^  0  in  den 
Punkten  Si  und  S/  (vgl  p.  723  und  p-  726).  Wir  haben  hier  fqJgeBde 
Falk  zu  unterscheiden; 

rt)  Der  Punkt  S  ist  nicht  zugleich  ein  Punkt  S\ 

b)  Der  Punkt  S  ist  zugleich  ein  Punkt  S\ 

Im  Falle  a)  gibt  es  f  +  or'  bestimmte  Curven  C»^^  welcbe  durcli 
S  geheOj  unter  ihnen  /-fach  zahlend  die  zu  *S"  gelbst  gehörige  C^. 
Eö  gibt  aber  auch  /  +  a  Curven  6',,  welche  mit  ihnen  zusammiati« 
gehören  (p.  727),  Für  jedes  Paar  solcher  zusammengehörigen  Gurren^) 
liegen  /  Schnittpiiukte  ira  Punkte  S,  wahrend  dies  ftir  ein  beliebige« 
Paar  von  zusammengehörigen  Cnrven  C,^  ü^-  nicht  Statt  findet,  so  dait 
diese  t  Schmttpuiikte  jedenfalls  unter  den  beweglichen ,  die  Carf« 
M^  ^=  0  beschreibenden  Punkten  mit  zu  zahlen  gind*  Während  sio 
also  für  ein  benachbartes  Paar  noch  auf  M^  ^^  0  getrennt  liegen, 
rücken  sie  ftr  das  hier  betrachtete  Curvenpaar  alle  nach  S,  d 
durch  S  gehen  ^Zweige  von  M,^  =  Ü,  in  einem  gemeinsamen  t-faehea 
Pfitikte  S  der  Curven  Tj,  der  nicht  -ein  Punki  i^*  istj  wird  die  Vielfarh^mi 
von  M^  ^  0  gieich 

(14)  v,  =  iia  ^y)\ 

und  ebenso  in  einem  gemeimamen  i'-füehen  Punkte  S"  der  L\  gieirh 

Im  Falle  h)  bestimmen  wir  die  Zahl  i'y  mittelst  einer  Correspoi* 
ileuz^  welche  zwischen  den  Strahlen  des  durch  Si  gehenden  Büscbels 
ganz  ebenso  durch  die  beiden  Curvensjsterae  (3)  begründet  wird,  wie 


•j  Es  wird  sogleich  uocli  ^exeigt  werdeo,  dasa  f  die  Ziihl  der  ia  ^  =  j?  sa^ 
f^O  liegenden  Schnittpunkte  zweier  „zusammen gehörigen"^  Curveti  <p,  «y' i^t 
äO  daB9  der  Ort  der  Schnittpunkte  Holcher  Curveupiiare  durch  die  Curve  M  —  "^ 
zmammen  mit  f    "  **  gegeben  wird. 

*•)  Die  ZQ  der  dem  Punkte  S  gelbst  entsprechenden  C^.  gehörige  C^  winl  aüf^ 
dingB  unbestimmt  i  statt  derselben  hat  man  die  einem  benachbarten  Punkte  et^ 
sprechende  r^  zu  nehmen ;  ffir  dm  eo  entstehende  Curvenpaar  liefen  daoD  oodi 
r  weitere  Schnittpunkte  zu  S  benachbart,  dem  entsprechend  p  da«e  Eoch  f  »t 
r   Tuch  zahlend  ein  Theil  der  betnichteten  Ortscnrve  iat. 
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tn  im  Beispiele  durch  die  beiden  Curvenbüschel.  Es  ist  dies  eine 
rrespondenz 

a  den  Coincidenzen  fallen  fö,-  in  die  Tangenten  des  o,- fachen 
uktesy  welchen  /"  =  0  in  5i  besitzt.  Die  Coincidenzen  dieser  Corre- 
»ndenz  nämlich  beziehen  sich  überhaupt  auf  den  Ort  der  Schnitt- 
ikte  je  zweier  zusammengehörigen  Curven  6^,,  d-  unserer  beiden 
-Systeme;  dieser  Ort  aber  besteht  aus  der  Curve  My  und  aus  der 
rve  /,  wobei  letztere  f-fach  zu  zählen  ist,  wenn  f  bewegliche 
mitipunkte  zweier  Cvrven  einer  solchen  Correspondenz  in  demjenigen 
nkie  von  f  liegen ,  welcher  eben  die  gegenseitige  Zuordnung  beider 
^ven   vermittelt*)     Hieraus  erhellt  gleichzeitig  auch  die  Bedeutung 

•  Zahl,  r  in  (13).  Die  zuletzt  gewonnene  Correspondenz  dagegen 
»t  uns  den  Satz: 

In  einem  Punkte  Si  (oder  S/J,  welcher  gemeinsamer  trfacher  Punkt 

•  Csy  gemeinsamer  tl-f acher  Punkt  der  Cg-  und  Oi-f acher  Punkt  von 
sl,  hat  die  Curve  My  einen  singulären  Punkt,  dessen  Vielfachheit  ge- 
kJi  ist  durch  die  Zahl 

i)  i/,<0  =  tl  (y  +  «)  +  /,  (/  +  a)  -Va,. 

Ganz  entsprechend  hat  man  für  die  Curve  M^  =  0  (p.  722)  aus 
Q,  (14),  (14*),  (15)  die  Zahlen: 

=  n  (rs  +  sr)  -—  r  Zaiti  —  r Haiti, 

8)  i,,(0  =  r/  (y  +  ß)  +  n  (y  +  ^)  -  Ta, . 

Die  weiteren  Untersuchungen,  welche  wir  an  diese  Abzahlungen 
kfipfen  wollen,  (insbesondere  auch  die  Bestimmung  der  Zahl  f)  ge- 
llten sich  nun  verschieden,  je  nachdem  der  y-  bez.  /-werthige 
mkt  der  Correspondenzen  (3)  in  o;  =  ^  durch  Berührung  mit  der 
nrndcurve  entsteht  oder  nicht;  und  zwar  wollen  wir  hier  zunächst 
ri  Haoptfalle  unterscheiden: 

1)  er  entsteht  in  qp  und   9'  durch  einen   vielfachen   Punkt  der 
Curven  Ca  und  Cs»  in  a;  =  y; 

2)  er  entsteht  in  ip  und  9'  durch  Berührung  mit  /; 

3)  seine  Entstehung  ist  in  qp  und  q)'  verschieden  bedingt. 

aie  Fälle  sollen  nach  einander  behandelt,  und  für  sie  die  Formel 
'  (VV)  jödßs  Mal  näher  untersucht  werden.    Dabei  soll  die  Curve 

^)  TorauBgesetzt  ist  hier  wie  im  Folgenden,  dass  zwei  zu  demselben  Punkte 
an  f  gehörige  Curven  <p  (a:,  y)  =  0,  9'  (x,  y)  =  0  sich  ausser  in  x  selbst  nicht 
IT  in  einem  mit  x  beweglichen  Punkte  von  f  schneiden.  —  Es  ist  femer  immer 
^esclilonen,  dass  beiden  Curvensystemen  eine  Cuivc  gemeinsam  sei. 
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f=0  nur  mit  cm  fachen   Doppelpunkten,    nicht   mit   Rückkeh 
hölieren  vielfachen   Punkten  begabt  angenonmien  werden;   die 
Gij  €ii  können  dann  nur  den   Werth  1  oder  2  annehmen, 

1)   Wir  betrachten  also   zuerst    den    Fall,    wo   der  mehrti 
Punkt    in    o:  =  f/    bei   beiden    Correapondenzen    durch    einen    vielfii 
Punkt  der  zu  x  bez.  y  gehörenden  Curven  bedingt  ist*)     Die 
bezeichnen  wir  wieder  mit  T,,  C,'^  die  leteteren  mit  6?r>  Cr-.    IH 
Punkte  X  von  /  liegen  hier  yy    Schnittpunkte  der  beides 
hörigen   Curven   (!7^,  C',  wenn  wir  annehmen,  dass  die  y  Tanj 
der    ersteren    in   x    von   den   y    Tangente)!    der   anderen    verschi 
sind.     Nach  einer  früheren  Bemerkung  (p.  729)  haben  wir  al$t^ 
Formein  (13) — (18)  r^=^yy   zu  setzen. 

Von  den  Punktepaaren  x-y  nun,  welche  gleichzeitig j 
Correspondenzen  (3)  genügen,  werden  die  Punkte  y  offenba 
M^  =  0  auf/=0  ausgeschnitten  fvgh  auch  p.  721  und  p. 
zugehörigen  Punkte  x  durch  die  Curve  M^  =  0,  denn 
solchen  Punkt  .r  liegt  ein  weiterer  Schnittpunkt  zweier  zufl 
gehörigen  Curven  C,,  €»-  auf/".  Die  Gleichung  Mj,  =  0  ist 
Resultat  der  Elimination  der  .r,  aus  den  Gleichungen  (3) 
f(x)  ^0]  vorausgesetzt,  dass  man  in  diesem  Resultate  zuvor  gfi 
uneigentliche  Factoren  absondert;  denn  dasselbe  wurde  an  nni 
sich  von  der  Ordnung  n  (rs'  -\-  sr')  in  den  tj  werden.  Unter  di 
Factoren  ist  zunächst,  da  f  =  yy\  die  C?urve  f  selbst  yy-fach 
halten  (p.  729).  Die  Pestimmun  ff  der  übrigen  Factoren  erfonH 
Berüeksichtigung  und  besondere  Behandlung  sehr  vieler  ein| 
Fälle,  so  dass  eine  vollständige  Erledigung  derselben  uns  bie^ 
weit  führen  würde.  Man  wird  diese  Bestimmung  im  ÄnschlJ 
die  folgenden  Ueberlegungen  aber  leicht  in  jedem  Falle  ausfühml 

Die  fraglichen    Factoren  können  nur   von  den  Ansnahmepun 
der  Correspondenzen  (3)  abhängen,   denn  durch   diese  ist  ja  ihr 
treten  bedingt.    Wie  dies  im  Einzelnen  geschieht,  mag  nur  an 
dem  Beispiele  erläutert  werden. 

Die  einem  einfachen  Punkte  5',  von  /",  welcher  gem€ 
/rfiicher  Punkt  der  Curven  C,,  und  r.-facher  Punkt  der  Cuf 
dagegen  nicht  gleichzeitig  ein  Punkt  S'  ist,  entsprechende  Ciin 
wird  unbestimmt.  Zu  Si  gehört  dagegen  eine  ganz  bestimmte  C 
^n  deren  Gleichung  tps  =  0  sei;  und  somit  kann  jeder  Paukt  A 
Curve  tps  =  0  als  Schnittpunkt  von  tps  mit  der  zu  tps  geh3 
Curve  €g  aufgefasst  werden,  d.  h.  die  Curve  tps  ist  ein 
Ortes  der  übrigen  (nicht  auf  f  liegenden)  Schnittpunkte 
sanimen gehörigen  Curven  (p,  tp\  und  zwar  ist  dieselbe  als  i 


ihr  . 

I 


*J  Vgl.  dasa  du  in  <1er  ^woileu  ADmcrkung  aut  p.  15&  Gesagt 
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Gleichung  (13)  r,-facli  zu  zahlen  (indem  «,==]).  Wir  haben  also 
den  Satz,  dass  in  dem  Resultate  der  Elimination  der  x,  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  aus  f  (x)  =  0  der  Factor  (q)sy»  enthalten  ist 
Die  Schnittpunkte  von  q)s  =  0  mit  My  =  0  sind  dann  die  Schnitt- 
pnnkte  von  9/  =  0  mit  der  einem  zu  S  benachbarten  Punkte  von 
/entsprechenden  Curve  C,.  Analog  hat  man  den  Fall  zu  behandeln, 
wo  S  zugleich  ein  Punkt  S'  ist,  etc.  Ist  dagegen  S  Doppelpunkt  von 
/,  «0  gibt  es  zu  S  zwei  verschiedene  benachbarte  Punkte,  folglich 
neh  zwei  verschiedene  benachbarte  Curven  Csy  und  somit  ist  hier 
f/2rrfach  zu  zählen,  wie  es  Gleichung  (13)  verlangt. 

Weiter  würde  man  die  Fälle  zu  unterscheiden  haben,  wo  Punkte 
Ä  nicht  zugleich  Punkte  R  sind  (p.  727)  und  umgekehrt  etc.  Wir 
nterlassen  jedoch  hier  diese  Ausführungen  und  geben  im  Folgenden 
inr  noch  in  Kurzem  eine  üebersicbt  darüber,  wie  diese  Resultate 
Itriter  zu  verwerthen  sind.*) 

Wenn  von  den  Schnittpunkten  y  zweier  zu  demselben  Punkte  x 
|riiöiigen  Curven  C,^  C»-  ein  weiterer  auf/  Hegt,  so  bildet  derselbe. 
jttammen  mit  x  ein  Punktepaar,  welches  gleichzeitig  den  Correspon- 
lenzen  (3)  genügt-,  ein  solches  Paar  zählen  wir  jedoch  unter  den  ge- 

bien  nicht  mit,  wenn  y  an  o:  selbst  heranrückt.  Die  Zahl  jener 
e  ist  daher  gleich  der  Zahl  der  (nicht  in  festen  Punlden  der  q), 
y  oder  in  Doppelpunkten  von  /  liegenden)  Schnittpunkte  von  /*  mit 
L,  vermindert  um  die  Zahl  derjewgen  Punkte  ^  in  welchen  ein  Zweig 
wr  zu  X  gehörenden  Curve  Cs  einen  Zweig  der  zu  x  gehörenden  Curve 
ly  berührt.  Letztere  Punkte  denken  wir  uns  auf  f=0  durch  eine 
^mre  Xy  =  0  ausgeschnitten,  deren  Ordnung  leicht  zu  bestimmen  ist. 
Vehmen  wir  dann  zunächst  an,  dass  keine  Ausnahmepunkte  in  den 
Korrespondenzen  und  keine  Doppelpunkte  von  f  vorkommen,  so  wird 

19)  My  =  Xy.Ky  +  /r/-, 

ro  nun  Ky  die  Curve  ist,  welche  die  Punkte  y  der  gesuchten  Paare 
;-y  auf  f  ausschneidet.  Nun  ist  uns  die  Zahl  der  Schnittpunkte 
br  letzteren  mit  /"bekannt  (p.  446),  denn  diese  ist  gleich  (9><p');  und 
Mnit  ei^bt  sich,  da  die  Ordnung  von  My  durch  (13)  gegeben  ist, 
Ir  die  Ordnung  von  Xy  die  Zahl: 

0)  Zjf  =  f*y  — -i(9>9>') 

-y(r  +  s)  +  y  (r  +0-3  yy  .**) 


•)  Auf  einen  dieser  Fälle  kommen  wir  noch  unter  2)  zurück  (p.  738). 
^)  Diese  Zahl  kann  man  auch  leicht  direct  finden.    Setzt  man  nämlich: 


732  Set-hste  ibtheilung. 

Für  die  Ordnung  toe  Kj,  ^  0  haben  wir  also  die  ZaW 
(21)    k,  ^  n  (rs  +  */)  ^  y  (r  +  ^')  -  r  (r  +  .v)  «  y/  (« 
und  es  wird: 

(2:^)  {q^^')  =  «  A-,  ^aß'  +  ßm-2yyp, 

wenn  p  =  ^  (n  *-  1 )  ( w  —  2), 

Die  Ausdrücke  M^,  X^,  K^  und  A  sind  simulUna  Func^ 
invarianten  der  Grundformen  ^  qp  (j^,  i/\  9"  (x,  ^),  nnd  die  Glei 
(19)  gibt  eine  zwischen  ihnen  bestehende  Relation  an.*)  Eine 
aber  kann  nicht  geändert  werden  j  wie  auch  die  Coefficiente 
Grundformen  variirt  werden  mögen;  insbesondere  also  mass  sie 
bestehen,  wenn  wir  auf  der  Curve  /  durch  solche  Variationen  D 
punkte  entstehen  lassen,  ein  Fall,  den  wir  zuerit  betrachten  v 
Und  zwar  wollen  wir  die  nicht  in  Doppelpuokte  fallenden  S< 
punkte  von  K^  ^  0  mit  /"^^  0  beatimmen. 

Da  wir  den  Correapondenjsen  <p,  gj'  noch  keine  Anenalimef 
beilegen,  so  entsprechen  diesem  Doppelpunkte  zwei  ganz  besii 
Curven  Cg^  C,-^  von  deren  Schnittpunkten  in  ihm  yy  liegen,  i 
einem  beliebigen  Punkte  von  f.  Die  Curve  M,^  geht  also  nicht 
den  Doppelpunkt,  folglich  wegen  (19)  auch  nicht  die  Curven  X 
Kp,     Die    Zahl    der  gesuchten    Punktepaare   ist   daher   wieder 

nkt^j  d.  h,  gleich  _    

(23)  aß'  +  ßa  -  2yyp  —  2  yyd, 

wenn  d  Doppelpunkte  auf  /'  vorhanden  sind,  und  wenn  p  =  ^  (n 
.  {n  —  2)  —  d  das  Geschlecht  von  /  bedeutet.  Gehen  also  die  C 
Csj  Cg'  durch  d  Doppelpunkte  von  f  nicht  hindurch^  so  ist  der  auf  { 
gefundene  Werth  für  (cpcp')  um  2dyy  zu  erniedrigen,  trenn  man  vt 
das  Geschlecht  von  f  verstehen  wi/l. 

Wir  wollen  nun  weiter  auch  die  Constanten  der  Correspond« 
(p  und  (p'  variiren  und  dadurch  auf  f  Ausnahmepunkte  erze 
Wir  betrachten  jedoch  auch  wieder  nur  einzelne  Fälle,  die  für  sji 
Anwendungen   nöthig  sind.     Es  möge    zunächst   9)'  noch  unvera 


80  entsteht  die  Curve  X    =  0  durch  Elimination  der  dx-  aus  den  Gleichung 

wenn  A:^=l.  Aus  dem  Resultate,  welches  unabhängig  von  den  k^  sein 
lässt  sich  ein  Factor  kj'^'  absondern;  es  bleibt  dann  in  der  That  ein  Au> 
von  der  Ordnung  (20).  So  kann  man  also  auch  umgekehrt  die  Zahl  (qp<p'^ 
ableiten. 

*)  Dass  in  (19)  als  Coefficient  von   M    oder  K     nicht  noch    eine    eigei 
simultane  Invariante   auftreten  kann,   erkennt  man   durch   eine    ähnliche 
legurig,  wie  sie  auf  p.   171  angch-tellt  wur( 


rdc. 
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bleiben ;  dagegen  ein  einfacher  Punkt  S  von  f  (mit  den  Coordinaten 
OTj)  gemeinfiamer  ^-facher  Punkt  der  Cs,  r-facher  Punkt  der  Cr  wer- 
den. Wir  kennen  das  Verhalten  von  My  in  x  nach  (14);  das  Ver- 
halten von  Xy  bestimmt  sich  in  folgender  Weise.  Es  verschwindet 
dann  q)  {x,  x)  jedenfalls  (^ -{- r)-fachy  d.  h.  die  zu  einem  benach- 
barten Punkte  von  x  gehörige  Curve  g?  hat  in  x  einen  (/+  r)- fachen 
Punkt.  Es  fallen  also  (/  -{-  r)  y  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  der 
XQ  X  gehörigen  Curve  9'  in  den  Punkt  Xy  d.  h.  die  Vielfachheit  von 
Xy  ■-"  0  m  einem  gemeinsamen  t- fachen  Punkte  der  9  ist  gleich 

(24)  {t  +  r)  /  . 

Haben  gleichzeitig  die  q/'  in  x  einen  /'-fachen  Punkt,  so  defor- 
miren  wir  die  Correspondenz  (p'  {x,  y)  zunächst  so,  dass  dieser  A  fache 
.Pankt  von  x  getrennt,  aber  noch  auf  f  —  sagen  wir  in  y  —  liegt; 
[^.dann  yerschwindet  Xy  von  der  Ordnung  (/  -\-  r)  /  in  x  und  von  der 
[Ordnung  {t  +  r)  y  in  y.  Fällt  nun  x  mit  y  zusammen,  so  liegen  in  x 
Ul  +  1^)  y  +  (^  +  ^')  y  Schnittpunkte  der'  beiden  zu  x  -{-  dx  gehöri- 
Curven  9),  q/.  Da  aber  für  je  zwei  zusammengehörige  Curven 
qf  yy  Schnittpunkte  va  x  =  y  liegen,  so  ist  die  Zahl  der  neu 
Qgetretenen  Schnittpunkte,  d.  h.  die  Vielfachheit  von  Xy  =  0  in 
gemeinsamen  t-fachen  Punkte  der  q>  und  t- fächern  Punkte  der 
gleich 
5)  (/  +  r) /  +  (/'  +  z)  y  —  yy  . 

An  Stelle  von  My  in  (19)  tritt  nun  im  ersten  Falle  nach  den 
Ausführungen  (p.  731)  das  Product  My  (jpsYt  so  dass  die  Glei- 
(19)  übergeht  in: 

^,{q>sy=\y.Ky+Af. 
zweiten  Falle  dagegen  erhalten  wir: 

I)  My   {q>Sy    {q>sY   =    Xy    .     Ky    +    ^/ 

4ps  om  0,  q>'s  =  0  die  beiden  einem  zu  S  benachbarten  Punkte 
f  zagehörenden  Curven  C,y  Cs'  sind.  Ebenso  wird,  wenn  mehrere 
S  der  Art  vorkommen,  auf  der  linken  Seite  von  (19)  neben 
ein  Product  TTy  auftreten,  dessen  einzelne  Factoren  von  der  Form 
psY  .  •  •  sind.  Die  gesuchten  Punkte  y  'werden  also  nicht  mehr  durch 
Curve  Ky  =  0  allein  ausgeschnitten,  sondern  diese  Curve  geht 
i  dorch  die  Schnittpunkte  von  TTy  =  0  mit  /*  =  0.  Nur  die  nicht 
sinfftdären  Punkten  liegenden    Verschwindungs-  Punkte  des  Quotienten 

ien    uns  jetzt   die   Punkte  y  der   gesuchten    Paare   x-y.     Die  zage- 


7$4  Sechite  Äbtbeilutig. 

ht^rigen  Punkie  x  mnd  äie  V^rsvhwmdungS' Punkte  eines  eftinprcfh* 
Mläenäen  Quotknien:  m 

Die  Zahl  dieser  Verschwindangs- Punkte  wollea  wir  nach  f 
in  d§n  Formeln  (24)  und  (2b)  berücksichtigtea  Fälle  bestimmei 
ersten  Falle,  wo  also  ein  Ausnahniepiinkt  S  mit  den  chärakterist 
Kahlen  t,  T  auftritt,  versehwindet  wegen  (14),  (24)  und  (28)  dei 
tieni  Ay  in  diesem  Ton  der  Ordnung: 

(30)  i  («'  +  /)  _  (^  +  r)  /  =  ia'  -  r/ ; 

die  Zahl  der  einfachen  VerschFindungs- Punkte  dieses  Quotient 
sonach 

(31)       n(fiy-'Xv)  -  ta'  +  ty' 

^^n  ^n{rs'  —  s r)  —  rs'—  y y' n\  —  n  iy  (r+s)  ^^j? ('''+*') — 3 TY'\~ 
^  ^ß^  +  ßa'  _  yy  \n  -  1}  (n  -2), 

wenn  wieder:  a  ^^  nr  —  t  —  y  ^  ß  ^=  ns  —  i  —  y  ^  a*  ^  nr 
ß*  ^  n  /  —  y\  iJie  re$vätirende  Zahl  wird  also  durch  den  festen 
S  nicht  beeinftmsf. 

Ist.  S  dagegen  zugleich  du  Punkt  S\  so  Terschwindet  wegeE 
(25)  und  (28)  der  Quotient  Ay  in  S  von  der  Ordnung 

^'  («  +  T')  +  ^  («  +  /)  -  rr  -  {^  +  ^)y  —  (^'  +  ^1  y  + 

(32)  ==  (a  -\-  l  a  —  zy'  —  '^'  y   *) 

Und  die  Zahl  der  einfachen   Schnillpunkie  von  A^  =  0  mit  f  =i 
•    wieder  gleich 

(33)  n  {^y  —  i,j)  —  la  —  l'a  +  zy  +  r'y 
.  =  a/3'  +  ßa   —  yy  (n  —  1)  {n  —  2) 

wo  nun: 

a  =  nr  —  z  —  y  j     ß  =  ns  —  /  —  y 
a  ==  nr  —  t'  —  y\     ß=  n  s   —  t'  —  y\ 

In  ganz  analoger  Weise  lässt  sich  ferner  nachweisen,  dass 
für  Doppelpunkte  von  f^  durch  welche  die  Curven  d^  Cr,  C 
hindurchgehen,  die  Zahl  {q)q)')  in  der  Form  erscheint 

(cpg)')  =  aß'  +  /3a'  —  2  yy'  (p  +  d')  , 

wenn  man  unter  ;?.das  Geschlecht  von  f  versteht  und  unter  t 
Zahl  derjenigen  Doppelpunkte  von  Z',  welche  nicht  Ausnahmepi 
der  Correspondenzen  sind.     Das  gewonnene  Resultat  werden  wir 


*)  Diese   Zahl   stimmt   mit   der   von   Brill   in    anderer    Weise   abgeh 
überein:  Math.  Annalen,  Bd.  6,  p.  46. 
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rzer  Erörterung  der  beiden  noch  übrigen  (auf  p.  729  erwähnten) 
Ue  in  einem  Satze  zusammenfassen. 

2)  Wir  nehmen  zweitens  an,  dass  der  y-  bez.  y-werlhige  Punkt 
o:  =  y  hei  beiden  Correspondenzen  durch  Berührung  entsteht.  Dieser 
11  ist  dadurch  von  Interesse,  dass  wir  nach  den  früheren  Betrach- 
xgisu  über  die  Natur  solcher  Correspondenzen  weit  bestimmtere 
Lgaben  machen  können,  als  im  vorigen  Falle.  Die  beiden  Corre- 
ondenzen  nämlich  können  wir  dann  in  folgender  Form  gegeben 
nehmen  (vgl.  p.  472): 

gp'(x,y) -:0o'(^) .  W(y)+^i'(^)  •  9i'(y)+ •  •  •  +  VG^)-9>/(y)==o, 

>  0^  =  0  diejenige  Curve  ist,  welche  die  Berührungspunkte  der 
—  1)- punktig  berührenden  Curven  s*^*^  Ordnung  der  Schaar 

^i9i  (y)  +  h^2  (y)  +  •  •  •  +  ^Y^Y  {y)  =  o 

i  fsszQ  ausschneidet,  und  wo  die  übrigen  Curven  0,=  0,  cJ)/=0 
entsprechender  Weise  definirt  sind.  Hier  ist  die  Ordnung  r  der 
nren  O,  so  wie  die  Vielfachheit  derselben  in  den  gemeinsamen 
mkten  der  q>  und  in  den  Doppelpunkten  von  /  durch  das  Verhalten 
r  Curven  q>  vollständig  gegeben.  In  der  That  kann  die  Bestimmung 
m  r  durch  s  in  folgender  Weise  geschehen.*)  Die  Coincidenzcurve 
■er  Correspondenz  9(0;,  y)  ==  0  ist  nach  p.  452  von  der  Ordnung 

r  +  5  +  y  (n  —  3)  . 

jAesondere  also  für  y  =  1 ,  r  =  5  die  Coincidenzcurve  der  Corre- 
tondenz 

n  der  Ordnung  2  s  -^^  n  —  3.  Für  y  =^2  ist  daher  in  der  Corre- 
londenz  (vgl.  p.  456): 

*oW  .  9>o(y)  +  ^1 W  .  9,  (y)  +  <t>,(a:)  .  (p,(y)  -=  0 
e  Ordnung  r  der  O  gleich  2  s  -\-  n  —  3,  und  also  die  Ordnung  der 
liiiGidenzcurve  gleich  ^{s  -\-  n  —  3)^   hieraus  findet  man  ebenso  die 
linniig  der  Coincidenzcurve  bei  y  =  3  gleich  4[**  -}-  ^  {n — 3)],  u.  s.  f. 
^Igemein  wird  die  Ordnung  der  Coincidenzcurve  gleich 

b)  (y  +  1)  {«  +  1  («  -  3)  y)  . 

m  sind  die  Curven  r^'  Ordnung  <l),  =  0  in  (34)  Coincidenzcurveu 
wr  Correspondenz  mit  (y  —  l)-werthigem  Punkte  in  x  =  y,  und 
her: 

y^  r  =  y{«  +  H«-3)(y-l)}. 

•)  YgL  auch  die  Anmerkung  auf  p.  471, 


I 


im 

4 


i 


Wir  haben  ferner  gesehen  (p,  455)^  dass  in  jedem  einf 
Punkte  von  fj  in  welchem  ü  feste  Schnittpunkte  der  Carven  ^,  1 
ya  SchnittpuDkte  der  Curven  ^i  liegen,  ohue  jedoch  darauf 
sieht  zu  nehmeUj  ob  die  Curven  tp  dagdbst  einen  gemeine 
a- fachen  Punkt  haben,  oder  ob  sie  die  Carve  /daselbst  {&  —  l)-pi 
berühren,  während  wir  bei  ÄufsteUung  der  Zahl  v^^*"^  in  (15' 
drücklich  ersteres  annahmen*  Die  Zahl  (15)  ist  aber  auch  fö 
letzteren  Fall  richtig.  Für  einen  einfachen  Punkt  5,  voo  / 
«,=  1)  namHch  möge  d^^^  1  sein,  und  die  fp'  mögen  da^elh&t 
genaeinsamen  //-fachen  Punkt  haben,  dann  ist  die  Vielfach] 
Curve  Mjf  =  0  gegeben  durch: 

Geben  nun  die  95  auch  noch  sämmtJich  durch  (/  —  1  zu  S«  bi 
harte  Punkte  von  /,  so  ist  für  jeden  von  diesen  ?/  «^  0,  und  in 
ist  also   die  Vielfachheit  von  Mj^  ^  0  gleich  y  -^-  a  ;    im    Ganz 
daher  äie    VielfachheH   vm   Mj^  ^  0    in  *S',  in   der   Thai  gegeben 
die  Zahl: 

t.^(0  =  t;  (j,  4.  cf)  +  ti (f  -^  a)  —  r. 

Analogea  gilt^  wenn  gleichzeitig  die  ^'  in  Si  die  Gmndcurre  {f 
punktig  berühren;  und  -ebenso  erledigt  sich  diese  Frage  für 
Doppelpunkt  von  /  (d.  i,  üi  ^  2).  In  letzterem  Falle  haben  wi 
ff  durch  2  /,  zu  ersetzen ;  dann  gibt  die  Zahl  y  (&  -\-  y  —  l^  ? 
die  Zahl  der  in  einem  solchen  liegenden  festen  Schnittpunkte  de 
Die  Zahlen  r,,  r/  in  obigen  Formeln  sind  also  für  einen  einf 
Punkt  von  f: 

(36)  ^  Ti  ^fiy  j     t/  =  /// , 

für  einen  Doppelpunkt  von  f: 

(37)  r,  =  yU  +  i  ?'  (j'  -  1) ,     r,'  =  y'/,'  +  ^  /(/_]) . 

Nehmen  wir  nun  zunächst  an,  dass  /  >  y-  Von  den  Sc 
punkten  je  zweier  in  demselben  Punkte  x  von  f  {y  —  li- 
(/  —  1)- punktig  berührenden  Curven  liegen  y  Punkte  zu  x  be 
hart  auf  /;  es  ist  daher  (vgl.  p.  729j  in  den  Formeln  (13)  —  (18)  f 
zu  nehmen. 

Die  Bestimmung  der  in  dem  Eliminationsresultate  der  x  au« 
und  aus  f  {x)  =  0  neben  tAy  und  fy  auftretenden  Factoren  ges 
sich  ganz  wie  im  vorigen  Falle  und  braucht  nicht  noch  einmi 
örtert  zu  werden. 

Ein  besonderes  Verhalten  dagegen  zeigt  hier  die  für  Aufst^ 
der  Gleichung  (19)  wichtige  Curve  X^  =  0,  welche  auf /*=  0  dieje 
Punkte  X  ausschneidet,  für  die  ein  (y  -[-  1)^®"^  Schnittpunkt  z 
zusammengehörigen  Curven   Cs,  C,-  nach   x  zurückfallt.     Da  wii 
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y'  >  y  voraussetzen,  so  muss  dann  dieser  (y  +  1)*®  Schnittpunkt  auch 
aaf  der  Curve  f  liegen;   und  dies  tritt  nur  ein,  entweder  wenn  eine 
Curve  Cs  y- punktig  berührt  (wo  dann  y  +  1  consecutive  Punkte  ge- 
meinsam sind),  also  in  den  Coineidenzpunkten  der  ersten  Correspon- 
denz  (34),  oder  wenn  eine  Curve  9'  in  x  einen  Doppelpunkt  hat,  wo 
dann  nur  y  gemeinsame  consecutive   Punkte  auftreten,  von  letzteren 
aber  einer  als  Schnittpunkt  von  9  und  ^>   doppelt  zählt.     Die  Punkte 
der  ersteren  Art,  mn  denen  jeder  y'-fach  zu  zählen  ist*),  werden  nach 
(35)    durch    eine    Coincidenzcurve    Ly  =  0    der    Ordnung     (y  +  1) 
./*-(-  ^  (w  —  3)  y}    auf  /  ausgeschnitten;   die    Punkte   der   letzteren 
Ait^  von  denen  jeder  y-fach  zählte  durch  eine  Curve,  welche  sich  in 
folgender  Weise  bestimmt**).     Aus  der  zweiten  Gleichung  (34)  muss 
■ich  ftLr  x  =  y  ein  Factor  f  absondern,  so  dass  man  hat: 

*o'(«)  •  <P«i.^)  +  •  •  •  +  <t)/(x)  .  q>y'{x)  =  r  .  /•. 

die  Schnittpunkte  von  V  mit  f  verschwindet  also  die  linke  Seite 
er  Gleichung  quadratisch,  d.  h.  die  zu  einem  dieser  Schnittpunkte 
Ifehorige  Curve  q!  hat  in  ihm  einen  Doppelpunkt;  und  also  werden 
erwähnten  Punkte  der  zweiten  Art  ausgeschnitten  durch  die  Curve 
'-«0,  fÄr  deren  Ordnung  man  aus  (38)  die  Zahl  findet: 

I     jl/^r'  +  s-n^{y+\)s+\y{y-\)(n^^)^n. 

Nehmen  wir  nun  zunächst  wieder  an,  dass  f  keine  Doppelpunkte 
ß,  und  dass  keine  gemeinsamen  festen  Punkte  der  Cs  oder  Cg'  auf 
Jen,  so  tritt  hier  an  Stelle  von  (19)  die  Gleichung: 

M,  =  {yy  {LyY  .Ky-\-A.r. 

\JHe  Ordnung  von   Ky  fiudet  man  hieraus  wie  im  vorigen  Falle  wegen 
[13),  (35)  und  (39)  gleich 

f*y -  y^'  -  /  (y  +  1)  {^  +  i  y  («  -  3)} 

U)      =  n  {rs  +  sr)  —  y  (r  +  /)  —  y'  (r  +  5)  —  yy  (n  —  3)  . 

Die  weiteren  Untersuchungen  gestalten  sich  nun  auch  ganz  wie 

vorigen  Falle;  man  hat  nur  immer  den   Ausdruck    X  durch  das 

luct   {^y  {^yY  *^  ersetzen.    Das  Verhalten    dieses  Productes    in 

imepunkten    der  Curve  /*  oder    der    Correspondenzen  (34)    ist 

leicht  zu  bestimmen,  da  man  nach  Früherem  das  Verhalten  von 

kennt,  und  da  das  von  Y  aus  (38)  leicht  zu  entnehmen  ist.     Die 

liten  Punkte   y   werden  schliesslich  wieder  durch   die  einfachen 

iBchwindongspunkte  von  Quotienten  A^  der  Form  (28),  und  die  zu- 

*}  Man  erkennt  dies  sofort  aus  dem  auf  p.  444  Gesagteu. 
•*)  Auflgenommen  ist  hier  immer  der  Fall  y'  =  y.  -  -  Vgl.  das  Beispiel  y'  =«=  2 
p.    466,    wo  V  in   die  Jacobi'scbe   Curve    der   drei   Curven   qp'o,  qp'i,  (p\ 
,/gehfc. 

Clcbsob,  Vodefiugen.  47 
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Secliste  AbtheUüng, 

gehürigen    Punkt©   x  diinsli   die   voa   Quotienten  A.^  .der  Form 
gefundeD.     För  diese    Quotienten  bleiben  dann  auch  die  Zahlen 
und  (32)  gültig;  amn  hat  in  ihnen  nur  t,  t  nach  (86)  und  (37)4 
/  und  t  auszudrücken. 

Zu  bemerken  ist  nur,  dass  der  Fall^  wo  sowohl   die  r,,  Cg 
die  CV,  C^'  durch  einen  Doppelpunkt  von  f  nicht  hiBdurcbgeben, 
nicht    vorkommen     kann.       Denn     wenn    auch     für    einen     solt 
/=3f'  =  Ü,  SO  haben  wir  nach  (37)  doch: 

T*  =  i  y  (y  -  1)  t   ^i  =-  i  r  iy  -  i)  -  ^ 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  ein  solcher  Doppelpunkt  *^  vorhanden 
entsprechen  ihm  zwei  verschiedene  Curven  C,:  gps^^O,  ^^j.  ^  0 
zwei    verschiedene    Curven    €^'1      «p^' ^  0,    ^V  =  0;    und    an  3 
von  (40)  tritt  ^  wenn  keine  auderen  Ausnahmepunkte  vorkommen  ^ 

Gleichung : 

Aus  dieser  Identität  können  wir  hier  aber  nichts  scbliessen,  denn 
kennen  das  Verhalten  von  M,^  in  S  uoch  nicht.  Die  Zahl  der 
suchten  Punkte  t/  ist  aber  gleich  der  Zahl  der  Pankte  Xj  welche 
ihnen  je  ein  Paar  bilden.  Statt  M^  können  wir  also  auch  den  i 
druck  Mi  benutzen.  Die  Vielfachheit  des  letzteren  ist  nach  (18 
Rücksicht  auf  (35*): 

7t  =  r/  (Y  +  ß)-{-  r,  (/  -\.ß')-2y  = 
=  i/(y'-l)(y  +  /3)  +  iy(y-  l)  {y  +  ß')  ~2y, 
WO  ß  =  jis  —  y,  ß'  =  n s  —  y\     Ferner  ist  nach  (40) : 

(42)  M.=  (r)y(Zy)/K.  +  ^/*. 

Nun  ist  die  Vielfachheit  von  Ly  in  S  gleich  iy  (y  +  1),  die  von 
nach  (38)  gleich  i/(/--  1)  —  2.  Die  Vielfachheit  von  K,  i: 
wird  daher  gegeben  durch  die  Zahl: 

X  =  7t  ~  ^  y  y  {y  ■+-  l)  —  ^  yy  {y  —  1)  +  2  7^ 
=  ißy{y~-l)  +  ^  ß'y  (y  -  1)  -  ?y  . 

Die  Ordnung  Av  von  K.r  ist  nach  (42)  gleich  der  in  (41)  gegebe 
Zahl,  so  dass: 

nk^.^aß'  +  ßa-yy\n-\){n-2)  +  ß'y{y^\)  +  ßy'{y^\)^2) 
Die  Zahl  der  einfachen  Schnittpunkte  von  K^  =  0  mit  f  wird  dab 

=  nk^.  —2x  =  aß'  +  ßa  —yy  (n  —  1)  (n  —  2) .») 
Auf  dieselbe  hat  also  ein  solcher  Doppelpunkt  keinen  Einfluss. 


*)  Man  kann  hieraus  umgekehrt  das  Verhalten  von  M  in  5  bestiiiii 
Analoges  gilt  übrigens  auch  für  den  unter  1)  besprochenen  Fall,  wo  für  ei 
Doppelpunkt  t  =  0  und  t  von  Null  verschieden  ist  (p.  732). 
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Kine  besondere  ErwühnuDg  verlangt  noch  det^  FaH  y  =  y\     Man 
sieht   leicht,  dass  auch   hier  f  =  y  zu  nehmen  ist,  daas  aber  ein 
Jlen  der  Curve  X  =  0  in  die  Curven  (V)y  =  0  und  {LyY  =  0 
^t  mehr  eintritt,  sondern  Alles  symmetrisch  bleibt. 
3)  Endlich  mögen  hier  noch  einige  Worte  über  den  dritten  oben 
aten  Fall  (p.  729)  ihre  Stelle  finden,  in  weichem  der  y-werthige 
^n  <p  (äTty)  in  x  =  y   durch  einen  y  -fachen  Punkt  der  Curven 
y-werthige    Punkt    von    <p*  (x^  tj)    in    x  ^  y    dagegen    durch 
\)'punk(ige    Berührung  der   Curven   tp'  entsteht     Hier  ist  uuab- 
jpg  davon,  ob  /  >  y  oder  <  y,  P  =^  y  zu  nehmen.     Ferner  rockt 
weiterer  Schnittpunkt  der  beiden  zu  x  gehörenden  Curven  ^,  fp' 
heran:  erstens^  wenn  in  x  eine  Coincidenz  von  q){Xjfj)  eintritt, 
zweitens,  wenn  die  in  x  berührende  Curve  g^  in  x  einen  Doppel- 
hat     An   Stelle  der  Fundamental -Gleichung    (19)    tritt  daher 
die^folgende: 

M,  =  w .  [ly-y  .K,  +  Ar, 

fXy.  =^  0  die   Coincidenzcurve  von  tp  (x^  y)  =  0  bedeutet,  während 
rch  Oleich ung  (38)  definirt  ist,  wenn  man  darin  die  gestrichenen 
iben  mit  den  nicht  gestrichenen  vertauscht.     Die  Bestimmung 
Verhaltens  der  hier  auftretenden  Curven  in  den  Ausnahmepunkten 
respondenzen  geschieht  dann  wieder  ebenso,  wie  im  Vorher- 


Ke  gewonnenen  Resultate  fassen  wir  schlieisalich,  soweit  wir  die- 
weiterhin    nocli    benutzen    werden,   zu    folgendem    Satze    zu- 


Wenn    zwei  Correspondenzen  {a  ^  ß)y  und  {a  ,  ß')y' ,  welche  beliebige 
f   Ausnahmepunkte  besitzen  mögen ,  durch  zwei  Gleichungen   9?  =  0, 

0  (gegeben  sind,   so   ist  die  Zahl  der  beiden  gleichzeitig  genügenden 
>€ircnni  Hegenden  Paare  x-y  gleich 

(9<)p')  -  a/r  +  aß  -    2  yy  (p  +  U) , 

es   D  1/oppef punkte  von  f  gibt^  durch  welche  weder  die  zu  x  noch 

1  y  gehttrcndtn  Curven  93,  fp'  sämmtlich  hindurchgehen.     Die  Punkte  tj 

Paare  sind  dabei  die  einfachen^  nicht  in  Ausnahmepunkten  lie- 

K 
i    Verschmndungspunkte  des  Quotienten   Ay  =  ^,   wenn   TT   das  be* 

p  Produci  bedeutet^  welches  durch  die  Ausnahme  punkte  bedingt  wird 

•   I  26),  (27)  etc,  als  Factor  von  fA,,  auftritt.     Die    Vielfachheit  von 

für    einen  t-  bez.  t'- fachen  Ausnahmepunkt  der  zu  x  in  <p  bez, 

Menden  Curven^  welcher  einfacher  Punkt  von  f  ist,  durch  die  Zahl 

fffeätfi    (in   der   auch    einzelne  der   Zahlen  t^  r^  t\  x    Null  sein 

i*     &enso  sind  die  zugehörigen  Punkte  x  die  einfachen^   nicht  in 

Mtepunkten    liegenden    Verschwindungspunkle  eines   Ountienten    A^. 
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~  Im  Faih*j  dms  Jede  dei*  Correspöndenzen  <p  und  q>'  hei  V 
mn  X  mit  y  ungemäeri  bleibt^  ki  jedoch  die  Zuld  der  i 
ffieich  ^  (^9P'),  mdem  aisdann  die  Vurven  Aj..  ^  0  und  i 
mmmenfailen.  *)  — 

Eiu  solcher  Fall  der  Symmetrie  tritt  insbesondere  ii 
spielt  ein,  von  welchem  wir  ausgingen,  und  in  welcheiB 
Mj^  =:  Mj  ^  0  durch  die  Curve  M  ^^  t*  zu  ersetzen  mt  ( 
Hier  erhalten  wir  eine  Gleichung  der  Form: 

in  der  also  die  Cur^e  X^  au  Stelle  der  Jacobi 'sehen  Curre  c 

teten  Netzes  getreten  ist,  und  wo  TT  ein  von  den  festen  P 
Cur?en  des  Netzes  abhängender  Ausdruck  ist.  Von  der  Zt 
hat  man  hier  noch  die  Zahl  ^v{v  —  1)  der  auf  ^ti^  =  0 
Punktepaare  m-y  abzuziehen ,  welche  auch  beiden  Corre 
(2)  genügen  (wo  v  die  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte 
des  Netzes  mit  /  bedeutet).  Die  Zahl  der  g suchten  Pimkti 
alao  gleich ,  indem  u  ^^  ß  ^  u  ^  ß'  ^  %f  —  1 : 

\  {ipip)  —  1  V  {v  ^  I)  =  i  (,/  ^  1)^  _p  _  j  y  (f,  _  i 

(44)  _i(»._  !)(,,_  2}- K«-l)(i 
wenn  sämmtliche  Cuiveu   ij/  durch  d"  Doppelpunkte   von  . 
gehen;   und  diese  Zahl   stimmt  mit  der  auf  p.   673    für   y 
in  der  That  überein.  — 

Die  Formel  für  {^cpcp')  wollen  wir  Doch  zur  Behandlung 
spiele  benutzen,  die  uns  theil weise  sogleich  noch  nützlicli  s< 
weiterhin  gehen  wir  dann  zur  Aufstellung  einer  entsprechec 
für  drei  Correspondenzen  über.  Diese  Beispiele  sollen  s 
Betrachtung  einer  von  drei  Parametern  abhängigen  linearen  ( 
beziehen **) ,  nämlich : 

(45)  A,  9,  (.r)  +  /l,g),  (.r)  +  k,(p,^  (.r)  +  A,  ip,  {x)  =  d 

Der  Einfachheit   wegen    nehmen   w^ir   dabei   an,    dass    alle 
Netzes    zu   /'   adjungirt    seien    (d.    i.    durch    die     Doppelpui 

*)  Solclie  Symmetrie  tritt  z.  13.  ein,  wenn  der  y  -  fache  Punkt  t 
in  .x=  ?/  dadurch  entsteht,  dass  die  zu  x  gehörige  Curve  in  y  getr 
zerfallt,  wenn  man  also  z.  B.  ein  einfacli  unendliches  System  von 
trachtet,  von  denen  y  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen.  —  D 
noch  nicht  betrachteten  Fälle ,  wo  einzelne  Zweige  des  y  -  fachen 
Curven  qp  die  Curve  /berühren  etc.,  erledigt  man  durch  Combina 
die  getrennten  Fälle  angewandten  Methoden. 

**)  Die^e  Beispiele    sind    für    die    Theorie  der  Raumeurven  von 
Interesse;  vgl.  Brill:  Math.  Annaleu,  Bd.  4,  p.  522   und  Bd.  6,  p.  - 
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)  und  ausserdem  f  noch  in  M  beweglichen  Punkten  treffen.  Die 
liedenen  hier  abzuleitenden  Sätze  sind  zum  Theil  auch  mit  Rück- 
auf spater  zu  behandelnde  Probleme  ausgewählt,  welche  dann 
lingangs  erwähnten  Zusammenhang  dieser  Erörterungen  mit  der 
ie  der  Specialschaaren  klar  stellen  werden.  Uie  einzelnen  Bei- 
trennen wir  von  einander  durch  grosse  lateinische  Buchstaben. 
')  Durch  jeden  Punkt  von  f  geht  ein  Netz  von  Curven  der 
r  (45)  mit  M  —  1  beweglichen  Schnittpunkten ;  zu  jedem  Punkte 
kann  man  also  nach  (44)  noch 

'paare  finden,  so  dass  durch  alle  drei  Punkte  noch  einfach  unend- 
ele  Curven  der  Sc  haar  (45)  gehen, 

)  Es  soll  die  Zahl  der  in  (45)  enthaltenen  Curvenbüschel  bestimmt 
t,  deren  Curven  f  in  einem  Punkte  sämmtlich  berühren,  während 
fin  weiterer  (beweglicher)  Basispunkt  auf  f  liegt,*)  Wir  heben 
ist  ans  der  Schaar  (45)  die  Gesammtheit  der  zweifach  unendlich 
Curven  heraus,  welche  f  berühren;  und  aus  dieser  cx)^- Schaar 
•um  die  beiden  oo*-Schaaren,  welche  bez.  durch  zwei  feste 
u  A  und  B  gehen.  Durch  A  und  einen  beliebigen  Punkt  von 
m  dann  nach  der  Formel  auf  p.  460  noch  2  (A/  -}-  />  —  2)  be- 
de  Curven.  Die  beiden  cx)^-Schaarcn  geben  uns  daher  auf  f 
Korrespondenzen 

{M-2,    2(M  +  p-2)y, 
e  Zahl  der  ihnen  gemeinsamen  Punktepaare  ist  gleich 

[eben  aber  durch  A  und  B  noch  2  {M -\- p  —  1)  berührende 
i,  welche  beiden  Correspondenzen  gemeinsam  sind;  und  der 
mngspunkt  einer  jeden  von  diesen  bildet  mit  jedem  ihrer  anderen 
f  Schnittpunkte  ein  Paar  der  gesuchten  Art.  Die  verlangte  Zahl 
omii  gleich 

i{M  -  2){j}I  +  p  —  2)~Sp—2{M  —  2){M-j-p  -  1) 
=  2  {M  -  2)  (/V  -  3)  +  2/>  (J/  —  Ü) . 

I  Es  soll  auf  f  die  Zahl  der  Punktetripd  gefunden  werden ,  durch 
pA   einfach  unendlich  viele  Curven  der  Schaar  (45)  hindurchgehen, 
%d  gleichzeitig   in  einem   solchen   Büschel   eine   Curve   vorkommt, 
f  in  zwei  von  den  drei  Punkten  des  Tripels  berührt. 


IMeae  Zahl  z.  B.   ist  gleich  der  Zahl  derjenigen  Tangenten  einer  Raum- 
ron  der  Ordnung  M  und  vom  Geschlechte  p,  welche  die  Raumcurve  noch 

treffen,  während  (46)  die  Zahl  der  dreifach  schneidenden  Sehnen  gibt, 

durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Raumcurve  gehen. 


8ecbBt6  Äbt^eilnng. 


(48) 


Zu  Jedem  Paukte  z  von  /  gehören  nach  (46)  noch  Ff  =  |-  (! 
,{M  —  ^)  —  p  Punktepaare  x-y,  so  daat  durch  z,  ^  und  j 
ein  Büschel  Ton  Curven  der  Schaar  (45)  hindurcbgehL  Die 
Punkte  (sowohl  die  x  als  die  ^  wegen  der  Symmetrie)  sind  nai 

Obigen  die  einfachen  Verschwindungspunkte  eines  Quotienteo  h^ 

worin  Kj^  und  TT  rational  von  den  Coordinaten  des  Punktes 
Längen ;  denn  die  Gleichung  A^  ^^  0  entsteht  hier  durch  Elioj 
von  X  aus  f{x)^^{)  und  aus  dem  Gleichungsayeteme: 

?!  {^)     9^2  (^)     9*3  (^)     ^4  (^)  1=0. 

^i  (y)    9Pa»  iu)    W^  (m)    9i  iy)  I 
Aus  dieser  Bemorkung  erkennt  man  gleichzeitig,  dasä  Ay  summet. 
y  und  z  ist.     In  Rikksidit   hif^rauf  wollen  wir  h^.  statt  A^  sei 
wo  dann  also  Ay,  =  0  uns  eine  Correspondenz  zwischen  y  uncl 
vermöge    deren    jedem    Punkte    t/    2  N  Punkte    z    und   jedem 
Punkte    y   jfiugeordnet   sind,    und    deren    Werihif^keit    in    f/  =  z 
die  Zahl 
(49)  a(jf_2)  — 2^(.¥— 2)=  ^-  4 

^e^eben  ist.     Letzteres  folgt  daraus^  dass  man  in  (3'i)  zu  setie* 

von  der  so  resultirenden  Zahl  hat  man  dann  noch  M  —  2  abzi 
wegen  der  Curve,  welche  durch  //,  B  und  z  hindurchgeht,  W( 
B  wieder  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene  sind,  die  man  wit 
beim  Netze  zur  Aufstellung  der  Correspondenzen  einführt  (p 
Diese  Correspondenz  können  wir  nun,  obgleich  sie  nicht  dui 
Verschwinden  einer  ganzen  Function  von  o:,  y  dargestellt  wird, 
benutzen  wie  eine  Correspondenz  der  letzteren  Art,  so  lange  < 
sie  charaktensUschen  Zahlen  a,  ß,  y  (hier  bez.  2N,  2  N,  AI  — 
linear  vorkommen.  Bezeichnen  wir  nämlich  diese  Zahlen  für  I 
a^  bj  c  für  TT  mit  a\  b\  c\  so  ist: 

a  =  a  —  a  ,     ß  =  b  —  b'  y     y  =  c  —  c  , 

und  es  wird  die  Zahl  der  Coincideiizen,  da  K^^  durch  alle  i 
punkte  von  TT  mit  /*  geht,  gleich 

a  +  L+2    p^(a'+b+2c'p)=^a  +  ß  +  2yp, 

und  die  Zahl  der  ihr  und  einer  anderen  Correspondenz  (a ,  j 
meinsamen  Punktepaare*)  gleich 


*)  Auch  diese  andere  Correspondenz  braucht  nicht   durch   das  Ver« 
einer  ganzen  Function  rein  darstellbar  zu  sein;  vgl.  die  Anmerkung  ac 


Punktsysteme  auf  eiuer  Curve.    Abersche  Integrale.  743 

r  +  hcL  —  2cyp  —  fl'/J'  —  y  a'  +  2  cyp  =  a/J'  +  /3a'  -  2  y/p . 
ose   Bemerkung  werden  wir  noch  wiederholt  benutzen. 

Femer  gibt  es  2{M  -\-  p  —  3)  Curven  in  der  Schaar  (45),  welche 
Ji  2:  und  in  einem  anderen  Punkte  y  berühren,  wodurch  uns  eine 
rrespondenz 

(2(if+p_3),    2(^  +  p-3)), 

geben  ist.  Da  wir  andererseits  durch  A^^  =  0  eine  Gorrespondenz 
N j  2  N)Af^4  dargestellt  fanden,  so  würde  die  Zahl  der  gesuchten 
LXikteiripel  zunächst  gleich 

8N{M  +  p  —  3)  -8{M-4)p 
=  8  iV  (ilf  +  p  —  1)  —  8  (ilf  —  2)  (ilf  —  3)  —  8  (^/  —  6)  p  . 

Leronter  sind  aber  noch,  je  doppelt  zählend,  diejdurch  (47)  bestimmten 
ripel  enthalten;  denn  wenn  es  einfach  unendlich  viele  Curven  gibt^ 
eiche  in  z  berühren  und  ausserdem  durch  x  und  y  gehen;  so  ist 
arter  diesen  jedenfalls  eine  Curve  enthalten,  welche  auch  in  x,  und 
ne^  welche  auch  in  y  die  Grundcurve  berührt.  Ziehen  wir  also  von 
BT  gefundenen  Zahl  das  Doppelte  der  Zahl  (47)  ab,  so  wird  die  hier 
tsuchie  Zahl  gleich 

BO)     SN{M  +  p—\)  —  \2{M-2){M—?;)  —  \2{M—Q)p. 


Zahl  gibt  zugleich,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Zahl  der  Punkte  x 
jiw  fj  f^f^  welche  zwei  der  zugehörigen  N  Punktepaare  (46)  einander 
miachbart  liegen.  Geht  nämlich  eine  Curve  der  cx>^- Schaar  durch  x 
nd  berührt  in  y  und  z,  so  gehört  sie  gleichzeitig  dem  durch  x  und 
Ism  durch  z  +  e/z  bestimmten  Büschel  des  durch  x  gehenden  Netzes 
tau  Der  letztere  Büschel  hat  aber  einen  weiteren  Basispunkt  in  der 
lilie  Ton  y,  und  dieser  muss  gleichzeitig  auf/*  liegen,  da  jene  eine 
Surre  dieses  Büschels  durch  den  zu  y  auf  f  benachbarten  Punkt 
t-j-  dy  gehi  Es  bilden  daher  in  der  That  sowohl  die  Punkte  y,  z 
dm  die  Punkte  y  +  dy,  z  -\-  dz  eines  der  N  zu  x  gehörenden 
Ponktepaare. 

P)  Es  soll  die  Zahl  der  Punklquadrupel  auf  f  ermittelt  werden^ 
)mrch  welche  noch  einfach  unendlich  viele  Curven  der  Schaar  (45)  hin- 
kuxhgehen;  d.  h.  die  Zahl  der  gemeinsamen  Lösungen  des  Systems  von 
Veichungen: 


'  Darin,  dass  wir  die  Darstellbark&it  der  hier  auftretenden  Correspondenzen  in 
flr  Form  A^^  «*»  0  erkannten ,  liegt  eben  der  grosse  Nutzen  der  vorstehenden 
tflrtarniigen  ffir  die  sich  jetzt  bietenden  Fragen;  denn  nur  dadurch  wird  die 
iKrespondenzformel  anwendbar;  vgl.  die  Anmerkung  auf  p.  446. 


/(^)  =  ö,  /(y)=-u,  /w-o,  rm^d, 


1  ^1  (^) 

9i  (^) 


-0, 


9t  i'j)  9t  {^  9i  (S) 
9z  i'j)  9n  (^)  92  (t) 
«Pa  iy)  9a  (^)  9%  (I) 
«P*  iy)  9i  iß)  9\  (I) 
ViSfin  die  Xi  iviUkürdchc  Grössen  smd  (p.  692  und  697). 

Durch  jeden  Puttkt  z  von  /"  geht  eine  Cutve  A,,-  =n 
nach  (49)  in  y  ^^  z  eiiien  {/V  —  4)-werthigen  Punkt  bes 
welehe  nach  (46)  auf /2  N  weitere  Punkte  y^',  r/^^,  *  • ,  ^'*^*  ausj 
Diese  Punkte  ordnen  sieh  in  Ä^  Paare,    indem  jeder  Punkt 


ri'X 


jfiu  emem 


einen  anderen  Punkt,  sagen  wir  ^t-^'+^i 
artig  ergänzt  wird^  dass  durch  y^'^,  x^*^  und  z  noch  od--Ci 
Sc  haar  (45)  gehen-  Zu  jedem  Punkte  5/*'^  construiren  wir  nu 
gehörige  Curve  AffOi^  ==  0^  welche  zu  y^*^  in  derselben  Bezieh 
wde  A;^  =^  0  zu  2.  Dieselbe  verschwindet  (J/  —  4) -fach  in 
geht  einfach  durch  x^'^  und  durch  z  und  sebneidei  auf  /"  i 
2^  —  2  (nicht  auf  A^,,  —  0  gelegene)  Punkte  »?  aus,  die  m 
EU  Paaren  rj,  |  anordnen.  Das  Product  aller  Ausdrucke 
zeichnen  wir  mitTT-,^;  dann  stellt  die  Oleichung 

TT^ij  ~  A^(i),  .  A^ts), A^<^'K^A^ti>,jArtsj A^.^^^  =  * 

eine  zu  z  gehörige  Curve  dar,  welche  (if/ —  4  +  l)-fach 
Punkte  t/'^  und  2  .V- fach  in  z  verschwindet,  und  welcl 
2  N  {2  N  —  2)  Punkte  r],  je  einfach  zilhlend,  ausschneidet, 
man  aus  letzteren  einen  Punkt  /;  und  den  zugehörigen  §  h 
hat  man,  ausgehend  von  einem  Puukte  t/'\  folgende  Bez 
Die  Punkte  z,  t/'K  aS'^  bilden  ein  Trii)el  der  unter  ^1)  be 
Art,  die  Punkte  j/'hj  g  bilden  ein  zweites  Tripel  der  Art:  J 
der  cx)^-Scbaar,  welche  durch  f/'^'  und  z  geht,  geht  auch  ( 
und  jede,  welche  durch  t/'^  und  r}  gebt,  geht  auch  durch  ^. 
sondere  Lagen  von  z  kann  es  nun  eintreten,  dass  7]  mit  z  z 
fällt;  und  dann  gebt  jede  Curve  durch  y^'^  und  z  sowobl  m 
x^'^  als  durch  g;  d.  h.  die  Punkte  z,  1/'^ ,  x^'\  5  bilden  al 
Tripel  der  gesuchten  Art.  Es  darf  jedoch  dabei  t]  nicht  n 
sammenfalleu ,  d.  b.  nicbt  unter  den  durch  A.-,;  =  0  auf 
schnittenen  Punkten  vorkommen,  Puukte,  durch  w^elche  nac 
Tlztj  =  0  noch  je  (/!/  —  3) -fach  hindurchgeht.  Die  gesuchte 
z  sind  daher  die  Coincidenzpunkt^?  der  durch  die  Gleichung 

dargestellten   Correspondenz ,    welche  nach   den    obigen    Bei 
über  TT.,;  in  z  =  1/  einen  Punkt  von  der  Werthigkeit 
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2N-  (/!/  -  3)  (iV  -  4)  =  2  (ilf  —  3)  -  2p 

«sitzt;  und  die  Zahl  ihrer  Coincidenzpunkte  ist  nach  den  unter  C) 
ifigegebenen  Erörterungen  gleich: 

2iV(2iVr— 2)  +  2^(2A^-2)  +2p[2{M  -  3)  — 2/?} 

-2(jf-  1)  {M  -2){3(-  3)(^-  4)  —  4p  (2i!f^  -  11  M+  13)  +  4p\ 

Wenn  aber  tj  mit  z  zusammenfällt^  so  kann  es  eintreten ,  dass 
gleichzeitig  der  zugehörige  Punkt  5  mit  x^*>  zusammenfallt,  wo  dann 
4e  beiden  Tripel  zy^^x^^  und  y^'^rii,  identisch  werden;  dann  ist  also 
f^  einer  der  unter  C)  betrachteten  Punkte,  für  welchen  zwei  der 
»^hörigen  N  Paare  (46)  zusammenfallen.  Von  der  gefundenen  Zahl 
biben  wir  daher  noch  die  Zahl  (50)  zu  subtrahiren.  Da  ferner  die 
\mkte  z,  y,  x,  ?  in  jedem  der  übrig  bleibenden  Quadrupel  symme- 
!J8ch  vorkommen,  haben  wir  den  Rest  noch  mit  2  .  3  .  4  =  24  zu 
iTidiren.  Die  Zahl  der  gesuchten  Quadrupel  findet  man  sonach  schliess- 
al  gläch 
1)    ^  (;i/  _  2)  (^  -  3)2  ( ^/  -  4)  -  i  p  { (.¥  -  3)  (.V  -  4)  -  p  +  1 }  . 

Wir  benutzen  jetzt  ferner  die  für  zwei  simultane  Correspondenzen 
id  die  Zahl  ihrer  Goincidenzen  gewonnenen  Resultate  für  die  gleich- 
it^e  Betrachtung  dreier  Correspondenzen  zwischen  drei  Punkten 
,  y,  z  der  Grundcurve  (vgl.  p.  720).  Daran  soll  sich  die  Behand- 
Bg  eines  für  die  Theorie  der  Specialschaaren  sehr  lehrreichen  Bei- 
Mds  anschliessen. 

Es  seien  also  die  drei  Gleichungen  gegeben: 

Ä)      9i(^;y;0  =  0,     q)2{oc,y,z)=i),     9^3  (.c,  y,  z)  =  0  . 
^:  /'(a:)  =  0,     /•(y)  =  0,     /•(r)  =  0; 

'  $oU  die  Zahl  der  aus  je  drei  getrennt  liegenden  Punkten  x,  y,  z 
ziehenden  Tripel  gefunden  werden  j  welche  gleichzeitig  diesem  Systeme 
n  Gieichungen  genügen.  Vermöge  der  Bedingungen  g?,  =0,  9)3  =  0, 
t««0  mögen  jedem  Punktepaare  a;,  y  bez.  /t,,  ftj,  ftg  nicht  in  x 
br  y  liegende  Punkte  z  von  f  zugehören,  jedem  Punktepaare  y,  z 
moao  bez.  x, ,  Xj,  x,  Punkte  x,  jedem  Paare  z,  x  bez.  k^,  A2,  A3 
mkte  y.  Femer  möge  eine  Gleichung  g),  =  0  je  a,-fach  verschwin- 
ft  für  y  =  ^,  /J,-fach  für  z  =  x,  y.-fach  für  x  =  y.  Ueberdies 
bmeh  wir  der  Einfachheit  halber  an,  dass  die  zu  x,  y  oder  z  vor- 
ige der  Gleichungen  (52)  gehörenden  Curven  durch  sämmtlwhe 
ppelponkte  hindurchgehen.*) 

•)  Die   andemfalLs  im   Folgenden    [besonders  an  den  Zahlen  (qp,qp^)  ,.„  etc.] 
Bbringenden  Modificationen  sind   nach  dem  auf  p.   732   Gesagten  leicht  zu 
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Die  Elimination  von  .7*  bez,  y   oder  z  aus  qP|  =0,  fp^ 

uns  zunächst  die  Gleichungen^): 

(53)  A,o  (x,  z)=Oj     A,2  (y,  z)  =  0,    A,2  (ar,  y)  =  0, 

wo  die  Functionen  A.a-  (wie  auf  p.  733)  nicht  nothwendi 
Functionen  sind.  Die  Zahl  der  Funkte  x^  welche  einem  P 
vermöge  A^2(Xf  z)  =  0  zugeordnet  sind,  ist  dann  gleich  (1 
wenn  letztere  Zahl  die  Anzahl  der  Punktepaare  x,  y  bezeichnel| 
bei  festem  z  gleichzeitig  den  Correspondenzen  9>i  =^  0, 
nügen,  d,  h,  wenn: 

Ebenso  gross  ist  die  Zahl  der  Punkte  tj^  welche  vermöge  A," 
zu  z  gehören;  und  entsprechende  Bedeutung  sollen  die  Zahl 

{9i9k)i,t  =  hv^k  +  hv^i  —  2  tCiUkp 
(f^)  {^^i9k)zx  =  V^i^k  +  fik^i  —  2  ß.ßkP 

{9i9k)jc^  =  ^i  h  +  XAf  i/  —  2  ftYkP 

Ferner  bezeichnen  wir  mit  [yz^ik   die  Werthigkeit  des  Fun 
in  der  Gleichung  A,vt  (y,  z)  t^  0^  d.  i.  in  dem  Resultate  der  Eli 
von  X  aus  den  Gleichungen  gj,=  0,  tpk  =  0;  dann  ist  nach 

[i/^2ik  =  a.x*  +  «*«.  —  ß*yk  —  ßk^i 
(55)  [zx^ik  =  ßih  +  ßk>^i  —  YiCCk  —  yk^i 

[xy]if,  =  fiiL,,  -|-  y^fi,  —  Uißk  —  Ukßi , 

Durch  den  Punkt  z  und  durch  jeden  der  (^i^TjXry  i*l 
welche  vermöge  Aj2  (./•;  z)  ^=  0  zu  z  gehören,  legen  wir  je 
Corvo  (p^  (x,  y,  z)  ^  Oj  die  zu  ihm  und  zu  z  gehört.  Je< 
Curve  schneidet  noch  in  A.^  weiteren  Punkten  y,  während  a 
y.^  Schnittpunkte  in  x  und  a^  in  z  liegen^  Das  Prodm 
fiämmtlichen  Curven  q>  gleich  Null  gesetzt,  d.  h.  das  ßasi 
Elimination  von  x  aus  A^  (Xj  z)  ^  0  und  ^3  =  0; 

n^=  =  qpg  {x^^>,  y,  z)  .  (p^  {x^\  y,z).  ,,  ^A^^'i^f  y»  *)  = 

wo  €*  =  (^1*3^2  Vv»  stellt  dann  eine  Correspondenz  zwischen 
dar,  vermöge  deren  einem  Punkte  z  der  Grundcurve  (A^  -j-  /j) 
Punkte  y  zugeordnet  sind.  Von  letzteren  liegen  dabei  y^  {^^ 
den  Schnittpunkten  x  der  Curve  A,^  {^,  ?)  =  0  mit  /";  weg^ 
in  X  =  y  ffdlenden  Punkte  haben  wir  daher  später  noch  eine 
anzulmngen.  In  y  =  z  hat  ferner  die  Correspondenz  TT,,  « 
Punkt   von  der    Werthigkeit   ^^{^>{<P2ixit'     Die    Zahl    der    Pt 


•)  üeber  die  Benutsrang  aolcber  durch  gebrochene  Fanctioiieii 
CorrefipondenÄeu  vgl,  das  oben  unter  r)  Gesagte  (p.  1A%  f.). 
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weldbe  umgekehrt  zu  y  gehören ,   ist  nicht  unmittelbar  aus  dem  für 

TTys    gewählten    Ausdrucke   zu   entnehmen ;    da   die   a:<^>,  x^^^y  .  .  .  x^^^ 

noch   von  z  abhängen;    diese  Zahl  aber  muss   gleich   der   Zahl    der 

Punktepaare  x-z  sein,  welche  vermöge  der  Gleichungen  Aj^  {y^  z)  =  0, 

(p^  =  0  zn  einem  gegebenen  y  gehören^  und  deren  Punkte  z  nicht  in 

y  liegen,   während  die  zugehörigen  Punkte  x  nicht  mit  z,  wohl  aber 

wieder  mit  y  zusammenfallen  .dürfen,  d.  i.  gleich  der  Zahl: 

Die  Correspondenz  TTy,  =  0  muss  nothwendig  erfüllt  sein,  damit  es 
ZQ  y,  z  ein«i  dritten  Punkt  x  gibt,   so  dass  das  Tripel  x^  y,  z  den 
drei  Gleichungen  q)i  =  0  genügt.     Eine   zweite   nothwendige    Corre- 
spondenz der  Art  zwischen  y,  z,  ist  durch  die  Bedingung  AjjCy»  ^)=0 
gegeben;  und  zwar  ist  dies  eine  Correspondenz: 

((SPi  SP2)*y ;     (Ti  9^2)*«)[y*]..  • 
Die  Zahl  der  beiden  gemeinsamen  Paare  finden  wir  daher  gleich*) 
(91SP2W  {(9i9>2)y*  («3  +  ^3)  +  (^i<P2)^y  f*3  -  2P/J3  [xz]^^} 

+  (9>i92)**  (<Pi  92)*;  (^3  +  ^3)  —  2 p  [y z],2  «3  (9)1  <p^),y  . 
Diese  Zahl  gibt  an,  wie  viele  Punktepaare  x-z  in  Ajj  (^,  z) 
mit  einem  Paare  y-z  in  Aj,  (y,  z)  zusammen  ein  Tripel  x-y-z 
Ton  9^3  =  0  bilden.  Aber  zu  jedem  der  ((p\(P2)j:y  zu  z  gehörigen 
Paare  x-z  (vermöge  A,,  (a:,  z))  gibt  es  unter  den  (g?ig>2W  Paaren 
y-r  nur  eines,  welches  auch  der  dritten  Gleichung  (53),  nämlich 
A|2  (x,  y)  =  0^  genügt,  d.  i.  nur  eines,  welches  zu  einem  gemeinsamen 


^  In  der  That  kann  man  die  Formel  für  (qpqp')  auch  direct  zur  Bestimmung 
nr  i^meinsamen  Pnnktpaare  zweier  Correspondenzen  verwerthen,  welche  in 
tr  Porm 

M^eben  sind,  wo  O,  O'  bez.  durch  alle  Schnittpunkte  von  H'^  H''  mit  f  hindurch- 
Mlien,  -während  die  AnsfQhrung  der  Division  wegen  des  Verhaltens  in  festen 
Punkten  etc.  nicht  möglich  ist.  Sei  nämlich  die  Correspondenz  (t>,  Y,  O',  H'' 
lies,  duurakterisirt  durch  die  Zahlen: 

(«  +  «,  6  +  ß),  +  y ,      («,  Ä),  ,      («'  +  «' ,  6'  +  ßX.  ^  y. .      («',  b'),. , 
^Q   ist   von  der  Zahl  der  gemeinsamen  Paare  der  Correspondenzen  O,  <t>',  näm- 
IfrA  dar  Zahl 

(fl  +  «)  (6'  +  (5')  +  («'  +  «')  (Ä  +  /J)  -  2  (c  +  y)  (c'  +  y)  p 

1)  die  Zahl  a6'  +  6«  —  2  cc'p  der  gemeinsamen  Paare  von  Y  und  V' 
«>      »        *.      afi'  +  ba  -2cyp    „  ^  n        n      Y'    „     O 

»)      .        n      nß  +  b'a^2c'yp    „  ,  „        „      ¥     „     cD'. 

Es  bleibt  dann  eben  wieder  die  Zahl  a^  -f  ßa  —  2  yy'p »  q.  e.  d. 


I 


74B 

THpti  der  drei  Glndrangeii  f>,  =  0  Yemolaaiuiig  geben  kann.  D& 
wir  nttn  icniDer  alle  (91,  f^^)^  Paai^  gteichmässig  berilckiiehtigt  liaWti^ 
haben  wir  also  die  gefimdeoe  Zahl  Doeb  durch,  (^i^^)^  ku  dividij^ii 
dieselbe  wird  dann  ^dd 

Hiemiiter  dod  aber  naeb  dem  Obigeii  (p.  74li)  tiodi  aolcbe  Tripel 
vorhanden,  fiir  welche  x  mit  y  zasajnmenfallt.  Letxteres  kaim  nur 
iti  den  CoiBcideezpuiikteii  der  GleichuBg  Aj,  (jc,  y)  ^=0  eintrcteti,  da 
dieser  alle  gefundeneii  Triitel  genügen  müssen^  und  es  wird  aaeh 
Jeder  dieser 

^  Ooincldenzpunkte  zu  einem  solchen  uneigentlichen  Tripel  Vamnlassong^ 
f  gthen,  tiöd  zwar  wegen  des  fj-wertiiigen  Punktes  von  gj^  in  ac^^jf 
je  fj'facb  zahlend.     Man  erhalt  al^  die  Zahl: 

und  dchlieüslich,  da  dieae  Zahl  voti  9?, ,  tp^,  ^^  i^yjmnetrisch  itl»hiingi*tt 
ninss  ^  w0Ton  man  sieb  in  ROcksicbt  auf  (Ö4j  und  (55)  auch  durcb 
Äusrecbneo  überzeugt  ^,  den  Satz; 

/>itf  Zahi  da  Pmtkteiripel  ^  welche  uteiehTt^iliff  den  drei  Curre^pon- 
iienzefi  (ö2)  ^cnü{fnt  unä  am  Je  drei  t/eUaintcn .  Pmikkn  von  f  bes/ehen, 
ki  getfchen  durch  eine  der  drei  Formeln  fr,  s,  t  ^^  l,  9,  3>: 

icorin  x,,  A,,  /i,  fif/t'  obigen  BedcxUungen  haben,  wo  ferner  {(pt(ph)„:  ck\ 
(lureh  (54),  \yz\k  etc.  durch  (55)  dcfinirl  sind,  —  IVcnn  insbesondere 
Jede  der  Correspondenzen  in  Bezug  auf  die  einzelnen  J'ariabehi  s gm  me- 
trisch gebildet  ist^  reo  dann  nothivendig : 

X,  =  k,  =  |ii, ,     a,  =  ßi  =  y, , 

so  ivird  die  Zahl  der  gemeinsamen   Tripel*): 

{^^)  \{^\T  i^i)  =  '^\^r^■^—p{^\^^2^^^  +  ^2«;{«i  +  ^3«i«i)  +  2p  fr,  er,  rr,. 
Es  sei  hervorgehobeu,  dass  die  Formel  (5G)  auch  noch  gilt,  wenn 
die  Correspondenzen  9,,  (p.^  nicht  durch  zwei  einzelne  Gleichungen, 
sondern  durch  das  gleichzeitige  Bestehen  von  drei  Gleichungen  der 
Form  (5:^): 

0  fy.  z)  =  0  ,     0'  (c,  .r)  =  0  ,     0 '  (x,  g)  =  O  , 

*J  Diese  Formeln  öiud  ebenso  wie  die  eutsprechemlen  für  die  Zahl  der  g^ 
moinsamen  Quadrupel  von  vier  Correspondenzen  von  Brill  auf  anderem  Wog« 
abgeleitet:  Math.  Annalcu,  Ud.  G,  p.  56. 
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bez.  mit  den  charakteristischen  Zahlen: 

(/,  m)a,     {m,  Ar>,     {k,l)c 

dargestellt  sind,  ohne  dass  es  nothwendig  wäre,  dieselben  als  Resultate 
der  Eliminatiop  bez.  von  x,  y,  z  aus  /"=  0  und  je  zweien  der  Glei- 
chungen g),  =  0,  q)^  =  0,  9)3  =  0  aufzufassen,  wie  es  bisher  geschah. 
Dann  entsprechen  jedem  Punkte  z  jetzt  m  Paare  x-y,  die  durch 
0  =  0,  0'  =  0  ausgeschnitten  werden,  und  deren  paarweise  Zuordnung 
durch  <t>"  =  0  vermittelt  wird,  etc.  Bei  Ableitung  der  Formel  (56) 
nämlich  haben  wir  nirgends  von  den  Gleichungen  g)j  =  0,  (P2='  ^ 
Gebrauch  gemacht,  sondern  nur  von  den  Gleichungen  (55).  Fügt 
man  zu  <t)  =  0,  0'  =  0,  0"  =  0  eine  Correspondenz  g?  =  0  mit  den 
Zahlen  x,A,ft,a,/J,y,  so  gilt  also  für  die  Zahl  der  gemeinsamen 
Tripel  wieder  die  Formel: 

(58)  (00' 0",  (p)  =  kx  +  U  +  m^  —  2p  {aa  +  «^/J  +  cy) , 
indem  in  (56)  zu  setzen  ist: 

«3  =  ^7  ^3  =  ^7  f*3  =  /*>   «3  =  «;   ß's  =  ßy  n  =  ri 

und  im  Falle  der  Symmetrie  gewinnt  man  aus  (58)  die  Formel 

(59)  i  (00' 0",  9?)  =  i  kx  ~  paa  .  — 

Gerade  diese  letzte  Bemerkung  wird    uns  für   die   folgende  An- 
wendung von  Nutzen  sein: 

Es  ist  eine  vierfach  unendliche  lineare  Schaar  von  Curven: 

m 

(60)  «ig?!  +  «29^2  +  «3^)3  +  a^q)^  +  a^q)r^  =  0 

gegeben ,  welche  f  in  M  beweglichen  Punkten  treffen  und  zu  f  adjungirt 
sind;  man  soll  auf  f  die  Zahl  der  Punktetripel  bestimmen,  durch  die 
noch  eitle  doppelt  unendliche  Schaar  dieser  Curven  hindurcligeht ;  d,  h. 
man  soll  die  Anzahl  von  Werthsystemen  x,  y,  z  finden  ^  welche  dem  fol- 
genden Gleichungssysteme  geniigen*): 


=  0, 


*)  Die  Ldsmg  dieser  Auft^abe  ist  in  der  That  im  Allgemeinen  möglich;  vgl. 
p.  762.  —  Mit  Hülfe  der  entsprechenden  Formel  für  vier  Correspondenzen  findet 
man  bei  Brill  a.  a.  0.  auch  die  Aufgabe  behandelt,  die  Zahl  der  Punktquadrupel 
gMMtf  f  amxugehen ,  durch  welche  noch  dreifach  unendlich  viele  Curven  aus  einer  sechsfach 
umendiithen^  linearen,  zu  f  adjungirlen  Schaar  hindurchgehen.  Eine  allgemeine  Formel 
für  die  Zahl  der  Lösungen  einer  Matrix  mit  R  Horizontalreihen  und  R  -f-  i  Ver- 
ticiUreiben,  wenn  ausserdem  R  Gleichungen  der  Fonu  (62)  bestehen,  ist  in  dem 
Auftatse  von  Briil  und  Nöther  mitgetheilt;  vgl.  die  Anmk.  auf  p.  700. 


9>i  (^) 

iPt{x) 

9.3  (x)     <p^  (x)     gjj  ix) 

(61)     5(12345)3  = 

9't(y) 

<Pi  (y) 

93  (y)  94  (y)  Vi  (y) 

• 

1  9i  (^) 

^2(2) 

93  (2)     <Pt  i^)     9>r.  (^) 

C62)                      /( 

^)  =  o, 

/•(y)  = 

=  0,    /•(z)  =  0. 

780 


Sechste  Abtheihng. 


Die  gesuchte  Zahl  bezeichuen  wir  mit  (121545)^  und  entspreche 
mit  (1234)3  die  Zahl  der  Punktepaare  j/-r,  welche   bei   festem  x  den 

Systeme 

(63)  511234),=     f,(y)     q>,{y)     93  (!^)     94(^)1  =  0, 

I  9t  (^)     9i  (^)     9i  (^)     94  (^)  I 

sowie  den   Gleichungen  (62)   genügen,  femer  mit  [(1234)3  (345)^] 
Zahl   der  Tripel,   welche  gleichzeitig  den    Gleichungen  (63)   und  &er 
einen  Gleichung 


(64) 


93  (i')   94  (y)    9u  (y) 
93  W    94  W   9A^) 


rO 


genügen^   mit  [(123),  (34)3]  die   Zahl   derjenigen   Tripel,    welche  d^ 

Gleichungaaystemen  geniigen : 


tpi  {^) 

92  {^)     9i  (•*:) 

VsW     <Pi(x)\ 

(65) 

<Pi  (y)    92  (y)   9)3  (y) 

=  0, 

<Pi  (y)   9,  (y) 

9a  W     9>i  (») 

=  0, 

endlich  mit  (3),  die  Zahl  der  durch  das  System 

93  (^) 

(66) 

9s  (Jf) 

=  0,  d,  i.  durch:  yj(x)=»>,  ^.^{,f)  =  0, 

vA:)  = 

• 

Vi(') 

• 

bestimmten   WerÜietripeL     Zu  jedem    dieser  Gleich  an  gssysteme 
natürlich  immer  wieder  die  Gleichungen  (62)  hinzu^unehmen  ^  wie  im 
Folgenden  nicht  mehr  besonders  hervorgehoben  werden  soll* 

Die  Lösungen  des  Systems  (61)  sind  nun  jedenfalls  unter  den 
[(1234)3  (^45)3]  gemeinsamen  Losungen  der  Gleichungen  (63)  und  (64) 
entlmlfcen,  denn  nach  einem  frtlher  erwähnten  Satze  (p,  703)  sind  alle 
gemeinsamen  Lösungen  einer  Matrix  mit  q  Verticalreihen  un<i  < 
Horizontalreihen,  wo  q  ^  kj  unter  den  gemeinsamen  Lösungen  toji 
irgend  q  —  A*  +  1  von  einander  unabhängigen  A--gUedrigen  D«k^ 
minanten  der  Matrix  enthalten.  In  unserm  Falle  haben  wir 
q  =^5,  /r  =  3,  also  q  —  A -f-  1  =^  3;  und  das  System  (63)  stellt  eh 
nach  demselben  Satze  zwei  von  einander  unabhängige  Gleichung 
dar.  Untrer  den  erwähnten  [( 1 2:}4)3  (345) J  Lösungen  befinden 
jedoch  auch  diejenigen,  welche  dem  Systeme  (65)  genügen,  oh 
gleichzeitig  dlle  Gleichungen  (61)  zu  befriedigen,  wie  mau  wieder 
Hülfe  jenes  Satzes  bestätigt.  Unter  den  Lösungen  von  (65) 
wieder  auch  die  von  (66)  inbegriffen^  wähi-end  letztere  d*>ch  die  Gl 
chungen  (63)  und  (64)  nicht  befriedigen.     Von  der  Zahl  ((l2:-i4)^(3 
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m  daher  die  Zahl  [(123)3  ('^):t]  —  (^)a  abzuziehen,  um  die  ZölIiI 
^345})  zu  erhalten;  d,  h.  wir  haben  die  Formel*): 

(12345)3  =  [(1234),  (346)3]  -  [(123)3  (34),]  +  (S)^. 

Die  hier  rechts  auftretendeu  Zahlen  haben  wir  nun  durch  die 
ihlen  M  und  p  auszudrücken.  Zuiiiichst  ist  (3)-^  gleich  der  Anzahl 
k  Tripel ,  welche  man  aus  den  AI  Schnittpunkten  von  (p-^  =  l>  mit  /' 
|den  kami;  also: 

(3),  =  -ii/(.V^l)(^-2). 

(65)  stellt  uns  das  Verschwinden  der  dreigliedrigen  Deter- 
^anie  eine  symnietriache  Correspondenz  q)  {x,  y^  ^)  =  0  dar,  für 
'eiche  nach  der  in  Formel  (59)  benutzten  Beziehungsweise; 

Tersch winden  der  Matrix  dagegen  ist  äquivalent  mit  zwei  Corre- 
ondenzen,  die  durch  drei  Gleichungen  0  ==  0,  0'  ^^^  0,  0"  ^^  U  dar- 
ellt  werden,  und  zwar: 

!/    ~  '    W 


9^  (^)  9i  {^)  I 


93  (^)     9i  i^)  I  ( 
=  0. 


x)     tp.ix) 


gehören  nämlich  2,  B-  alle  M  —  \  nicht  in  z  liegenden  Schniti- 
Ton  9)3(7)  q'^{y)  —  ^>^{z)  qpy  {y)  =  0,  jeder  aber  {M  —  2) -fach 
Jendj  da  jeder  mit  jedem  andern  dieser  Punkte  ein  zu  z  gehöriges 
-y  bildet;  es  ist  daher  in  (59j  zu  setzen: 

k^{M^\){M—2),     fl  =  i/  — 2; 
mit  wird**): 

[(123),  (34)3]  =  ),{M  ^\){M^2f-  p  {M-2), 

^enso  haben  wir  zur  Beatiramiing  der  Zahl  [(1234)3  (345)3]  die 
Kzebie  Correspundenz  (04)  mit  den  Zahlen  k  =^  />/  —  2,  a  =  1  und 
rei  Correspondenzen ,  dargestellt  durch  die  drei  Gleichungen; 


•)  Vgl  für  die  Ableitung  solcher  Formeln  Salmon'B  Eaurageometrie,  p.  B19  ff, 
4pm  iweiten  Theile  von  Piedler*a  HearbeituDgi  9.  Anflage.  Eine  allgemeinere 
►1  gab  Brillr    Matli.  Annalen,  Bd,  5,  p.  378  ff.  —  Ein  einfachBtea  Beieplel 
schon  oben  p.  .^89  L  behandelt. 

Correspoüdenzen  der  hier  vorkommenden  Art,  wo  links  voUständige  Po- 

»tcheti,    haben  wir  bisher  nicht  berücksichtigt;  unsere  Formeln  bleiben 

tigi   insofern    man   dieselben    durch  Grenzübergang  aus  anderen  Corre- 

n  entateben  laaaen  kann.     Im   Falle  i\m  Textes  könnte  man   übrigen» 

dumh  Verschwinden    der    einfachen    Determinanten   gegebenen    Corre- 

jiunät'bst   allein  betrachten.    Wegen   der  vollkommenen   Symmetrie 

ht  mau  dann  nur  das  UetiulUt  mit  M  --2  zu  multipliciren. 
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Pörch  die  p  weiteren  Schnittpunkte  jener  oo^-Schaar  gehen  also  noch 
DD*  at^jungirte  Cn^^  hindurch;  und  die  Gruppen  Gr^^  Gj,^^  bilden 
idböl  eine  3o'-Schaar  if^^^_^\  Schaaren  der  letzteren  Art  gibt  es  aber 
aoch  r-fach  unendlich  viele,  wenn; 

T  =  p-(?  +  l)(r  +  l)=p-6. 

Umgekehrt  kann  man  auch  von  dem  Probleme  ausgehen,  Gruppen 
6f%n  finden,  durch  welche  noch  oc*  adjungirte  ^„-_a  hindurchgehen; 
■nd  dies  letztere  Problem  geht  gerade  aus  deni  unter  D)  behandelten  für 
W=  p  -\-2  hervor  (p.  743  ff*).  Die  gegebene  oo-^-Schaar  ist  hier  durch 
1—4  beliebige  Punkte  von  f  festgelegt;  und  diese  bilden  mit  jedem 
er  gesuchten  Quadrupel  eine  solche  Specialgruppe  Gp^  während  durch 
übrigen  p  —  2  Punkte  wieder  noch  oq"^  C»^^  g^l^gt  werden 
ninen.  Diese  Beziehung  nun  haben  wir  schon  früher  eingehend  be- 
rochen  und  dabei  gefunden,  dass  die  Zahl  der  zu  jo  —  5  festen 
iskteti  gehörenden  (68)  Punktetripol,  d,  i.  (wegen  ylf  ^  jr> -f  3): 

iP  (P  -  1)  {i  (P  -  1)  (/- -  2)  -  (;,  -  3)} 

der  Zahl  (40)  der  %\x  p  —  4  Punkten  gehörenden  Punktequadrapel 
i  (wegen  M  =  p  -\-2)  der  Zahl 

P(i^-l){i(P+1)-l}     ^ 

T  =  0,  also  ;i  =  6  übereinstimmen  muss.  in  der  That  werden 
m  »uch  beide  Zahlen  gleich  5;  für  p  ^^^  können  aber  auchy  wenn 
\lch  um  Schaaren  adjimgirtcr  C^-^  handelt,  beide  Probleme  wirklich 

einander  zurückgeführt  werden. 

Für  p=^b  werden  beide  Zahlen  gleich  Null:  es  gibt  keine 
icialgroppen  dieser  Art  mehr,  was  mit  Früherem  übereinstimmt. 

V.    Deber  Schnittpunktsysteme  algebraischer  Curven. 

Wfß  wesentliche  Grundlage  für  unsere  Untersuchungen  über  die 
SiBjsteme  auf  einer  gegebenen  Curve  biMete  der  auf  p.  427  aus- 
irochene  Satz^  nach  welchem  von  den  Schnittpunkten  einer  ge- 
0ne99  Curve  n'*''  Ordnung  mit  einer  Curve  m^'''^  Ordnung^  welche 
A  d  Moppelpimkte  von  f==Q  gehen  soll,  ohne  in  diesen  selbst  mehr- 
m  Punkte  zu  haben  j 

1)    Ufenn  iw  ^  w,  höchstens  ^  {n  —  l)  {n  —  2)  —  d; 
H   wenn  m  <C  n,  höchstetu  mn  —  \m{m-{-W)  —  d  durch  die  übrigen 
"^    bestimmt  sind. 

m  die  Cm  durch  sämmÜiche  Doppelpunkte  gehen  sollte,  so  ent- 
den  liieraus  die  Sätze  über  adjungirte  Curven,  bei  denen  dann  das 
kriecht  der  Curve  f'^O  von  Wichtigkeit  wurde.     Wenn  wir  uns 

;#  b  •  e  Ift  ,  Torl«raa|{;en .  49 
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dann  auf  letztere  hauptsächlich  beschränkten,  sa  hatte  di«  sanlcM 
darin  seinen  Grund,  dass  filr  adjungirte  Curyen  manclie  Fragen  sich  ein- 
facher gestalten,  besonders  aber  darin,   dass   die  Schnittpunkt-    ' 
solcher  Curven  gegenüber   eindeutigen  Transformationen   det   ' 
curve  invarianten   Charakter  zeigten   (p,  676),  während  letzteres  bö 
nicht    adjungirten   Curven  nicht  ohne    Weiteres  der  Fall  ist.     *- 
nämlich  aus  einer  durch   solche   Curven  ausgeschnittenen  Seh. 
Piinktgruppen  eine  Gruppe  einen   der   Doppelpunkt«  der  ürui 
enthält,  vp elcher  nicht  zu  den  festen   Punkten  der  Schaar  gehört,  »u 
fallen  in  diesen  sogleich   zwei   Punkte  der    Gruppe,     Lösen   wir  al«o 
den  Doppelpunkt  durch  eindeutige  Transformation  in  zwei  g 
Punkte  I,  7]  einer  neuen  Grundcurve  auf,  so  entspricht  jener 
von  Punktgruppen  auf  der  neuen   Curve  eine  Schaar,  welche  ^    ,,  , 
in  der  besonderen  Beziehung  steht,  dass  jede  Gruppe  derselben,  welckt  1 
I  enthältj  auch  ti  entli alten  muss  und  umgekehrt.    Eine  solche  S«:^ 
aber  nur  noch  mit  Hülfe  neuer  fester  Punkte  (eben  %  und  j])  zu  di  i. 

Hier  wollen  wir  nun  dazu   übergehen,  den  angeführten  Sai«  inj 
anderer  Richtung  zu  verwerthen,  ohne  uns  auf  adjungirt-e  Curvea  MJ 
beschränken.      Insbesondere    wx*rden   wir    die   zwischen    den    pMnU^n 
eines    Schnittpunktsystems    bestehenden    Relationen    näher    bei; 
und  obiges  Theorem  in  einer  allgemeineren  Form  aussprechen.    Oaiwj 
sollen  sich  verschiedene  Anwendungen  anschliessen ,    wobei  wir  auckj 
wieder  auf  die  Chasles  sehe  Erzeugungs weise  der  Curven  durch  j« 
jectivische  Curvenbüschel  zurückkommen.     Wir  wenlen  gleichzc 
legenheit    haben,    im    Anschlüsse    an    die    früheren    Untersuiiiuu.§. 
weitere  Fragen  zu  forrauliren. 

Es  sei  hier  zunächst  hervorgehoben,   dass  der  M(f€  Satz 
Ablcittmg  nach  unabhängig  davon  giit,  oh  die  Grundcurve  rtduritfd 
oder  ftiehi.     So  kann  man  zwar  auf  jedem  Kegelschnitte*  8  Punkte? 
Schnittpunkte  desselben  mit  einer  C^  völlig   willkürlich   wählen; 
einer  in  zwei  Kegelschnitte  zerfallenden  C^  sind  dagegen  3  SchnittpunttM 
mit  einer  anderen  (\  durch  die  13  übrigen  bestimmt*     Hat  man 
in  letzterem   Falle  etwa  auf  der  einen  C^  8  Punkte  einer  C| 
lieh  angenommen  j  so  darf  man  auf  der  andern,  C2  nur  noch  5; 
beliebig  wählen.     Geht  hingegen  die  C\  durch  1,  2,  3  oder  4  Sei 
punkte   beider    Cj,    so    sind   bez.    noch    12,  11,  10,  8  Schnitipn 
willkürlich  und  durch  diese  bez.  2,  1,  0,  0  weitere  bestimmt*) 

Ferner  aber  lässt  sich  unser  Fundameutaltheorem  in  allgemein 
Form  aussprechen,    wenn  wir  nicht,    wie  bisher,  eine  C^{f'^0)\ 


•)  Zerfallt  die  Grundcurve  in  lauter  Gerade  t  so  lilsut  sich  der  Inhjili 
Schnittpunktäätze  algebraigcb  in  dem  sogenannten  Carnot'acheji  Theoreme  fort 
lireu;  YgL  Sa  Im  an  *b  üigher  plane  curvea,  nr,  I2i,  sowie  eine  B€iitiftlcini|: 
dem  weiterhin  folgenden  Abschnitte  aber  daa  AbeTeche  Theorea« 
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stf  gegeben  annehmen,  wie  dies  z.  B.  für  m  «=  n  schon  in  dem  Satze 
eschah,  dass  alle  Curven  n'^'^  Ordnung,  die  ^  n  (it  -f-  ä)  —  1  Punkte 
U  einander  gemein  haben,  durch  bestimmte  ^  (n  —  1)  (n  —  2)  weitere 
wkte  hindurchgehen  (p.  428).  Sollen  allgemein  mn  Punkte  (wo  m  >  n 
i)  auf  einer  Cn  liegen ;  so  müssen  zwischen  deren  Coordinaten 
R  —  I  n  (n  4~  3)  Oleiehungen  bestehen,  denn  die  C„  ist  schon  durch 
•  {n  +  3)  Punkte  bestimmt.  Sollen  die  /»n  Punkte  dann  weiter  auf 
ler  Curve  m*^'  Ordnung  liegen,  so  kann  man  letztere  bei  nunmehr 
pbener  C^  immer  durch  eine  Curve  ersetzen  (p.  426),  welche  nur 
i  mn  —'  i  {n  —  l)  (n  —  2)  Constanten  abhängt.  Zwischen  den  mn 
nkten  bestehen  daher  noch  weitere  ^  (w  —  1)  (/i  —  2)  Relationen, 
dass  die  Gesammtheit  der  letzteren  gleich 

m/i  —  i  n  (w  -f  3)  +  i  (n  —  1)  (n  —  2)  =  wn  —  3  n  +  1 

d.  Für  »I  =  n  dagegen  haben  wir  eine  oo*-Schaar  von  (7„,  welche 
eh  die  n^  Punkte  gehen,  und  daher  nur  (n  —  1)  (n  —  2)  Relationen 
Bchen  den  2n^  Coordinaten  der  n^  Punkte;  in  der  That  sind  dann 
nieder  ^  (n  —  1)  (n  —  2)  Punkte  durch  die  übrigen  bestimmt,  wie 
lein  muss.    Wir  haben  also  folgenden  Satz*): 

Wenn  mn  Punkte  auf  zwei  Curven  bez.  von  der  Ordnung  m  und  n 
en  und  dabei  keinerlei  anderen  Bedingungen  genügen  sollen  und  ein- 
y  Punkte  beider  Curven  sind,  so  müssen  für  m  >  n  zwischen  den  2  mn 
rdinaien  der  mn  Punkte  mn  —  3  n  +  1  Relationen  bestehen;  für  m=^n 
fgen  ist  letzlere  Zahl  gleich  n^  —  3  n  +  2. 

Ist  nun  die  Curve  n^  Ordnung  fest  gegeben,  so  sind  dadurch 
—  i^  »  (»  +  3).  Gleichungen  absorbirt^  und  es  bestehen  nur  noch 

vorhin  zuletzt  erwähnten  ^  (n  —  1)  (n  —  2)  Relationen,  während 
cbzeitig  jeder  der  mn  Punkte  nur  noch  von  einem  Parameter  ab- 
g^  Hieraus  folgt  wieder,  dass  4  ('»  —  1)  (^  —  2)  Punkte  durch 
übrigen  bestimmt  sind. 

Es    ist  übrigens  leicht,    die  mn  —  3  ;i  -^  1  Relationen  zwischen 

mn  Punkten 

a;<*>,  ojW^  .  .  .  a:^>,  wo  ^  =  mn, 
dich  aufzustellen,  Verstehen  wir  nämlich  unter  : 
(^)  =  0  ,    Y^  (o;)  =  0,  .  .  .  V.  +  i  (a:)-=  0,  wo  v  =  ^n(n  +  3), 

Gleichungen  von  irgend  v  -\-  \  von  einander  linear  unabhängigen 
ren  n*^  Ordnung,  so  dass  z.  B. : 


)  VgL  Jacobi:   De  relationibus,  quae  locum  habere  debent  etc.    Crelle*s 
al,  Bd.  15,  p.  285. 

48* 


Bo   ist   die   Gesammtheit   der   Curven  it**^  Ordnung  dargesieUt  i 

cso'-Schaar: 

(1)  «,V,  (*)  +  «,  V,(-r)  +  ...  +  «.+iY.  +  ,(a-)=0.   I 

Die  Bedingungen  also  dafür,  dass  ii^=mn  Punkte  ^c'')  auf  eii 
liegen,  sind  gegeben  durch  das  überTotlstündige  System  von  Glelcho 

V,  («W)     ¥,(«»»)     ...    y,+,(x"'i) 


(8) 


0, 


h 


WO   links   eine   Matrix   mit   v  -f-  1  Vertical-  und  fi   Horizontal: 
steht.     Dies  System   entlialt  in  der  That  nach  einem   l'rilliereti 
(p.  703)  nur 

(t  —  v  =  »)n  —  4"  (»  +  3) 

von    einander  tinabbüngige   Gleichnngen,    nämlich    t.    ü.    dieje 
welche  aus  der  Bedingung: 


(3)         T  (aKi) 


V,  Ca^'i)    VjC**')) 


Vj  Ca;«  0 


V,  Ca:'") 


«.0 


entstehen,  wenn  man  dem  Index  i  alle   Werthe   von   t  =  v -\- 
/  ==  ft  nach    einander   beilegt.     Letztere   Gleichungen    sagen  ja 
nichts  Anderes  aus,  als  dass  die  Punkte  .t<*  +  ",  .  .  .  ä;''''  auf  der  ( 
die  Punkte  a:<'' ,  .  .  .  x^'  bestimmten  C„  liegen  sollen.     Seien  fernt 

Zi(f)  =  0,     X-2(^)  =  0,  ...  j;/.-«  +  iW  =  0,  wo  «  =  i(«  — 1)(« 

die  Gleichungen  von  irgend  (i  —  n  von  einander  linear  unabhäng 
C„.    Dann  wird  die  Gesammtheit  der  C„  in  der  Schaar: 

(4)  «iZi(a;)  +  «2Z2(^)+  •  •  •  +a^-n  +  ilf.~n  +  i{x)  +  ^M'(.r)=< 
dargestellt,  wo  /<  von  der  (m  —  n)'*"  Ordnung  in  x  ist;  und  die 
teren  jc  =  ^  (n  —  1)  (n  —  2)  Relationen  erscheinen  in  der  Form: 

;  z,c^<'0  Z2(^"0  •••  x^-«+iC^"oi' 

Nach  dem  mehrfach  erwähnten  Satze  ist  die  Zahl  der  von  eini 
unabhängigen  Gleichungen  in  der  That  gleich  7t,  Unsere  mn  —  3 
Relationen  sind  also  durch  die  Gleichungen  (3)  und  (5)  gegeben. 
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Wenn  rn^sn,  gestaltet  sich  dies  Resultat  etwas  anders.  Sollen 
nämlich  ra^  Pankte  auf  zwei  Gorven  n^^'  Ordnung  liegen ;  so  liegen  sie 
mit  jedem  beliebigen  (n^  +  1)'^"  Punkte  der  Ebene  auf  einer  (7„.  Für 
m=»  n  haben  wir  daher  die  Relationen  (vgl.  p.  692  Anmk.); 

M',  (:cC»)    Y^Ca^t^O    ...    Y.  +  iCxt^O 


(6) 


0, 


worin  die  Xi  beliebige  Grössen  bedeuten  und  wo  fi  =  n^.  Die  Zahl 
•  der  Ton  einander  unabhängigen  Gleichungen  ^rd  in  Uebereinstimmung 
\  mit  dem  Obigen  gleich  (n  —  1)  (n  —  2)  =  n^  —  3  n  +  2. 

Zu  einem  analogen  Gleichungssysteme  wie  der  zuletzt  behandelte 
^^Vall  (insofern  dieser  das  Verschwinden  aller  Unterdeterminanten  einer 
[' Matrix  verlangte)  f&hrt  die  Behandlung  der  folgenden  Aufgabe: 

Gegeben  ist  eine  lineare  00* -Schaar  von  Curven  n^""  Ordnung: 

a.Y,  {X)  +  «2^2  (o:)  +  .  . .  +  «,+iY,+  i  (o:)  =  0; 

soll  in  der  Ebene  Gruppen  von  R  Punkten  so  bestimmen,  dass  durch 

Jbtn  noch  eine  00^ -Schaar  von  Cn  der  gegebenen  Schaar  hindurch- 

4j  wobei  q  >  t  ^  R.    Dies  Problem  ist  dem  auf  p.  702  behandelten 

voL  analog,  nur  dass  damals  die    R   Punkte  der   beschränkenden 

lg   unterworfen   waren,    auf  einer  gegebenen   (7„   zu  liegen. 

Ibe  führt  daher  ebenfalls  auf  die  Forderung,  dass  alle  (t  —  q-^-y)' 

irigen  Determinanten  aus  dem  Schema 

'ViC^^^O    Y^Co:!^))     ...     V,+  i(a:(iO 


') 


[iwinden  sollen.    Dies  liefert  (ö'  +  1)  (^  —  ^  +  ^)  von  einander 
bhangige  Gleichungen  zwischen  2  R  Unbekannten :    den  2  R  Coor- 
iten    der   R   Punkte.     Für   die   Möglichkeit   der  Losung  ist  also 
liwendig,  dass 

2R>{q+\){R-t  +  q). 

^^nauere  Untersuchungen  über  die  Zahl  der  Losungen  in  einzelnen 
illen  (die  analog  wie  das  Beispiel  auf  p.  749  zu  behandeln  wären); 
■d  bisher  jedoch  noch  nicht  angestellt.*) 


*)  Ein  Beispiel  fSr  die  Lösung  des  im  Texte  gestellten  Problems  werden  wir 

deich   noch   kennen  lernen;    auch   den  Fall^    wo    die   m<   Basispunkte   eines 

^  -Bfiscbels  auf  einer  feiten  C^  liegen  sollen  (n  ]>  m),  werden  wir  noch  besprechen. 
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Die  Modificationen ,   welche   diese  Betrachtungen  erleiden 
eine  der  betrachteten  Curven   durch   Doppelpunkte   der  ande 
durchgeht,   sind  unschwer  anzugeben.     Es  ist  bekanntlich  drei 
guugen   äquivalent,    wenn    ein    bestinmiier    Punkt  Doppelpunkt 
Curve  sein  soll  (p.  339).     Soll  z.  B.  ij  Doppelpunkt  einer  Ci 
Schaar  (1)  sein,  so  müssen  die  drei  Gleichungen  bestehen; 


(«)  [«.'-?if'+".^^^'+-+«-'^A;-L,-'' 


':| 


4 


1=1.  2,  3. 

Für  y  ^^  x^^^  treten  also  in  der  Matrix  (2)  statt  der  ersten  Horizoni 
reihe  drei  aus  den  liHken  Seiten  der  Gleichungen  (8)  entetehei 
Horizontalreihen  auL  Gleichzeitig  fallen  aber  von  den  fi  Vmk 
des  Schnittpunktsystems  zwei  nach  a,**^,  so  dasd  wir  nur  uoch^H 
gelrennte  Punkte  zu  betrachten  haben.  Ebenso  haben  wilTI 
Auftreten  von  d  Doppelpunkten  der  6\,  nur  noch  ft  —  d  g®^ 
Punkte  x^*^.  An  Stelle  der  Matrix  (2)  tritt  daher  alsdann  einefl 
mit  ^  -\-  S  Horizontal-  und  i^  +  1  Verticalreihen,  deren  Verschiro 
also  mit  fi  — ^  i'  +  ö  Bedingungen  äquivalent  ist  Sollen 
ausserdem  im  Schnittpunktsystem  Ö'  Doppelpunkte  der  €^  yqi 
von  denen  keiner  in  einem  Doppelpunkte  der  T«  liegt,  so 
jenes  Punktsystem  nur  noch  aus  ^  —  d  —  6'  getrennten 
Die  in  (2)  auftretende  Matrix  enthält  daher  jetzt  noch  y^  -|-1 
Horizontatreihen;  und  die  Zahl  der  durch  ihr  Verschwinden 
stellten  Bedingungen  wird  gleich 

pi^—  V  -{-  a  —  6*  ^  mn  --  {  n  (ji  +  3)  -f-  d  —  d\ 

Ebenso  tritt  an  Stelle  von  (5)  eine  Matrix  mit  ^  +  tf'  —  <^  H^ 

tal-  und  fi  —  5r  +  t  Verticalreihen.  Die  Zahl  der  durch  dM| 
schwinden  der  letzteren  Matrix  dargestellten  Bedingungen  wird^l 
gleicli 

3t  _  d  -}-  d'  =  i  (n  -  1)  («  —  2)  —  d  +  d' . 
Auch  in  dem  hier  betrachteten  Falie  ist  daher  die  Gemmmthat 
sehen     dett     mn  —  d  —  ^     Purilfen     bestehctfden    Bedin^unf^m 
iw«  —  3/j  *-{-  L      Ist    wieder    die    C»    fest    gegeben,    so    sind! 
mn  —  ^  «  (rt  +  3)  +  d  Bedingungen  als  von  selbst  erfUllt  bei 
es  bestehen  also  noch  }(«  —  ])(«  —  2)  —  d  Eelationen,  wor 
wieder  der  Eingangs  erwähnte  Satz  ergibt,  — 

Den  betrachteten  Theoremen  über  die  Schnittpunkte 
algebraischen  Curven  kann  man  nun  zahlreiche  andere  gegcnll 
stellen  und  aus  ihnen  ableiten,  welche  sich  auf  SchmttpQoktqm 
dreier  und  mehrerer  Curven  beziehen.  Hierfür  geben  wir  im  Folfl 
den  einige  Beispiele,  die  ihrer  Anwendungen  wegen  ?ou 
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Interesse  smd;  und  zwar  sollen  sich  letztere  auf  die  Ghasles'sche 
Erzeugungsweise  einer  gegebenen  Curve  beziehen.  Wir  beweisen 
zQnichst  den  folgenden  Satz*): 

Eme  Vurve  der  n'*'*  Ordnung,  wo: 

n  >  p    und    n  >  q^    aber    n  <  /?  +  ^ , 
welche  durch 

P^  —  HJ»  +  ^  —  «  —  1)  (/^  +  ^  —  ^  —  2) 

Schniltpunkie  zweier  Curven  pf^''  und  cf^^  Ordnung  geht,  enthält  auch 
He  übrigen  ^{p  -^  q  —  n  —  l)(/?  +  ö'  —  n  —  2)  Schnittpunkte  der 
letzteren.**) 

Zum  Beweise  nehmen  wir  auf  der  Cp  i^n  —  ^)  («  —  ^  +  3) 
Ponkte  beliebig  an  und  legen  durch  sie  eine  Curve  Cn^q  der  (n  —  qy^"" 
Ordnung,  was  immer  möglich^  wenn  n  —  q  <  P]  ebenso  legen  wir 
i  Aurch  i  (n  —  p)  (n  —  p  +  3)  Punkte  der  gegebenen  Cp  eine  Curve 
rC.«^  der  (n  —  p)**"  Ordnung.  Wir  haben  dann  zwei  Curven  n^^' 
!  Ordnung,  deren  eine  aus  Cg  und  Cn-q,  deren  andere  aus  Cp  und 
'C_^  besteht,  und  durch  deren  n^  Schnittpunkte  jede  Curve  n*«'  Ord- 
l^uig  gehen  muss,  welche  ^^(^  +  3)  —  1  von  denselben  erhält.  Nun 
^  aber: 

ip)  ^n(n  +  3)^l  =  a  +  ^{p-n)(p-n  +  3)  +  4^(q-n){q-n  +  d), 
1  wenn:  a^=^ pq  —  i(p  +  ö'  —  ^  —  l)(P  +  ^~~^  —  2). 

IfJle  Curven  n^^  Ordnung  also,  welche  durch  a  der  gegebenen  pq 
Punkte  und  durch  die  auf  der  Cp  bez.  Cq  willkürlich  gewählten  Punkte 
gdien^  gehen  auch  durch  die  übrigen  pq  —  a  Schnittpunkte  von  Cp 
ud  Cq.  Dies  sind  aber  auch  alle  Curven  n'®'  Ordnung,  welche  über- 
haupt  durch  die  a  Punkte  gehen;  denn  die  Mannigfaltigkeit  aller 
dieser  Curven  ist  gleich 

/J  =  in(n  +  3)~«; 

und  unsere  obige  Construction  liefert  uns  od^  verschiedene  Büschel 
von  Cnj  wo: 

y  =  i  (P  -  n)  (p  -  n  +  3)  +  i  (^  -  n)  (^  -  n  +  3) 

Uk>  im  Ganzen  eine  cx>)'  +  ^-Schaar  von  C„\  und  wegen  der  Relation 
^)  ist  in  der  That.y  -|-  1  =  /5.  Alle  Cn  durch  die  «  Punkte,  gehen 
iIbo  wirklich  durch  die  übrigen  pq  —  a  Punkte;  q.  e.  d.  Voraus- 
psetzt    wurde    bei    diesem    Beweise,     dass    n  —  q  <  P,    also    auch 

^)  flier,  sowie  überhaupt  im  Folgenden  schliessen  wir  den  Fall  aus,  dass  in 
isiiiiit^ankten  Doppelpunkte  der  betrachteten  Curven  liegen;  letztere  können 
mterdem  aber  beliebig  viele  Doppel-  und  vielfache  Punkte  haben,  auch  in  nie- 
llige  Curven  zerfallen. 

••)  VgL  Cayley:  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  voL  3,  1843,  p.  2U. 
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H  ^  p  <  q^    oder    n  <  p  -\-  qj    wie    oben    angegebeA   worde. 
n  ^=^  p  -^  q  —  1  oder  n  =  p  -^^  q  —  i  sagt  übrigens  unseT  Sat^  mh 
mehr  aus.     Für  n  <  ^  oder  n  <  p  wörde  die  Construction  der  CurT<t| 
6ffl_^  oder  Cn-p  nicht  melir  möglich  sein. 

Für  p^^q^^m  folgt  hieraus  insbesondere ; 

Liegen    von   de?)    rnP    Bmhpunkten   eine$   Büschek   von  Curv^n  *i*" 
Ordnung 

u  =  m^  ^  ^(2m  -  n~  1)  {2m  —  n  --  2) 

4tuf  einer  Curve  n^*"^  Ordnung^  wo  n  >  m  aber  n^^m,   so  ittgrn  at* 
dk    übrigen    m^  —  a    Basispunkie  Jenes    ßästhels   auf  der   Curve 
Ordnung, 

Beyor  wir  dies  letztere  Resultat  zu  weiteren  Anweiidmigeii 
nutzen^  sei  hervorgehoben,  dass  in  Vorstehendem  eine  speciell«  hmn 
des  vorhin  gestellten  Problems  enthalten  ist:  in  der  Ebene  ;>  Punkte ' 
so  zu  bestimmen  i  dasa  durch  sie  noch  oo**  Gurren  einer  gegebeB««  1 
linearen  oo'-Schaar  gehen.     Wir  haben  nämlich  hier: 

Eine  solche  Gruppe  von  0  Punkten  kt  eben  durch  jedes  beliebige  rd 
ständige  Schnittpunktsystera  zweier  Curven  p^""'  und  <?'*f  Ordnmig  | 
geben j    wenn    nur  n  >  q,    «>//,    n^/*  +  '/i   durch   ein    beli« 
Sjstem  Yon  p^  Punkten  dagegen  würden  weniger,  nämlich  |i*i(w^ 

— ^7*'/}-ffich  unendlich  viiile  €^  hindurehgeheu» 

Der  zuletzt  für  p  ^  tj  ^='  m  ausgesprochene  Satz  wird  nun  m 
Wichtigkeit  für  die  Frage,  ob  es  immer  möglich  ist,  für  m  <ii 
einer  gegebeneu  C„  m'^  Fivnkte  so  zu  bestimmen,  dass  durch  sie  noAl 
einfach  unendlich  viele  t-V  hindurchgehen,  eine  Frage ^  die  ttk  (&] 
Untersuchung  der  Chasleg^sehen  Erzeugungs weise  der  €„  vun  beson- 
derem  Interesse  ist  ( p.  376),  Für  n  <2  m  nämlich  braucht  man  nuh  ] 
jenem  Satze  nur  zu  fragen,  ob  es  möglich  i^t,  a  =  m^  —  i(2m  ---  n  —1)1 
-  (2  m  —  n  —  2 )  Basispunkte  eines  Büschels  von  T«  auf  eine  gegeb 
C„  zu  legen;  die  übrigen  Basis]>UDkte  liegen  dann  von  selbst  auf  i 
r,,.  Die  dazu  nothigen  Bedingungen  aber  sind  durch  das  Verschwii'l 
den  aller  /-gliedrigcn  Determinanten  des  Schemas  (7)  gegeben  (in^ü-J 
dort  *l  =^1))  wenn: 

was   2(«  — /+  1)  Relationen  zwischen  a  Unbekannten   gibt  iifl^Ä] 
die  ff  Punkte  gezwungen  sind,  srimmtlich  auf  der  C^  zu  liegen)*    V«j 

letzteren  bleiben  alsu  willkürlich: 

ff  —  2\a  —  t  +  \)^m  im  +  3)  —  ^^  —2  +  1(2;;?  —  fl  —  l)(2«i-ii-3! 
^i  |(2;?i^ft'f  +  3ft-2)}- 
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0  yiele  von  den  a  Punkten    kann  man    daher  auf  der  Cn  beliebig 


Ist  dagegen  n  >  2»i,  so  haben  wir  in  dem  Schema  (9):  R  =  »»^, 
=  ^m  (»I  +  3),  ^  =  1  und  also  m^  —  3  m  +  2  Relationen;  d.  h.  die 
dil  der  willkürlich  bleibenden  Punkte  ist  gleich 

m^  '-(m^  —  '&m  +  2)  =  ^m  —  2. 

Soil  man  also  auf  einer  Curve  n^^  Ordnung  m^  Punkte  (m  <  n)  so 
^wmen^  dass  sie  die  Basispunkte  eines  Büschels  von  Curven  m'''*  Ord- 
ng  bilden j  so  kann  man  von  ihnen  für  n  ^  2  m  noch  \  i{2  m  —  n)^ 
3«  —  2\,  dagegen  für  n>  2m  noch  3m  —  2  willkürlich  auf  der 
annehmen.*) 

Hat  man  nun  diesem  Satze  gemäss  einen  Büschel  von  Cm  gefunden, 
kann  man  auch  immer  einen  zweiten  Büschel  von  Cn-m  angeben^ 
ien  (it  —  m)^  Basispunkte  ebenfalls  sämmüich  auf  der  C^  liegen,  und 
Icher  auf  den  67«, -Büschel  derartig  projectivisch  bezogen  ist,   dass 

Schnittpunkte  entsprechender  *Gurven  beider  Büschel  die  Cn  in 
asles'scher  Weise  erzeugen.  Die  Curven  des  Büschels  m*^'  Ord- 
lg  nämlich  schneiden  die  Cn  in  m  {n  —  m)  beweglichen  Punkten. 
)ltai  wir  nun  durch  m{n  —  m)  —  ^{m  —  1)  {m  —  2)  von  diesen 
üeren  Schnittpunkten  einer  bestimmten  Curve  C^  des  Büschels  eine 
rre  Ci,-»,,  so  gehl  diese  auch  durch  die  übrigen  ^{m  —  1)  (m  —  2) 
ikie  von  selbst  hindurch.  Sei  nämlich  C^  eine  zweite  Curve  unseres 
ichels,  und  beschreibt  man  durch  \{n  —  fn){n  —  m  +  3)  der 
—  «)  m  weiteren  Schnittpunkte  von  Cn  und  C^  (welche  also  nicht 
Ii  auf  Cm  liegen)  eine  d?„-«„  so  haben  wir  zwei  Curven  n*®«^  Ord- 
ig:  die  Cn  und  die  Cm  +  Cn-m^    Die  Curve  Cm'  enthält  nun 

«»  — i(2i«  —  n  —  1)  (2m  —  n  —  2)  +  i  (n  —  m)  (n  -  m  +  3) 
=  wm  — i(m  —  l)(m  — 2) 

rehschnittspunkte  beider  Curven,  folglich  auch  noch  \{m  —  1) 
I  —  2)  weitere  Schnittpunkte,  und  zwar,  da  Cm  durch  alle  m^  Basis- 
ikte  des  einen  Büschels  geht, 

4  (2m  —  w  —  1)  (2m  —  n  —  2) 
Akte,  die  Cn  und  Cm  gemeinsam  sind,  und  also 

(n  —  m)m  —  ^{n  —  m)  (w  — »  m  +  3) 

ikie,  die  Cn  und  Cn-m  gemeinsam  sein  müssen.  Die  Cn-^m  geht 
>  in  der  That  durch   alle  m  (w  —  m)    Schnittpunkte  von  Cm    niit 

^  Vgl.  Chasles:  Determination  dn  nombre  des  points  etc.,  Comptes  rendus, 
Septb.  1867,  sowie  Cremona's  Theorie  der  ebenen  Curven,  p.  77  ff.  in 
ize's  Uebersetzang.  —  Für  n  =  2  m  +  ^  ^^^^  n  =  2  m  -|-  2  sind  beide  Zahlen 
tisch,  so  dass  die  Angaben  des  Textes  mit  denen  von  Chasles  übereinstimmen. 
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G^/*)  Legt  man  also  durch  die  beregten  m  [n  —  m)  Schnittpimkli 
von  Cn  mit  Cm  ßine  beliebige  Cn^wf  so  schneidet  letztere  die  A 
noch  in 

(n  —  m)  n  —  m  (n  -  m)  ^=  {n  —  mf 

Punkten.  Sind  feraer  ^^  =  0,  €^  :^0^  £r^_«  =  0  die  Gleichung 
der  betrachteten  Cur?eG,  und  ist  C«  -=  0  die  Gleichung  einer  andefi 
die  gewählten  m^  Ba^ispunkte  enthaltenden  Curve  m^*'  Ordntmg^ 
mum  sich  eine  Curve  C'«^«  so  bestimmen  lassen,  dass  ideutiscli 

denn  wir  haben  es  nur  mit  einfachen  Schnittpunkten  zu  thnu*  Du 
aber  geht  die  t^^_„  ebenfalls  durch  die  (n  —  mf  Punkte,  welche  «■ 
Vm  und  Cn-m,  »bef  nicht  auf  6^«,  liegen.  D,  h,  der  ßSdw 
6\,^  4-  ^^'«-^«t  =  0  ist  dem  Büschel  6^,  -f  AT,^  =  0  projeetifiid 
und  erzeugt  die  €^  ib  verlangter  Weise.  Wir  sprechen  dies  in  k\g» 
dem  Satze  aus: 

IJegen   die  m^  Basisptinkle  ernh  Büschels  vm   C^  mtf  einrr  C, 
ijf0i  tfÄ  immer  einen  zu  ihm  projcctivisehen  CnrvenbMchel  von  C*    «,  da 
(n  —  mY  Bampynkie  ebvnfaiis  auf  der  C„  liegen^  und  wiiehrr  mif 
erskm   Büschel  durch  den   Schnitl  je   zweier  enisprechendcn  Cvruh 
Cn  erzeugL'^'^) 

Dureh  varatehende  Betrachtungen  ist  gleichzeitig  der  yollsti 
Beweis  erbracht,  dass  jede  C^,  durch  zwei  projectivische  OutTenbÖ! 
m^'"^  und  («  —  my*"^  Ordnung  erzeugt  werden  kann,   von   deren 
punkten   keiner  in   einem   Doppelpunkte  der  C„   Hegt;  dabei  kam 
alle  Werthe  von  l  bis  ;i  —  1  annehmen.  — 

Von  dem  hier  zuletzt  bewiesenen  Satze,  der  offenbar  auch  tur 
zerfallende   Curve   C„   gültig   iat^   wollen  wir   zum   Schlüsse  nocli  t?J 
andere    Anwendung    machen ,    die    uns    zu  interessanten   SpecialfAllä 
führt. 

Es  seien  C|  ^^  0,  Cj  ^  0  zwei  Curven  f?*^"^  Ordnung.  Diesdl 
beatimnien  einen  Büschel  Cj  -j-  x  t^'g  =^  0  von  solchen  Curre o 
ti^  ^^  p  ^  q  Basispunkten.  Die  Zahl  g  soll  nun  so  gewählt  \reriJ* 
(lass  durch  rj  jener  n\  Basigpunkte  eine  Curve  A'.^  ^  0  der  {n—ff 
Ordnung  gerade  bestimmt  wirdj  d»  h,  wir  nehmen 


^'«i| 


*j  Es  folgt  dies  aucli  direct  aus  dem  allgemeineren  Satze  von  Cftjltp 
JJegen    von    den    Svhmttpunkien    zwfifr    Cttrvtn  C     ttitd  C        im)    ■  <^)|,  9^* 
^{m  -\-  f)  —  n  —  1)  {m  -\-  p  —  n  —  2)  auf  finer  Cttrve  C  ,    wo  p  <^  i»,    r^   Hf§i^ 
ftkttr  f'itrtfe  norh  M>eiiere  ^  [m  -{^  p  —  n  ^  '^ )  (m  -\-  p  —  n  —  2}  Punkte  ^  va4  Ät  i 
yen  i«  (n  —  p)  Pitnk(e  Hegtn  auf  einer  Curve  der  {n  —  my^"  ördnuna* 

*^)  YgL  Charles;  Deux  tht^QremeB  g^neraux  sur  les  i'ourbds  et  le>  iol 
«TcomiStriquea  de  toas  las  ordres;  Comptes  rendus,  28,  i\6iib,   iS67. 
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)  .«■=*(« -r)(«-r  + 3), 

I  also : 

)  p  =  n^^g  =  in(n  +  2r-3)  -^r(r^3). 

•ch  die  p  übrigen  Schnittpunkte  von  C^  mit  C2  legen  wir  eine 
ebige  dritte  Curve  n*"  Ordnung:  C^  =  0.  Dann  bilden  die  beiden 
Yen    ^3    und    A^j    zusammen    eine    Curve    6^3  .  ATj  «=  0    von    der 

—  r)*"»  Ordnung  y  auf  welcher  die  Basispunkte  des  Büschels 
\-xC2^^  0  vertheilt  liegen.  Nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Theoreme 
8  es  daher  einen  zum  Büschel  C^  -j-  xC2  =  0  projecti vischen 
chel  (n  —  r)'*'  Ordnung  geben,  dessen  (n  —  r)^  Basispunkte  eben- 

auf  (73  .  ATj  =  0  vertheilt  liegen,  und  welcher  mit  dem  Büschel 
^  xCj  «a  0  durch  die  Schnittpunkte  entsprechender  Curven  die 
fe  6/3  .  A'3  =  0  erzeugt.  Sind  nun  AT^  =  0,  A'j  =  0  diejenigen 
ren  des  zweiten  Büschels,  welche  den  Curven*)  Cn=0,  67,  ==  0 

des  ersten  entsprechen,  so  entsteht  die  Frage,  wie  viele  von  den 
-  ry  Basispunkten  des  zweiten  Büschels  auf  die  C3,  wie  viele 
die  Ä'3  fallen.  Nun  schneidet  der  Büschel  r, +  x6?2  =  0  die  Cr^ 
^  —  p  ^=  g  beweglichen  Punkten ;    Gleiches  gilt  daher  auch  von 

Büschel  A'j  +  xA^,  =  0.  Die  Curven  des  letzteren  treffen  also 
?3  noch  in  A  =  n  (w  —  r)  —  g  festen  Punkten;  und  folglich  liegen 
A'g  noch  /t  =  (n  —  r)2  —  X  Basispunkte  des  Büschels,  wo  nun 
m  (10)  und  (11): 

l=p  —  rn  =^n(n  —  3)  —  ir(r  +  3) 

^  =  (n  -  r)2-  A  =  i(n  -  rf  +  f  (n  +  r)  -  nr . 

emer  die  Gleichung  der  Curve  C^  .  Ä*3  =  0  durch  Elimination  von 
s  den  Gleichungen 

6'j  +  x(72  =  0,    A^, +^A^,  =  0 

orgehen  muss,  so  besteht  zwischen  C^,  C^,  C^,  A',,  IC 2,  K^  eine 
bitat  der  Form: 

a,  C^  K^  +  «2  ^2  ^2  +  ^3  ^3  ^3  ^  0  > 
lie  a,-  Constante  bedeuten.     Zwischen  den  drei  Curven  Ci  und  den 
Curven   Ki  herrscht   sonach    vollkommene  Symmetrie,    und    wir 
len  folgenden  Satz  aussprechen: 

Schneiden  sich  drei  Curven  C^,  ^2^  ^3  ^^^  ^*'"'  Ordnung  in  den- 
1 

;>  =  ^  w  (n  +  2  r  —  3)  —  ^  r  (r  -  3) 

ten^  so  schneiden  sie  sich  paartveise  noch  in  weiteren 


)  Die  Indices  1,  2  sind  so  gewählt,  dass  die  Gleichung  der  Curve  K^C^'^^O 
•  Form  CfKi  —  CjÄ",  =  0  erscheint,  dass  also  zwischen  Ci,  C,,  Tg,  A'j,  Ä,,  K^ 
[dentität  der  Form  (13)^esteht. 
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Sefiluitc)  AbUieiluug. 


q  =  i  (n  —  r)  (n  ^  i-f  3) 

Punkten  und  bentunmen  dadurch  dret  Cunmi  A',,  ä%,  ä'^  «/rr  («— r)«« 
Ordnung ^  Diese  leizieren  gehen  alsdmm,  wenn  A,  (i  wk  m  (12)  Ac- 
siimmi  werden,  durch  dieseiben  ^  Punkte  d^r  Mhene,  während  ihre 
übrigen  A  SchniUpunkte  paartmüe  tjvnomnwn  bez*  auf  den  Curva  f,» 
€^^  i\  ikgen.*) 

Für  n  ^^2^  r  ^  1  ergibt  sich  hieraus  der  bekannte  Batz: 

Schneiden  sieh  drei  KegelschmHc  in  denselben  zwei  Punkiat  dir 
MnmCf  sö  schneiden  sie  sich  paarweise  in  ufX'h  weiit^rm  :£wei  Punkknt 
die  durch  diese  Ptmklepaare  besiimmien  drei  Geraden  gehen  tturch  rfni» 
seii?en  Punkt  der  Ebene. '^'^) 

Ebenso  folgt  z.  B,  fär  ;i  =  3,  r  =  2; 

Schneiden  sich  drei  Curven  ^^''  Ordnung  in  demdbm  7  Punkten,  nk 
schneiden  sie  sich  paarweise  in  noch  'i  Punkten;  die  dadurch  (fe^timmUn 
3  Geraden  bilden  ein  Breiseit,  dessen  3  Eckpunkte  bez.  auf  die  M 
Curven  3^^"^  Ordnung^  zu  liegen  kommen.  — 

Diese  Änwendimgen  uud  Beispiele  werden  hinreichen^  um  im 
mächtige  Hülfsmittel  zu  kennzeichnen^  welches  wir  in  den  Bctinitt^ 
punkt«ätzen  besitzen^  indem  letztere  auch  die  ganze  Ebene  lielim- 
sehen,  wahrend  wir  früher  immer  eine  feste  Curve  zu  Grunde  legtcB. 
Wii'  wenden  uns  nunmehr  zu  Untersuchungen  anderer  Ärtp  für 
dann  gerade  wieder  der  Begriff  der  adjungirten  Cnrven  ?on  beson^ 
Wichtigkeit  werden  wird* 


VL    Die  zu  einer  Curve  gehörigen  algebraischen  Integrale. 

Wir    haben    schon    wiederholt    auf   den    inuigen    Zusanimeu 
zwischen  der  Geometrie  auf  einer  Curire   und  der  Theorie  gewisser  ] 
ihr  geh ör iger  Integ rale  hin ge wies e n ,    wir  haben   in sbes^o n d e re  bei 
Curven    dritter   0:fdnung    diesen   Zusammenhang  bereits    ins  Einidall 
verfolgt:    das   eHiptiscbe  Integral   erster  Gattung,    dessen    Modul  mä] 
dem  Doppelverlialtnisae  der  ( Jurve  in  bestimmter  Weise  zußammejihiji|«l 
erschien   hier  aufs  Engste  mit  der  Theorie   der  Schnittpunkte vst« 
verknüpft  (vgl.  p,  002  ff,).     Die  allgemeine  Erörterung  der  hier  ^if* 
kommenden  Verhältnisse  soll  uns  nun  beschäftigen;  und    zwar  «oü^!^ 
wir  zuujichst  folgende  Gegen  stünde  erledigen 

1 )    Einführung  t?iner  bestimmten  Form  für  die  allgemeinst«*!]  -'^^ 
braischen  Integrale, 


*J  Für  r  =:  1  und  r  ^=  2  ist  dieser  SaUs  von  Oliv i er  geg^beu;  Grelle  =^* 
ual,  Bd.  70,  p.  15G. 

**)  Dieser  Btkit  ist  ja  nichts  anderes  tils  die  proje^'tivische  Yerallg 
des  bekannte;!!  I  dass  dii^  Chordjiien  drc^ier  Kreise  duruh  danaelbeu  Fiuikil 

(p,  165).  .|^ 
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nrückführung  der  letzteren  auf  gewisse  Normaltormen, 

Jntersuehüng  der  Unendlichkeitapunkte  dieser  Nonnaltbrmen, 

so    gewonnenen   Normalfornjen   werden    weitertin    auf   noch 

lere    Typen    reducirt    werden;    und   es    bleibt    dann    übrig    für 

das  AbeTsche  Theorem  aufzustellen^    sowie   das  sogenannte 

roblem    der   Aberschen    Integrale    zu    erledigen*),    um    alle 

r  die  georaetrischen  Anwendungen  bereit  zu  haben.     Hervor- 

flei   sogleich,    dass   die  Eigenschaften  der  hier  auftretenden 

STe  invarianten    Charakter   gegenüber   allen   eindeutigen    Traus- 

men  der  Grundcurve  bewahren,    wie    später  genauer   gezeigt 

lN)ll;  es  wird  dadurch  von  Neuem  gerechtfertigt   erscheinen, 

ir  die  Theorie    dieser    eindeutigen  Transformationen    an    die 

jgenwartiger  Untersuchungen  stellten. 

jr  einem  algebraischen  oder  Kh^V sehen  Integrale  versteht  man 

es,  bei  welchem  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  der- 

tional    von    der    Veränderlichen    x    abhängt,    dass    sie    als 

Function   zweier  Veränderh'chen  x^  y  darstellbar  ist,   wenn 

letzteren  eine   bestimmte   (und^ür  alle  Werthe   von  x  die- 

gebraische  Gleichung; 

Dieselbe  ist  eben  die  Gleichung  der  Grundcurve^  zu   welcher 
effende  Integral  gehört.     Das  Integral  selbst  kann  man  dann 
i  Voi^ange  von  Riemann  immer  in  der  Form  annehmen*^); 

Theorie  der  Abcrachen  Integritle  und  Functionen  innsa  hier  im  All- 

ale    hekännt  vorausgesetzt  werden.     Nur   die    rein   algebraischen   ße^ 

n  über  die  Differentiale  der  AbeTBchen  Integrale  und  daa  AbeTöche 

iollen  im  Texte   etwas   auaführlicher  gegeben    werden.    Im    Uebrigen 

die  henutzten  Sätze  nur  immer  kurz  zusammen  und  verweisen  wegen 
ufifuhrungen   auf  die   betreffenden   Originalarbeiten,   insbesondere   auf 

hrillen: 
«mann;  Theorie  der  Äberschen  Functionen,  Grelle *s  Journal ,  Bd.  M; 

bigenden  kurz  bezeichnet  mit;  iL  /l*  F, 
ebiach  und  P.  Gordan:  Theorie  der  Abel* sehen  Functionen,  Leipzig 
i;  im  Folgenden  kurz  bezeichnet  mit:  67.  u,  0,  A,  F, 
fp^eltiptischen  Integrale  vgl.  besonders  WeierBtrass:  Grelle*«  Journal» 
I  ö2|  Q*  Neumaiui:  Theorie  der  AbeTschen  Integrale,   Leipzig  18$6; 
llieorie  der  ultraelliptisehen  Functionen ,  Denkschriften  der  Matli.* 
[er  Wiener  Academie,  Bd.  24,   1864   und:  Theorie  der  Functionen 
»lättrigen  Fläche,  DcnkBchriiten  der  schweizerischen  GeselLachaft, 
rieh  1866.    Die  «päteren  Arbeiten  von  WeieretraaB  über  diese  Theo- 

iiher  nicht  allgemeiner  Ijekannt  geworden. 

•  Bb  A.  F.  §.  9.  —  Ist  das  Integral  sonst  nicht  in  der  Form  (IJ  ge~ 

kluin  man  letztere  ja  immer  einfach  herBtellen,   indem  man  Zähler 

tr  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  mit  p-  multiplicirt. 
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(1) 


SechBte  Abibeüung. 


du 


WO  V  eine  rationale,  gebrochene  algebraische  Function  in  x,  y  h- 
<leutet,  während  zwischen  x,  y  die  Gleichung  f»'*"'^  Ordnung  ^^0 
besteht,  d.  h.  während  x^  y  die  Goordinateu  eines  Punktes  der  (Jriiod- 
curve  «*"'  Ordnung  bedeuten.  Wir  wollen  das  Integral  jedoch  immer 
in  einer  etwas  anderen,  von  Aren  hold  gegebenen  Form  annehmen, 
indem  wir  statt  x,  y  homogene  Coordinaten  a-, ,  x^^  x^  einführea, 
wodurch  auch  äusserlich  den  Forderungen  der  Symmetrie  5ome 
der  projectivischen  Denkweise  (dem  invarianten  Charakttrr  des  Diffe- 
rentials) mehr  Rechnung  getragen  wird.  Dadurch  ist  dann  zugleich 
ein  Zusammenhang  mit  der  ternären  Algebra  angezeigt^  welcher  für 
die  Behandlung  der  Integrale  von  Bedeutung  sein  kann.  Wir  echrti- 
ben  nämlich  das  Integral  immer  in  der  Form: 


(2) 


VZ  j:  l'iXyrfj', 


wo  nun  c, ,  i\f  Cj  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene 
bedeuten,  und  x^f  x^,  x^  durch  die  Gleichung  einer  Curve  h^"'  Ord- 
nung f^  «Tx**  ^  0  an  einander  gebunden  sind,  während  V  jetzt  mm 
homogene  gebrochene  Function  (;*  —  3)*''^  Ordnung  in  den  x* 
—  Ehe  wir  jedoch  allgemein  auf  das  Wesen  dieser  Durstel 
eingehen,  möge  dieselbe  an  einem  einfachsten  Beispiele  (für  n 
erörtert  werden*);  die  weiteren  Verallgemeinerungen  ergeben 
dann  von  selbst. 

Wir  behandeln  das  Integral 


"-/p 


Wi» 


weiches    gewöhnlich    mittelst    wiederholter   Substitutionen    auf  eJiMJ 
Logarithmus  zurückgeführt  wird;  während  wir  dasselbe,  von  der  hon 
genen  Schreibweise  ausgehend,  zugleich   in  allgemeinerer  Form 
auswerthen  werden.     Wir  bringen  es  zunächst  auf  die  Form  der  1 
grale  (1)  und  (2).     Das  Wurzelzeichen  nämlich   können   wir  dadil 
fortschaffen,  dass  wir  x  mit  einer  neuen  Variabein  y  durch  eine 
dratische  Gleichung  verbinden*     Letztere  sei: 


*)  VgL  Aronhold:  Ueber  eine  neue  algebraiache  BebandlungviNMt  i 
Integrale  irrationaler  Differeutiale  von  der  Form  TT  ix^  y)  rfj;,  in  welcher  Tt^aiH 
eine  beliebige  rationale  Functaon  iBt»  und  zwiacheu  *t  und  ^  eine  «llK«atfi 
tMeichung  jcweiter  Ordnung  besteht.  Cre!le*8  Jonnial»  Bd.  ßL  E«  i^i  mf  dH 
Arbeit  zur  Einfülining  m  die  im  Texte  veriblgtea  VordteUutigvu  tuichdrflctf 
verwieeen. 
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=  ii,,a;'  +  2ai^a:y  +  022^^  +  2ai^x  +  2  «23^  +'«33  =  0; 
adet  man  durch  Auflösung  nach  y: 

'+«23=iAy)=/2(ö,2Ö23-«13«22>-(^lt«22-«12>'-(«22«33-^23^)  • 

wir  also  die  Bezeichnung  ein: 

>ll«22  -  «12^);       ^  =  2^2023  — Öt3«22);       ^' («22^33 -^%^); 

in  der  That: 


J  Vax'  +  bx  +  c       J  f  (y) 


rwandeln  nun  alle  vorkommenden  Functionen  durch  die  Snb- 
i: 

Xi  Xf 

Dgene.     Unsere  Bedingungsgleichung  wird  dann: 

f^  ZSüikXiXk  ^  a^'  =  0 
V  müssen- wir  setzen: 


Nenner  tritt  also  noch  eine  lineare  Function  auf;  dies  war 
isehen;  denn  das  Integral  (3)  wird  für  a;=  cx>,  y  «=  cx>,  d.  h. 
m  Schnittpunkt  des  Kegelschnittes  /  =  0  mit  der  unendlich 
Greraden^  selbst  unendlich;  dajsselbe  muss  daher  bei  der  homo- 
Form für  den  Schnittptinkt  der  Linie  x^  =  0  mit  dem 
bnitte  aj^^  =  0  eintreten.  Um  nun  von  der  Lage  des  Coordi- 
necks  unabhängig  zu  sein,  werden  wir  statt  V  das  Integral: 

IX/  __  9   /* dx^ _^__  l^x^dXj  — Xidx^ 

J  {uix  +  uty  +  «a)  f  (y)  '^J       «or  •  «* «2        ' 

rachtung  zu  Grunde  legen:  Die  Integrale  V  und  W  sind  also  in 
ischem  Sinne  nicht  von  einander  verschieden.  Zur  Auswerthung 
p^erden  wir  hier  auch  auf  demselben  Wege  gelangen,  während 
i  gewöhnlich  in  der  Integralrechnung  angewandten  Verfahren 
ille  eine  gesonderte  Betrachtung  erfordern. 
\  Integral  W  lässt  sich  nun  auf  merkwürdige  Weise  in  eine 
ffnmetrische  Form  bringen.     Wir  haben    nämlich    zufolge   der 

ngsgleichung  f=0,  wenn  /i  =  ^  S^: 


I 


768  Beolißt^  Abtheiiung. 

und  hieraus  folgt: 

(8)    /i  :  /i  '  /!i  *  =^  Xjtf ^3  —  x^dx^  ;  x^dXi  —  J?|  dxji  :  x^ äx^  —  x^4, 

Ferner  haben  wir  aus  (6): 

also  auchj  wenn  (xdx)^  ^  x^dx^  ^  x^äx^f  etc.,  wegen  der  GW 

hereohtigung  der  drei  Coordinatenseiten  nach  (8); 

Miiltiplicirt  man  diese   drei  Qleichungon  bez.   mit    den    wniktlrüe 
Grössen  c/  und  addirt^  so  komiut: 

dW{cJ,  +  c,f^  +  r,^)  .  H.  =  Z  +  e.x^dx,  =  (cxdx) 

Wir  erhaUen  also  für  dm  Integral  (6)  die  folgende  Immogene  ßarM^ 

/A^      tf,       n    r  dx r  (cxdx)    _  f(€xäfl^ 

Zur  Auswerthnng  Ton  JF,  dessen  Wertb  Ton  den  Ti  Yollkom 
unahhungig  ist,  weren  wir  jetzt  diese  willkürlichen  Grossen  pM 
bestimmen.  Zn  dem  Zwecke  benutzen  wir  den  folgen deu  allgeme 
Satz: 

Die  Determinante  (cxdx),  dividirt  durch  das  Product  zweier  tern 
algebraischen  Formen  <p,  ^,  ist  proportional  zu  einem  vollständigen  i 
j-entialCy  wenn  man  die  Ci  proportional  zu  den  zweigliedrigen  1 
7ninanien  aus  den  ersten  Di/ferentialquotienten  von  q>  und  rl^  nach  x 
x.^  setzt,  d   h.  wenn: 

d^  d'^  d'^  djp  djp^  djp_ ori)  cq) 

dq>  djp^ drp^  d^ 

^    ^         dxi  ^^2         dxi  dat 

Der  Beweis  ist  ausserordentlich  einfach.     Sei  nämlich: 


so  wird : 


QCi=  mn  .  (aa)i  a^"^ 


-l/y  M-J 


t 


und  also  nach  einer  bekannten  Identität  (vgl.  V.  p.  283) : 
Q  (cxdx)  =  mnXa^^a^a:  —  cc^a^a:)  a^*^  -  ^  a,"  -  i 
=  m(p  .  dtl'  —  ntlf  .  d<p , 
und  somit: 

l^UJ  Q    ^_     =  rn  -^  —  n  -^ ,     q.  e.  d. 


I 
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onsem  Fall  setzen  wir  nun: 

Qd  =  (tia).öc ; 
wird  nach  (10): 

ein  noch  zu  bestimmender  Factor  ist.     Zu  dieser  Bestimmung 
folgende  Betrachtung.    Aus  (11)  ergibt  sich: 

Uc=^0    und    Oe^  =  0] 

iaben  also  durch  die  Substäuiian  (11)  für  den  Punkt  c  einen  der 
ttpunkte  der  Geraden  t/or  =  0  mit  dem  Kegelschnitte  /*  =  0  gewählt. 
brauchen  nuü  allerdings  nur  die  Verhältnisse  der  Ci  zu  kennen; 
eine  gleichzeitige  Aenderung  derselben  um  denselben  Factor 
3  nur  die  willkürliche  Constante  des  Integrals  beeinflussen, 
bwohl  müssen  wir  der  Grösse  q  in  (11)  hier  einen  bestimmten 
h  beilegen;  da  auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen  (11)  dieselben 
iltnisszahlen  c, ;  c,,  ^3  vorkommen.  In  der  That  durch  Multi- 
ion  der  d  bez.  mit  willkürlichen  Grossen  t;,  und  durch  Addition 
toducte  ergibt  sich  die  Identität: 

QVc  =  (avu)ac\ 

188  also  Q  ein  Ausdruck  erster  Ordnung  in  den  Vi  und  ^,a  sein. 
iroUen  nun  mit  Ci  die  Coordinaten  des  zweiten  Schnittpunktes 
[nie  u  mit  /*<=»  ü  bezeichnen,  so  dass 

folgt  aus  (14)  für  »,  =  »,&,.  (f^aj  =  bj): 

gbtbc-  =  {abu)  Ocbc-  =  |  {abu)  {OcK'  —  *<•««') 
=  \{abuY. 
erseits  haben  wir  wegen  Oc^  =  0: 

=  —  Vc .  acOc'  =  -  Vc  .  bebe' ; 
Iso: 

L   wir  dies  in  (15)  ein,  so  kommt  schliesslich: 

wir  mit  F^  wie  schon  früher  (p.  285),  die  zugehörige  Form  von 
»ebnen: 

baeb,  VorlMimgeii.  49 
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äeci^ale  Abtbeilnug^ 


p^^abu) 


uv  = 


*n 


(i. 


ti3 


Damit  ist  folgendes  Theorem  bewiesen: 

fVenn  man  unier  dir  Voraussei ivn{/,  4fm  f{x,  u)  ^  fi^t» - 
^  0^'  =  ft^*  ^  0  ui,  das  Iniegral 

auswrriheH  lyfjlij  s^o  neiune  man  für  die  a  ein  den  GMchungen:     « 
genügendes  H'ertMy^temy  wm  durch  Auflösung  der  linearen  €ieith\ 


Vk  F  r,  =  (w  a\  u, ,    /i  Fe^=  (ii ö\ tf. ,    Y^  F  e^  ^  (w a)ji 

gesehenen  kann'^if  in  denen  F  die  zit^ehönge  Form  {aifuf  pim  f 
uhdann  in 

(16)  "' =  ,A  1*8  *^' +  ^ 


I 


/?€M    Vorzeichen    von    J^J  F  «iiif*  m//  ilr/?i  f>i  den  linearcf%  GieirA 
benuizlen    übereinstimmefi  ^    und   die   in    den    BifferenlialausdrHck 

führende    ff^urzel    der    Gleichung    f(Xy  y)  =  0    mil    der     im    Im 
ausdrucke  zu  wählenden. 

Um  ein  Beispiel  für  die  Anwendbarkeit  der  Formel  (16)   au 
den  gewöhnlich  vorkommenden  Fällen  zu  geben,  sei 


.V  F  =  f/,'^  +  f/./  - 


=  (a-^  +  y-^-  1) 

y  =J  i  —  ^''  =^  \  /'  (y)\ 


also: 

dann  wird: 

W  ^   C -^ = ^     -^^     log  ^^^+^' 

J   («ri-  +  i't  Kl  -  ^»  +  u^)  V\  -  .r«  Fe/,«  +  1/,*  -  1/3'  »'i-^  +  »'i 

WO    die    r,    aus    zwei    der   folgenden   Gleichungen   zu   bestimmen 

(17)   QC^  ==  —  1/2^3  —  1/3^.^,     QC.^  =  t/^r,  +  w,r,,     qc.^  =  m,  r^  — 

Setzt    man    noch    t/j  =  i/^  =  0,     u.^  =  \ ,    so    wird     9  =  J   — 
und  nach  (17):  r^  =  0,  c^  ^=  i  c^  =  /,  wenn  r.,  =  1,  also: 

JiT^**       =  .  log  (xi  +  (/)  =  arc  sin  x  . 
*)  Vgl.  über  die  Bestimmung  der  r,-    p.  107  uud  116. 


f. 
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Setast    man    ferner    t/,  «=  W3  =  0,    Wj  =  1 ,    so   wird   p  =  1 ,   Tj  =*  0, 
Tj  =  —  ^3,  also  Cj  «=  1,  wenn  C3  =  —  1,  und  folglich: 

./»KTT^    J>-**     °^Kr^^'     ^"'Bi-x 

Nehmen  wir  endlich  noch  u,  =  1 ,  »^  =  u,  =  0,  also  q  =  \,  r,  =  0, 
r,  =  Tj  =  —  1 ,  80  ei^bt  sich : 

Dies  Beispiel  wird  genQgen;  um  den  Gebrauch  der  homogenen 

Form    eines    algebraischen   Integrals   zu    erklären,    und   die  Vorzüge 

derselben  bei  gewissen  allgemeineren  Fragestellungen  zu  erläutern.  — 

Schon   an   diesem   Beispiele   trat    der    invariante   Charakter    des 

Differentials  dJV  hervor.     In   der  That  kann  man  jedes  DifiPerential 

dy  der  Form  (2)  als  simultane  Functionalinvariante  der  Grundcurve 

f^=»0  und  der  auf  /*=»0  gelegenen  Null-  und  Unendlichkeitspunkte 

der   Function  V   betrachten.     Zunächst   nämlich   ist   klar,    dass  der 

Differentialausdruck,  als  homogene  Function  nuUter  Ordnung  der  Xü 

aicb  nicht  ändert,   wenn  man  die  a;,  gleichzeitig  um  denselben  Factor 

ludert,  und  dass  derselbe,  ebenso  wie  für  ;<  =  2  in  obigem  Beispiele, 

wegen  der  Gleichungen  (7)  völlig  unabhängig  von  dem  Punkte  c  ist  und 

•ßvar  durch  die  Function  V  bestimmt  wird.     Für  eine  beliebig  lineare 

'ormation  aber  gilt  der  Satz ,   dass  das  Diffeiential  d  V  sich  he 

sidchen  nur  um  den  Factor  der  Substiiutionsdeterminante  ändert.*) 

iJSeftKen  wir  nämlich: 

8D    wird,  wenn  ki  die  Coordinaten  des  dem  Punkte  c  entsprechenden 
Punktes  sind  (vgl.  p.  265): 

r  .{cxdx)  =  {kydy)j 
nnd  wenn  wir 

f{x)^F{y),     V(x)  =  4>(y) 

so  kommt: 

rdV—r     y(ga;rfar)_  ^{kydy) 


*)  Analoges  gilt  für  jedes  binäre  Differential  der  Form : 


'^(xrfx) 


in  solches  ist  siiunltane  Covariante  der  Formen  a^""',  o/  ~  ^  Für  m  =»  2  sind 
les  die  hjperelliptischen  Differentiale ;  für  m  =»  1 ,  n  =»  2  hat  man  das  elliptische 
iflS»rentiiil,  das  als  reine  Covariante  der  Grundform  aufzufassen  ist. 


^Cifi^ 


{cxdx)  ^^ 


^^  gif  "^^^  ä;^  "^^^ 


a  z.  B,   beEuteen^  uni  das  Integral 
Zu  dem  Zwecke  setzen  wir; 

Xi  =  Uii  +  biX  +  '^il 

wo  X,  ^,  ^  die  neuen  Coordinaten  bedeuten;  es  wird  dann 

/  («1 ,  iT^ ,  o?,)  =  /'  (>,  a?,  s/) ,     V  (a;, ,  x.^^  x^  =  *  {/ ,  x, 

endlich: 

€^    a^t^b^m  +  €^y 

^  (ahc) ,  (iäx  —  xdt); 

und  also,  wenn  man  (al^c)  m  0  eingehea  lägst  und  /=  1  s# 

WD  mittelst  /*  =^  0  ^  als  Function  von  x  definirt  ist  — 

Vermöge  f  =  0  ist  das  Differential  d  V  natürlich  immer 
fifltr  Variabein  abhängig*     Um  letzter^  esplicite  einzufilhren, 

indess  im  Allgemeinen  höhere  Gleichungen  aufzulöaen.  Nur 
hyperelliptiachen  Carmen  sind  diese  vom  zweiten  Grade,  wie 
genden  gezeigt  werden  soll. 

Zunächst  wollen  wir  für  den  Fall  w  =  3,  wo  dann  V 
mag ,  das  Differential  d  V  in  die  früher  benutzte  Form  des  el 
Differentials  bringen  (p.  649),  wie  es  Aronhold*)  zuerst  ge 
Wir  legen  den  Punkt  c  auf  die  Curve  /'=  0  und  verstehen  unte 
t>^  =  0  zwei  durch  c  gehende  Gerade.  Jeder  Strahl  des  Bus 
(18)  xw^-  — A?v  =  0 

schneidet  dann  die  C.^  noch  in  zwei  beweglichen  Punkten;  ( 
dinaten  derselben  lassen  sich  also  mittelst  einer  Quadmtwur 
X,  k  ausdrücken.  Es  ist  aber  nicht  nöthig  dieselben  wirkli( 
rechnen ;  vielmehr  kann  man  hier  auch  auf  folgendem  Wege  : 
gelangen.  In  dem  Büschel  (18)  sind  bekanntlich  vier  Tang« 
C^  enthalten,  deren  Berührungspunkte  nicht  in  c  liegen.  1 
meterwerthe  x,  k  derselben  mögen  durch  die  biquadratische  ( 
<p  (x,  A)  =  0  gegeben  sein,  so  dass  g?  (y^.,  t/^)  =  0  das  Prodi 
vier  Ta^igenten  darstellt.  Die  Curve  ^  =  0  trifft  die  t\^  vii 
im  Punkte  c  und  je  zweipunktig  in  den  vier  Berührungspul 
gleicher  Weise  aber  wird  die  C.  von  der  Curve  [^a^'^ücY  =  •^ 
Man  hat  daher  bei  passender  Wahl  der  in  (p  eingehenden  Co 


•)  Berliner  Monatsberichte,  25.  April  1861. 
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rirdy  da  pr,  =  («r)«  gesetzt  werden  kaniiy  und  da  tf  A  «»  ar^ 
9  icxdx)  =  ifj^r^  —  r^M^  =  tf'  (A  i^«  —  «<^il) 

hier  rechts  stehenden  Ausdruck  erhalt  man  jedoch  uumittel- 
ir  Terlängten,  Ton  den  luTarianten  S^  T  abhängenden  Form, 
n  den  Punkt  c  insbesoudere  in  einen  fFendepunki  der  C^  1^^ 
;Ieichzeitig : 

luct  der  vier  Yon  c  aus  an  die  Cj  zu  legenden  Tangenten  ist 
ben  durch  die  Gleichung  (p.  50  H: 

esen  Tangenten  muss  auch  die  Wendetangenie  von  c  ent- 
in, und  Yon  der  linken  Seite  der  Gleichung  (21)  muss  sich 
r  Z)^/ absondern  lassen.  Um  diese  Absonderung  aussufAhren, 
die  Sätze  zu  benutzeu^  dass  die  Curve  /*==  0  als  Hess  ersehe 
Q  drei  anderen  Curven  des  Büschels  %f —  AA  ^^  0  aufgefasst 
anu,  die  durch  die  Gleichung  (p.  527  und  560): 
6?,  (X,  —  il)  E^  «3  _  ^  s^x'  +  I  TP  =  0 

werden,  und  dass  immer  die  Hesse 'sehe  Curve  von  den 
igenten  der  Grundcurve  berührt  wird.**)  Aus  der  letzteren 
lg  geht  hervor,  dass  die  drei  von  c  ausser  D^f«^0  noch  an 
henden  Tangenten  eben  die  Wendetangenten  der  drei  ver- 
)  zu  /  =  0  gehörigen  Grundcurven  im  Punkte  c  sind.  Diese 
1  sind  also  durch  (22)  bestimmt^  wenn  gleichzeitig: 

xD^f  -  A/)2A  =  0, 

=  cc^cic^\  das  Product  ihrer  Gleichungen  ist  daher: 

>2A,  —  D^f)  =  (/)2 A)3  —  ^S.D^A.  {D^ry  +  -^  r  (Z)Y)»—0. 

Berührungspunkte  der  vier  Tangenten  sind  also  die  Vorzweigungt« 
zu  dem  Integrale  gehörenden  Rie  man  naschen  Fl&ohe. 
«  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  die  lineare  Polare  eines  Tunkten  d«r 
m  Curve  in  Bezug  auf  die  Grundcurve  erstere  in  einem  Punkte  be* 
Ol),  denn  die  Wendetangente  der  Grundcurve  ist  eben  die  linearf 
Wendepunktes;  vgl.  auch  die  Anmerkung  auf  p.  648. 
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Das  Product  des  links  stehenden  Ausdrucks  in  D^f  miiss  u\m  mit  dem 
in  (21)  links  stellenden  Ausdrucke  bis  auf  einen  noch  %u  bestimmea* 
den   coustanten  Factor  M  übereinatiramenj  d*  li*  wir  haben   vermöge 

(a4)  M  .  3  {Dff  =  mf .  G\  {IßL,-  ir-f) , 

was  wieder  mit  Gleichung  (19)  übereinstimmt ^  denn  der  Büschel  1 18) 
ist  hier  durch  den  Büschel  xlPf^  ID'^A  ersetzt  Ans  dieser  <»Iä* 
chung  ersieht  man,  dasB  M  vom  8"^"  Grade  in  den  Coefficiefiten  von 
f  und  von  der  6"""  Ordnung  in  den  c,  sein  muss.  Da  aber  jcd^ 
Co  Variante  sechster  Ordnung  von  f  sich  durch  eine  solche  und  durch 
/,  A  auidriickeri  lässt  (p.  570) j  so  können  wir  wegen  n^^^^O,  ir^^e^O 
setzen  > 

wenn  p  jene  eine  i*o Variante  ist  (p,  574): 

^  (x)  =  (abtt)  (abß)  a^rKä^'^ßJ 

und  wenn  ü  einen  Zablenfactor  bedeutet.  Die  Bestimmong  des 
letzteren  geschieht  am  einfachsten  mit  Hülfe  der  kanonischen  Ponnu 
Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  für /' eine  Csirve  mit  verschwinden- 
der Invariante  S  (was  für  die  vorliegende  Frage  sonst  irrelevant  id), 
HO  wird  (p.  568  und  570): 

9>  (c)  =  8  (c/c^  +  c,\^  +  e,^c^) ,     S^i),     T=  -  G  , 

oder^  wenn  wir  ftlr  c  den  Wende(>unkt  mit  den  Coordinaten  O,   1 ,  —  I 

wählen : 

I)f  ^  j^^  —  .rg-  ,     lPf=^x.,  +  x^,     tp{€)  =  —  S.      fßA^  —2^^. 

Hieraus  ergibt  sich  durch  eine  einfache  R*^chnung: 

H(/?/)^  =  4/\  BV—  i  i^Y  {2{l>'/f  ^  {D'A)^}  , 

Andererseits  wird  nach  (28)  für  unsern  Fall: 

G,  (/>^A,   -  (Pf)  ^  (/ßA)'  -  2  (D^fy, 

Wegen    M  ^^  <p  (r)  ,  V  ^  —  S  C  folgt  also    vermöge  f  ^=  (\   ans   {i 
€  ^=^  ~  ^^  und  es  wird ; 

(2Ö)  ^  M=-\q>  (r)  , 

*)  Diese  Gleichung  besteiit  übrigens  auch  nochi  wenu  r  ein  beliebij^r  Psdll 
von  Z' jbt.  Dann  liegt  uamlieli  der  Mittelpunkt  de*  BÜBcheb  xß'/ —  X/?*A=**I 
in  dem  Tangen  tialpnnktf:?  von  r  und  die  von  dem  Miitelpuokte  auigefae 
Tangenten  nind  mf^  (*  und  Ö,  (flY,  —  /)»A)  =  0;  vgl.  p.  647>  E«  irt 
M  m  anderer  Weise  zu  bestimmen. 


i 
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Ist  also  c  ein  Wendepunkt  von  /*  =  0,  so  besteht  vermöge  f  (c)  =  0, 
A  (^)  =0,  /(a:)  =  0  die  Identität: 

(26)  -iq>{c).  {DfY  =  DV .  G,  {D^A,  -  DV)  • 

Hiermit  wäre  der  Nenner  uiiseres  Differentials  in  Function  von 
X  =  i>'A  und  X  =  />^/  berechnet.  Für  Berechnung  des  Zählers  be- 
achten wir,  dass 

C27)  Q  Ci  =  (a a)i  a^  ac^ , 

"weil   c  der  Schnittpunkt  von  ö^2^^,_q  ^n^j  ^^^^^^^{^  jat^  aig^  auch: 

P  {CXdx)  =  «c'öc^  («x^Ac  —  ax(^dx) 

(28)  =^D''L.d  {DV)  -  />Y .  t/(/^2  A) 

=  xrfA  —  kdx . 

Die  Bestimmung  des  Factors  4»  geschieht  nun  in  ganz  derselben  Weise^ 
wie  die  des  entsprechenden  Factors  in  den  Gleichungen  (11).  Es  sei 
c    ein  beliebiger  Punkt  der  Linie  Z>2A  ^  t/^^  «=  0;  dann  haben  wir: 

0Ut^=  öttiac^  =  {cc)i . 
Femer  folgt  aus-  (27): 

QVc  ^=s  {aav)  tte^  ac^=  (avu)  üc^  , 
also  für  Vi*^  üiücüc' '^^bibebe'i 

Qbc^be'  =  {abu)  a^bcbc'  =  \{abu)  (flcbc»  —  bette)  üebe 
=  I  {abuf  üebe  =  I  {aba)  (abß)  ör>,a,2^,^ 
Andererseits  haben  wir  wegen  Oe^  =  0: 

öQ  .  Vc'=^  0  (avu)  a^  =  {fleVc'  —  VeOe)  a^ 

Und  durc]|f  Combination  dieser  Relationen  folgt: 

[  9^  =  —  i  («*«)  i^^ß)  acbeCte^ßc"  =  -  i  9  0^)  . 

\    SchlieBslich  geht  also  die  Gleichung  (28)  über  in: 
[  —  \(p  {c)  .  (cxdx)  =  xdX  —  kdx] 

und  so  gewinnen  unr  in  Folge  von  (26)  das  Resultat: 

endlich  für  x  =  ft;  A  =  1 : 


^    und  damit  haben  wir  wieder  die  frühere  Form  (p.  649). 
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Die  Herstelkmg  dieser  Normalforni  für  d  f  kann  noch  in  ander 
sehr  eleganter  Weise-  nach  dem  Vorgange  von  U  er  mite  a 
Brioschi*)  bewerkitelligt  werden,  wenn  man  eine  höhere  SnbstitnÜ 
benutzt.  Diese  IVansformation  beruht  auf  der  zwischen  den  Fora 
Q,  i%  ff  A  bestehenden  Identität,  ^ie  früher  von  nns  abgeleitet  wu 
(vgh  Gleichung  (42) ^  p,  640)^  nämlich: 

24*Q^  =  384^=*-  \2tl^Sj^^f~\-2Tj,^f. 

für  f^O  haben  wir  nnn  insbesondere  (p*  561): 

nnd  somit  wird: 

(29)  243fi^  =  H84  ^"^  -  12  Ht  A*  +  2  TA!" . 

Feiner  ist  identisch: 

=  {(aau)  t^  —  {aitfu)  et,  4-  (txiffu)  a^j  ajnji^j^i 

und  faieraug  folgt  für  ut  =  {xdx)tj    wenn   wir   a^^^i}^  ^'^'«jt« 
Toraussetzen : 

Q  {cxäx)  =  aja,  (aJ^l^J^^^  -  ^^v"  A^^Awr.r) 
=  i  ^^'^^i  {\Adt  —  tdA) . 
Multipliciren    wir  also  d  F  in  Zahler  und  Nenner    mft   Q^    so 
wegen  (29): 

.  ,.         (rx  dx)  .  Adt^  —  2  '0(iA 


yi "   ^ ~- 


yi6  rp^  —  \  SA*tp  +  ^7  TA'' 

Hierin  endlich  braucht  man  nur  noch  4^'  =  x,  A*  =  A  zu  sei 
um  das  Resultat  zu  erhalten: 

Diese  Darstellftng  ist  jedoch  von  der  Aron  hold 'sehen  dadurch  ui 
schieden,  dass  jetzt  allen  achtzehn  Schnittpunkten  der  Curve  secl 
Ordnung  xA^  — 4^A  =  0  mit  /*=()  derselbe  Parameterwerth  i 
entspricht,  während  früher  nur  je  zwei  beweglichen  Schnittpunl 
des  Strahlbüschels  xD'^f  —  AZ>^A  =  0  der  gleiche  Parameterw 
zukam. 

Ganz  in  derselben  Weise  lassen  sich  die  zu  den  hypereUiptiSi 
Curven  gehörigen  Integrale  mittelst  einer  Quadratwurzel  als  Fudc 
eines  Parameters  darstellen,  wenn  man  die  Curve  zuvor  auf 
Normalform  transformirt  hat;  d.  h.  auf  die  Form  (p.  719  f.): 

*)  Vgl.  Crelle'a  Journal,  Bd.  63,  p.  30. 
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F  (x,  y)  =  t/tp  (x)  -  ^  {x)  =  0. 
r  That  wird  dann: 


Iso 


^-  —  2yq>  {x)  =  2j/fplx)  .  H;  {x) , 


^\x,V  fp)  .. 


V  {x,  y)  ,  dx  V  \x,  Y     <p  /  .  dx 

dy 
enner  tritt  hier  also  die  Quadratwurzel  aus  einem  Ausdrucke 
-  2)*«"  Grades  in  x  auf.  Durch  das  Verschwinden  des  letzteren 
lie  vom  /;- fachen  Punkte  an  die  6p +  2  zu  ziehenden  Tangenten 
teilt.  Letztere  Bemerkung  gilt  auch;  wenn  man  die  Cp^2  m 
>mi 

F  (x,  y)  ±,y^fpp{x)-^2y(pp^i  Gr)  +  9^4. 2  (x)  =  0 
m    annimmt.      Die  Polare    des    unendlich    fernen    Punktes    der 

/)  F 

h  schneidet  die  Cp^^  in  den  2  p  -\-  2  Berührungspunkten  der 
-fachen  Punkte  ausgehenden  Tangen ten^  deren  Gleichung  durch 
(o:)  =  0  gegeben  sei ,  und  hat  im  p-  fachen  Punkte  von  F 
11s  einen  /?- fachen  Punkt,  dessen  Zweige  die  der  Grundcurve 
*en,  so  dass  in  ihm  p  {p  -\-  l)  Schnittpunkte  liegen.    Die  Schnitt- 

5  der  Curve  (tt-j    =0  mit  F=^0  sind    daher   dieselben,   wie 
r  Curve  ^^2^+2  (^)  =  0  mit  F  =^0]  d.  i.  man  kann  setzen: 


C    .     Ä2p+2ix)      -^      A     .    fy 


eine  Constante  ist,  eine  Relation,  welche  der  Gleichung  (19) 
f  und  in  gleicher  Weise  zu  verwerthen  ist.  — 

i^ir  kehren  zurück  zur  näheren  Betrachtung  unseres  allgemeinen 
mtials 

m  V  eine  beliebige  algebraische.  Function  der  Ordnung  n  — -  3 
1  Xi  bedeutet.  Durch  nähere  Festsetzung  über  die  Natur  dieser 
ion  wollen  wir  zunächst  gewisse  Normalformen  für  die  später 
zu  betrachtenden  Differentialausdrücke  herstellen.  Dabei  werden 
5  nach  dem  Verhalten  der  Function  T  in  einfachen  oder  viel- 
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fucheti  Punkten  von  f^^O  verBchiedene  Fälle  nach  einander  z 
handeln  haben;  in  allen  diesen  F'ällen  werden  wir  zeigen,  das»  e 
Allem  nothwendig  ist»  solche  Difi'erentiale  (und  deren  Integmie 
Äuge  ÄU  fassen,  in  denen  ¥  eine  ganze  Function  ist^  oder  bei  den 
Nenner  von  ¥  nur  die  Potenz  einer  linearen  Function  der  j%  au 
Weiterhin  soll  uns  dann  noch  das  Verhalten  der  gewonnenen  U 
formen  in  den  Doppelpunkten  von  f  ^  fJ  beschält  igen. 
Es  sei  nun: 

wo  der  Nenner  N  eine  ganze  Function  der  m'*'*  Ordnung  bed 
möge,   und  also  der  Zähler,  welcher  auch  eine    gnnze  Functioi 

biö  Kur  (Vi  -\-  n  —  3)'*"  Ordnung  ansteigt.  Die  Curven  /=0,  ^ 
schneiden  sich  in  fun  Punkten,  deren  Gesammtheit  durch  eine 
ehung  ^ 

dargestellt  werden  kann.*)  Die  Coordtnaten  dieser  BchoittpuiU^t 
zeichnen  wir  bez.  mit 


I 


^'\  «4»\  x*^», ,  .  .  j^<-«% 

wo  man  sich  für  x<'^  immer  Xi^'\  x^^*\  .r/^^  geschrieben  denken 
Dieee  Punkte  verbinden  wir  mit  einem  beliebigen  festen  Pua! 
Die  Gesammtheit  der  mn  Verbindungslinien  ist  dann  durch  (x^'ly 
dargestellt;  und  wir  können  setzen: 

I  nr  tnn 

(32)  (z^S)'""  =  /7  (•-^"" -^5) . 

I  -:  1 

Wenn  wir  ferner,  wie  es  zunächst  geschehen  soll,  voraussetzen 
die  Punkte  a:<'^  sämmüieh  von  einander  verschieden  sind  (also  auch 
in  vielfachen  Punkten  von  /  liegen),  so  niuss  sich  der  Ausdrucl 
jedenfalls  in  der  Form 

(33)  (xxlr"=^M^+BN 

darstellen   lassen,   wo    B  =  0  eine  Curve   der  Ordnung   m  (n  — 
welche   durch  alle   nicht  auf  .V  =  0  liegenden   Schnittpunkte   d« 
^Strahlen  mit  /*=  0  geht.     In  Folge  dessen  wird  für  /"=  O: 


*)  hl  Betrctt*  einer  allgemeinen  Methode  zur  Herstellung  dieser  Gleichi 
symbolischer  Form  vgl.  p.  281.  Nimmt  man  insbesondere  |i=  l,  {,  =  (),; 
HO  wird  die  Gleichung  des  Strahlbüschels  durch  Elimination  von  x,  aus  /*=» 
y  =  0  erhalten.  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p  5  ft".  —  Alsdann  hängt  (xJ-J)"""  \\d\ 
bar  nur  von  der  einen  binären  Veränderlichen  .r,  :  xj  ab;  vgl.  die  Fortw 
des  Textes. 
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fo  nun  wegen  (32)  im  Nenner  ein  Product  von  lauter  linearen  Func- 
aoneu  steht.  Die  durch  Nullsetzen  der  letzteren  dargestellten  Linien 
^hen  aber  alle  durch  denselben  Punkt  1^,  so  dass  der  Nenner  in 
(Wahrheit  nur  von  einer  binären  Veränderlichen  abhäugt^  d.  h.  von 
lern  Parameter  des  durch  g  gehenden  Strahl büschels.  Man  kann 
laher  die  Function  V  nach  den  Gesetzen  der  binären  Partialbruch- 
serlegung  als  Summe  von  einzelnen  Gliedern  darstellen ^  deren  jedes 
lor  eine  lineare  Function  im  Nenner  hat;  womit  die  oben  behauptete 
iorQckfQhrung  des  Differentials  d  f  auf  solche  Normaldifferentiale 
Reistet  wäre. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  aber  auch  leicht  erreichen^  ohne  die 
mare  Veränderliche  des  Strahlbüschels  explicite  einzuführen;  und 
rir  gehen  darauf  hier  um  so  mehr  ein,  als  wir  später  auf  analogem 
Fege  auch  complicirtere  Reihenentwicklungen  erledigen  werden,  die 
ich  sonst  durch  wiederholte  Partialbruchzerlegungen  ergeben  würden, 
leichzeitig  werden  wir  in  der  Normirung  der  Differentiale  noch  einen 
:hritt  weiter  gehen,  indem  wir  den  Zähler  so  einrichten,  dass  nur 
rei  von  den  Verschwind ungspunkten  der  linearen  Function  des  Nenners 
Unendiichkeitspunkten  des  Integrals  Veranlassung  geben. 
Zu  dem  Zwecke  ist  es  nützlich,  den  Punkt  6  ^^'V  einem  der  Punkte 
'  —  saffen  ivir  x^"»")  —  zusammenfallen  zu  lassen,  wie  es  im  Folgen- 
1  geschehen  soll.  Ist  dann  die  Gleichung  der  übrigen  mn — 1 
nkte  a^*^  durch  t/,^""*-'  =0  gegeben,  so  können  wir  setzen: 

i  an  Stelle  von  (32)  imd  (33)  treten  die  Gleichungen: 

I  =  «Ml—   1 

)      i4>xi)'"' - '  =  f7  (^'"-^Ö ,     (i'x^y"" -'  =  Af-\-  BN, 

1  =  1 

non  /?  =  0  eine  Curve  der  Ordnung  mn  —  m  —  l  ist,  welche 
•ch  alle  nicht  auf  N  ^=0  gelegenen  Schnittpunkte  von  /  =  0  mit 
i  mn  —  l  von  5  ausgehenden  Strahlen  geht,  und  von  deren  Schnitt- 
\kten  mit  f  mn  —  2  in  g  selbst  liegen.     Es  wird  dann  auch: 

Zur  Vereinfachung  der  Bezeichnungs weise  setzen  wir  nun: 

ir  l^en  sodann  eine  Curve  C  der  Ordnung  ^  +  n  —  3  :  6'^''+"-^==0 
rch  alle  n  (^  -\-  n  —  3)  Schnittpunkte  von  J/  =  0  und  B  =  0  mit 
«  0,  welche  ausserdem  noch  zu  den  Schnittpunkten  x^'^  von  A^  =  0 


mit  /  ^=^  0  in  besonderer  Beziehung  steht.  Jedenfalls  hab( 
zunächst: 

(35)  ^^^  +  «"3=  j^^m^-n-^ßj,^^  ^  /;  ^  y^ 

Die  Curve  C  bestimmen  wir  nini  näher  in  folgender  Weise.  I 
bindiingylinie  dnei^  Schnittpuukteii  ^<*^  mit  dem  Punkte  £  sehn« 
Gruudcurve  in  «  —  2  weiteren  Paukten,  die  mit  x'*^  ^',  x^^-^\  ,  .  ,  | 
besceithnet  seien;  durch  alle  diese  n  —  2  Punkte  soll  die  (#*  —  !)*^ 
des  Punktes  .r**^  in  Bezug  auf  ^^0  hindurchgehen*)^  so  d 
die  Gleichungen  haben: 

(36)  6^fj|j  C^^t^^i,  ^  ^S         t^t^i  ^'^*,fj  =  ^^  ■  -  '  ^^m  ^\^ik,m^i 

ftlr  alle  Werthe  von  /  ^^  1  bis  A  =^  ju.  Dien  gibt  |i  («  —  2) 
Gleichungen  für  die  Coefficienten  von  C.  Von  letzteren  sind 
(35)  nur  noch  ^fi(pr —  3)  +  1  willkürlich,  nlimlich  die  Coeffi 
des  Ausdrucks  D\  und  da  die  Bedingung 

für  iw  >  1  immer  erfüllt  ist,  so  ist  es  in  der  That  möglich^  dii 
C  den  Gleichungen  (35)  und  (36)  gemäss  zu  legen.  Auf  di 
m  =  1  kommeu  wir  zum  Schlüsse  noch  zurück. 

Mit  Hülfe  der  Curve  C  bilden  wir  jetzt  den  folgenden  Ai 
(ft  +  n  ^  3)'"  Ordnung: 


1 


ft. 


i:^  1 

Hier  sind  i^,  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ebet 
der  Index  k  an  dem  zweiten  Produetzeichen  soll  andeuten,  dj 
betreffende  in  6^,^^*  (.t^^^t^^)  multiplicirte  (d.  i.  im  A'*""  Glie( 
Summe  auftretende)  Produet  aus  nur  \i  —  1  Factoren  zu  bild 
indem  der  Factor  für  i  =  k  ausfallen  soll;  in  dem  ersten  Glie 
Differenz  S  steht  dagegen  ein  Produet  aus  fi  Factoren.  Diese  F\ 
S  verschicinäet  zunächst  fiir  alle  Schnittpunkte  von  B  und  f.  I 
That  fällt  für  x  =  x^''^'^  das  erste  Glied  von  .S'  wegen  B  ==  * 
und  in  der  Summe  verschwinden  alle  Glieder,  welche  den 
^^^.(;)  ^.(r,  v)^^  enthalten,  da  ja  .r^''*)  eben  einen  Punkt  der  Verbim 

*)  Da. diese  Polare  von  der  (n  —  2)*«»  Ordnung  ist,  kann  man  diee* 
gung  noch  gerade  erfiiUcn;  mehr  als  n  ~  2  Punkte  der  Geraden  würde  c 
lare  nicht  enthalten  können,  ohne  in  die  Gerade  selbst  und  in  eine  Cur« 
zu  zerfallen. 
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ie  Ton  x^''^  mit  £  bezeichnet.  Es  bleibt  so  nur  das  dem  Index 
«  r  entsprechende  Glied  der  Summe;  dieses  fällt  aber  wegen  (36) 
nfalls  fort  Femer  verschwindet  S  für  alle  fi  Schnittpunkte  von  N 
/".  Für  X  =  ar^*"^  nämlich  fallen  wieder  alle  Glieder  der  in  S  auf- 
;enden  Summe,  welche  einen  Factor  {x^""^ oc^'''^ i)  enthalten  würden, 
;;  and  es  bleibt  nur  das  dem  Index  k  =  r  entsprechende  Glied: 

I  folgt  aber  aus.  (35) : 

^  -|_  «  _  3  m  -f  n  —  3         ^  —  w 

ans  der  ersten  Gleichung  (34)  durch  Polarenbildung,  da  die 
igen  Terme  der  links  zunächst  auftretenden  Summe  für  x  =  a:<'"> 
1  werden: 


n 


IS=1 

es    ans   der   in  S  stehenden   Summe   übrig  bleibende    Glied   wird 
er  gleich 

.   bis  auf   das  Vorzeichen  gleich  dem   ersten  Gliede   von   5  für 

x<''>;  S  selbst  ist  also  Null,  q.  e.  d.     Die  Gleichung  5  =  0  stellt 

ch   eine  Curve   dar,    welche    durch   alle  einfachen  Schnittpunkte 

f^=»0  und  (^a;S)^  =  0  hindurchgeht.     In   |  selbst  jedoch   ver- 

indet  jedes  Glied  von  S  (nach  unserer  Bestimmung  von  B  «=  0), 

biglich  S  selbst,  (ft  —  l)-fach.    Da  aber  die  Curve  C  (für  »i>  1) 

die  Bedingungen  (36)  noch  nicht  vollständig  bestimmt  ist,  so 

tt  wir  über  C  noch  so  verfügen,  dass  ein  ft**'  Schnittpunkt  von 

mit  /=  0  nach  i  fällt.     Deshalb  kann  man  setzen: 

s-p.f-\-R,{^xiy, 

=  Rx" "  ^  eine  homogene  ganze  Function  {n  —  3)***'  Ordnung  in 
bedeutet.     Dividiren   wir  endlich  auf  beiden  Seiten  von  (37) 
Producte 

itl^xiy .  fii^x^'^iy-'  {^i]i)  =  {i^xiy.u, 


n  wir  wegen'  (32)  und  (34)   unter  der  Bedingung  /  -»  0  für 
e  Partialbruchzerlegung: 


Jt'di'  algebrükche  Furttlmt  in  —  3)'*'^  Ordnung,  die  nur  für 
ffelrenuie  Punkte  von  f  unetidikh  ivhd^  können  wir  uho  mit  Bi 
f^O  zerlegen  in  eine  ganze  Funciiun  (n  —  ä)'**'  Orünun§f  und 
Summe  mn  Fttnetionen^  deren  Nemter  Hnear  nindj  nnd  die  nur  in 
von  den  n  Versehwindnngtpunkteti  des  letzteren  vnendlich  werdt% 
für  die  übrigen  f *  —  2  wegen  (56 J  auch  der  Zäider  NuU  wird.^l 
Es  bleibt  aus  jeM  noch  der  Fall  //j  =  1  zu  erledigen,  ' 
ioj   Nenner   von    W   eine    lineare    Function    u  ^  tt^j    im  Zäbl 

Function  M  von  der  (n  —  2)^^'*  Ordnung  ateht,  so  dass  V  =^  '- 

Schnittpunkte  von  u.r  mit  f  mogau  durch  ar^*',  x^^f  •  , .  a^**  bei 
werden,  und  es  seien  ß^  ^  0,  P^  ^^  0,  *.,(>«  =  f)  specielle 
(n  —  ^)"''  Ordnung,  welche  alle  Schnittpunkte  der  (jer»den  uii 
enthalten,  auägenommen  hex.  für  (A^  die  Punkte  .r***  und  x^**, 
di**  Punkte  a'^*  und  a^»»,  .  .  ,  für  9,  die  Punkte  -i'i»  und  ^% 
kanu  man  in  der  Gleichung:**) 

die  71  —  1  Constanten  ki  so  bestimmen,  dass  die  hierdurch  dan 
Curve  durch  n  —  1  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  /  ==  0  geht  u 
diese  Gerade  ganz  enthält.  Man  hat  nämlich,  wenn  man  durc 
Indices  andeutet,  dass  die  Coordinaten  des  betreffenden  Schnitt 
in  die  Functionen  M  und  (),  eingesetzt  werden  sollen,  nur  d 
chuugen : 

M<^)  —  A-,  (>,/2)  =  0 ,     M^^^  —  A3  (^a^^)  =  0 ,  .  .  .  J/<")  —  k„  Q^^"' 

zu    erfüllen,    damit    die    Punkte    x^-^ ,  o:^^^  >  .  •  •  ^^"^    auf    obiger 
liegen.      Bestimmt  man   hieraus  die  Av,   so  zerfällt  jene  Curve 
Curve  (n  —  3)^*''^  Ordnung  /?  =  0  und  in  die  Gerade  w^  =  0, 
identisch : 


*)  Die  Möglichkeit  einer  solchen  Entwicklung  ergibt  sich  übrigeuä 
bar  aus  den   Rie mann 'sehen   Anschauungen;    denn   eine   algebraische 
ist  in   der   zu  /  ==  0  gehörenden   Riemann'schen   Fläche   (bis   auf  hinzi 
Constante)  durch  ihre  Null-    und    Unendlichkeits- Punkte    völlig    detinii 
l'uuktsysterae  stimmen   aber  für   die   beiden    Seiten   von    (38)    überein. 
Fall,   dass   mehrere   der  Schnittpunkte  von  f  und  N  auf  einer  durch  $  j 
Geraden  liegen,  treten  im  Texte  einige  Modificationen  ein,  die  aber  dac 
nicht  beeinflussen.  • 

**)  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.   18. 
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und  somit  wird: 


"-?-"+■§*#- 


wo  wieder  jedes  Glied   der  Summe  nur  in  zwei   Punkten  unendlich 
wird.    Auch  für  m  =  1  bleibt  also  obiges  Resttltal  giUlig, 

Wir  erwähnen  noch  die  Modificationen,  welche  vorstehende  Ueber- 
legongen    erleiden,    wenn  von    den   mn   Schnittpunkten    mehrere  zu- 
I  Mmmenfallen  (nur  nicht  in  singulare  Punkte  von  f).     Es  mögen  von 
oesen  Punkten  x^'^  nur  noch  v  getrennt  liegen ;  und  jeder  von  ihnen 
bei.  r,-fach  zahlen ,  so  dass: 

Den  Punkt  S  lassen  wir  wieder  mit  einem  dieser  Punkte ,  etwa  .r^*^), 

aammenfallen  und  setzen  zur  Abkürzung: 
p  k  «=  mn  —  r^, 

fj^wo  Tp  so  gewählt  sei,  dass  ;/*n  —  2f\  >  0.*)  Die  Gleichung  der 
^Terbindungslinien  von  g  mit  den  A  übrigen  Punkten  sei  durch 
•^\fxiy  =  0  gegeben,  so  dass  au  Stelle  der  zweiten  Gleichung  (34) 
I  dSe  folgende  tritt: 

^o  nun  A  —  Ty  Schnittpunkte  von  B  =  0  mit  /"  =  0  in  g  vereinigt 
fD.     Femer  bestimmen  wir  eine  Curve  C  =  0  von  der  Ordnung 

-|- n  — -3  entsprechend  den  Gleichungen  (35)  und  (36),  so  dass  die 
JH*  Polare  von  a:^*)  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  a:<^«*^  je  rx-fach  ver- 
Mhwindet.**)    An  Stelle  von  5  tritt  dann  der- Ausdruck: 

X  (i  ~  1)  a  -  2) . . .  a  -  r^  + 1) 


&.fis  der  an  Stelle  der  ersten  Gleichung  (34)  tretenden  Gleichung: 


o^         >*.  1.2.3...  .r^ 


^)  Unier  den  v  Punkten  wird   im  Allgemeinen   ein   solcher  enthalten   sein, 
L  man  kann  Aber  die  Zahlen  r  nicht  willkürlich  verfügen,  da  z;  B.  für  w  >>  n  —  3 
^  (si  —  1)  (r  —  2)  durch  die  übrigen  bestimmt  sind. 

♦*)  Die  Bedingung  für  die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung  ist  hier  (vgl.  p.  780): 
X  (Z  -  3)  +  2  >  2  Z  (n  —  2) . 
PQr  r,  »  1 ,  M  >  1  ist  dieselbe   z.   B.   immer   erfüllt.    Für   Ausnahmefälle   musB 
wieder  besondere  Betrachtungen  anstellen,  wie  im  vorigen  Falle. 


784 


^Bcbsin  Abtlieiliing. 


(403 


(^ar|)^=  UCa^fJ^rD- 


rolgt  nun  durch  Polaren bilciung; 

und  in  Röcksicht  hierauf  und  auf  (35)  erkeDut  mau,  dass  S'  in  jedem 
der  Punkte  x^*^  einfach  verschwindet^  nur  in  S  selbst  von  dar  Oriknug 
A  —  r^  (wegen  der  Eigenschaften  von  B)\  durch  passende  Verftlguag 
über  die  Oonstanten  von  €  wird  man  es  indess  erreichen  kv^mm^ 
dass  noch  ein  {k  —  ?v  +  l)**""^  Schnittpunkt  ?on  Ä"' s=  0  mit  /  =  ft 
nach  I  lallt  Femer  verschwindet  S'  r^^-fach  in  jedem  n  r*»^b« 
Schnittpunkte  a-^^'  '^  von  B  mit  /",  Versteht  man  also  ubUt  ß  ==  0 
eine  Cnrve  der  Ordnung  l  -{-  n —  p  —  2,  welche  jeden  ri-faeh  zälxk- 
den  Punkt  x^^'>  nur  (i>  —  l)'fach,  die  Punkte  o^*^^  dagegen  nicli 
enthalt,  und  welche  in  |  Null  von  der  Ordnung  ^  —  r»  — v-(-t 
wird,  so  hat  man  analog  zu  Gleichung  (37): 

Trägt  man  dies  in  (39)  ein,  dividirt  auf  beiden  Seiten  mit  (^»x|i*  i 
aetzt  noch  zur  Abkürzung: 

SO  wird  Tvegen  (34)  und  (40)  vermuge  f^ü: 


N 


^-  (;) 


<*> 


Wegen  der  über  E  gemachten  Festsetzungen  wird  der  Quotient  /? :  N 
nur  in  den  Schnittpunkten  von  jV  mit  /  unendlich^  also  in  denselben 
Punkten  wie  V ^  iu  jedem  von  ihnen  fauch  in  |  =^  :r**'^)  aber  Tcm 
niedrigerer  Ordnung,  und  zwar  von  der  Ordnung  n  —  l  in  jr*^\  D» 
Function  ¥  ist  also  /-urückgeführt  auf  eine  Function,  die  in  denseibei 
Punkten  von  je  um  eine  Einheit  geringerer  Ordnung  unendlich  wirf 
und  also  in  gleicher  Weise  wie  V  weiter  behandelt  werden  kann,  oia 
auf  Functionen  der  Art  zu  führen  j  wie  sie  in  der  Summe  (42)  srf 
treten ,  iu  deren  Nenner  also  nur  Potenzen  linearer  Functioneu  TOf^  • 
kommen.     Für  letztere  ist  aber: 


i^n^y 


iM^i)J 


^m 
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pÜeder  der  Sunmie  (42)  entstehen  also  bia  auf  constante  Factoren 
OS  den  Gliedern  der  in  (38)  auftretenden  Summe  durch  wiederholte  An- 

renJuög  des  Polarisations  -  Proceases  £  ^  i^,. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Annahme  hinziifTigen ,  dass  die 
)nm  *V  =  (J  einen  ^-fachen  Punkt  in  eiuein  Doppeliiunkte  /*  von  /* 
itbe.  In  letzterem  liegen  dann  im  Aügemeinen  2q  Schnittpunkte 
»ider  Gurveu;  die  Gleichung  (jf.r|)*^''  =  0  enthalt  also  einen  2  q- 
icben  Strahl*  Man  fiat  daher,  wie  in  dem  zuletzt  besprochenen  Falle, 
lir  Aufätellung  der  Partialbruchzerleguug  eine  Function  S*  zu  be- 
^Izen,  wie  sie  in  Gleichung  fri9)  gebildet  wurde*  Die  Curve  S'  ^  0 
litt  dann  einfach  durch  den  Doppelpunkt,  ebenso  wie  die  aus 
I»  — 2^-f  l  Strahlen  bestehende  Curve  TT0r"^xg)=O.  In  Folge 
essen  besteht  wieder  die  Gleichung  (41)  und  auch  die  aus  ihr  und 
J9j  hervorgehende  Gleichung  (42).  In  letzterer  erscheint  dann  als 
rstes  Glied  auf  der  rechten  Seite  eine  Function,  die  itii  Doppelpunkte 
^Dur  (q —  l)*tach  verschwindet.  Das  Regultat  bleibt  also  dasselbe. 
I  ahnlicher  Weise  endlich  wird  man  auch  beim  Auftreten  vielfacher 
ftakte  verfahren  müssen,  so  dass  Jede  aigebraisvhe  Funcimn  ¥  vermöge 
in  eine  Summe  der  Form  {A2)  entuicketi  werden  kann, 
erwerthen  wir  diese  Betrachtungen  über  die  Function  ¥  nun 
ser  Differential  d  V^  so  zeigt  sich,  das,s  Jedes  Differentiai  der  von 
trachteten  Art  auf  Aggregate  von  Differentiaten  der  folgenden 
zuruckgefahri  werden  kann: 

Differentiale  der  Form: 


IHffvrentiak  der  Form: 


WO  die  Cut  ve  (z^"  —  ^  :=:  0 
I)  mit  / ^^  0  hin' 


durch   n  —  2  der  n   Schnittpunkte   von   u^ 

durchgchf, 

Diff'erentiale^  welche  aus  den  letztgenannten  dmrk  den  (eveniuell 

wiederholt  anzuwendenden)  Process  ^ ^-  abgeleitet  werden,  wo 

y,  die  Coordinaten  eines  der  Schmtiptmkte  von  n^.  =  0  mit  /"  =^  0 
bedeuten.  —  Dieselben  kann  man  dann  weiter  als  Summen 
von  Differentialeu  darHtelleu,  von  deren  Integralen  jedes  ent- 
weder in  zwei  Punkten  logarithmistih  oder  in  einem  Punket 
(im  Allgemeinen  von  hrdierer  Ordnung)  algebraisch  unendlich 
wird,  in  analoger  Weise  wie  dies  unb^n  für  den  Fall  geschieht, 
wo  im  Nenner  das  Uuadrat  einer  linearen  Function  steht. 


Unsere  bisherigen  Betrachtungen  bezogen  sich  auf  solche  Unend- 
keitapunkte  der  in  V  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Function 

|m#^mcli«  Vorl««fiiig«ii.  &U 


unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung:  Für  einen  Berührt 
äet^  von  c  an  die  Curve  zu  legenden  Tangenten*)  wird  daher  i 
gral  V  nicht  unendlich;  in  der  That  ist  ja  auch  der  Werth  \ 
von  dem  Punkte  c  völlig  unabhängig  (p.  771). 

Der  Ausdruck  Df  verschwindet  ferner  —  und  zwar  um 
von  den  Grössen  d  —  sobald  x  ein  vielfacher  Punkt  von  f  i 
wollen  wir  hier  nur  das  Auftreten  von  Doppel-  und  B 
Punkten  der  Grundcurve  voraussetzen.  In  diesem  Falle  bl 
Determinante  (cxdx),  in  welcher  sich  die  dxi  aus  der  quad 
Gleichung  aa:"~^öAr^  =  0  bestimmen  ^  unendlich  klein  von  d< 
Ordnung,  und  die  DifiPerentialquotienten  von  V  nach  den  x 
unendlich.  Um  die  Art  des  Unendlichwerdens  genauer  zu  be 
gehen  wir,  indem  wir  ^  F  in  der  unter  2)  genannten  Form  an 
von  der  Gleichung  aus: 
(43)  fl^"  -  »öc  .  w^  .  tf  F  =  ()^"  -  «  .  {cxdx)  , 

Unter  §  verstehen  wir  einen  Punkt  der  einen,  unter  i}  eine 
der  andern  Tangente  des  Doppelpunktes  y.  Aus  (43)  erha 
dann  für  einen  auf  dem  einen  Zweige  zu  y  benachbarten  Pu 
Werth  von  d  V,  wenn  wir  setzen  Xi  =  y,-  +  *6ö  dxi ««  Bd\ 
eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung  bedeutet.  Nan 
erster  Annäherung: 

(«  —  1)  Uy  .  ay^-^a^ac .  </r  =  (>/-«  {cydl) . 

*)  Legt  man  (bei  rechtwinkligen  Coordinaten)  den  Punkt  e  in  den 
fernen  Punkt  der  /'-Axe,  was  projectivisch  irrelevant,  bo  sind  diese  Bc 
punkte  die  Verzweigungspunkte  der  Rie  mau  naschen  Fläche.  In  einei 
wird  dx  ancli  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung;   ist  also  für  i 
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Für  c  wählen  wir  nun  den  Punkt  rj]  dann  wird^  da  die  Tangente  der 
ersten  Polare  von  rj  im  Doppelpunkte  y  mit  der  Linie  (rjyx)  =  0 
zusammenföllt;  wenn  C  eme  Constante  bedeutet: 

und  also: 

wo  C  eine  neue  Constante  ist.  Das  Integral  V  wird  sonach  in  einem 
.  Doppelpunkte  y  von  f  lognrithmisch  unendlich,  und  zwar  wie  +  log  (^^  6) 
j  in  der  dem  Punkte  g  entsprechenden,  wie  —  log  (i?y6)  in  der  dem  Punkte 
V.  ^  entsprechenden  Fortschreitungsrichtung.  Eine  Ausnahme  tritt  ein, 
r  wenn  auch  die  Curve  (>  =  0  durch  y  geht;  indem  dann  das  Integral 
[    endlich  bleibt. 

Die  vorstehende  Betrachtung  gibt  kein  Resultat;  wenn  der  Doppel- 
punkt in  einen  Rückkehrpunkt  übergeht,  indem  dann  die  Punkte  ij 
Qud  S  zusammenfallen.  Um  den  Wcrth  des  Integrals  in  der  Nähe  des 
Blickkehrpunktes  zu  finden;  müssen  wir  daher  noch  Glieder  von 
sweiter  Ordnung  der  Kleinheit  berücksichtigen;  was  mittelst  Einfüh- 
Tong  neuer  Veränderlichen  r^  s,  t  für  die  Umgebung  des  Punktes  y 
m  folgender  Weise  passend  geschieht.     Wir  setzen: 

i4S)  a:,==ry,  +  ^g,  +  /g,. 

I7m  die  Gleichung  der  Curve  /*  =  0  in  deu  Veränderlichen  r,  .9,  /  in 
iSglichst  einfacher  Gestalt  zu  erhalten;  legen  wir  (  in  den  Wende- 

]Ninkt  der  (n  —  3)**"  Polare  von  y,  d.  h.  der  Curve  dritter  Ordnung 

.^^■~*fl^'=0;  und  5  in  den  Schnittpunkt  der  Wendetangente  von  g 

\t  der  Rückkehrtangente  von  yy  so  dass  die  Gleichungen  bestehen: 

a/-  »«^3  =  0 ;    r/y«  -^n^^  =  0 ,    a/- ^a^a^  =  0 , 

a/* "^at^a^  =  ^ ;     <*/ ""  ^^f^'^c  =  0  . 

Für  einen  Punkt  in  der  Nähe  von  y  (d.  i.  für  unendlich  kleine 
Werthe  von  s  und  /)  wird  daher: 

/(;r)=i»,*=ln(«-l)r--3|r/^«/-2^c'  +  i('»-"2)*^V^V}  +  ---. 
id  somit  geht  die  Gleichung  /*  =  0  über  in : 
1)  3 ri^a/' - «V  +  (w  —  2)  s^Oy"  '^a^^  =  0.*) 

^Ti>nnm  wir  femer  c  mit  i  zusammenfallen;  so  ergibt  sich: 
(47)  Df=  aj*  - ^at:  =  (n  -  1)  r"-^  .  Uy^-^ai^^ .  /, 

ler  wegen  (46): 


^)  £■  wird  in  der  Nähe  von  y  also  <<  mit  s'  vergleichbar,  was  mit  Früherem 
linttimmt,  vgl.  p.  329  und  521. 

60* 
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Secbflte  ÄbtheUuog« 


nf^ 


(n  —  1)  r"-»  /«''•  V—  i  (n  —  2)  ffy"-*ac*  •  V~'«^i 


4 


Für  den  ZaUer  you  «7  T  eDdlich  findet  mjA: 

Zur  Berechiaung  von  d  f  müssen  wir  noch  die  Function   -  tu 

Potenzen  von  &  und  t  entwickeln.     Ea  wird  in  Folge  der  Sabstil^ 
(45)  in  erster  Ännäherang:  ■ 


m^+su^  +  ttt^' 


1 


*U|+/Pf 


und  also 


a  _y 


i-  -  v{^r*t'"'i+"'ci-^"*f''-^j{*'^i+ 


und  nornit  in  Rücksiclii  auf  (47)  durch  Einsetzen  ä^r  get'tiude 
Werthe^  wenn  man  -  ^  i*  setzt  und  die  GröBse  i  vermöge  (46)  di 
fi  EUidrücH: 

y 


(n  —  \)dV  = 


aH}(f^' 


f  s— »      3        n- 


Durch  Integration   ergibt   sich   hieraus  endlich,   wenn    ^,  B,  C 
stante  bedeuten,  deren  Werthe  aus  dem  für  d  V  gefundenen  Ausdr 
leicht  zu  entnehmen  sind*): 

oder  da  nach  (45):  u  =  *  ==  ~^^1 

\      ^     ^         r  (xgf) 


(49) 


V 


Dies  ist  der  Werth  von    V  in  der  Nähe  des  Rückkehrpunktes  y: 

Dus  Integral  V  wird  nach  (49)  in  einem  Rück  kehr  punkte  algebn 
unendlich  von  der  ersten  Ordnung."*"*) 


*)  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  13. 

•*)  Nicht  von  der  Orduimg  ^,  denu  der  Rückkehrpunkt  ist  ein  Verzweigt 
punkt  der  zugehörigen  Rie  mann 'scheu  Fläche,  und  in  einem  solchen  ist,  i 

in  ihm  x  =»  a  ^    — — —  eine   unendhch  kleine  Grösse    erster   Ordnung;   vgl 

Vx  —  a 
Anmerkung  auf  p.  78C. 
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-  In  ähnlicher  Weise  rauss  man  nuu  auch  ein  Integral  behandeln, 
Iwelches  in  einem  vielfachen  Punkte  von  f  unendlich  wird.  Am  ein- 
'fach^ten  geschieht  dies  indess»  wemi  man  sich  den  vielfachen  Punkt 
mvor  in  bekannter  Weise  (p.  491  fl',)  durch  eindeutige  Transformation 
aufgelöst  denkt,  denu  bei  einer  solchen  Transformation  ändert  das 
Differential  seinen  Charakter  nicht,  was  man  in  analoger  Weise  be- 
weist, wie  dies  weiterhin  für  Differentiale  dritter  Gattung  geschieht. 
Das  DifTerential  erscheint  dann  als  Combination  der  oben  unter  2)  und 
3)  genannten  Differentiale  (p.  785). 


VIL    Die  Narmalintegrale  erster,  zweiter  nnd  dritter  Gattung. 

Die   Integrale  der  auf  p,  785  unter   1)   und  2)  genannten   Diffe- 
rentiale sollen  jetzt   hinsichtlich   ihrer  Eigenschaften    genauer   unter- 
[Bicbt  werden. 

Zunächst  ist  khir^  das«  ea  Integrale  geben  kann,  welche  für  keinen 
unkt  der  Curve  unendlich  gross  werden,   deren    Differentiale   also   in 
Wen    Punkten   der  Curve    unendlich    klein    von    der    ersten   Ordnung 
tiben:    es  sind  dies  offenbar  die  Differentiale  der  Form: 

in  man  die  Curve  R  so  bestimmt,  dass  sie  in  allen  Punkten  von  / 
ebenso  hoher  Ordnung  Null  wird,  wie  der  Nenner,  ausgenommen 
Berührungspunkte  der  von  c  an  die  Curve  zu  legenden  eigent- 
ben.  Tangenten,  für  welche  auch  die  Determinante  (rxdo?)  Null 
(p.  786).  Dazu  aber  ist  nur  nothig,  dass  wir  für  R^**-^=^{) 
zu  f  adjnngirte  Curve  («  -  3j^"  Ordnung  wählen,  wie  aus  der 
eine  solche  gegebenen  Definition  unmittelbar  hervorgeht  (p.  678): 
[n  i\et  That  hat  sie  ja  in  jedem  singulären  Punkte  von  f  ebenso  viele 
*anki^  mit  f  gemein,  wie  die  Polare  a^^  Ut^,  wenn  man  von  der 
[Zahl  der  letzteren  die  der  etwa  in  dem  vielfachen  Punkte  liegenden 
IVerzweiguügspunkte  (p.  494)  abzieht.  Kur  die  letzteren  aber  wird 
-r  die  Determinante  [cxdx^  unendlich  klein  von  der  zweiten 
ing,  wenn  man  von  dem  vielfachen  Puukte  x  aus  auf  dem- 
Zweige  von  f  zu  einem  Punkte  x  +  ^x  fortschreitet,  auf 
sichern  der  Verzweigungspunkt  an  .r  herangerückt  ist;  und  so  bleibt 
iitiA«;r  Diiferential  in  der  That  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster 
lOrdnungi  wie  man  auch  den  Punkt  x-\-dx  in  der  Nachbarschaft 
*n  X  wählen  mag.  Eine  adjungirte  Curve  in  —  S)'®*^  Ordnung  soll 
I,  nach  dem  Vorgange  von  Eiemann,  immer  dujph  tp  bezeichnet 
liep  ttnd  das  überall  endliche  Integral  durch  /.  Das  Differential 
I  letacteren  nennen  wir  ein  Differential  erster  Gattung: 


79*1 


Sechßte  Abtheilung, 


0) 


dJ  = 


qp  .  {cxdx) 


^^J^l  Ü^T^  rXji 


qp  *  (cjgrfx) 


*  «  .  '' 


Aus  unseren  früheren  Bemerkungen  über  adjiingirte  Carmen  (n  -  IV^*** 
Ordnung  (p.  677)  folgt  dann  unmittelbar  der  Satas: 

/As^  (/ibt  p  linear  von  einander  unabhdnffige  Di  ff  er  en(  iah  crstn  ' 
iunff;  oder  mit  anderen  Worten:    Jedes  zu  /  ffchnritje  DtfferenUnl  t/>  • 
GaUung  kann  als  lineare  Conbinaüon  von  p  beiiebigen  anderen  sotekn 
Differentialen  d  arges  feilt  werden,  — 

Von   den  auf  p.  785  unter  1 )  aufgeführten  Difl^rentialen  werfen 
uns  im  Folgenden  zunächst  nur  noch  die  soeben  definirten  Differentialp 
erster  Gattung  beschMtigen ,   indem   alle  anderen   als  besondere  Füllf 
der  daselbst   nnter  2)   und   3)   genannten    uufgefasst  werden   könneß, 
wie  sich  sogleich   noch  ergeben  wird.      Ebenso    wollen    wir  bei  Jfii 
unter  2)   autgeführten    Differentialen   zunächst  nur  solche  betrachtest 
welche  in  den  Doppelpunkten  von  /'  nicht  endlieh   werden,  d.  h.  «if 
ersetzen  die  Ourve  0  ==  0  durch  eine  adjiingirte  Curve  («  —  gy^Orir 
nung   Q,.*'-*  =  0,      Dies  ist   immer  möglich,   denn  die  CurveQ=<^ 
ist  ausserdem  nur  der  Bedingung  unterworfen,   durch   w  —  2  SckniU- 
punkte  der  Geraden  «,.^0   zu  gehen,  wenn   w,  die   im   Nenner  il» 
Differentials  auftretende   lineare  Function   bedeutet.     Von   den  SchnUt* 
punkten  der  Cnrve  Q  =  0  mit  /  =  0  bleiben  daher  immer  noch 

n  (n  —  2)  —  2:ct,i  (i  -^  l)  —  {n  -  2)  —  p  =  p 
willküriich  wählbar.  Diebeiden  übrigen  Schnittpunkte  von  »^  ■*<) 
mit  /"^O  mögen  durch  |,  ^i  bezeichnet  werden;  dann  wenJen  dit 
Differentialquotienten  des  Integrals  nach  den  x^  nur  in  %  n 
unendlich*  Ein  solches  Differential,  weiches  nur  in  zwei  gcin 
Punkten  von  f  einen  endlichen  IVerth  annimmt ,  heisst  ein  Diffcren 
dritter  (Jattnngj  und  das  zugehörige  integral,  welches  dann 
diesen  beiden  Punkten  unendlich  wird,  heisst  ein  Integral  drill 
Gattung.*) 

Letzteres  soll  im  Folgenden  mit  8^,^  bezeichnet  werden, 
und  71  die  beiden  Unendlichkeitspunkte  desselben  sind.     Sein  Di 
tial  ist  also  delinirt  durch: 

(2)  dS^,= 


i%n^)^c, 


ml^Ä).«!^   *i 


*)  Das  Differential  zweiter  Gattuog  wird  eogleicb  noch  defitiiri 
Vgl  K  A,  F;  §.  2;  CL  u.  G.  A.  F.  p,  m  —  Es  ist  xn  l.eachteo. 
ÄcicbnimgBweise  d^  Textes  mit  der  von  Jacobi  nnd  Legend re  für  fiili|^ 
Integrale  eingeffilirten  nicht  übereiuatimmtj  in  der  Tbat  hat  Legoadre'tj 
tiachcH  Normalintegral  dritter  Gattimg  rr<rr  UnendlichkeitÄpunkte,  Vgl.  KOi 
borgcr'a  Theorie  der  fjUiptiflcben  Functionen,  Th.  I,  p*  210, 
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lan  das  Bestehen,  der  folgenden  Gleichungen  voraussetzt: 

ite  Gleichung  folgt  unmittelbar  aus  den  Bedingungen ,  welche 
Function  Q  auferlegten ;'  in  ihr  sind  !<  die  Ooordinaten  eines 
en  Punktes  (die  nur  dazu  eingeführt  sind^  um  die  Gleichung 
n  zu  schreiben,  ebenso  wie  der  Factor  (6i?Ö*'  bei  /");  und  N 
ganze  Function  (n  —  1)*^*^  Ordnung.  Diese  Gleichung  ist  für 
Itere  Anwendung  besonders  wichtig. 

!  Art,  wie  das  Differential  dS^,i  in  den  Punkten  |  und  17 
ih  wird,  ist  leicht  zu  bestimmen.  Wir  setzen  (wie  auf  p.  786) 
{-  eij  wo  e  eine  unendlich  kleine  Grösse  und  (  ein  Punkt 
igente  von  g  ist,  dann  wird  in  erster  Annäherung  für  d  «=  ij<: 

iichung  (3)  folgt  aber,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  derselben 
3  Polare  von  iy  f ür  x  =  |  bildet : 

lit  ergibt  sich  für  die  Nähe  des  Punktes  §: 

Integral  S^tj  verhält  sich  also  in  der  Nähe  des  UnendlichkeitS' 
5  wie  +  log  (6^a:),  mithin  in  der  Nähe  des  Unendlichkeitspunktes 
-log(^x).») 

ist  oben  bemerkt  worden,  dass  für  die  Curve  Q  noch  p  Schnitt- 
auf f  beliebig  angenommen  werden  könneu.     Das  Differential 

also  durch  die  Punkte  $  und  17  noch  keineswegs  bestimmt; 
r  erhalten  wir  eine  andere  Curve  Q'  und  ein  anderes  Differen- 
:,,,  wenn  wir  diese  p  Punkte  sämmtlich  oder  theil weise  durch 
ersetzen.  Für  die  Function  Q'  besteht  dann  (bei  passender 
iDg  über  die  absoluten  Werthe  ihrer  Coefficienten)  ebenfalls 
chung  (3)  und  folglich  auch  die  aus  ihr  abgeleitete  Gleichung 
1.  es  ist: 


Q^n-%    =^  _  ^^^-l^^  ^ 

Ö,"-*  ^  _  na^"-^a^ 

Q'^"  -  *  =  —  naf-^a^ , 

ÖV"^=  —  na.,"'^a^ 

68  ändert  sich  nicht,  wenn  auch  ein  Unendlichkoitspunkt  in  einen  Be- 
»unkt  der  von  c  an  /*  zu  ziehenden  Tangenten  fällt.  Die  Lage  von  c 
mmen  gleichgültig.  —  Ea  können  ferner  die  Punkte  £,  17  auch  in  einen 
nki  zasammenfallen ,  wie  weiterhin  noch  erörtert  werden  soll. 


p 


Hieraus  folgt,  dass  die  DiffemuÄ  Q^"^*  — QV'^  verschwindet  fSr 
jc  =  I  ußd  .X'  =^  »f.  Die  Curve  Ö  —  Q'  =  0  enthält  also  die  Oerwle 
|]^  ganz^  und  man  kaan  setzeti: 

wo  «p  =  0  eine  adjungirte  Cn^s  ist.  /Fr/m  wa//  also  das  BiffennM 
flrifler  Galtung  dS-^  auf  ztmi  verschiedene  If eisen  für  die^üiben  Ujun4' 
cndiichkeitupunkle  |,  ij  tUdei,  w  untersckeiäen  sich  i/eide  Bildunt^m  U 
passender  Verfügung  über  dte  m  ihnen  aufiretendmi  €on$(anien  nttr  m 
cm  DifferefUial  erster  ßattvng.  — 

Lassen  wir  die  beiden  Ünendlichkeitsinmkte  dee  Differentiiti 
dritter  Gattung  einander  auf  demselben  Curvenzweige  yoii  f  nrnmllA 
nahe  rücken^  so  cntateht  aus  dS^ fj  ein  Differential  zweiter  fUt' 
tung.  Die  Linie  |i|  wird  dann  zur  Tangente  von  f  in  dem  eiai« 
Punkte,  welcher  mit  ^  bezeichnet  sei;  und  man  kann  atm  ein  fi^ 
dEt  bezeichnetem)  Differeniiai  zumier  Gattung  dcfinirtn  durch  die  fM 
chw^g: 


4E^  = 


M  —  1  H  —  1 


\ 


nun  wieder  9  zu  /'  adjungirt  ißt  und  durch  die  n  —  2 
Schnittpunkte  der  Tangente  von  f  m   |  mit  /"  hindurchgeht.    Fftr  Ö 

besteht  dah^^r^    wenn    i]   ein    beliebiger  Punkt  ist,    eine  Gleichung  der 
Fonti 

wo  f  von  der  Curve  if  in  allen  Schnittpunkten  der  Linie  (|ijj')=^0 
berührt  wird,  ausgenommen  den  Punkt  |  selbst 

In  Betreff  der  Differentiale  zweiter  Gattung  sei  hier  ohne  Angabe 
des  Beweises  noch  bemerkt,  dass  ein  solches  auch  immer  bi?  auf  eiir 
additiv  hinzutretendes  Differential  erster  Gattung  aus  einem  Differen- 
tiale dritter  Gattung  durch  einen  Differentiationsprocess  abgeleitet 
werden  kann;  es  ist  nämlich,  wenn  a^'*  ~'a^  =  0*): 

ddSt„  ddSt„  ddSt„ 

Mit  Hülfe  dies^  Relation  kann  man  Sätze  über  Differentiale  dEt  aus 
solchen  über  Differentiale  dS^^  ableiten.     Insbesondere  ergibt  sich  so^ 

dass    i  dE^  für  Xi  =  |,  unendlich  wird  wie    f  ^—:z"i)t  ^^^  x  =  i.    D^t 

Integral  zweiter  Gattung  E^  wird  also  im  Punkte  §  alget>raisch  unendUtk 
von  der  ersten  Ordnung;  was  man  unter  Anwendung  von  Gleichoifi 
(5)  auch  leicht  direct  bestätigt. 

♦)  Vgl.  daniber  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  28. 
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Auf  die  unter  3)  auf  p.  785  genannten  Differentiale  wollen  wir 
hier  nicht  weiter  eingehen ,  man  wird  ihre  Eigenschaften  aus  denen 
der  Integrale  erster^  zweiter  und  dritter  Gattung  durch  Benutzung  des 
früher  angegebenen  Differentiationsprocesses  ableiten  können.  Es  sei 
indess  hervorgehoben ,  dass  ein  Differential^  in  dessen  Nenner  das 
Qwdrat  einer  linearen  Function  vorkommt ,  d.  i.  ein  Differential  der 
Form 


«  —  1 


dV  = 


(cxdx)' 


Z.  =  X, 


^'-'-y^- 


tieh  immer  direci  auf  Differentiale  zweiter  und  dritter  Gattung  zurück- 
Akren  lässt.  Dieser  Fall  gewinnt  noch  dadurch  an  Interesse,  dass  das 
n  einer  in  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  gegebenen  Curve 
F{xj  y)  SS  0  gehörige  Flächenintegral  fydx  als  Specialfall  des  Inte- 
gnds  V  erscheint.    In  der  That  {^  x  =  Xi  :  x^,  ^  s»  or,  :  ^3  wird  ja: 

Duselbe  entsteht  also  aus  V,  wenn  man  setzt: 

^2  =  y}    ^z  =  ^a;=  1,  «*"  =  F(x,  y), 

Zum  Beweise  der  ausgesprochenen  Behauptung  bestimmen  wir  n 

[ITorven  (>j  =  0,  02=^0^  ,  .  .  0^  =  0  so,  dass  ö/f  =  0  die  Grundcurve 

in  allen  Schnittpunkten  a:<'>  von  w^  =  0  berührt,  ausgenommen  den 

a:<*^    Alsdann  können  wir  n  Constante  ki  so  bestimmen,  dass 

Curve 

Q  —  k^Q^—k2Q2—>..-kn0n  =  0 

alle  n  Punkte  xf-^  hindurchgeht,  denn  dafür  brauchen  nur  die 
langen  erfüllt  zu  sein: 

ßCi)  -  A:,(>/i)  =  0,     CK«)  _  k^Oj^^)  =  0,  ....  (X")  -  ^,  W")  =  0, 

\mo  die  oberen  Indices  analoge  Bedeutung  haben,   wie  in  den  entspre- 
e-clienden  Gleichungen  auf  p.  782.    Es  wird  daher: 

[(B)  Q-=-2^kiQi-\-u^Q, 

Q «« 0  eine  Curve  (n  —  2)**"  Ordnung  ist,    und   zwar  eine  zu  f 
luBgirte,  wenn  wir  annehmen  7-    wie  es  Kürze  wegen   geschehen 
—  die  Curven  ß  =  0  und  (>^  =  0  seien  sämmtlich  zu  f  adjun- 
Wegen  (6)  wird  nun: 


Nfie 


Idbudi 


[<7) 


\v  = 


Q  (ex  dx) 

%        n  —  \ 

u     .  a^       c 


2^ 


k.Q^icxdx)  Q(cxdx) 


2     n  - 

a 

X      X 


+ 


a         a 


ior  ist  aber  jedes  Glied  der  rechts  auftretenden  Summe  ein  Differential 
cireiter  Gattung,  denn  wegen  der  Bestimmungen  über  (>,  =  0  kann 
setsen: 
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Sechste  Abtheilung, 


wo  Q,  =  ö  eine    diireh   alle  /i  —  2   weiieren   Schnittpunkt«   Jef^ 
gente  von  .r^'^  mit  /'  ^=  0  gehende  i\  _  %  bedeutet.     Da«  letzte  OUk 
in   (7)  rechts  stehenden   Ausdrucks   kann    in  eine   Sumine  von  i 
Integralen  dritter  Gattung  zerlegt  werden.     Man  hat  also  schlie 

Das  Jntegral  V  wird  sonach  in  Jedem  der  Punkte  .t***  unendlich^ 
Function  log  {x  —  £)  +  ^  JTl  ^^^  -^  =  6  uncndüch  wird:^)  — 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ttir  die  späteren  Anwendung 
noch  die  folgenden  Bemerkungen  über  die  Differentiale  zweit 
dritter  Gattung,  Die  in  dem  Differentiale  dS^,^  auftretenden 
g,  1]  können  wir  insbesondere  in  einen  Doppelpunkt  von  f  zusam© 
rücken  lassen.  Durch  diesen  Doppelpunkt  aber  geht  Q  als  zu  f  \ 
jungirte  Curve  hindurch  und  hat  folglich  dann  mit  der 
//  —  l  Schnittpunkte  gemein;  d.  h.  ß  enthält  diese  Gerade* 
Daher  wird 

wenn   Wj   die   Coordinaten  der  im  Nenner  von  dSt^  auriTetendeil 
raden  sind.    Das  Diflerential  selbst  also  nimmt  die  Form  an: 


(8) 


dS., 


H  '"^lt,r*/x) 


wo  nun  H  durch   alle   vielfachen  Punkte    von   f  geht,    ausgenc 
den  auf  %i^.  liegenden  Doppelpunkt}  dasselbe  ist  übrigens  von  ul 
uuabhüngig  geworden.     Diesem   Differential   liefert  dann   zugiei^ 
Schema   für  die    auf  p.   785   unter   1)  angeführten   nicht  über 
liehen  Differentiale,   soweit  dieselben  in  Doppelpunkten  von  f 
lieh  werden;    denn   es   ist  leicht  zu  übersehen,  dass  jedes  DiiTd 
der  Form   1),  welches  in  mehreren  Doppelpunkten  unendlich 
eine  Summe  von   Ditfereütialen   entwickelt  werden  kann,  deren 
nur   in   einem   Doppelpunkte   unendlicb    ist.      Auch    solche   t>ffff\ 
rechnen  wir  2h  denen  drifter  GaUuntj;  auch  sie  nämlich  werden 
Punkten    logarithmisch    unendlich    (vgl.    p.   787),    insofern    m« 


•)  Aus  der  für  d  /'  in  (7)  gegebenen  Darstellung  wird    tnnu    alle  « 
Eigenschaüteu  des  Integrals  fffdiin  (infibeBoudere  die  Bestimmuug  Heini»r  i 
entmckeln,   welche    von  M.    Marie  (ohno   volUtandige   BenuUutig   der  . 
Arbeiten    von    Eiemaun,    Clebsch    und    Gordao)    angügebcn    wor^*" 
Comiites  rcuduB,  \%li,  p.  692,  757,  866,  94,1  —   Vgl  üuch  für  r 
öcblechte  ^  =»  0,  1:   Her  mite,    Couns  d'analjsc  de  Tecolc   \k\\\ 
partie,  Paris  1673. 
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Doppelpunki;  einmal  als  auf  dem  eineiig  einmal  als  auf  dem  anderen 
durch  ihn  gehenden  Zweige  von  /  gelegen  ansehen  kann.  Letzteres 
wird  recht  deutlich ,  wenn  man  den  Doppelpunkt  durch  eindeutige 
Transformation  der  Grundcurve  in  zwei  getrennte  Punkte  auflöst,  wie 
»gleich  noch  erörtert  werden  soll. 

Man  erkennt^  dass  in  analoger  Weise  ein  nur  in  einem  Rückkehr- 
piwi^/e  unendliches  Differential  als'  ein  Differential  zweiter  Gattung  zu 
ktrachien  w/*);  denn  jede  durch  den  Rückkehrpunkt  gelegte  Gerade 
verbindet  in  diesem  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte,  ungleich  einer 
doreh  einen  Doppelpunkt  gehenden  Geraden,  welche  als  Verbindungs- 
linie zweier  verschiedenen  Punkte  der  Curve  zu  betrachten  ist. 

Die  letzten  Erörterungen  werden,  wie  schon  erwähnt,  von  be- 
woderem  Interesse,  wenn  man  die  Curve  f  einer  eindeutigen  Trans- 
farmation  unterwirft.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Untersuchung  des 
tkftusses,  welchen  eine  solche  eindeutige  Transformation  der  Grundcurve 
wf  ein  Differential  erster y  zweiter  oder  dritter  Gattung  ausübt.  Die 
Dnmsformation  von  f  {x)  =  0  in  eine  Curve  der  r*^°  Ordnung  F(y)  «=  0 
ri,  wie  auf  p.  661 ,  durch  Gleichungen  der  Form : 

f*yi  =  ^1  W ,     f*y2  =  *2  (^)  ;     f^ya  =  ^a  (^) 
sgeben ;  und  vermittelst  derselben  möge  wieder  fi"  F  (t/)  =  F  (0)  in 
./"  übergehen.    Dann  ist  für  alle  Punkte  von  /*=  0: 

y   dr _dF(0)d<i>i  ,  aA'(<t))a0t  .  dFi<i>)d<i>3 

d  also,  da  nach  p.  671  ^-i?£M=^^<^: 

am  wir  setzen: 

smer  wird  nach  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten: 

jii'  ikydy)  ^  {k^d^)  =  |  {cxdx)  .  (OiOj*») ; 

0  (4^|4>2^3)  wieder  die  Functionaldeterminante,  und  s  die  Ordnung 
9r  <t>i  bedeutet.  Die  hier  abgeleiteten  Relationen  reichen  nun  zur 
■iformnng  unserer  DifiPerentiale  aus.  Ein  solches  sei  für  die  Curve 
'gegeben,  und  zwar  von  der  dritten  Gattung;  die  beiden  Unendlich- 
■faponkte  desselben  mögen  auf  der  Linie  v  liegen.  Man  findet  dann 
mittelbar: 


^)  In  der  Thai  wird  dasselbe  im  Rückkchrpunktc  ja  auch  algebraisch  iincnd- 
ii  TOB  der  ersten  Ordnung,  vgl.  p.  788. 
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Hier  ist  der  Ausdruck  rechts  ganz  ähnlicher  Natur,  wie  der  Aubdrock 
links,  nur  dass  an  Stelle  der  Funutionen  Q  und  v^  bc/,  die  Function«! 
Q  (cj))  ,  (0|<t>^0^)  und  i:i\0f  .  M  getreten  sind,  und  dass  an  Stelle  tl«? 
ganz  willkürlichen  Grössen  k  die  ebenso  willkürlichen  Grossen  c 
erscheinen. 

Es  ist  aber  Q  eine  zu  F  adjungirte  Curre  (w  —  2)***  Ordnung 
und  also  nach  einem  früheren  Satze  (p,  676): 

(*i03  0,)  .  Q  (CD)  =  ^  .  c  (.t:)  -\-€,r. 

wo  €0  (x)  ^  0  eine  Curve  der  Ordnung  s  -^  n  —  3  darstellt^  wekke  / 
ausser  in  den  vielfachen  Pimkten  und  den  gemeinsamen  Punkten  An 
0  nur  in  den  Punkten  trifft,  die  den  Schnittpunkten  von  Q  mit  f 
entsprechen.  Insbesondere  also  geht  m{x)  auch  durch  die  n— 2 
Schnittpunkte  der  Curve  Zv,^i  =  0  mit  /,  welche  den  n  —  2  auf  fi 
liegenden  Punkt-en  von  fy  =  0  entsprechen.  Die  recht«?  8f i'*'  ^*'f 
Gleichung 

^     Qilf).(k^dy}  ^    m{x).{cxdx) 

stellt  daher  ein   Differential    dar,    welches  nur  in   den   zwei  Pü 
endlich     wird,    in    welchen    dies    Für  djis    Differential  auf  der  tifl 
Seite  eintritt^  also  wieder  ein  Differential  dritter  Gattung;  in  der* 
verschwindet    nach   dem   BVüheren    Hir   einen    gemeinsamen    r- 
Pnnkt  der  <t>,   welcher  r-facher  Punkt  von  /'  ist  (i>  1),  ta  {j)  is 
(r  -|-  '  "  l)*fach,  also  immer  ebenso  oft  wie  der  Nenner  der 
Seite.     Weiter  wird  man  das  rechts  stehende  Differential  auch  so 
stellen    können,    dass    im    Nenner    nur    eine    lineare    Function 
Denn  sind  |.  f}  die  Unendlichkeitspunkte  unseres  Differentials,  uiii  i 
Q'  ^0  eine  zu  /  adjungirte  Curve,   welche  durch   die    übrigen  »  — i 
Schnittpunkte  der  Geraden  Gr£i^)  =  0  mit  /'  hindurchgeht^  so  \h 
offenbar  vermöge  f  =^  0  eine  Gleichung  der  Form: 

d  .(|ijx)  =  Q'.  riv«,. 

Insbesondere  können    die  Punkte  g,  rj  eins  der  Punktef.; 
/"bilden,  welche  sieb  zu  einem  Doppelpunkte  von   F  v 

ist  Q  (y)  durch  ^^^  theilbar,  und  auf  der  linken  Seite  r    ;, ._. 

steht  ein  Differential  dritter  Gattung  der  zuletzt  erwähnten  Ari 
haben  also  folgenden  Satz; 

Bei  cindt'ufigcr  Tramformafhu  der  Curve  f  gelü  em  fitffe 
dritter  Gattung  immer  wieder  in  ein  Differential  dritter  (wtttt$m$ 
und  ztvar  gilt  dies  umtbhängig  davoti,  ob  die  beiden  IJ^nendtichketix 
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fbm  auf  f  getrennt  tiegen  oder  in  einem  Doppelpunkte  von  f  ver- 
igt;  vielmehr  kann  ein  Differential  der  einen  Art  dabei  in  ein  Diffe- 
itial  der  andern  Art  übergeführt  werden. 

Dasselbe  gilt  natürlich,  weim  die  beiden  ünendlicbkeitspunkte 
naader  benachbart  liegen,  oder  wenn  man  Q  =  t'^  ,  8  setzt,  wo 
=  0  eine  zu  F  adjungirte  r«_-ä  ist.     Also*): 

Ein  Differential  erster  oder  zweiter  Gattung  geht  bei  eindeutiger 
\Qmformatiön  der  Grundcurve  immer  wieder  in  ein  Differential  hez.  der 
fiten  oder  zweiten  Gattung  über. 

,  Unsere  bisherigen  Untersuchungen  waren  rein  algebraischer 
itur,  sie  bezogen  sieh  auf  Quotienten  algebraischer  Functionen. 
Ukin  wir  zu  den  Integralen  unserer  Differentiale  übergehen,  milssen 
ir  aber  noch  andere  Untersuchungen  in  Betracht  ziehen,  insbesondere 
Jlche  über  die  FeriüdieitJils- Eigenschaften  der  algebraischen  Integrale; 
fflü  gerade  auf  letzteren  beruhen  die  spateren  geometrischen  An- 
«ndungen  dieser  Theorien  (vgl  das  Beispiel  der  elliptischen  Integrale 
afp,  607  Öl).  Es  ist  hier  indess  nicht  der  Ort,  eine  ansfOhrliche 
Äralellnng  der  betreffenden  Verhaltnisse  zu  geben;  wir  beschränken 
n  auf  eine  kurze  Uebersicht  der  Resultate,  die  um  so  nützlicher 
ia  wird,  als  wir  so  Gelegenheit  tindeUj  unsere  sj>ateren  Bezeichnungs- 
Msen  im  Zusammenhange  einzufiihren  und  zu  deliniren. 

Bei   Betrachtung  eines  algebraischen   Integrals   ist  vor   Allem  zu 

merken  j   daas  der   Werth   eines  solchen  immer  von    dem  benutzten 

[tegrationswege    abhängen    kann,    und    also    kein    völlig  bestimmter 

^     Die   hieraus    fliessenden   Fragen   erledigen   sich    am    einfachsten, 

um  man  sich  der  Rie  mann 'sehen  Vorstellungen  bedient,  d.  h,  die 

mng   der  iTFiindcurve   in   rechtwinkligen  Coordinaten  zu  Grunde 

d  dann  die  eine  der  letzteren  als  Function  der  andern  über  die 

ihorige   Riemann'sche  Fläche  ausbreitet;   eine  Vorstellungs weise, 

Qbrigeds  auch  für  die  rein  algebraische  Untersuchung  des  durch  f=-0 

Uten  Werthgebietes   von   grossem  Nutzen  ist  (vgh  p.  610  und 

682).     Die   dadurch    gewonnenen    Resultate   sollen    im    Folgenden 

^  am  mengestellt    werden^    soweit    wir    dieselben    für    spätere 

iiungen  benutzen   werden,   ohne  dass  jeduch  die  betreifenden 

nrcise  vollständig  erbracht  würden. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Integrale  erster  Gattung,     Der  Werth 

s  solchen   ist   bestimmt,  wenn  die  untere  und  obere  Grenze  nebst 

Wege  gegeben  sind,   auf  welchem   das   Integral   von   der  ersten 

zweiten  geführt  wird.     Zwei   Integrationswege^    welche   durch   das 

ytUicbe   oder   Unendliche   ohne  Ueherschreituug  eines  Verzweigunga- 


•För  Differeatiale  erster  Qattujig  vgl  LM.  u,  G.  A    F   p.  50. 
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punktes  der  Fläche  in  einander  überführbar  sind,  liefern  dannl 
dasselbe  Resultat  für  den  Werth  des  Int^igrals;  denn  letzteree  (a 
tler  ersten   Gattung)    wird   in   keinem   Punkte    der  Fläche 
Wenn   die  beiden  Wege  aber  Verzweigungspunkte    einschlies 
zwar  weder  alle  noch  keinen,  ao  das3  eine  directe  Ueberftihrm 
Tntegratiunsweges  in  den  andern  nicht  möglich   ist,  ao   hat 
Allgemeinen  zwei  verschiedene  Wertlie  des  Integrals  vor  sich, 
die   oberen    und    unteren    Grenzen    dieselben    sind.     Man 
statt  des  zweiten  Weges  den   ersten  setzen,    vermehrt    uio 
schloaaene  Curve,  welche  den  zweiten  Integratic^nsweg  in  direc 
ersten    in    euigegengesetzter   Richtung   enthält;    man    kann 
zweiten   aus   dem   ersten    durch   Hinzufügen    eines   Weges    enj 
denken,   welcher  die   üher8chrittenen  Vei^^weigungspunkte  uij 
und  um  diese  beliebig  nahe   zusammengezogen  werden    kann, 
also   luiuivaleni   ist  mit  einem  ffe^^chhssenen  um  die  betreffend 
zweigungi^p unkte    gelegten    Wege,    indem     der    Verhindungsv 
letzteren   mit  jenem  ersten  Wege   zweimal  in  entgegengesetzt 
tung  durchlaufen  wird  und  also  keinen  Beitrag  für  das  Integr 
Alle  Aenderungen,    welche  das   Integral  durch   Aenderung   d(| 
grationsweges  erleidet,    sind  somit  darstellbar  durch   die  Wer 
Integrals,  w^elche  dasselbe  beim  Herumführen  um  Verzweigac 
anninmit.     Es  wird  also  zimächst  darauf  ankommen,  die  Zalil 
einander  nnabhüngigen  (durch  Verzerrung  und  Oombination 
einander  ableitbaren)  Wege  dieser  Art  zu  bestimmen,   welche; 
Fläche  möglieb  sind. 

Zu  dem  Zwecke  ist  es  nützlich,  sich  Über  die  Gesi 
mann 'sehen  Fläche  bestimmtere  VorstaUungen  zu  bilden  tit 
Setzungen  zu  machen.  Zunächst  kann  man  nach  dem  Vc 
Lüroth  immer  eine  gew^isse  Normalfonn  für  dieselbo 
legen,  d,  h,  gewrisse  einfache  Annahmen  über  die  üruppir 
Verzweigungspunkte  und  der  durch  sie  verbundenen  Blätter  ma 
dabei  erkennt  man  insbesondere,  dass  sich  die  Untersuchü 
Periodicitätsuioduln  auf  das  einfachere  Schema  der  hy [»ereil i| 
Integrale  zurückführen  lasst.  Der  dazu  leitende  Gedanken^ 
kurz  folgender.  —  Die  Zahl  der  Blätter  unserer  Fläche  mog 
iw,  die  ihrer  Verzweigungsjiunkt^  durch  r  bezeichnet  sein**)} 
verstellen  wir  unter  einer  Gruppe  von  IcrzweiguHt/ifi 
Gesammtheit    aller   solchen  Punkte,    welche   die^lben   heil 


•)  Vgl.  Lüvoih,  Mfttli.  Anualeii,  HJ.  4,  p.  ISI  und  Clobich,  ib. 

♦*)  Es  ifii  dann  immer  2p=^r— 2(wi—  I).     Im  A^Ugemetueu  win 
der  Ordnung  der  Grundcurve  mm\   daim  ifli  r  gleich  der  Klose  df 
mebi't  um  die  Zahl  der  Ruckkehrpunkte  (vgk  die  Aniuk.  auf  p,  i^l). 
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binden,  der  Art,  dags  diese  Blätter  durch  weitere  Verzweiguiigs- 
rankte  nicht  mebr  verbunden  erscheinen.  In  einer  jeden  Gruppe  ist 
iun  lioih wendig  eine  gerade  Anzahl  von  Verzweigungap unkten  ent- 
Blten,  wie  die  Anschauung  direct  ergibt  Eine  nähere  Ueherlegung 
fiigt  nun,  dass  weder  in  der  Anordnung  der  Verzweigungspunkti^, 
loch  in  der  Folge,  in  der  die  Blatter  verbunden  werden,  etwa.s 
Ipecitisches  liegt,  noch  endlich  in  der  Zahl  der  Punkte ,  welche  hei 
jegehener  Anordnung  für  jede  Gruppe  benutzt  werden;  die  letztere 
Wf  nur  nicht  Null  werdenp  Insbesonrlere  kann  man  daher  eine  An- 
rJoung  bevorzugen,  bei  welcher  eine  Gruppe  aus  r  —  2  {m  — 2) 
^entweigungspunkten  besteht,  alle  übrigen  nur  aus  je  zweien  derselben, 
I  sind  dann  zwei  Blätter,  etwa  da.s  erste  und  zweite,  mit  einander 
neh  r  —  2  (m  —  2)  Verzweigungs^punkte  verbunden;  die  übrigen 
—  2  Blätter  hängen  aber  nicht  mehr  unter  einander  zusammen, 
ndern  jedes  derselben  ist  nur  durch  zwei  Verzweignngspunkfce  mit 
m  ersten  oder  mit  dem  zweiten  Blatte  verknüpft  Damit  wäre  die 
Irbin  erwähnte  Nornialt'orm  der   Rie  mann 'sehen  Fläche  hergestellt, 

ine  so  verzweigte  Fläche  lässt  sich  nun  in  derselben  AVeise  durch 

irwfihches  (JuerschniU System  in  eine  einfach  zu.sammenhiingende 
;eii,  wie  die  bei  den  hyperelliptisehen  Integralen  benutzte  zwei- 
ittrig^  Fläche,  d.  i.  durch  ein  Queracbnittsystem,  wie  es  Riemann 
aen  Betrachtungen  zu  Grunde  legt.'^)  In  der  That  braucht  man  bei 
Berer  Anordnung  der  Verzweigungspunkte  nur  die  Verbindung  des 
iteii  und  zweiten  Blattes  zu  berücksichtigen ;  denn  ein  Blatt,  welches 
B.  nur  mit  dem  ersten  durch  zwei  Verzweigungspunkte,  d.  i.  durch 
ke  IJebergangslinie  (Verzweigungsschnitt)  zusammenhängt,  kann  man 
mer  so  verzerren,  dass  es  zusammen  mit  dem  ersten  Blatte  nur  ein 
iti  bildet,  wie  dies  bei  einer  zweiblättüigen  Fläche,  deren  Blätter 
ireh  nur  2  V^erzweiguugspunkte  verbunden  sind,  bekannt  ist  Zwi- 
len  ilepi  ersten  und  zweiten  Blatte  haben  wir  r  —  2  {m  —  2) 
^^  4"  ^  Verzweigungspimkte ,  also  p  -f-  l  Verzweignngasehnitte ; 
^^b  legt  man  dann  bekanntlich  jenes  kanonische  Schnittsystem  in 
Jtßder  Weise.  Zuerst  legt  man,  etwa  im  ersten  Blatte,  /;  Schnitte 
lnj,.  .*Ä^:  je  einen  um  eine  der  p  Uebergangslinien ,  so  dass 
UebeTgangsIinie  nicht  durch  einen  Schnitt  b^  umkreist  ist.  Die 
k&tüe  b  verbindet  man  dann  unter  einander  in  irgend  welcher  Keiben* 

durch  die  Verbindungsschnitte  r, ,  c^,.,.c^_i5  endlieh  legt 
/»  weitere  Schnitte  <i,,  ffj,  .  .  .  a^  so,   dass  jeder  von   ihnen,  von 

(P  +  1)'*'*  Debergangsliuie  U  ausgehend,  theils  im  ersten^  theils 


•>  Vgl,  a.  A,  F.  §  10  und  p.  405  ff.  in  dem  erwähnten  Werke  von  C.  Neo- 
»o*  Da«  im  Texte  gegebene  QuerschBittajst^m  ist  von  dem  KiemaDa'tfcbeji 
noch  etwua  vertichieden. 
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Wff.  71. 
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im  zweiten  Blatte  verläuft  und  zu  je  einer  der  p  anderen  üeb 

linien  hinfährt,  wie  es  in  Fig.  71  för  p 
dargestellt  ist  (die  im  zweiten  Blatte  ye] 
fenden  Schnitte  sind  durch  punktirta  li 
beKetehnet).  Das  so  gezogene  CarveH 
kann  man  sich  nun  aus  2p  Querbcffl 
zusammengesetzt  denken*);  und  dieses« 
bilden  in  ihrer  Gesammtheit  eine  ■ 
zurücklaufende  Curve,  wenn  man  alle  ^m 
einmal  in  positiver^  einmal  in  negati%*<3f  ü 
tung  durchläuft,  d.  h.  die  so  zerschnitt 
che  hat  eine  einzige  Randcurve.  Sie  i| 
gleichzeitig  durch  die  2  p  Sclmitte  in  eine  einfach  zuaammenhi 
Fläche  zerlegt;  ihr  Zmammenhang  ist  also  gleich  2p'\-  1»**) 

Unter   Benutzung  dieses   kanonischen  Querschnittsystems 
sich  nun  die  Frage  nach   den  Werthänderungen,   welche  ein 
erster  Gattung  durch  Abänderung  des  Integrationsweges  erleide 
von   seibat.     Jeder  geschlossene   Weg   uämh'ch,    welcher    in 
achnittenen    einfach    zusQfnmenhiingendtn    Fläche    verläuft,    d. 
Schnitte  at^,  h,^  tr  nicht  tiberschreitet,  kann  auf  einen  Punkt  zufl 
gezogen  werden;   ein  überall  endliches  Integral  /,   geföhri  Qbei 
solchen  Weg,  gibt  daher  jederzeit  Null,  und  zwei  versehieden^ 
der  Art^    welche   dieselben    Punkte    verbinden,    führen   zu    de 
Integralwerthe.     Wir  haben   also  nur  noch   die   Aenderungenj 
trachten,    welche   beim    Ueberschreiten  jener   Schnille   eintrelen 
Alle   diese  Werthänderungen   aber   lassen  sich   aus  2  p  tirdsse 
und  ganzzahlig  zusamraensetzen,  wie  man  in  folgender  W^ebe 
Wir  denken    uns  die  in  Betracht  kommenden  2/>  -^  2  Verzwl 
punkte  (zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Blatte)  numerirt,  ui 
so,  dass  der  erste  mit  dem  zweiten,  der  dritte  mit  dem  vier 
der  {2 p  -\-  1)*^  mit  dem  (2//  +  2)**"  durch  einen  Verzweigung 
verbimden   ist.     Wir   wählen  ferner  zwei   beliebige  Punkte  s^ 
der  Fläche,   welche  bez,   im   ersten   und  zweiten 
über  einander  liegen  und  bezeichnen  mit  «*  den 
des  Integrals  I  geführt  auf  einem    Wege,   welc 
aus  im  obern  Blatte  verläuft^  sich  in  kleinen 
den  A^***'   Verzweigungspunkt  windet    und 
untern  Blatte  nach  s,  zurückkehrt  (Fig.  72 K 

*)  Als  erster  Querfchiiitt  lut  die  Curve  fr,   aufxarajMen,  nacbil^m 
die  (geBchloBaeue)  Eii>iiiann*^clie  Kugelflä^he  diircb  Üerauahebeti  ifii>(;ft| 
in  eine  nit?ht  geachloüsene  verwandelt  hat.    Die  übrigen  'l  p    -  I  Qut>r 
C|  and  A,»  Cf  und  6,,  . ,  .  c^^\  and  b^^  o,,  ff,,  «,     .     /?^. 

•*)  Vgl.  E,  A    t\  §.  7  und  Neumanii  &.  a,  0. 
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al  /  gibt  nun  offenbar  Null,  wenn  man  dasselbe  auf  einem  alle 
p  '\-  2  Verzweigungspunkte  umschliessenden  Wege  herumführt,  denn 
Q  solcher  Weg  kann  (dureh's  Unendliche  hindurch)  auf  einen  Punkt 
laammengezogen  werden.  Andererseits  aber  kann  man  diesen  Weg 
uMonmenziehen   auf   eine   Reihe   einzelner  Schleifen, 

>Mg.  73. 

ie  Ton  den  Punkten  s^ ,  ^2  aus  um  die  einzelnen  Ver-  -^ 

reigungspunkte  in  geschilderter  Weise  zu  legen  sind.  '\ß''\ 

»er  Beitrag,   welchen   zwei  um  die  Punkte  2ä  —  1   "^^^^      -''\\ 
ad  2  A  gelegte  Schleifen  zu  dem  Werthe  von  /  geben,  x_/4;,, 
tdann  a^k-i — ««a.     Denn  hier  wird  der  erste  Weg  ^ 

m  f I  nach  s.^ ,  der  zweite  aber  von  ^2  nach  s^  zurück- 
Biegt;  der  letztere  gibt  somit  den  negativen  Werth 
m  asA  (Fig*  73).  Führt  man  also  7  von  5j  aus  um 
immtliche  Schleifen  zu  5j  zurück,  so  ergibt  dies  die  Gleichung: 

')  «1  — «2  +  «3  —  «4  +  •  •  •  +  ««P  +  i  —  aap  +  2  =  0. 

Die  Differenz  irgend  zweier  Integrale  cch  und  au  ist  aber  von  den 
BDkten  5|,  ^2  ^^llig  unabhängig;  denn  den  Tntegrationsweg  des 
ifcegTals  ük  —  ak  können  wir  zusammenziehen  auf  eine  Schleife, 
alehe  die  Verzweigungspunkte  h  und  k  beliebig  eng  umspannt,  und 
if  eineii  von  ^,   zu  einem  Punkte  dieser  Schleife   und    dann  zu   5, 


zurücklaufenden  Weg;  der  Beitrag  des  letzteren  aber  hebt  sich 
f,  und  somit  folgt,  dass  cca  —  eck  eine  von  s^  und  $2  unabhängige 
mMiante  ist  Aus  allen  möglichen  solchen  Constanten  lassen  sich 
«r  alle  Werthanderungen  von  /  zusammensetzen  (vgl.  p.  798).  Diese 
jünrenzen  a^  —  eck  femer  kann  man  aus  2  p  -}-  \  solcher  Differenzen 
MMur  susammensetzen,  welche  man  erhält,  wenn  man  eines  der  Integrale 
f  etwa  tCff^2y  von  allen  anderen  abzieht,  d.  h.  aus  den  2p-\'l  Grössen: 

^  tf  I  thp-i-ii        ßi^^  ^2  —  «2p  +  2>  •  •  •  ftp  +  1   =  «2p  +  l   —  «2;»+ 2  • 

nwhen  diesen  Grössen  erhält  man  noch  aus  Gleichung  (7)  die  Relation : 

)  ßi-  ß2  +  ß,-ß4  +  '"  +  ß2p^i  =  0; 

drückt  flieh  also  eine  linear  durch  die  übrigen  aus,  und  es  bleiben 

p  Unear  unabhängige   Werthänderungen  von  /,    oder  —  wie  man 

ih  anadrfickt  —2p  ^,PeriodicUäismoduM^  des  Integrals  L    Wir  können 

folgenden  Satz  aussprechen: 

Em   Iniegral  erster  Gattung   hat  im    Allgemeinen  2  p  Periodicitäts- 

im.     Nennen    wir  1  den   Werth   des    Integrals^   genommen    auf  he- 

IntegraJäonswege y   /<*>,  J^^^ ,  .  .  .  P^p^    seine    Periodicitätsmoduln, 

iti 

1  +  »i<i»/(*)  +  »i(«)7<^)  +  .  .  .  -f  m^^P^ß^P) 

r   eMgemiemsie    Werth  ^   taelchen   das   Integral  durch  Abänderung   des 


804 


Sechate  AbtheLliing. 


£in  Normaliniegm!  erster  Gatiung  u^  ündert  mh  mchi 
schreiien  emei   Quetschnitles  ff„  nur  an  ^i  um  2  im.     Die  €r$i 
4er  Ptrmiiti/^ismodtilH  der  Uh  i$t  daher  gefftben  durth  dmj>chi 

II,)    2  in      0       0  ,  .  .     0 


p 
I 


«=)      0 


',tn 


0 


ttp)       0        0      0  ...  2>3r. 

Die    steeile    Hälfte   thr    Ptriodicitn/smoduln   bildet  <fwi 
symmetrischer  Determinunle ,  indem  ti.i,  ^  an: 


",} 

"n 

"ii 

«„  . 

.  .  ai. 

«.) 

«11 

«» 

«M  • 

.  .  fl«. 

4 


Uj,)      Äpi        a^t       ^|.3  *  —    fl|»|r| 

</,  /i.  ^ös  httegrai  Uh  ändert  sich  um  «a*  /'^'>«  Uebermhreiim 
Ond  die  ailgemeimten  Wefthe^  tpeicke  die  Nürmaiintegrale  ii||it 
durch  Abänderung  de^  Integratiomivcges  anm-hmen  kßnnm^  iwirf 

W  =  «i  +  2  i5r  w^  +  Hj,//,  +  ($.^.jf^  +  .  _  +  <i|^^^ 

%'  =  Wp  +  2 iV  m^,  +  flfi,!^,  +  üptq^  +  '     -  +  ^FpHr  ^ 
tvo  die  m,  q  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten,  — 

lu  ähnlicher    Weise   lassen   sich   nun   auch    die   Integrale 
und  dritter   Gattung  normireu.     Ein   Integral   dritter  Gattung 
nach    unserer    früheren   Definition   nur  bis    auf  additiv    hinzu 
Integrale   erster  Gattung  bestimmt  (p.  792).     Durch  Hinzufüg 
geeigneten   Integrals   kann  man  zunächst  5^,^   in  ein  anderes 
überführen,  dessen  Periodicitätsmoduln  an  den  Schnitten   at»   $ 
Null  sind.     Dies   Integral  nennen   wir  dann  ein  Normalintegrc 
Gattung;   es   soll   im  Folgenden   immer  durch  fl^,   bezeichnet 
Die  Werthänderungen  desselben  an  den  Schnitten  ^^  erhält  mi 
Bestimmung  der   Werthe  der  Integrale  fTf^,^dUyj    iu   positiv« 
tung   um   die    ganze  Begrenzung    der    zerschnittenen    Fläche 
Diese  Werthe  müssen  gleich  den  entsprechenden  Integralen  » 
führt    über    beliebige    Curven    in    der    einfach    zusammenhä; 
Fläche,    welche    die    Unendlichkeitspunkte    5?  V    einschliessei 
Integral   ergibt,   auf  diese  Weise  behandelt*),   den  Periodicita 

von  T\^,j  am  Schnitte  by  gleich  fdu^.     Die  zweite  Hälfte  der 

citätsmoduln   des  Integrals   dritter  Gattung   drückt  sich  also  di 

*)  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.     Fünfter  Abschnitt. 
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rischen  den  Unendlichkeitspunkten  genommenen  Integrale  erster 
ittnng  ans.  Endlich  ändert  sich  noch  TT^,.  beim  Umgange  um  £ 
ler  17  um  -(-  2  ix  bez.  —  2  in,  denn  das  Integral  wird  in  ihnen 
iguriihmisch  unendlich  (p.  791),  und  wir  können  die  absoluten 
lerthe  der  in  TTi,,  vorkommenden  Constanten  immer  so  bestimmt 
mehmen,  dass  die  logarithmische  Periode  gerade  gleich  2  in  wird. 
tr  ailgemeinsle  Wertk,  weichen  das  Integral  TT^,  durch  Abänderung  des 
wigraiimsweges  annehmen  kann,  ist  daher: 

TT'^,  =  n^,  +  21«/«  +  q^  j  du^  +  q^  j  du^+  ,  ,  ,  ^  gi  dUp  , 

»I  »7  n 

9  jw,  q^f  q2'  '  -  qp  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind.  —  Durch 
tte  Festsetzungen  über  die  Perioden  ist  das  Differential  dT\^,j  durch  die 
mkte  I  und  ri  völlig  und  eindeutig  bestimmt  (im  Gegensatze  zu  dS^ri). 

Wir  erwähnen  hier  noch  einen  wichtigen  Satz,  zu  welchem  das 
tegnl  /Tl^tidTlafi  Veranlassung  gibt,  wenn  man  dasselbe  in  analoger 
eise  behandelt,  wie  dies  eben  für  das  Integral  fTl^tfäUv  erwähnt 
ude.     Derselbe  lautet: 

Das  Normalintegral  dritter  Gattung  TT  ändert  sich  nichts  wenn  man 
r  Crrenzen  mit  den  Unendlichkeitspunkten  vertauscht^  d.  h.  es  ist: 

\  ^ 

jdWaß^  jdW^^. 

Aus  dem  Integrale  TT^,,  lässt  sich  endlich  auch  das  y,  Normal- 
ifrai  zweiter  Gattung^'  ableiten  nach  dem  Satze,  dass  (vgl.  p.  792): 

dSt„  oS^^  dSt„ 

►  «I*— .*öa  =  0.  Hier  haben  wir  5^ ,y  durch  TT^,,  zu  erset^en^  um  das 
imaliBtegral  zweiter  Gattung  zu  erhalten: 

^      dir  '^  du  ^^  as,  ^' 

l^cigeben  sich  dann  unmittelbar  die  Sätze*): 

[  JHe  Periodicitätsmoduln  von  Z^    an    den  Schnitten   a^   sind   sämmt- 

I  Nuli. 

'    JHe  Periodicitätsmoduln  von  Z^  an  den  Schnitten  br  sind  algebraische 

heäonen  des  Parameters  |;  und  zwar  ist  der   Periodicitätsmodul    am 

knUte  b^ 

^.        j  n  W  •  {cxdx)  9>Ä  (S)  •  (cS«) 

für    duk  = -—f-. gleich:      — ^^^^^ 

a         a  üf.        a 


*)  YgL  Roch:  lieber  die  Zahl  der  Constanten  etc.,  Crelle's  Journal,  Bd.  64 
I  GL  o.  G.  A.  F.  p.  120. 


gende  zurückbeziehen. 

Lassen  wir  durch  cantinuirliche  AenderuBg  der  CoS 
fix)  oder  F{T,y)  einen  Doppelpunkt  entstehen,  so  fall 
für  jeden  Punkt  der  Ebene  zwei  Berührungspunkte  der 
gehenden  Tangenten  zusammen,  ohne  dann  noch  als  eij 
rilhrungspunkte  zu  zählen  tvgl  Fig.  52^  p*  343).  Insb« 
dies  auch  für  den  unendlich  fernen  Punkt  der  F-Axe;  ( 
zu  ^  =  0  gehörigen  Riemann  sehen  Flüche  rdcken  r 
gungäpunkte  einander  immer  naher,  indem  sich  der  sie 
Verzweigungsschuitt  immer  mehr  verkürzt.  Sind  beide 
aammengefallen ,  so  stossen  in  ihm  zwar  zwei  Blätter  dd 
sammen;  indess  kann  man  nicht  mehr  durch  einen  Umf 
Punkt  von  einem  Blatte  in\s  andere  gelangen:  Man  kaa 
in  dem  Punkte  durch  Biegung  von  einander  entferne; 
Churakter  der  Flüche  dadtirch  zu  ändern;  auch  darf  maq 
Weg,  der  in  dem  einen  Blatte  bis  zu  dem  Punkte  lauft| 
dern  Blatte  fortsetzen.  Es  haben  dort  zwar  beide  Blattei 
Punkt  geraein;  die  hier  vereinigten  Punkte?  sind  aber  soi 
ganz  verschiedene  Punkte  zu  behandeln  und  sollen  demj 
zwei  verschiedene  BuclisUbeu,  |  und  ly,  bezeichnet  n 
sagen  dann^  dass  dem  Düppelpunkte  der  Curve  die  b 
I  und  >/  der  Fläche  entsprechen. 

Die  Normalform  der  Fläche  und  unser  kanontachea 
System  auf  ihr  mögen  nun  8a  gewählt  sein,  dass  die  be 
zusammenfallenden  Verzweigungspunkte  ein  solches  Paai 
welches  ein  Schnitt  Ö»  —  sagen  wir  b^,  —  terumgelegt  i 
Deformation   ist   dann   b^   eine  in  einein  der  beiden  Bl 


D-.^t.JL     l£      I 


-l^-^i>         J^       — 
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ircb  das  Ziehen  des  Querschnittsystems  ausgezeichneten  Verzwei- 
Iiig38chmtte  U  in  das  andere  Blatt  übertritt  (p.  799)  und  sodano  in 
tzter^m  zum  Punkte  r/  zurückkehrt;  dieser  Weg  verbindet  also  jetzt 
ir  die  Punkte  %  und  k\  mit  einander,  ohne  jedoch  eine  geschiossene 
trve  zu  bilden. 

Betrachten  wir  jetzt  unsere  ;?  Integrale  w^.  Wenn  auf  f^  0  ein 
puer  Doppelpunkt  entsteht,  so  wird  ein  beliebiges  Integral  erster 
^ttung  /  dadurch  in  ein  Integral  dritter  Gattung  übergehen,  denn 
im  Zähler  des  Differentials  dl  auftretende  Function  97  wird,  gleich 
ull  gesetzt,  nicht  nothwendig  eine  Curve  darstellen,  welche  durcK 
Kl  neuen  Doppelpunkt  hindurchgeht.  Es  ist  aber  sehr  wichtig,  dass 
p —  l  N ormal integrale  er s( er  Galhmg  W| ,  w, ,  ...  Up—\  tfon  /=^0 
iie  p  —  1  Normalintegrale  erster  Gattung  w',,  n\,  .  .  •  Up^\  der 
^Jotmirten  Curve  f*  ^  0  übergehen ,  wenn  wir  voraussetzen ,  dass  die 
jden  dorch  den  Schnitt  b^  umschlossenen  Verzweigungspunkte  sich 
dem  Doppelpunkte  von  /"  vereinigt  haben.  Die  Integrale  «,,,.,  i/^_  1 
lieh  andern  sich  bei  einem  Umgange  um  den  Querschnitt  bp  nichts 
aie  alle  am  Schnitte  ap  die  Periode  Null  haben.  Folglich  bleiben 
ich  die  Integrale  w', ,  if\^  .  .  •  Up^i  bei  einem  Umgänge  um  bpj  d.  i. 
den  innerhalb  bp  liegenden  Doppelpunkt,  ungeändert;  sie  werd«n 
letzterem  nicht  logarithraisrh  unendlich:  Es  sind  heine  Inte- 
dritter  ftattung;  es  sind  vielmehr  Normalintegrale  erster  Gat- 
fg,  da  auch  ihre  sonstigen  Eigenschaften  den  betreflenden  Forde- 
n  genügen.  Da«  Integral  Wp  dagegen  hat  am  Schnitte  Op  die 
iode  2iK\  das  aus  ihm  bei  der  Deformation  entstehende  Int-egral 
i  also  bei  einem  Umgange  um  den  Schnitt  bpj  d.  i,  um  den 
I  bez.  iy.  einen  Zuwachs  gleich  2  /;r;  dasselbe  wird  somit  in 
at  in  5  bez*  rj  logarithmisch  unendlich:  Es  hl  ein  Inlegrat  drit- 
Gnttttng  und  soll  demgemäss  mit  17^^  bezeichnet  werden. 
För  die  Integrale  ///  nun  sind  die  Grossen  aip,  a^p^  .  .  .  ^^_t,^ 
iht  mehr  als  Perioden  zu  betrachten;  denn  sie  waren  bez.  gleich 
l  Werthen  der  Integrale  W|,  w^,  ...  «p-t,  geführt  über  den  Schnitt 
nnd  letzterer  ist  für  die  deformirte  Fläche  keine  geschlossene  Curve 
br,  fitvellt  also  auch  nicht  mehr  einen  selbstständigen  Umgaiig  dar, 
er  aber  die  Punkte  r}  und  |  unter  einander  verbindet,  so  haben  wir: 

/'  .  /•  .  /• 

^ip  =   I  ^Ki ,     f'2p  ^='  j  dui^  , ,  ^  ap  .  i,p  =^  I  dup^i . 

ißt  ferner  an  =  aki]  und  die  Grössen  a^,,  ap2,  *  .  .  ap  ^  ,  p  sind 

»n  des  Integrals  Wp,  welches  in  FT^,^  übergeht     JJte  p  —  I  Perio- 

fniegraJs  X[^^  an  den  Schnillen  bi ^  b^^  .  ,  ,  bp^t  sind  also  in 

J%4tl  ditrch  die  Integrale  Jdu^  gegeben.    Es  ist  somit  TT^,,  für  die 


ööö 


SecliBie  Abtfaellttng» 


Curve  f  auch  direct  ein  Nöfmnliiüegral  dritter  Gattung.     In  ü« 
aind  ja  auch  die  Perioden  desselben  an  den  Schnitten  «»,  /ii, . .. 
wie  die  des  Integrals  u^^  sämmtlich  Null 5  die  l*eriode  2  i%  vonj 
Schnitte  ü^  dagegen  gibt  jetzt  die  logarithmiöche  Periode  des  h 
T\l^\  die  Periode  üpp  dagegen  wird  unendlich  gross,  denn  es  14 


ili 


i^iid  I,  »/  sind  IJnendlichkeitspunkte    von  FT; ,,.     Eine  unendlich 
Periode  aber  ist  als  solche  nicht  mehr  mitzuzählen.     Damit  \\Mm 
alle  für  das  Normalintegral  charakteristischen  Eigenschaften  ab 


VIIL    Das  AbeVsche  Theorem  und  das  Jacohi*aclie  ümkehrpr 

Die  Difterentiale   und   Integrale,    deren   wichtigste  Eiges 
wir  erörtert  haben |  aind  nun  für  die  Formulirung  gewisser  g4 
scher  (oder  algebraischer)  Probleme  von  grosser  Wichtigkeil ,  uij 
zunächst  für  die  Fragen,   welche  wir  früher  mit  Hülfe   des  K< 
behantlelt  hatten  (vgl,  jy.  432  ff,).     An  den  letzteren  knüpfen 
wieder  au. 

Den  Inhalt  desselben  *kann  man  m  einer  symbolischen  Fo 
«teilen,    welche    dann    direct   zu   den  Anwendungen    des   Abi 
Theorem«   hinüberleitet.     Wenn   nämlicli   zwei    Punkt^ruppen 
Gfi  durch  eine  adjimgirte  Curve  ausgeschnitten  werden,  so  kÖB 
diesen  Umstand  symbolisch  durch  die  Gleichung: 

(1)  ^£>  +  Cir«0 

darstallen.     Werden    nun    Gtj   und    Qu   durch   eine   adjangir 
^  =r  0,  Gq  und  Gn   durch  eine  andere  ^  =  0,  Gr  und  dj   dii] 
dritte  a  =  0  ausgesclmitten ,    so   sagt  der  Restsatz  aus,  dass 
und  Gn  durch  eine  adjungirte  Curve  ausgeschnitten   werden. 
bezeichneten  symbolischen  Fassung  heisst  dies  aber^  dasa  aas 
Gleichungen: 

(2)  Gq-^-Gr^^,     6V  +  tfÄ=0,     6V  +  ÖÄ  =  M 

die  vierte  Gleichung:   Gq-  -|-  G^  =  0  folgen  soll  j    und    hieriu 
ausgesprochen,  dass  wir  venchiedenc  symbolische  Gicichunf/en 
(1)  beliebig  nach  den  Gesetzen   der  Addition   und  Sublraction  rc 
dürfen.     Die   dadurch   erhaltenen  Resultate    stimmen  dann   il 
halte  nach  mit  dem  Bestjäatze  überein.     Unsere  Eintheilung  der  Sd 
punkte   von   A  =  0   mit  der  Grundcurve  /*  =  0   in   zwei  Gnif 
und  Gjt  war  noch  sehr  willkürlich:  wir  hatten   statt   derselben] 
gut  andere  (imd  auch  gleichzeitig  mehr  als  zwei)   Gruppen 
G  '\-  R  Schnittpunkten  bilden  können.     Um   diese   Oldchber 
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Her  (nicht  in  vielfachen  Punkten  von  f  liegenden)  Schnittpunkte  von 

«0  auszudrücken;    werden    wir   diese    Punkte   einzeln    einführen. 

lehnen  wir  sie  der  Reihe  nach  mit  o:^*),  a:^^' , .  . .  x^^^y  wo  (>  =  ()  +  /?, 

I  werden  wir  also  an  Stelle  von  (1)  die  folgende  symbolische  Glei- 
iiing  setzen  können: 

i>  nun  die  einzelnen  Gruppen  G  aus  je  einem  Punkte  bestehen. 

Es  liegt  die  Frage  nahe^  ob  man  diese  symbolischen  Relationen 
■eh  wirkliche  ersetzen  kann,  d.  h.  ob  es  solche  Functionen  F {x) 
n  x^j  x^y  x^  gibt,  dass  für  die  nicht  in  singulare  Punkte  von  /* 
Denden  Schnittpunkte  x^*'^  einer  adjungirten  Curve  mit  f  die  wirkliche 
achnng  besteht: 

)  F  (ajC^O  4-  F  (a:(2))  +  .  .  .  -f.  /-  {x^n))  =  0 , 

\  auf  der  rechten  Seite  an  Stelle  von  Null  auch  eine  beliebige  Con- 
inte  stehen  konnte. 

Als  solche  Functionen  werden  wir  nun  die  von  uns  behandelten 
[ebraischen  Integrale  erkennen,  und  zwar,  wenn  es  sich  um  Schnitt- 
nktsysieme  adjungirter  Curven  handelt,  die  (überall  endlichen)  Inte- 
de  erster  Gattung.  In  der  That  erkennt  man,  dass  die  Function 
[*)  in  keinem  Punkte  von  f  unendlich  werden  darf.  Wäre  dies  nämlich 
rm  in  x^^^  der  Fall,  so  würde  die  Gleichung  (4)  nur  noch  bestehen 
tmen^  wenn  F  gleichzeitig  in  einem  anderen  der  q  Schnittpunkte 
pitiv  unendlich  wird;  legt  man  aber  durch  x^^^  alle  möglichen  an- 
ren  Carven,  so  werden  auch  die  q  —  1  übrigen  Schnittpunkte  an- 
re  und  andere  werden*),  indem  sie  die  ganze  Curve  f  durchlaufen; 

II  F  müsste  in  jedem  Punkte  von  f  unendlich  werden ,  wodurch 
I  Gleichung  (4)  wiederum  illusorisch  werden  würde.  F  ist  daher 
bnfalls  eine  überall  endliche  Function  von  x\  und  es  liegt  somit 
he,  f&r  die  Function  F  {x)  ein  Integral  erster  Gattung  zu  wählen. 
ir  gehen  daher  jetzt  von  einem  solchen  aus  und  zeigen  umgekehrt, 
n   für  dasselbe  ein  Theorem  der  Form  (4)  wirklich   besteht.     Dies 

dann  das  AbeTsche  Theorem  für  Integrale  erster  Gattung. 

Letzteres  ist  rein  algebraischer  Natur,  wenn  man  nicht  von  den 
begralen,  sondern  von  den  Differentialen  erster  Gattung  ausgeht;  und 
m  entsprechend  werden  wir  sogleich  an  der  Hand  rein  algebraischer 
dmimg  zwei  Beweise  für  dasselbe  erbringen.  Sobald  man  dann 
iter  za  den  Integralen  übergeht,  muss  man  über  den  Lauf  der 
kqprationswege  in  der  zu  /*=Ü  gehörigen  Riemann  sehen  Fläche 


•)  Diese  Schlossweise  wird  ungültig  fiir  Doppelpunkte   von  /*;    in  der  Thai 
Un  bei  nicht  adjungirten  Curven  Integrale  dritter  Gattung  auf;  vgl.  p.  817. 
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bestimmte  VoraussetzuDgeu  machen   und  so  das  rein  algehraische  Cf» 
biet  verlassen,  wie  wir  noch  näher  sehen  werden. 

Vor  Durchführung  jener  beiden  Beweise  sei  jedoch  kurz  gejichil- 
dart,  wie  man  nach  Riemann  unter  Benützung  bekannter  8it2^  am 
der  Functionentheorie  in  sehr  einfacher  Webe  zum  Ziele  gebuj^ 
kann.*)  Es  sei  ^»0  eine  sdjungirte  Curve  von  dereelben  Ordnung 
wie  A  ^0^  welche  nicht  durch  die  Punkte  x^^\  -  •  ,  x^^^  hindurcbgriil, 
und  wir  setzen: 


f-i 


I 


Dann  lafc  £  eine  algebraische  Function  von  x,,  x^^  x^^  welche  (iosoffiu 
immer  /  (x)  =  0)  wie  f  verzweigt  ist  und  in  den  g  Punkten  j^"  ein' 
fach  unendlich  wird;  und  jedem  Werthe  von  £  entsprechen  (verm^gp 
f^O)  g  Punkte  x.  Man  kann  also  umgekehrt  die  Puntte  x  toä  ^ 
vermöge  f  =  0  und  y^f  ^  J?  ^  0  als  g*  werthige  Functionen  dn  hrw 
meters  £  darstellen.**)  Dann  wird  auch  der  Differentialquotient  m^ 
Integrals  erster  Gattung  (p,  190)  nach  g,  welcher  mit  PJ  bexeiehiwft  *«: 

eine  p-werthige  Function  von  £,  deren  q  Werthe  mit  DJ^^\  . , .  Bf^ 
beaseichnet  seien.  Die  letzteren  Kind  daher  die  Wurzeln  einer  Ulli" 
chung  p**"  Grades j  welche  sich  durch  Elimination  der  .r,  und  itJCi  0 
den  Gleichungen : 

prgibt,  wo  die  zweite  (ileichung  eben  aui^sagt,  dass  die  Punkte  ,r  +  rf^ 
die  Schnittpimkte  von  -^  (£  +  ^t)  —  ^  ="  '*  mit  f  =^  0  sein  toÜs^h.  D* 
symmetrischen  Functionen  der  Diffei-entialquotienten  lJJ*^\  .  -  .  B^^ 
dagegen  fd.  h.  die  Coefficienten  jener  Gleichung)  sind  völlig  rmdeutip 
Functionen  von  l\  insbesondere  gilt  dies  auch  für  die  Summe: 

Nun  bleibt  das  Integral  ^Ä«^ 5  als  Integral  erster  Gattung  alle athili*! 
endlich;  i^^  ist  also  eine  Function  von  J,  welche  in  allen  Punktt-n  JVl 
7A\T   Darstellung  von   £   dienenden   Ebene    eindeutig    und   encllkh  üi 


*)  Vgl  IL  A.  F.  ^.  iL 
**)  Eiiiü  Substitution  der  Art  ki  die  auf  p.  776  für  6m  eUiptüeh«  Ittti«** 
luM'h  ili  m  Vorgänge  von  Brioachi  benutzte. 
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:>idU    nach    eioem    bekannten   8atze*)   eiife  (Jouslante;    und  das 
SSereniial  deßselben  iat  gleich  Null^  d.  h.  wir  haben: 


luD  gibt  es  aber  />  linear  von  einander  unabhängige  Differentiale 
Gattnngj  und  für  jedes  von  ihnen  gilt  vorstehende  Betrachtung. 

Bondere  erhalten  wir  also  für  die  Differentiale  der  Normal inte- 
ua  den  Satz: 

iind  x<'^  die  Schnittpunkte  von  f  mit  einer  adjuuQirten  Curve  A  und 
dx^*^  die  Schnittpunkte  mit  einer  zu  A  (benachbarten  Curve  ^  von 
g  nicht  mit  den  a**'*  zusammenfaUcn  mögen,  so  bestehen  die  p 
^kkhun^en: 

dUH^^^  +  rfllA*'»  +  .  -  +  dUH^^>  =  0 

(Ä  =  l,  2,  H,  ,.,/)). 

eifcerhin  werden  wir  sehen,  dass  mittelst  dieser  p  Gleichungen 
umgekehrt  im  Allgemeinen  p  der  Punkt«  x^'^  durch  die  übrigen 
.immt  sind,  dass  sie  dagegen  nicht  mehr  so  viele  Punkte  bestimmen, 
Mßü  die  Ordnung  von  A  =  0  kleiner  als  n  —  2  ist.  Durch  Integra- 
ion  erhalt  man  nun  da«  Abel  sehe  Theorem  für  die  Integrale  erster 
lattung,  welches  dann  an  St-elle  der  syrabolisehen  Gleichung  (3)  tritt 
^  — *  (>  -j-  Ä)  und  somit  in  engster  Bezieliung  zum  Restsatze  steht. 
Igen  der  soeben  angedeutelen  und  später  näher  zu  besprechenden 
tnkehrbarkeit  des  in  den  Gleichungen  (5)  ausgesprochenen  Satzes 
mn  man  in  der  Thaf  auch  aus  dem  Abduschen  Theoreme  wieder  den 
iz  abieiteHj  wie  aus  den  Eingangs  gemachten  Erörterungen  deut- 
ln wird;  und  ho  wurde  der  Inhalt  desselben  zuerst  gefunden, 
r  aber  von  principieller  Wichtigkeit,  dass  man  diesen  rein  alge- 
en  Sat*z  auch  unabhängig  von  den  tranecenden t^n  Functionen 
Aberscheu  Theorems  einsehen  lernte,  während  andererseits  dieses 
leorem  den  Inhalt  des  Restsatzes  in  einer  für  die  Anwendungen  sehr 
Drtheilhaften  Form  darstellt.  Weiterhin  erlaubt  aber  auch  das 
b^r^cbe  Theorem  gewisse  Berührungsformeln   in   einfachster  Weise 


iTgL  »»  B,  p,  274  ff.  in  Neumann'B  Theorie  der  Ab  ersehen  Integrale 
liir#ge*B  Theorie  der  Functionen  ein  es  complexeu  Argumenta. 
Daw»  diese  Samme  Null  sein  muBa ,  Iftest  sich  auch  algebraisch  tlirect  ati» 
tir  de»  erwähnten  EUmiDatioasproblcms  ableiten;  vgl.  darüber  Ilarnack: 
iAnnalen,  Bd.  9,  p.  371  ftl  —  Man  Endet  hier  auch  die  betreffende  61ei* 
l^«>  Graftes  für  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  C^  wirklich 
»111;  die  entsprechende  Gleichung  für  eine  Q  wurde  von  demBelben  eben 
aben,  ib.  p.  3S5. 
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ftiifzustelif'Ti,  welclie  sich  durch  das  Correspondefixprincip  tiichi  «ogl 
in  der  übersichtlichen  Gestalt  angeben  lassen  würden.  — 

Wir  wollen  mm  eine  directe  Ableitung  der  Gleichungpn 
geben.  DabL'i  mag  das  Problem  noch  in  der  Weise  verallgemanfft 
werden,  da«s  wir  auch  Bchnittpnnktsystei^e  nicht  adjungirter  Vüt^m 
und  Summen  von  Differentialen  dtiffer  Gattung  betrachten;  und  rwir 
werden  wir  diis  Aber&che  Theorem  für  solche  Integrale  auf  iml 
verschiedene  Weisen  ableiten. 

Wir  beginnen  mit  Betrachtung  de«  Schnittpunktsystems  mit  eia*r 
beliebigen   Geraden.*)     Letztere   wählen  wir  zur  (Joordinatenaxe  uod 
führen    derartig    rechtwinklige    Coordinaten   ein,    dass    jene   ilmik 
mit  der  .Y-Axe  zusammenfüllt,  dass  also  ihre  Gleichung  durch  fj  =^ 
gegeben   ist.     Die  Einführung  der  neuen  Coordinaten  geschieht  dnitli 
eine    lineare  Transformation.      Wir   liaben  nun   früher  ge^sehen,  di» 
sich   ein   algebraisches   Differential     bei     einer    solchen    um    die  ente 
PoteuÄ  der  »Sub^ftitutionädeterminanlAJ  als  Factor  ändert,  und  zwar  i^ 
dies   die  Folge  davon,   das^   im  Zähler  die  Determinante  (cxä^\  Auf- 
tritt.     In    der    Normal  form    eines   Differentials    dritter    Guttun '^ 
aber  im  Nenner  auch  eine  Determinante,  nämlich  (St^^r),  so  dt*«.-  -*•- 
jene  Substitutionsdeterminante  forthebt  (vgl,  p.  1T3)*     Bezeichnen  wir 
also  jetzt  mit  ar,  f/  die  rechtwinkligen  Coordinaten,  mit  6,  ly  und  f,  ^ 
bez,  die  Coordinaten  der  Unendliehkeitäpunkte,  so  geht  unser  Nonnal- 
differential  dritter  Gattung  über  in  ein  Ditlerential  der  Fomj: 

wo:  a  =  fj—  n,    ft  =  6'  —  I,    e^  |ij*  —  ij|'. 

Wir  betrachten  eine  Summe  solcher  Dift'erentiale,  gebildet  för 
n  Schnittpunkte  von  f  =  0  mit  fj  =  ^K  wobei  die  äy  so  gewählt 
müssen,    dass   sie   die   Schnittpunkte   einer    zur   J'-Axe    beiiiM:bl2 
Geraden   mit  /  bestimmen.     Diese   benachbarte  (ierade   wollen  wir 
der  unendlich  kleinen  Entfernung  e  zur  A'-Axe  parallel  anneli' 
dass  y  —  t  ^  0    ihre    Gleichung    ist.      Bezeichnen    wir    also     .. 
yt  die  Coordinaten  der  n  Schnittpuakt43,  mit  äx^^  </y»  die  amgehc 
Differentiale,  so  bestehen  die  Gleichungen 

tji  =  0  ,       dtji  =  f  . 
Unsere  Summe  "^ou  Differentialen  ist  sonach  die  fol|$OlldB: 


*)  Den  fblgenden  Beweis  des  Theorems  verdankt  der  Uenyaagebtr 
tbeütiug  von  Brill. 
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•WO  der  Ausdruck  /'^r,-  bezeichnen  soll;  dass  in  dem  partiellen 
Differentialquotienten  von  f  nach  x  auch  y  =  0  und  x  =  a?/  gesetzt 
werden  soll.  Der  Factor  b  ist  allen  Gliedern  der  Summe  gemeinsam 
nud  kann  also  vor  dieselbe  gesetzt  werden.  Die  dann  übrig  bleibende 
Summe  ist  bekanntlich  weiter  nichts'  als  die  Entwicklung  des  Ausdrucks 

jf'  ^>    nach  Partialbrüchen,     wenn    man    in    dieser    Entwicklung 
« »  —  —  setzt.     Wir  haben  daher  zunächst  die  Gleichung : 

wenn:  f  (a;,  0)  =  (a;  —  a:,)  [x  —  x^  .  .  ,(x  --  Xn)  . 

Nun' genfigt  die  in  einem  Normaldifferentiale  auftretende  Function  Q 
nach  den  früheren  Festsetzungen  (p.  791)  der  Bedingung: 

Q._,  {rilx)  (gga:)  =  {Inif  •  /"+  iU^)  •  ^^ 
wo  f  ein    beliebiger  Punkt   ist;   oder  in  unserm  Coordinatensysteme, 
wenn  wir  noch  E,  =  0,  g^  =  0,  S3  =  1  nehmen: 

Ö«.,  .  (a:V  -  yg')  •  (y6  -  xri)  ^c^  .  f -}^  {ax  +  by  +  c)  ,  iV; 

eine  Identität,  welche  man  in  Rücksicht  auf  die  Eigenschaften  von  Q 
Aach    leicht    wieder    direct    bestätigt.      Aus    ihr    folgt    für    y  ==  0, 


e 


Q, 


Moltiplieiren  wir  also  schliesslich  in  (6)  auf  beiden  Seiten  mit  £  =  dyiy 
00  haben  wir,  da  a  =  if  —  tj  die  Relation: 
^=11 


^^^  ^((«*+''Äy  +  ^)rJ. 


V     ^iro   der  Index  t  an  dem  eingeklammerten  Ausdrucke  bezeichnen  soll, 
^     ilagn  in  ihm  x^^Xiy  y  =^0  gesetzt  werden  soll. 
I  In   den  beiden  rechts  auftretenden  Termen  steht  im  Nenner  die 

f    Unke  Seite  der  Gleichung  y  =  0,  geschrieben  bez.  in  den  Coordinaten 
'f    der    beiden  Unstetigkeitspunkte ,  im   Zähler  die  linke  Seite  der  Glei- 
]-    chnng  der  benachbarten  Linie  y  —  £  =  0,  geschrieben   bez.  in  den- 
selben Coordinaten.    Ersetzen  wir  also  die  A'-Axe  durch  eine  beliebige 
^     Gerade    ti^  «=  0,    bezeichnen    die    beiden    Unendlichkeitspunkte    des 
^      DiffiBrentials  dritter  Gattung  wieder  mit  §  und  7;   und   schreiten  von 
*      den  Schnittpunkten  x^*^  der  Linie  u  zu  den  Schnittpunkten  einer  Linie 
y  -|-  du   fort,   deren   Gleichung   durch    U  (w,-  +  ^w,)  a:,  =  0   gegeben 
iflty  so  wird  auf  der  rechten  Seite  von  (7): 
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^  =  u^^     tl  ^  u^,   ri  —  i  =  2:ii  {äui  +  Wrf),  ff  —  i=^  £^i  {dUi  +  w,). 

Für  die  n  SchntHpmtAfe  x^''  und  ,r^*^  -j-  ^^^*^  zweier  Geraden  »^^=0 
und  £{Ui  +  rfw,)  a?,  s=  0  w//  /=  0  besteht* samii  dfe  Differenlmtgleicfmg 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleiehiing,  aus  der  sich  durch  Integution 
das  Abel 'sehe  Theorem  ergibt,  zunächst  allerdiii^  cur  för  iif 
Schüitt|>uükte  einer  (.leraden  mit  /,  Wenden  wii*  aber  auf  die  lirutiii* 
eurve  eine  eindeutige  Transforniatiou  se^  ^  ^t  (y)  i^i  wo  die  <j>,  lo» 
der  M****  Ordniiug  sind,  so  tritt  an  Stelle  von  «j,  =  i)  die  Cunr 
w*'*"  Ordnung  i^i/.^p,  =  0;  ferner  geht  ein  Normaldiffereniial  '" *' ' 
(Jattung  wieder  in  ein  solches  über  (p.  796).  Schreiben  wir  al^ 
der  Transforniation  wieder  x  statt  t/  und  bezeichnen  die  Gleichußg 
der  neuen  GruD*lcurve  mit  a^^"  ^=  0]  so  erhalten  wir  die  DiffereütiJ' 
gleichung  (7)  in  der  Form: 


(8) 


wo  tp  (x)  ^^  Eu,fpi{x)  gesetzt  ist  Die  8umme  auf  der  linken  Sefe 
enthält  n  Glieder,  wahrend  ^)  und  f  »ich  in  mv  Piuikien  schneideHj 
wenn  v  die  Ordnung  der  neuen  Cnrve  A'^tt/*=0  bedeutet  Di* 
liegt  daran,  dass  eine  (Jurve  des  Netzes  2rü/<p,=  0  die  neue  Cam 
f=i}  nur  in  ti  beweglichen  Punkten  trilR.  Gehen  wir  also  vou  einer 
Cnrye  (p  des  Netzes  zu  einer  benachbarten  über,  so  andern  sich  nur 
n  der  mv  SehDitt|Minkte,  wobei  aber  auch  (bei  passender  Wahl  «itf 
Trausformatiou  von  F  iu  eine  Curve  f)  n  =  mv  sein  kann.  In  d«t 
Thai  vei^sehwinden  ja  für  die  gemeinsamen  auf  f  gelegenen  Punkt» 
der  beiden  benachbarten  Curven  die  äxt}''^  sämmiliehi  so  dass  di« 
entsprechenden  Difl'erentiale  in  der  Summe  von  selbst  ausfallen  mttsscit 
Die  Gleichung  (8)  stellt  also  die  Differentiahjkichung  des  AhelWAfli 
Theorems  für  Integrale  driUer  Gattung  m  seiner  allgemeinsten  Farm  dttt 
m  ihr  müssen  die  dxk  so  gewählt  sein,  dass  die  Punkte  X/*^» -f- rfn**' 
das  Schnittpunktsyst-em  einer  zu  (p  ^0  benachbarten  Cnrve»  mit  f 
bilden. 

Die   Integration    der  Gleichung   (8j   können   wir   uns  so   bew«d^ 
stelligl,  denken,  dass  sich  das  System   der   Punlit«  jH*^  auf /^^ii 
einer    Lage,    in   welcher  en  der  Bedingung  <p  ==  n  gentlgt,    /m 
andern  Luge  fortbewegt,   iu   welcher  es  durch  eine  Curve  t  =- 
geschnitten  wird,    die  mit   ^  =  0  von  derselben  Ordnung  i^t. 
kann  dieses  dadurch  prägnanter  hervortreten  lassen  | 


Jim 
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kirrenbüBchel  <p  -{-  li*  ^0  betrachtet*)  und  zwischen  den  Schnitt- 
unktsyetemen,  welche  /  ===  0  mit  9?  «^  0  (A  «^  0)  und  V  *^  0  (A  *=^  00) 
emein  hat,  diejenigen  einschaltet,  welche  /"^O  nit  <)p-^A^^O 
tir  zwischen  0  und  00  liegende  Werthe  von  A)  bestimmt.  Diese 
frischensyfiteme  verbinden  alsdann  die  üreiizsysteme  der  Art,  daas 
Shrend  k  sich  von  0  hh  00  bewegt,  die  Punktsysteme  sich  von  den 
litereu  Grenzen  der  Integrale  zu  den  oberen  hinbewegen.  Bei  der 
itegration  selbst  hat  man  also  allein  mit  der  einen  Variabein  X  zu 
iiUL  Durch  Integration  der  Gleichung  (8)  ergibt  sich  so  das  Abel- 
tlit*  Theorem  in  der  folgenden  Fassung,  wo  S^,^  wie  auf  p.  790 
»fiüirt  ist**): 

;  Die  Summe  von  mn  gleichartigen  (rf,  1,  in  gleicher  ff  eise  gebtUleten} 
'mnaHn  feg  raten  ilriiter  Gattung  mit  den  ünendiichkeitspunkten  S,  1/, 
wen  untere  Grenzen  x^*^  die  mn  fi'erthsyateme  sinäj  welefte  den  mn 
\hnittpunkien  vtm  f  =  0  mit  ehier  Curve  //i'*"^  Ordnung  q>  =  0  etit- 
firriieii,  und  deren  obere  Grenzen  g^*^  die  mn  Schnittpunkte  mit  einer 
brpr  /ft'"  Ordnung  ^  ^  0  angeben ^  ist  gleich  dem  Logarithmus  einer 
fthraischen  Function;  und  zwar  besteht  die  Gleichung: 


I  ^  mm      iL 


{*] 


^^ier  kann  man  statt  S^,^  auch  TT^r;  schreiben,  wo  sieb  TT^,^  von 
\  höchstens  um  ein  hinzutretendes  Integral  «erster  Gattung  unter- 
hridet  (p.  804);  denn  wir  werden  sogleich  sehen»  dass  die  ent- 
irechende  Summe  von  Integralen  erster  Gattung  verschwindet.  Hin- 
itafiigen  ist  noch  eine  Bemerkung  über  die  für  die  Integrale 
nrablteu  Integrationswege.  Lasst  man  dieeelben  beliebig,  so  können 
if  der  rechten  Seite  noch  beliebige  ganze  Vielfache  der  Periodieitäts- 
CmIuIu  von  17^1^  hinzutreten  (p.  805).  ürtluet  man  aber  die  Punkte 
\  y**')  einander  paarweise  so  zu,  dass  dtn'  l^lnkt  .r*"  in  ^<'^  übergeht***)^ 


BSmi 


iten 


•)  Die  Variable  l  spielt  dami  diürtelbe  Rolle,  wio  obeu  die  Variable  J  in  dem 
At—  ß^^Q  bei  Riemaiui'ü  Beweiae,  vgl.  p.  810* 

Vgl,  Cl.  u.  Q,  A,  F.  p.  47.  —  Ein  einfacher  B«weiä  de»  Theoremi  (ohne 
ng  d»?r  Differentialgleichung)  «rgibt  aiuh  mitte lat  Riemanu'ucher  Prin» 

,  wenn   man  dm  Integral    /  log-  ^^^tj  ^^  *he  ganze  Berandung  der  jier- 

uattentfn  Eiemann'Bcheii  Fläche  und  um  die  Punkte  S,  r;»  xl*\  y'*)  herumführt; 
l  CL  u«  G.  A.  F.  p«  125^  und  Tür  Integrale  erster  Gaitung:  Weber,  Matli.  Anna- 
Bd,  8,  p.  4\i».  —  Das  Theorem  wurde  entdeckt  von  Abel  tur  hyparellip* 
h^  Integrale I  Crellr**«  Journal,  Bd.  S,  p.  313,  allgemein  1826:  Memoire  »ar 
Uf  generale  d'ime  claase  tr^ä  ^teudut^  de  fauctione  tranacendantes, 
•afmntfi  ^trangera,  vol,  7,  1841. 
IHeie  Zuordnung  iiit  ilbrigen»  keineswegs  eine  TÜllig  bestimmte. 
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wenij  man  in  dem  Büachel  ^  +  ^^  *=  0  von  qp  :=  0  eu  ^  =  U  fort- 
schreitet (wie  es  oben  festgesetzt  wurde),  so  erhiUt  man  auf  der  linkei 
und  rechten  Seite  von  (9)  den  Werth  Null,  sobaUi  man  die  Clunrea 
93,  iff  einander  iiHendiich  nahe  rücken  Hisst;  und  also  treieij  \m  eui- 
sprechender  Wahl  der  hitegrationswege  keine  Perioden  von  TT|,  hifixo. 
Bei  dem  Uebergange  von  ^  zu  V'  durch  den  Büschel  ^  -f-  It  darf 
aber  keiner  der  Punkte  x^'^  den  Punkt  |  oder  ij  puH^iren,  demi  fti 
die  entsprechende  Lage  von  g?  +  i^  würde  TI^,^  unendlich  groaa,  mi 
somit  die  Gleichung  (9)  illusorisch  werden  oder  jedenfalls 
näheren  Untersuchung  hedürlen.  Endlich  kann  mau  t/^*K  y<*'  und  j^%] 
einander  unendlich  nahe  rücken  lassen,  wodurch  dann  zwei  In 
der  Summe  einander  gleich  werden,  vorausgesetzt,  dass  man 
beiden  Integrationswege  in  einander  überführen  kann ,  ohne 
ünendlichkeitspunkt  von  TT^,^  oder  einen  der  für  die  Perioden  töi 
eharakter istischen  Verzweigungj^punkte  zu  überschreiten;  und  1 
soll  daher  angenommen  werden.  Wir  fassen  diese  Regeln  in  fi 
dem  Satze  zusammen:  /«  der  Gleichung  (9)  sind  die  otem  und 
Grenzen  der  links  benutzten  Jntegrationstvege  einander  so  zuffi 
dass  die  H'ege  unendiich  lilcin  werden^  wenn  man  die  Curven  if^ 
^  =  0  unendlich  nahe  zusammenrücken  idasi:  und  die  vergeh 
Wege  müssen  so  liegen j  dass  je  zwei  direct  in  einander  überfidtf 
wenn  ihre  Grenzen  gleich  werden,  und  keiner  van  ihnen  (oder  Ui.^,  , 


v(4) 


zu 


log 


den    Weg  schneiden,    auf   welchem    man    mn    log  ^^ 

gelangt.'^) 

Für  die  geometrischen   Untersuchungen   sind    nun    die  IdI 
erster   und    diejenigen    dritter    Gattung   von    besonderer   Wicht 
welche    in   einem    Doppel  punkte    von   /    unendlich    werden. 
Integrale  erhält  man  aus  den  obigen,   wenn  Q«-t  den  Factor 
enthiilt;  und  es  kommt  dann  darauf  an,  ob  die  zurückbleibende 
tion  (n  —  3)^"  Ordnung  durch  einen   Doppelpunkt  von  /  nicht 
hindurchgeht   (p.    794),    oder  ob  dieselbe  wieder  zu  /   adjimgiri 
Im   ersten  Falle  haben  wir  g,  =  »^,  es  wird  also   ^  (|)  ^  ^  (ij)  1 
^t  (1)  ^=  4f{y),   so   dass  die   rechte   Seite   von   (9)    zu   Null  wirf, 
beiden   Fällen    steht    in    Gleichung  (G)  in  jedem   Gliede    der 
linkw    im   Zähler   eine    Function    (>r     -  3)*«'    Ordnung   von   x, 
die  lineare  Function  im  Nenner  fortt^Ut;   eine  solche  Summe 


*)  Bei  dieeen  Voruasäetzangea  kaan  man  nach  dem  Salzt*  6brr  V«»r 
von  Parameter  imd  Argument  (p.  305)  die  Gleicliung  (9)  aiicii  iu  dt^r  Forin  < 
ben  (Cl.  n.  G    A    F.  p,  127): 


?/• 


«(•) ' 
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Hieb  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Partialbruchzerlegung 
gleich  Null,  so  dass  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  auch  im  zweiten 
lUle  eine  Null  auftritt.    Man  hat  also  den  Satz: 

Die  Summe  von  gleichartigen  Integralen  erster  Gattung"*)  oder  von 
uichen  Integralen  dritter  Gattung ,  die  nur  in  einem  Doppelpunkte  von  f 
wueruUich  werden,  von  dem  Schnittpunktsysteme  der  Curve  f=0  mit 
iker  Curve  m'""  Ordnung  <p  =  0  ausgedehnt  bjs  zu  dem  Schnittpunkt- 
ftteme  von  /'=0  mit  einer  Curve  m'^'*  Ordnung  ^  =  0,  ist  immer 
^kkh  Null.**) 

.  Hierbei  ist  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die  Curven  <p=Oy  t^  =  0 
ijUit  beide  durch  den  Doppelpunkt  hindurchgehen.  In  der  That  wird 
f  fOr  die  in  dem  Doppelpunkte  unendlich  werdenden  Integrale  dritter 
Stttong  dann  auch  ungültig,  indem  auf  der  rechten  Seite  nicht  mehr 
IsU  auftritt    Sei  nämlich  für  den  Augenblick 

<P  =  <Px^  y       if  =  tar, 

0  wird  in  diesem  Falle,  wenn  y,-  die  Coordinaten,  des  Doppel- 
iBBktes  sind: 


Ito  a  ein  Punkt  auf  der  eiilen  Tangente  von  y  (also  z  B.  ein  zu  £ 
|f  der  Riemann'schen  Fläche  benachbarter  Punkte  vgl.  p.  806)  ist 
bl  ß  ein  Punkt  der  anderen  Tangente  von  y  (z.  B.  benachbart  zu  rj). 
KM  beiden  Quotienten  aber  sind  nicht  mehr  einander  gleich;  die 
ihrer  Logarithmen  gibt  also  nicht  mehr  Null. 
jRir  Integrale  erster  Gattung  bleibt  dagegen  der  Satz  auch  bestehen, 
die  Curven  9,  i>  durch  die  Doppelpunkte  von  f  hindurchgehen; 
idere  bestehen  daher  für  adjungirte  Curven  p  verschiedene 
liaiigen  der  Form  (9)^  wenn  man  rechts  Null  setzt.  Man  erkennt 
|t  direct  ans  (6);  denn  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  erhält 
dann  eine  Summe  der  Form: 


L  *)  Dieser  Satz  folgt  übrigens  auch  direct  aus  (9),   denn   letztere   Gleichung 
immer,  wie  man  auch  St^  für  dieselben  Punkte  £,  17  bilden  mag;  die  Diffe- 
Kweier  solcher  Werthe  von  St  „  ist  aber  nach   p.   792   ein   Integral   erster 


I  ••)  Ein  anderer  Fall,  wo  auf  der  rechten  Seite  der  Werth  Null  erscheint, 
Kft  ein,  wemi  die  Curve  des  Büschels  qp  -f  A'^  =  0,  welche  durch  £  geht,  von 
ftft  auch  fi  enthält.    Ist  nämlich  q  deren  Parameter,  so  ist  gleichzeitig: 

9({)  +  ^V'(£)  =  0    und    qp(i?)  +  ^^(i?)  — 0, 
Im  in  der  That:  9  (£)  •  V»  (»?)  =  9  ('?)•'»/'  (I)  •   ' 

Cl»%se]i,  TorlwnngeD.  52 
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iinlor    gemein.      Durch     diese    „übrigen 
dieselben  kurz  bezeichnet  werden  —  kann 
'  arve  der  Ordnung  2ft  —  2  legen: 

0^2^1-2  =  0, 

*?rst  durch  (fi  —  1)  (2  ft  +  1)  Bedingungen  fest- 

iilso  in  ihr  noch  ft-  —  1    willkürliche  Parameter, 

I.  später  in  passender  Weise  verfügen  werden.     Nach 

ajigen  wollen   wir   zeigen,    dass  Folgendes    eine   iden- 

ang  ist*): 

-*  ff  (x^HV-'  ixvl)  (z'^"''»;r  -  •  ix'U) 

1=  l 

ier  steht  links  im  zweiten  Terme  eine  Summe  von  fi  Gliedern,  deren 
1»  wieder  aus  dem  Producte  von  0  ^^^  (6^^^*0  i^  f* —  ^  andere  Fa<;- 
m  besteht;  denn  der  Index  k  an  dem  Productzcichen  TT  soll  an- 
alen^ dass  in  dem  Producte,  welches  im  k^^^  Gliede  der  Summe 
ftritt,  der  dem  Index  t  =  k  entsprechende  Factor  ausgelassen 
■den  soU;  femer  soll  der  Index  k  an  dem  eingeklammerten  Aus- 
Bcke  andeuten,  dass  in  ihm  y  =  x^^^,  und  der  Index  i  an  der 
deren  EJammer,  dass  in  ihr  z  =  x^*^  zu  setzen  ist;  die  Symbole  % 
flieh  sollen  mit  %  gleichwerthig  sein ,  so  dass  tiy'  h-?  u^^'f*.  Um  die 
Uiüg^ceit  der  Gleichung  (11)  nachzuweisen,  haben  wir  zu  zeigen, 
m  der  links  stehende  Ausdruck  eine  Curve  darstellt,  welche  durcli 
b  fi*  Schnittpunkte  von  (^j^xl^y  =  0  und  (x^vY  =  ^^  hindurchgeht. 
Imi  wir  zu  dem  Zwecke  zunächst  x  =  o:^**'),  d.  h.  gleich  dem 
inittpiinkte  der  Verbindungslinie  von  x^''^  und  §  mit  der  Ver- 
HdniigBlinie  von  x^'^  und  rjy  so  verschwindet  der  erste  Term  links, 
10.6  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen  soll,  und  jedes  Glied  der 
|iane  im  zweiten  Terme  ist  Null  wegen  der  Gleichungen 

\.  (x^^'^ix^'-y)  =  0,     (xi''')rjx^'))  =  0, 

im  einer  dieser  Factoren  kommt  in  jedem  Gliede  der  Summe  vor. 
ilKn  wir  in  (11)  femer  x  =^  x^'"^  so  kommt  links  ebenfalls  Null, 
dem   sich    die    beiden   Terme    gegen   einander  aufheben.     In   der 

'  ^  Denkt  man  sich  die  beiden  Parameter,  welche  die  Strahlen  der  von  £  und 
MgiAenden  Bfischel  bestimmen,  als  Veränderliche  eingeführt,  so  kann  mau 
PP  ffleMhmig  anch  darch  zweimalige  Anwendung  einer  gewöhnlichen  Partial- 
Wfcieilifgimg  enengeu ;  vgl.  p.  779  ff. 
^  52* 
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Secbstc  Äbtheilung. 


^-gliedrigen    Summe   nlimlieh    verschwindet   alsdann  allein  das  dem 
Index   k  ^^  r   entsprechende   Glied   nicht.     BYir    k  =  r   aber*  bcsiobcfi 

die  Gleichungen: 


(12) 


r=  J 


•  =  j 


welche  sich  aus  den  Gleichungen  (10)  durch  Polarenbildung  leiflrt 
ergeben ',  und  vermöge  dieser  Gleichungen  wird  das  allein  übrig  bleibend 
r***  Glied  der  Summe  gerade  negativ  gleich  dem  ersten  Terme  linU 
wie  es  sein  solh  Der  Ausdruck  links  verschwindet  also  in  der  Tli«i  i 
filr  alle  ^^  Schnittpunkte  der  beiden  Systeme  von  je  ^  Strahlen,  q.  e.l 
Wir  bilden  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleiehung^^)  die  {(i  —  If 
Polare  von  |  und  setzen  dann  x  ^=^  fy^  d,  h,  wir  setzen  auf  betdeftl 
Seiten  a:  =  ^  +  A  i^  und  suchen  die  Coefficienten  von  l^  —  K  Auf  4i] 
rechten  Seite  erhalten  wir  dann  identisch  Null.    Es  wird  also: 

(13)  F'C^^ri')-©!"-'©.,"-'  ff[{x^i^y-'(xn^)(X'rny-'ixin)l 

1  =  1 

=  -  >■! [Q^"'-'{lnx)'\'[J,[ix^t/'-'{xnm'xn)'- '{x'iv)['iim\ 


WO  die  Indices  i,  k  an  den  eckigen  Klammem  aussagen^  dim 
letzteren  x  =  a****  bez.  x  =  j;'**  zu  nehmen  ist.  Jedes  GUimI  der  i 
stehenden  Summe  enthält  das  vollständige  (d.  h.  auf  alle  fr  Wertto  i 
Index  /  sich  beziehende)  Product: 


(lijo^'^)  (f/S^*») {xinY  {%niy  =  (-  1)^+»  litUY] 


Üiesen  Factor  woUen  wir  vor  das  Summenzeichen  aetzen,  und 
auf  beiden  Seiten  mit  demselben,  sowie  mit  dem  links  anftn^ti 
vollsülndjgen  Producte   dividiren;  alsdann  erhalten  wir  folgendcai  I 

Zumchen   ^    beliebigen    Punkten   x^^^  der   Ebene ^    darffesieUi 
;i^<  s=s  0^  und  zwei  ebenfaiis  beiiebiffen   Punkten  |,  ^  besiehi  äk ' 
tische  Gleichung: 


i'')^'C;-') 


k  =  i 


(-ly 


©«'-« 


jL0[a£/'-'fjtl>4)(i«,r-'tf'* 


wo  0  =  0  tiurch  alle  übrigrti  (i{y.  —  1 )  SehnillpiinKtc  der  l' 
liin'nt  mit  |  und  y  mit  (frn  hinklai  .r'"  (ffht. 


PanktBystcmc  auf  einer  Curvo.    Aberschc  Integrale.  821 

US  dieser  Identität  ergibt  sich  nun  durch  eine  leichte  Umformung 
•genannte  Jacobi'sche  Satz^  aus  dem  dann  weiter  das  AbeT- 
heorem  abgeleitet  werden  kann.  Wir  nehmen  insbesondere  an^ 
me  [i  Punkte  die  Schnittpunkte  zweier  Curven 

/  =  ör^«  =  0    und    9  =  a^"'  =  0 

welche  alle  getrennt  liegen  mögen  ^  so  dass  ^  =»  mn.  Dann 
die  beiden  von  §  und  rj  ausgehenden  Systeme  zu  je  fi  Strahlen 
alle  Schnittpunkte  von  /  und  9,  d.  h.  wir  können  setzen: 

(;ga:ij)/*  =  67^-"  ./+ Z>^-«- .  9). 

nan  in  diesen  Gleichungen  x  =  x^'^\  so  werden  nur  die  linken 
gleich  Null,  nicht  aber  /"und  9.  Für  die  übrigen  Schnittpunkte 
Iso  die  Determinante  verschtvinden : 

tzt  man  aber  in  (15)  x=^  x^'\  so  verschwinden  auch  /  und  fp. 
man  also  die  erste  Polare  von  |  und  t]  in  Bezug  auf  {%xiY  =*  ^ 
xriY  =  0  für  o:  =  x^*^y  so  kommt,  indem  man  die  in  /*,  9 
icirten  Terme  als  verschwindend  auslässt: 

f*  iX^^'^r-'  ixni)  =  [nAa^--^a^  +  mBa^"^-'a^]i , 
f*  (X^Hy-'  (xU)  =  [nAa^—'a^  +  iw^a,"-i«|],, 
fÄ  ixx^''^vy~HxVV)=[n^^a:,»-^a^  +  mDa^^'^-^a^l, 
(i  {xx^''>ri)f'^  (X^V)=  [nCa^'^-^a^  +  mZ>a;^"»-^a^]f. 
zweiten  und  dritten  Gleichung  haben  die  linken  Seiten   wegen 
toreu  (;cSS),  ixvv)  ^^^  Werth  Null.    Nach  dem  Multiplications- 
»r  Determinanten  wird  daher  (ft  =  »in): 

A    B 
C     D 
=  —  A  .  {aau)  ax'^-^aj^-^ , 

oian  sich  für  x  i  mmer  o;^')  geschrieben  denkt  ^  und  wenn 
ij),-  gesetzt  wird.  Mittelst  dieser  Relation  können  wir  in  (14) 
ite  auftretenden  Nenner  durch  A  und  die  Functionaldeterminante 
fp  und  u  (d.  i.  §17)  ausdrücken.  Die  Form  A  hebt  sich  dann 
len  Zähler  fort,  wenn  wir  gleichzeitig 

WO  TJ  eine  ganz  beliebige  Function  der  Ordnung  m  '\-  n  —  2 
tzteres  darf  man  in  der  That  immer,  denn  der  Curve  0  =  0 
•  die  Bedingung  auferlegt  durch  die  ft  (ft  —  1)  übrigen  Schuilt- 
zu  gehen  5    und  diese  Bedingung   wird  durch  A  =  0   erfüllt. 


lY-'^X^il)  0  AB       «.«--^c,     .*.,      ^, 


0  (x^rif-^ixU) 


I 

MittelBi  Aer  augf^gebenen  Sitbi^titution  nimmt  mtii  dl#  Gleichuid 

folgende  Gestalt  im;  | 

*=^/      „.  +  .-»      X  nß~2\^rl5 

wo  ^  ^^mn^  Ui  =  (|i?),>  wad  wo  der  Index  Ä-  an  dem  eingeklani] 
Ausdrucke  aussagt,  dass  in  letzterem  .r  =  x^*'  gesetzt  werdei 
Dieses  ist  die  Gleichung  des  Jacobi 'sehen  Satzes;  derselbt;  laul 

Sind  f  ^  0^  9p  ^=  0  zu^ei  i'urveti  ß'*''^  uttä  m^'^  Ordnung ^  ist  üj" 
die  Üieichung  ihrer  mn  (geiremU  Hegenden)  Schnittptinkte  in  l 
Cöordinniettj  ferner  A  durch  die  Gkwhtmg  (lü)  defimrif  U  eine  bi 
ganze  homogene  Funcdon  der  Ordnung  n-\-m — 2,  endtieh  Qm 
$0  besteht  für  die  Schniüpunkle  von  f  =  0  and  tp  ^0  und  zwei  bi 
andere  Pfmkie  1,  1^  immer  die  Gkichmg  (!*?)• 

Eiiic'n  besonders  wichtigen  Speeialfall  dieseä  Sa^es  heben  w^ 
hervor»    Setzt  man  nämlich  .  ^ 

äo  wird  wegen  w^  =  0  und  u^  =^  0  auch  Bf  ~  ^Bt/*  ^  ^  0;  m 
Erhalten  so  die  Gleichung*) 

(18)  ^'       - 


f^l    v(n««)''j 


1 


Diese  Gleichung  hangt  allein  von  den  Coordinat€n  der  m»  I 
punkte  der  Curven  /",  (p  und  von  den  Coefficienten  ihrer  Gleic 
ab  (nicht  mehr  von  den  willkürlichen  Punkten  g,  rf)  und  sind 
von   besonderer  Wichtigkeit.     Dieselben    sind    in    der   That 
Linie  u  völlig  unabhängig,  denn  für  einen  Schnittpunkt  von 
kann  man  immer  setzen  (vgl.  p.  769) 


*)  Für  dioHCii  FaU  ist  obiger  Satz    von  Jacobi    f:fcgeben:    Theorc 
algcbraica,    Crclle's  .lournal,    Bd.  14,    p.  -281.     Die    allgemeinere    Gle 
findet  sich  bei  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  44.     Für  die  Darstellung  des  Beweis 
benutzte  der  Herausgeber  einige  mündliche   Bemerkungen    von    Gor 
Gleichung  (18)  ist  eine  Erweiterung  eines  auf  p.  817  f.  für  eine  l»inii 
liehe  .r  ausgesprochenen  Satzes,   welcher  in  homogener  Form  dahin 
wenn  j-/')  .  ,,^(')  ^[q  Wurzeln  einer  Gleichung 

sind,  die  Identität  besteht: 

wo  /'  eine  beliebige  binäre  Form  {n  —  2)t<^"^  Ordnung  bedeutet. 
Erweiterung  lür  beliebig  viele  Veränderliche  vgl.  Clebsch, 
Bd.  63,  p.  224  ff. 
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QiXu^i)  =  [(a  a))töar'*  "*«*"•"  *]*=*(»*)  . 
e  Function  f^»+"«-8  ist  noch  ganz  beliebig;  man  kann  daher  alle 
Sglichen  Gleichungen  (18)  aus  ^  (n  +  ^  —  2)  (n  +  »i  —  1)  beliebig 
wählten   linear  zusammensetzen.     Aber   V  {x^*'^)   kann   man   wegen 
[a^O)  =  0,  9?  {x^*>)  =  0  auch  durch 

V  (a;<'))  +  Jf  {a^'^)  +  ßtp  (^•"J) 
»etzen,  wo  A  von  der  (m  —  3)***°,  B  von  der  (n  —  3)*«"  Ordnung  in 
W  ist,    ohne  dass  dadurch  die  betreffende  Gleichung  (18)  geändert 
rürde.     Vermöge  /"  =  0,   9  =  0   kann   man   also   alle    Gleichungen 
18)  aus 
:(n+m-2)(n+»^-l)— i(»i— 2)(w  — 1)— i(n— l)(n— 2)=mw-l 

tnter  ihnen  herstellen. 

Aus  diesen  mn  —  1  Gleichungen  kann  man  dann  die  Verhältnisse 
\ßt  mn  Grossen : 

S-  =  -  =  (—J^^—) 
*        Qi         \{a  a  u)  ö^«  - 1  a^«  -  i/i 

bear  berechnen.  Andererseits  aber  kann  man  aus  je  mn  der  Ge- 
ammtheit  der  i(w  +  i»  —  2)  (n  +  1»  —  1)  Gleichungen  (18)  diese 
rrossen  eliminiren  und  erhält  so  eine  Anzahl  von  Relationen  zwischen 
en  Coordinaten  der  Schnittpunkte  von  /  und  q)y  in  denen  die  Coef- 
cienten  von  f  und  (p  nicht  mehr  vorkommen,  die  also  aliein  von 
fnen  Coordinaten  abhängen;  und  zwar  wird  die  Zahl  dieser  Relationen, 
I  nur  die  Verhältnisse  der  mn  Grössen  S,-  vorkommen^  gleich 

[n+w— 2)(n+»i  — 1)— wn  +  l=i(«--l)(n— 2)  +  i(»i-l)(»i— 2). 

Für  m^^^n  stimmt  dies  überein  mit  dem  früher  erhaltenen  Resul- 
te,  dass  zwischen  den  2n^  Coordinaten  der  n^  Punkte  (n — 1)(» — 2) 
Aktionen  bestehen  sollen  (vgl.  p.  755).  Für  1»  >  n  können  diese 
»lationen  aber  nicht  von  einander  unabhängig  sein;  denn  sonst 
nnte  es  eintreten  ^  dass 

\{m—\){m  —  2)  +  \{n  —  \){fi-2)>2mn 

rd,  d.  h.  die  Zahl  der  Relationen  die  der  Unbekannten  übertrifft, 
A  nicht  sein  darf.  Die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  Glei- 
ongen  zwischen  den  Coordinaten  der  mn  Punkte  haben  wir  ja  auch 
lon  früher  gleich  mn  —  3 n  +  ^  gefunden.  Man  wird  indess  ver- 
igen müssen y  dies  Resultat  direct  aus  der  Natur  der  Relationen 
Boleiten,  zn  welchen  die  Gleichungen  (18)  Veranlassung  gaben,  oder 
3  letzteren  Gleichungen  selbst;  und  so  ist  es  in  der  That  von 
cobi  geschehen*);  doch  soll  hier  darauf  nicht  weiter  eingegangen 
rden. 


*)  VgL  den  auf  p.  755  erwähnten  Aufsatz  desselben. 


g24  SculiBtc  ÄbtbeUung. 

Das  Vorsteheade  gilt  zunächst  nur  für  den  Fall,  dass  alk  mn 
riinkte  m^*^  getrennt  liegen.  Berühreo  sich  mdesä  die  Oar¥eii  f  imd 
q)  in  einem  Punkte  .r^'^  so  werden  die  Grössen  a^^^'^ö,  und  a^*  h, 
in  diesem  Punkte  (d,  h.  die  Coordinaten  der  gemeinsamen  TangenU) 
einander  proportional  ^  und  folglich  verschwindet  der  Nenner  dai  be- 
treffenden Gliedes  auf  der  linken  Seite  von  (17);  und  diese  Gleichtmg 
verliert  zunächst  ihi*e  Gültigkeit  Richten  wir  es  iodejss  %o  inu^  im 
auch  die  Function  U  des  Zühlers  für  den  Berühruugspuukt  ebeniiJh 
verschwindet^  und  setzen  wir  für  den  Augenblick 

so  treten   entsprechend  den  Punkten  x^  und  .r^'*  +  rf.r'*^,  in  (I7i 
beiden  Glieder  auf: 


U 


m  +  ft^a 


0  iM+ii  —  30 


i/       u 
-'  +  ;;: 


m-^H- 


«w^^fl  — 3 


't/„ 


0  ««  +  *— »^ 


WO  y  ein  Punkt  der  beiden  Curven  gemeinsamen  Tangente  von 
i:<t,  ho  dass:  dx/^^*^  =^  öXi^  -\-  rt/t,^    Ebenso   tritt  ein  r-fach   t^üm 
Glied  in  der  Summe  (17)  unf,   wenn  sich  die  Uiirven  /\  ^  in  eti 
Punkte  (r  —  1) -punktig  berühren,  und  wenn  die  Cnrve  t^gleichieil 
beide   Cürven   (r  —  2) -punktig  berührt-     Analoges   gilt  für  den  F 
da^s   eine   der   Curven   /\  (p   durch,    öinen   Doppelpunkt   der   öaJt^ni 
hindurchgeht.  — 

Es  soll  jetzt  um  den  Gidchungm  (17)  wieder  das  Abel W/k?  Theorem 
abgeleitet  werden. 

Wir  formen  zuerst  tue  auf  der  linken  Seit^  von  (17)  st-ehendeii 
Ausdrücke  um.  Von  dem  Schnittpunktsysteme  ^"'  der  Curve  ^  mit/ 
gehen  wir  über  zu  dem  benachbarten  Punktsysteme  x^'^  -\-  doc^^^  weichet 
eine  zu  tp  benachbarte  Curve  (^p  -{-  d  ip  ^=  0  auf  f  ausschneidet.  Hi^r 
soll  dg?  ein  Ausdruck  m^^  Ordnung  in  a\  seiuj  dessen  Coefticient^n 
unendlich  kleine  Grössen  ^ind,  und  letztere  8olIen  als  Incremen te  A^ 
Copftieienten  rukh,,.  von  g3  aufgefasst  werden.  Für  die  Pankti 
,ti"  -|-  dx^'^  gelten  dann  der  Annahme  nach  die  Relationen 

(10)  m{uj--' a,u)i  +  ätp  (.r'^>)  =  0,     {a,--'a,f^),  =  0 , 

Für   die    beliebige   Function    Uy"'^**'^^    wollen    wir    nun    das    Prodi 
Q„     3  .  dg?   setzen^   wu  Q  ^^  0  eine  zu  f  anjuugirte  Curve  ist,   weli 
durch    H  —  2  (l<'r  Schnittpunkte   von   ?t  mit  f  hindurchgeht  (p,  7 
Ferner  legen  wir  die  beiden  Punkte  |,  r^  in  die  beiden  Übrigen  Schi 
punkte  von  u  mit  /\  so  dass: 

{m  r  (IT-  ff^'^  -  ü  ,     /  (^)  -  ^'n'  =  ^^ 

J^chreiben   wir  in   ßüekisicbt    auf  (19}  noch   mcc_^'^-^tt,u    statt  -- i| 

niultipliciren    Zühler    und   Nenner  jedes  Gliedes  auf  der  linkeii 
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on  (17)  mit  a^^^-^acy  wo  c  ein  beliebiger  Pimkt  ist,  und  fügen  iin 
«hier  den  wegen  ajj^-^Odx  =  0  verschwindenden  Term  Q  .  a^r"""  *^rf.r 
a/^'^ac  hinzu,  so  wird: 

jj  m  +  ii  — 2 


==  —  m 


[ierin  können  wir  endlich  noch  setzen: 
ad  dadurch  erhalten  wir  für  w,=  (|)?),: 


")  f  — T^^^.--^I  )  =  « 


B  nun  rechts  ein  Differential  dritter  Gattung  steht,  wie  im  Abel'- 
hen  Theoreme. 

Die  Umformung  der  rechten  Seit«  von  (17)  knfipft  an  die  für  Q 
Behende  Identität  an  (p.  791): 

0  Qx"-»  (ijga;)  (ggx)  =  {UlY  .f{x)  +  {lri=o)  •  Jf  • 

ir  haben  6  durch  A  .  Q  .  d^)  zu  ersetzen,  wo  A  durch  Gleichuiig 
i)  definirt  ist.    Dann  wird  nach  beregter  Identität: 

s  den  Gleichungen  (15)  folgt  aber: 

t^{x)f{x)  =  D{x)  .  {xx%y  —  B\x)  .  {xxriY  ; 

1  wenn  wir  dies  in  die  letzte  Gleichung  eintragen  und  dann  die 
Polare  von  ij  für  .r  =  |  bilden  (d.  h.  x  =  l-\-  Iri  setzen  und 
lerseits  den  Coefficienten  von  Xi*  aufsuchen),  so  kommt: 

ih  (15)  ist  ferner: 

imiy-^Bird-^piri),     (j:l»;)^  =  />(g).9'(l); 
,  sonach  findet  man: 

•ch  Einsetzen  dieses  Werthes  in  die  rechte  Seite  von  (17)  erhält 
1  endlich  w^en  (21): 

'^O   (       Q„^t(exJx)       y    _  dv(,,)  _  Sv  (6)  _  .  /,„„  V{1)\  . 

i4{    Mfi-/*).»."./-'«.;,"    VM  9(1)   ~      l^<P"'lV' 

dies  ist  nichts  anderes,   als  die  Ditt'erentialgleichung  (8),  aus  der 


dtirch  lutßgratioti  das  ÄbePsehe  Theorem  in  bekaimtar  Form  klfjut- 
ßamii  tmlt^e  amh  der  zweite^  direcie  Beweis  dieses  Tfieorems  erbrnck. 

Wenn  von  den  Punkten  a;**J  einzelne  (z,  B.  r)  einander  tnsendlidi 
nahe  rücken^  so  werden  in  der  linka  stehenden  Summe  r  Differentiale 
einander  gleich  5  eine  weitere  Besonderheit  aber  tritt  nicht  eia,  dcai 
der  Nenner  des  Differentials  wlri  nicht  unendlich,  wie  dies  doch  bei» 
Jacobi'schen  Satze  eintrat.  Dies  liegt  daran,  dass  diirch  r  —  l  k 
benachbarten  Pankte  dann  auch  die  CürTe  ip  -|-  tf  gu  *=  0  hindurck- 
geht^  dass  also  für  U=Q^dg)  der  Zähler  immer  in  ebenso  hciher 
Ordnung  verschwindet,  wie  der  Nenner ,  d,  i,  wie  die  Fanctionilr 
determinante  Ton  f^  4p  und  u]  und  dies  stimmt  mit  den  BemerknDfa 
auf  p.  824  überein.  — 

Man  übersieht  leicht,  dass  man  statt  der  Gleichung  (17)  to 
Jacobi'schen  Satzes  nur  die  einiachere  Gleichung  (18)  au  beautai 
braucht^  wenn  man  das  Abel  sehe  Theorem  allein  fiir  Int^rale  m0 
Gattung  ableiten  will;  und  dem  entsprechend  wird  sich  dann  ia 
Beweis  vereinfachen  lassen^  indem  man  zunächst  direct  die  Gluichaag 
(18)  aufstellt.  Es  ist  nun  aber  wichtig,  dass  man  auch  umgekehrt  m 
ktziete)^  Gleichung  das  Ah eV sehe  Theorem  für  Inlegrule  dritUf 
Gaitnng  herleiten  Aann;  und  zwar  geschieht  dies  auf  Grund  folg«iite 
üeberlegung.*)  Beim  Beweise  des  Jacobi 'sehen  Satzes  wurde 
keiner  Stelle  die  IiTeducibilitat  der  Cmrve  f  =  ff^"  ^  0  vorauj^geieHI^ 
die  Gleichung  gilt  daher  auch,  wenn  die  üurve  f  oder  (f  ztrj 
Setzen  wir  nun  insbesondere 

fl^"  =^  ^,,p  .  cj  j    wo  also    n^  p  -\-  fj  j 
so  wird: 

H  (flau)  ff  j,"  -  ^  K  E^  ^  1  =  f<r"*-  ^  {p  Öj:^'  ^  ^  (Öß  u)Cj^  +  qC^^'*  ~  *  {C  aU)bj^ 

Bezeichnen  wir  sonach  mit  y^*^  die  Schnittpunkte  von  ifar^  =  0  1 
ff  ^»^  =  0^  mit  z^'>  die  von  c^^  ==  0  und  «^""  ^  0^  so  geht  die  Gleichi 
(18)  über  in: 

Die   iiier  auftretenden  Quotienten  sind   von  den  Grössen  1^  jS 


*)  Vgl.  Harnack:  Ueber  eint!  BehandJiiugswei&o   lüge braii^c her   Differeul 
hl  hoinojToneii  Coordmateuj  Math,  Annalen,  Bd,  9,  p,  371  flV     Die  Oleichcmg« 
wird    hici'    durcli    Difäcussiou    derjeuig'eü    iTleichiiug    («1  «)teii    Grades    gewoi 
weluhe  diG  Werthe  des  Quotienteu 


in  ileii  mn  Pniikttin  4:*^^  bestimmt;  vgl,  die  Anmerkimg  auf  J>.  Sll^ 
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tandig  anabhängig;  in  der  ersten  Summe  kann  man  also  auch  setzen: 
U^CiCy^-'^y  und  in  der  zweiten  Summe:  Ui^^bibz^-^y  so  dass  die 
ileichung  resultirt: 

md  der   vollständigen  Symmetrie   wegen    sind   beide  Summen   auch 


m 


ro  x<*>  die  Schnittpunkte  von  ^^r**  =  0  mit  c.r*  =  0  bedeuten.  Wählt 
wn  aber  insbesondere  c^r^  =  (gj^o:)  =  w^,  so  geht  die  gewonnene 
Ileichung  (24)  über  in: 

Von  hier  ausgehend  gelangt  man  in  folgender  Weise  wieder  zum 
beTschen Theoreme:  Die  linke  Seite  geht  vermöge  (21)  für  F=Qp  -  2*9> 
unittelbar  in  die  Summe  von  DiflFerentialen  dritter  Gattung  über 
18  auf  einen  Zahlenfactor  w),  welche  in  (23)  auftreten,  wenn  man 
r  ajf"  durch  b^c^  ersetzt.  Ganz  analog  kann  man  aber  auch  die 
lite  Seite  unserer  Gleichung  behandeln  ^  indem  man  nur  die  Bollen 
p  Curven  bj*  =  0  und  itjc  =  0  vertauscht.  Es  wird  dann  zunächst, 
nn  man  wie  bei  Bildung  der  Gleichung  (21)  verfährt: 

^  (uab)  Ä/-i«^«->  ~  '   ~u~~.{uab)  a^-^bj^'^         ' 

VC  wegen  QZk=»{u  a)^  «,"*  -  ^ : 

bei   nun  t^,  =  0  und  j/^;  ==  0  vorausgesetzt  wird.     Das  Differential 
bis    bezieht  sich  also  auf  die  Gerade  U:  =  0,  statt  auf  die  Curve 
=  0.     Wir  können  daher  für  die  Punkte  dieser  Geraden  eine  neue 
äre  Veränderliche  x,  :  x^  einführen  mittelst  der  Substitution : 

2k  =  «il*  +  «2  ^k ,     dzk  =  Ikdx^  +  TludK^  . 

nn  wird  wegen  der  für  Q  bestehenden  Identität  (22): 

(XjQf  +  x^Q^)P-^x^x^  =  (x^b^  +  x^b^)P ; 

1  es  geht  das  in(26)rechts  stehende  Differential,  da{c^ri)  =  Uc  über  in: 

m  - — ? ? — ^  =  md  loff  -  . 

XjXj  °    Xi 
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^  ^-    .  :.',ge  /5^P  ==  0,  folglich  auch: 


MÖ'erentiale,  welche  sich  auf  die  Curve  (^a:5)f«  =  0 
-leziehen.      Letztere    aber   zerfällt    in    lauter    gerade 
.im  daher  die  rechts  stehende  Summe  weiter  in  Summen 
alen  zerlegen,  deren  jedes  sich  nur  auf  eine  dieser  pq 
Aeht  und  also  durch  Einführung  einer  binären  Veränder- 
et ausgewerthet  werden  kann,  wie  es  soeben  beim  Differentiale 
«attnng   geschah.      Man   kommt   so    natürlich    zu    demselben 
Le,    wie    es    eine    Partialbruclizerlegung    des    links    stehenden 
entials  ergeben  würde. 

Betrachten  wir  noch  als  Anwendung  des  hier  erörterten  Princips 
a  besonderen  Fall,  wo  die  Grundcurve  in  drei  gerade  Linien  zer- 
Dti  sagen  wir  in  o:,  =  0,  x.^  =  0,  0:3  ==  0.  Für  die  Schnittpunkte 
^  derselben  mit  aj^  =  0  erhalten  wir  dann:  ^ 


(cxdx) 


\MtXtCt  +  Xfa^ci  +  x^xi 


w)ri(m+i(^a,+,i(-m-»' 


»  durch  y^*'>  die  Schnittpunkte  von  «x"*  =  0  mit  x^  =  0,  durch  z^'^ 
I  mit  Xj  «=  0",  durch  /<*J  die  mit  0:3  =  0  bezeichnet  sind.  Analog 
e  bei  Gleichung  (26)  wird  dann  aber: 

findet  man  für  die  zu  den  Linien  Xj  <=  0,  Xj  =>  0  gehikigen 
bez.  die  Weiihe: 


d\og(-"^)f      und       tf  log  (-?;)". 

Ü  Integral  der  Summe  dieser  drei  Werthe  aber  ist  gleich  log( —  l)»* 
IJifar.    Und  somit  besteht  die  Relation: 

B\  *^  *^g    "-ys      H    •  'i • " 'i      '2   '2    " •  ^2     r—  n« 

Jfl      1^1       •  •  •  ^2  *8       *3      •  •  •  ^3  'l      'l       •  •  •  «1 

'  Diese  Gleichong  ist  identisch  mit  dem  sogenannten  Carnot'scheu 
liBQireiiiei  welches  man  gewöhnlich  in  der  folgenden  Fassung  aus- 
deht: 

Sind  y^^^  :  y^^^j   z^^^ :  z^^^,    /./'^  :  t^^^    die    Absiandsverhältnisse    der 
ImUipimkie  einer  Curve  w*"  Ordnung  mii  den  Seilen  eines  Dreiecks  von 
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ßecbBte  AbÜieilniig, 


den  Ecken  dieses  Dreiecks,  so  üesleld  zwischen  diesen  Atfstandsverhältnism 

die  Relation  (28). 

Analoge  Sätze  bestehen  für  die  Sebnittpuukte  der  €^  mit  ms 
beliebigen  Zahl  von  Geraden**)  — 

Endlich  sei  noch  daran  erinnert,  ikss  man  aus  dem  AbeFsclieii 
Theoreme  für  Integnile  dritter  Gattung  uach  p»  71)2  ^urch  Anwendonj 

des   Frocesses  -2?^  fc    auch    das    AbelVA^    Theorem    für    Inkffrult 

zweiter  Gattung  leicht  ableiten  kann ;  an  Stelle  der  Logaritbinen  auf 
der  rechten  Seite  treten  dann  algebmische  Functionen,  Es  soll  hierwrf 
aber  nicht  mehr  eingegangen  werden.  — 

Es  liegt  die  schon  oben  berührte  Frage  nahe  (p.  818),  ob  du  1 
AbeFsche  Theorem  umkelirbar  ist,  d.  h.  ob  man  ans  den  Uleichungoi ' 
(8)  oder  aus  deren  p  Integralgleieliungen : 


rü) 


M 


j  duM+  I  du/, 
ein  '(») 


+ 


+  fdu,  =  0 

.p) 


(A  =  l,2,  3 

immer  schliesaeu  kann,  dass  die  fi  Punkte  x^*^  sammtlicb  auf  einer] 
iMljungirten  Curve  liegen.  Dabei  sei  bemerkt,  dass  ^  nicht  nothweiidig| 
durch  n  theilbar  sein  rauss^  denn  nach  dem  Obigen  fallen  alle  dif-J 
jenigen  Sclmittpunkte  fort,  welche  gleichzeitig  auf  der  die  unteren] 
Grenzen  bestimmenden  Curve  liegen.  Da  man  nun  durch  /wii— J 
üaj  (i  —  l)  —  p  beliebige  Punkte  immer  eine  adjungirte  Uurre  fl^J 
Ordnung  legen  kann,  so  kommt  unsere  Frage  wesentlich  darauf  hinau 
ob  durch  die  Gleichungen  des  AbeFschen  Theorems  für  InU 
erster  Gattung**)  im  Allgemeinen  p  Punkte  eindeiitig  durch  die  ßl 
bestimmt  sind.  Dies  ist  aber  in  der  That  der  Fall,  wie  die  B*^huid^l 
lung  des  sogenannten  Jacobi'^rÄ^w  Umkehrprobtems  der  K\\f^\  scS<^^ 
Integrale  lehrt.    Letzteres  lasst  sich  in  folgender  Weise  formulireji***iiJ 

*)  M^  beweiflt  dieselben  sonat  algebraiacb  in  elementarer  Woi»ei  tgi  I 
not^i  g^om^trie  de  position,  sowie  die  Anmerknng  auf  p,  754« 

*♦)  In  Betreff  enteprech ender  Fragen  bei  Integralen  dritter  Gattung  »gLj 
weiterhin  folgenden  Abscbnitt  über  Schnittpunktsyateme  nicht  adjongirterf 

•••)  Daeaelbe  wnrde  von  Jacobi  in  der  Weise  fiir  hyperelliptiiclie 
formulirt  (jedoch  nicht  erledigt):  Crelle^a  Joarnal,  Bd,  *i  und    13*    Dtttoo 
uüterachieden  da«  ßogenannte  Rie  mann 'gehe  Umicehrprobletn ,  welcbes  i 
eine  obere   Grenze   %vk   bedimmen,   wexm   die  Wertbe  f^  der  p  Jntegrmlr  • 
diese  obere  Grenze  gegeben  sind»  und  welches  aiia  dem  Jaof»lii'w*h^ti  ^f 
g^eht,  wenn  man  />  —  1  der  Punkte  o.*'^  mit  deü  entaprech' 
äammenfallen  läset.    Dasselbe  ist  nalGrlich  nur  tilgbar ^  wen 
sen  Vf^  gewi*fie  jt»  —  1  Relationen  bestehen.    Vgl  darüber  C.  N4»iimiiiiii|  •.! 
p.  393  ff.  nnd  p.  511,  rrvni,  a,  n,  <>. 
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K$  sind  die  p  Gleichungen  gegeben 


9) 


rO 


-.      xl'> 


^4^  ^^i  -'i 

,  i;^,  ...  Vp  von  einander  unabhängige  Camtante  (nämlich  die 
^9tw€n    Jnfegralsummen    über  die  (i  —  p    übrigen   bekannten   Punkte) 
j  und  wo  die  c^^   beiiebifje    ein   für  allemal   als   fesl    angenomnunw. 
\ki€  bedeuten  y    welche  möglicher   tVeise  auch   alle  oder  t  heil  weise  in 
zusammenfallen  können:   man  soll  die  p  oberen   Grenzen  o:«'^  als 
\tnciionen  der  gegebenen  Grössen  i'a  darstellen.'^) 

Die  w^irkliche  Lösung  dieses  Problems  liegt  ausserhalb  der 
ttnzen  unserer  Betrachtungen;  sie  geschieht  nach  Riemann  mit 
llfe  tler  sogenannten  6  -  Functionen '^*) ;  und  zwar  kann  nnin  zwei 
^hiedene  Wege  einschlagen. 

Zunächst  nämlich  kann  mau  darauf  ausgehen,  die  Gleichung  einer 

irve  tp  =^0  zu  finden,   welche  auf  /*=  0,die  fc  — p  gegebenen  und 

p  gesuchten    Punkte   ausschneidet.     Dies   wird,  dadurch    möglich, 

i  man  —  die  p  Grössen  v/,  als  bekannt  vorausgesetzt  —  den  Quo- 

iten   ^  zweier  ganzen  homogenen  Functionen  in  ,r^ ,  .rj,  .T;,  durch 

rcD  Quotienten  von  6 -Functionen  darstellen  kann  der  Art,  dass  q? 
ncnoge  f^O  ausser  in  den  gegebenen  Punkten,  für  welche  auch  4* 
ist,  nur  in  den  p  gesuchten  Punkten  a^i*'  ,  .  .  x^f^  verschwindet, 
^  ausserdem  nur  in  den  p  ebenfalls  bekannten  Punkten  {^^\ 
ie  in  den  unteren  Grenzen  auftreten.  **'*•)  In  den  Argumenten  der 
taten    0*  Functionen  treten   dabei   neben   anderen  Constanteu  «Hf* 

vji  auf  j  d*  h,  die  gegebenen  Integralsummen. 
Der  zweite  Weg  löst  das  Problem   durch   Vermittlung  von  liit*^- 
dritter   Gattung,   indem   er  zunächst  eine  Methode  entwickelt, 

•)  Vgl.  Cl.  a.  G,  A.  F.  p,  138.  —  In  den  p  Gleichungen  (20)  gehört  zu  der- 

I  oberen  Grenze  ac^*'  immer  dieselbe  untere  Grenze  r*'\    Dies  ist  verscbieil^n 

Riemann *s  BeRtlmmung» weise    der  unteren    Grenzen;   derselbe    benutzt,   in 

Iben  Summe I  auch  wenn  die  oberen  Grenzen  verschieden  sind,  ininier  die 

,    dagegen   in  jeder    der   p   Sammen  je    eine    andere   untere  Grenze;   ygL 

F.  i  16  und  16. 
••)  Vgl  H.  A.  F.  §,  17  nnd  2h  Die  Theorie  dieser  Functionen  findet  man 
ch  bei  Neu  mann:  Tlieorie  der  Aberschen  Integrale,  Leipzig  1865, 
und  p,  412  ff.  —  Eh  ist  'Jlu  benierkeu^  dasa  die  Eiemann'sche  Defini- 
der  0*Function  von  der  bei  CL  u.  G.  A.  P,  p,  195  getroffenen  abweichti 
II  die  Argumente  um  einen  Zahlenfactor  i  ver«c.hjed«n  sind,  was  durch  die 
ichiedcne  Wahl  der  normalen  Periodicitritsmoduln  der  Integnüe  enter  Gat^ 
l  {fjfL  oben  p,  803)  bedingt  ist* 

*^)  Vgl.  B,  A.  F.  5.  27;  UocU^  Crelle*»  Journal ,  Bd.  66,  p.  99  und  Weber, 
3iL  70,  |>.  Sie. 
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vermöge   deren  eine  Summe  von  p  Normalintegralen  dritter 
mit   Jenselbeu    Grenzen    r^'^  und  x^'^  als    Fönctionen    der   gi 
Uröasen   t\^  v^^  ...  Vy  darstellbar   ist.*)     Um    die   p    Punkte 
bestimmen ,    kann    man     zunächst    die    p    Strahlen     eines 
u^ — Ai'j-^0  bestimmen,  welche  durch  diese  Punkte   hindurtEj 
d.  h,  die  Gleichung  p*""  Grades  für  l  aufstellen,  welche  die^e  Si 
bestimmt.     Sucht  man  dann  die  entsprechenden  Strahlen  eines 
f3iischels^  so  kann  man  die  Punkte  .r<'>  als  deren  Schnittpunk 
lineare  Gleichungen  finden.     Dabei  ist  zu  bemerken,  das»  die  g( 
Strahlen  des  zweiten  Büschels  sich  rational  (und  zwar  mittekt 
Gleichungen)  bestimmen  lassen,  wenn  die  des  ersten  bekannt  m 
Es  kommt  also   darauf  an,   den  Wertli   der    algebraischen 

""  in  den  p  Punkten  a:'*  durch   eine  Gleichung  />*''•  Grade 

stimmen.     Diese  Aufgabe    kann  man  noch  dadurch   verallgei 

dasa  man  statt    -    den    Quotienten   ^  betrachtet,  dessen  Zab 

Nenner  von  gleich* hoher  Ordnung  sein  sollen,   d.  h.  die  Cur 
Büschels  9?  —  A^  ^  0  aufsucht,  welche  durch  die  l^unkte  ^'>  iuiul 

gehen*     Die  Werthe,  welche  ^  in  letzteren  Punkten  annimmt^] 

Fvich  dann  dnrch  eine  algebraische  Gleichung 


'•■^^   (:-y+'»A(-;y"'+^.  (:)"-' 


+  ...  +  ^,=0 


(jestimmen,    deren  Coefficienten    Mi  zu  beBtimmende 'Funetioij 

Integralsumnien  Vf,  sindj  und  man   braucht  nur  für  eine  Pu 

die   Wurzeln   zu    kennen,    um   dieselben    für    jede    andere 

^1  berechnen  zu  können  (wie  beim  Strahl hüschcl  u  —  kv). 

Diese  Functionen   3/,,    oder   allgemeiner    symmetrische 
der  p   frerihe,   welche  eine  hmnogene  Fuitclim  ntiUter  M 
verschiedenen  Pmikteti   annimmt^    nennt  mnn   AbelVrA^   fmtctm 
durch    (29)  definirten  Argmnente  v.^^^)     Es   sind  2p- fach 


•)  Vgl  CL  n,  G.  A.  F.  p,  las— SOO. 

•♦)  ik  p,  142  f. 

••♦)  Andere  Gröseen  sind  es,  welche  Ricmaun   (in  Beinen  Vork 
Aber&che  Functionen  beÄeichnet  hat.    Seien  nJLmlicU  ar**^,  «***, . . ,  x^"] 
Punkte,  in  denen  die  Grundcurve  von  einer  adjnngirten  C^  _  ^  berührt 
im    AUgemeinea    nur     in     einer     endlichen     AiiÄold    von    Putikt«jvta^ 
BchehcD  kann,   and  aei  <p  —  0  die  Gleichung  dieser  ''^_3,  ^  -»  0  «hi» 
einer  juuteren  ^„_a  derselben  Art  mit  den   lioruhrmigFpnnkt4iii  jf^*\  «*| 
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Ftmctionen  dieser  Grössetiy  da  die  p  Integrale  erster  Gattung  (nach 
).  804)  2  p  Systeme  von  Periodicitätsmoduln  haben ,  und  also  die 
irossen  v  noch  beliebig  um  solche  Perioden  vermehrt  werden*  können, 
ind  zwar 

Vh    um    2TnH'Jti  +  «iä^i  +  a%hq2  +  .  .  .  +  apsqpy 

hne  dass  dadurch  die  Gleichung  (30)  geändert  werden  dürfte. 

Denken  wir  uns  die  Gleichung  (30)  vorerst  wirklich  gebildet  und 
ndererseits  auf  dem  zuerst  geschilderten  Wege  eine  algebraische  Func- 
Ion  i  bestimmt,  welche  in  den  p  Punkten  x^^  verschwindet.  Dann 
am  man  die  Gleichung  (30)  auffassen  als  das  Resultat  der  Elimination 
'«•  Veränderlichen  Xk  aus  den  Gleichungen  /=  0,  ;u  =  0  und  (p — A^=0. 
)iese  zweite  Losung  des  Umkehrproblems  geht  also,  insofern  es  auf 
rirkliche  Bestimmung  der  Punkte  a^*^  ankommt,  noch  einen  Schritt 
reiter  als  jene  erste. 

Die  Einfahrung  der  Integrale  dritter  Gattung  geschieht  nun  in 
)lgender  Weise.  Wir  betrachten  die  Summe  von  p  Integralen  TT^,^, 
welche  zwischen  denselben  Grenzen  c^^^  x'*^  geführt  sind  und  zwei 
eliebige  Unendlichkeitspunkte  |,  rj  haben.     Diese  Summe 

,„       ■       2/n,.=T„(^;;5»'-;-) 

innen  wir,  da  sie  als  symmetrische  Function  der  oberen  Grenzen 
scheint,  die  symmetrischen  Functionen  der  letzteren  aber  schon  als 
inctionen  der  v  betrachtet  wurden,  auch  als  Function  der  v  selbst 
sehen,  wie  sogleich  noch  näher  angegeben  werden  soll.  Und  auf 
3  wirkliche  Darstellung  dieser  Function  T^,;  lässt  sich  das  Umkehr- 
oblem  zurückführen.  Die  Coefficienten  der  Gleichung  (30)  lassen 
h  nämlich  in  folgender  Weise  durch  Functionen  T  ausdrücken. 

Wir   setzen    in    der   Gleichung    (9)    des    AbeTscheri    Theorems 

815  und  p.  816  Anm.)  für  g  der  Reihe  nach  a;<i>,  x^^\  .  .  .  x^\  für 

n^leich  der  Reihe  nach  c^^\  c<^),  .  .  .  c^p^]  ferner  nehmen  wir   an 

5lle  der  Curve  qp  =  0  irgend  eine  Curve  des  Büschels  qp  —  A^  =  0 

otient  1/  ^  proportional  zu  einem  Quotienten  von  0  -  Functionen ,   deren  Ar- 

r   ^ 

nente  sich  von  den  Grössen 

*^^         X  z  z  *~  z  z  z 

ienen  7\  nnd  z  beliebig  gewählte  Punkte  sind,  nur  um  Constante  unterschei- 
-  Die  80  zu  bildenden  Verhältnisse  K9  :  V't^  sind  dann  k\i^Viche  Functionen 
Grössen  w^,  w^  in  Riemann's  Sinne.    Vgl.  darüber  Roch)  a.  a.  O.,  p.  104. 

:;iebsch,  Yorlerangen.  53 
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und  beKeichnen  durch  fi^"^  die  Schnitfcpuakte  von  f^^O  mit  i* » 0,, 
welche  nicht  zugleich  auf  ^  ^^  0  liegen^  durch  |*'J  die  Schnittpunkte 
von  ^-^A0  =  O  mit  f^(.\  welche  nicht  auf  g?  oder  t  Xi^w- 
Dann  erhalten  wir  aus  dem  Ab e Fachen  Theoreme  und  dem  ^%ifm 
über  die  VerhiuschuDg  von  Parameter  und  Argament  (p.  806)  &^ 
folgenden  Gleichungen: 

'"« [(iL-  -']-"« [(*),..,  - ']  -  -  2'/''"^''."' 

(ä2)  ">«  [(J)„.,  -  ■>]  - '»« [(?),,  - ']  -  -  2/'"'^v- 

Die  Paare  |*'^,  ^^'"^  sind  einander  so  zugeordnet^  wie  es  das  Ä bar- 
sche Theorem  vorschreibt  (p,  816),  und  die  Summen  rechts  Wi«*ben 
sich  auf  die  so  gebildeten  Schnittpunktepaare.  Ebenso  sind  fiw 
IntegrationaTvege  hier  durch  jenes  Theorem  bedingt;  sie  sind  iWer 
möglicher  Weise  nicht  dieselben  ^  welche  in  den  Gleichungen  {W\ 
auftreten,  sondern  würden  statt  dar  t^^  Integralsummen  v^  Vwim^ 
welche  sich  durch  Periodic itUtsmoduln  von  den  n/,  unterscheiden.  Akr 
die  Summen  rechts  andern  sich  (nach  p.  805)   durch  Abilnderimg  d^r 

^^:^ 

Integrationswege  bez.  nur  um    Vielfache  der  Ausdrücke  2^/Jdtu  {^ 

gesehen  vou  der  links  ebenso  auftretenden  Periode  2i3f);  und  letitd^ 
*Summen  verschwinden  nach  dem  Abel 'sehen  Theoreme,  da  die  |j  9 
Schnittpunktsysteme  sind,  w^elche  direct  in  einander  übergeführt  weHeü 
könneu.  Man  braucht  also  hierauf  gar  keine  Rücksicht  zu  nehmeB. 
Äddirt  man  nun  die  Gleichungen  (32)  und  geht  von  den  Loga- 
rithmen zu  den  Zahlen  über^  so  findet  man  wegen  (31): 

und  in  (lieber  Gleichung  Hegt  die  Lüsung  unserer  Aufgabe,  snlalii  <''' 
Functionen  T  noch  durch  die  i;  ausgedrückt  sind.     Setzt  man  nämlit*' 


•"-[a,-^][(:).,..-^]  ■••[(:),«-']■' 
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>  also  M  ausser  Constanten  (denn  der  Grösse  A  hatten  wir  einen 
üebigen  Werth  beigelegt)  nur  Functionen  T  enthält,  so  kann  man 
e  Crleichung  (33)  mit  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  Mi  der  Glei- 
lung  (30)  auch  in  der  Form  schreiben: 

AP  +  il!fjAP-i  +  ...  +  Mp  =  M. 
axi  braucht  nur  diese  Gleichung  p-mal  hinter  einander  für  ebenso 
ele  verschiedene  Werthe  von  k  zu  bilden ,  um  ebenso  viele  Glei- 
iungen  als  unbekannte  Afi  vor  sich  zu  haben ,  welche  man  dann 
ittelst  dieses  Systems  linearer  Gleichungen  durch  Functionen  T  aus- 
rücken   kann.      Die    Coefficienten    der   Gleichung   p^^'*   Grades,    deren 

Vurzeln  die  p  Functionen  (  ^  |       sind,   werden   also  rationale  Verbin- 

hmgen  verschiedener  Transscendenten  eTf^. 

Es  kommt  daher  nur  noch  auf  ein  näheres  Studium  der  Function 
T|,  an;  und  dabei  ergibt  sich  dann,  dass  dieselbe  durch  6 -Functionen 
darstellbar  ist^  deren  Argumente  wesentlich  von  den  gegebenen  Grössen 
va  abhängen.  Für  die  Bestimmung  dieser  Constanten  ist  es  nun 
Tortheilhaft  statt  der  Grössen  c^^  andere  untere  Grenzen  a^»>  zu 
Wahlen,  die  in  folgender  Weise  definirt  werden:  Man  ziehe  in  einem 
beliebigen  Punkte  in  die  Tangente  an  /»^O;  diese  schneidet  f  noch 
in  n  —  2  Punkten,  und  durch  letztere  Punkte  lege  man  eine  adjungirte 
Curve  {n  —  2)*«'  Ordnung ,  welche  /*  =  0  in  allen  anderen  Punkten,  in 
denen  sie  f  noch  trifft,  d.  h.  in  p  Punkten  berührt.  Zu  jedem  ft  kann 
Dum  noch  2*p  solche  Cn-t  finden,  wie  wir  später  sehen  werden,  aber 
Unter  diesen  ist  für  die  unteren  Grenzen  (je  nach  der  Wahl  des  zur 
Definition  der  Perioden  a,^  benutzten  kanonischen  Querschnittsystems 
^r  Rie mann 'sehen  Fläche,  p.  801  £F.)  eine  ganz  bestimmte  ausge- 
zeichnet; die  Berührungspunkte  derselben  sollen  mit  a<^>,  a^*) .  .  .  a^^^ 
beadclmet  werden.  Setzt  man  nun  diese  an  Stelle  der  Punkte  c<*)  in 
^  Gleichungen  (29)  des  ümkehrproblems,  und  schreibt  gleichzeitig 
^   statt  Vhj  so  dass  für  A  «=  1,  2,  .  .  .  p: 

(34)        2  J^''' = ^>^   (^-  "^^-^z  S^''')  ' 

dann  findet  man  das  Resultat*): 


•)  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F.,  a.  a.  0.  —  Man  kann  diese  Formeln  und  insbeson- 
^ete  die  Bestimmung  der  Argumente  der  0- Function  durch  die  Punkte  il  und  a^'^ 
•^^cb  mittelst  Rie  mann 'scher  Principien  unter  Benutzung  von  R.  A.  F.  §.  25 
gleiten;  vgL  darüber  Weber,  Zur  Theorie  der  Umkehrung  der  AbeTschen 
*^tegrale,  Crelle's  Journal,  Bd.  70,  und  Fuchs:  Zur  Theorie  der  AbePschen 
^*Wtionen,  ib.  Bd.  73,  p.  806.  —  Für  p  =  2  ist  die  entsprechende  Formel  auf 
2^  Yon  Weber  eingeschlagenen  Wege  auch  schon  von  Roch  abgeleitet,  ib. 
^  66,  p.  42,  vgl.  für  diesen  Fall  auch  Brill,  ib.  p.  275.  "♦ 
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wobei  die  0- Function  durch  folgende  j?-fach   unendUche  Reihe  J 
nirt  ist: 


—  i  ^iifrrÄn^A*  +  Ssrt 


2 


In  Gleichung  (36)  ist  jetzt  die  Lösung  des  ümkehrpt'ohlems  gegd 
wie  aua  den  obigen  Erörterungen  hervorgeht     An  Stelle  der  o?'' 
cja  kann   man   nno  auch    wieder   die   Grössen   d'^  und  tu   einfillif 
Denn  setzt  inan: 

(37)  kl,  =  V"   /  </»</, ,     so  dass:     o/,  =  v/,  -\-  kt, , 

so  ist  natürlich  auch,  wie  in  (3G): 


(38) 


m 


u).("  ~ ' 


0  (A-, -/.„,).  0(/rf,,) 


und  indem  man  die  linke  Seite  von  (38)  in  die  von  (36)  dividirt,  t 
hält  man  wieder  die  linke  Seite  der  Gleichung  (33).  Bie  in  d* 
Argumenteji  der  Function  0  auftretenden  Grössen  (O/,  und  kh  sind  dal 
durch  die  Gleichungen  (34)  und  (37)  defntirt;  und  die  a^*^  sind  fl 
Beridirungspunkte  einer  bestimmten  unter  den  2^p  Curven  {jn  —  2y^'' Ot 
nung"^),   welche  durch  die  n  —  2   weiteren  Schnittpunkte    der  in  /t ^ 


•)  Welche  von  diesen  Curven  zu  wählen  ist,  hängt  davon  ab ,  welches  Sy>te 
von  normalen  Periodicitätsmoduln  man  zu  Grunde  legt,  d.  h.  wie  man  das  \ 
nonische  Schnittsystem  in  der  Rie mann 'sehen  Fläche  (p.  %02)  wählt.  W 
solclien  Periodensysteme  ist  eine  solche  C^^  _  g  bei  gegebenem  fi  zugeordnet  m 
umgekehrt;  vgl.  darüber  auch  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  314  und  a:U ,  sowie  Kuc 
a,  a.  O.  und  für  p  =  *2  den  weiterhin  folgenden  Abschnitt  XI. 


Punktsysteme  auf  einer  Curve.    AbePsche  Integrale.  837 

=s  0  gezogenen  Tangente  gehen  und  ausserdem  die  Curve  /"  =  0  in  p 
^kien  berühren.  — 

In  einem  Schnittpunktsysteme  sind  bekanntlich  p  Punkte  nicht 
-ch  die  übrigen  bestimmt;  wenn  das  System  durch  eine  adjungirte 
nre  (n  —  3)**'  Ordnung  ausgeschnitten  wird ;  und  dieser  Umstand 
SS  auch  beim  ümkehrprobleme  hervortreten,  indem  letzteres  dann 
n  Resultat  mehr  liefern  darf.  In  der  That  verschwinden  dann  auch 
benutzten  6 -Functionen  identisch,  d.  h.  unabhängig  von  den  in  ihren 
aren  Grenzen  auftretenden  Punkten  |,  ij;  denn  es  gilt  der  Satz*), 
s  die  Function  6  {w),  wenn  die  Argumente  w  wie  in  (35)  bestimmt 
d,  als  Function  von  |  betrachtet,  in  den  Punkten  o;^*),  x^^\  .  .  .  x^p^ 
"schwindet,  d.  h.  für  g  «=  x^^\  :cW,  .  .  .  o;^);  dieselbe  wird  sonach 
11,  wenn  die  p  Argumente  wa  die  Form  haben  (z.  B.  für  g  =  x^''^) : 

9)  ^^^   ^    I  ^"*  "^  /  ^"^  ^ 

ö  a;*^) .  .  .  a:^-^>  ganz  beliebige  Punkte  sind,  während  die  «^'^  von  [i 
»hängen.  Liegen  nun  die  Punkte  x^^"^  .  .  .  x^p^  mit  p  —  2  anderen 
linkten  x^-^  ^K  .  .  x^^P''^^  auf  einer  adjungirten  C^^s,  so  bildet 
tztere  zusammen  mit  der  Tangente  von  ^  eine  adjungirte  C'«-«. 
urch  n  —  2  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  /*  (nämlich  die  n  —  2 
)rigen  Schnittpunkte  der  Tangente  von  ft)  geht  auch  die  C„_2, 
eiche  in  den  Punkten  «<*>  berührt.  Es  ist  also  nach  dem  ÄbeTschen 
beoreme : 

2  /  ^''*  +  2  /  ^''''-"^  /  ^''''  +  /  ^">i = ^  5 

*=^a(0  *=^    o(0  a(P-^)  a(P) 

id  folglich  nehmen  die  Argumente  wa  die  Form  an: 


'egen  6  (ti?*)  =»  6'( —  wa)   stimmt   die   Form   der   Argumente   aber 

nde  mit  der  Form  (39)  überein ;   denn  es  ist  abgesehen  von  dem 

)rzeichen  hier  nur  5  statt  x^p-^^  gesetzt;  und  dies  ist  gleichgültig, 

die  Lage  der  p  —  1  Punkte  oc^"^  in  (39)  völlig  beliebig  war.     Die 

nction  9  (c»A — /^w>i)  verschwindet  daher  identisch  (d.  i,  unabhängig 

i  l),  sobald  die  p  Punkte  a:<»>  der  Gleichungen  (29)  mit  p  —  2  anderen 


•)  Vgl.  ß.  A.  F.  §.  22  und  23.    Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  206. 
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Punkten  auf  e'mer  adjunfjirten  Curve  {n  —  d)'^''  Oninunff  liefen ^  mi  ik 

«A  durch  (34)  definirl  sind* 

Das   Umkelirptoblem    ^ircl  akdann  unbestimmt,    und    man  mm 
einen  weitereu  {p  —  1)^®"  Punkt  als  bekannt  annehmen,  um  die/?—  1j 
übrigen  Punkte  wieder  eindeutig  bestimmen  zu  können.     Nocli  weitere 
Besonderheiten  treten  ein,  wenn  die  Punkte  x'"  durch  eine  adjtnigirte 
Curve  ausgeschnitten  werden,   deren    Ordnung   kleiner  als  n — 3  ist, 
indem  alsdann   auch   noch  die   Dilferentialquotieuten   der  0-FtiDctioii 
nach  den  ivu   bis  zu  einer  gewissen  Ordnung   verschwinden;   wie  Wer 
jedoch  nicht  weiter  ausgetuhrt  werden  soll,*) 


K.   Berührnngscurven.  —  Di©  Doppeltangenten  der  Cnrven 
vierter  Ordnnag.**) 

.Während  das  ÄbePsche  Theorem  an  sich  den  Inhalt  des  fo^i- 
sattes  in  einfachen  Formeln  ausspreclien  lehrt  (p.  809),  erlanbt  d» 
Möglichkeit  und  Bestimmtheit  des  Umkehrproblems  eine  Reihe  AiidtT^T 
geometrischen  Anwendungen^  deren  Resultate  (soweit  es  sich  um  Fra^^fD 
aus  der  Geometrie  der  Anzahl  handelt)  sich  allerdings  auch  aui  rclo 
algebraischem  Wege  ableiten  lassen,  wenn  man  das  früher  behandelte 
Correspondenzprincip  benutzt  (p,  441  ff,).  Diese  Anwendungen  g«jhoi 
ebenso  y  wie  die  tVüher  für  jo  ^  1 ,  d.  h.  für  die  Theorie  der  elliiiti* 
sehen  Functionen  gegebeneu  (p.  602  ff.),  von  der  Theihmg  lui 
und  zeigen,  wie  die  Lösungen  von  gewissen  in  der  üeometrie  aiif* 
tretenden  algebraischen  (Jleichungen  mit  Hülfe  der  Theilung  der 
AbePschen  Fuuctionen  einfach  dargestellt  werden  können.  Dies  tft 
von  um  so  grosserem  Werthe,  weil  die  eigen thümlichen  Beziehungen 
resp*  Gruppiruhtjen  der  ffurzvin  unCer  ematuivr  dabei  aufs  Klarste  herf*>r* 
treten,  wahrend  das  Correspondenzprincip  zunächst  nur  die  Zahl  rfef 
Lösungen  liefern  würde,  und  es  noch  einer  coniplicirten  knw  '  ^' 
der  Sätze  über  Sehuittpiinktsysteme  bedürfte,  um  die  UruppM 
erforschen.  Wir  behandeln  nun  zunächst  die  folgende  Aufgabe,  ha 
der  wir  wieder  voraussetzen,  dass  die  Orundcurve  /=0  von  der«'* 
Ordnimg  und  vom  Geschlechte  p  sei  und  «,  /-fache  Punkte  habe, '>A»^ 
äas$  zwischen  ihren  Moduln  spedeUe  Relationen  hesiänäen. 

Es  sei  m  y>  n  ^  3;  au/'  der  Grundcurvc  sind  mn  —  2^aii(t—l)-'r 
Punkte  heliebfff  gegeben ;  man  soH  durch  sie  eine  adjungirte  Cnn^  ^ 
Ordnung  legen,  tvelche  die  Grundcurvc  in  p  Punkten  je  (r  —  l)-/iim^^ 
berührt  (d.  i,  r -punktig  schneidet). 


*)  Vgl.  daräber  Kiemtinn:  Ueber  dcts  Vei'schwinrtcn  der  6-Fu»ctiflöÄf 
Grelle'»  Journal,  Bd»  65»  sowie  B.  A.  F.  §.  14  und  Its 

♦*)  Vgl.  fttr  dea  XnLalt  dieses  Äbschoitteß  Clebachr  Ueber  die  AnwtAitaf 
der  Äber»chen  Fuactioiien  in  der  Geometrie,  Crelle^s  Journal,  Bd*  63»  |».  ISt^ 
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Wir  setzen  der  Kürze  wegen 

mn  —  2Jaii(i  —  1)  —  pr  =  A. 

seien  nun  c^^^,  c^^^,  .  ,  .  c^^  Punkte,  in  welchen  die  Grundcurve 
=  0  durch  eine  adjungirte  C«  (r  —  1)- punktig  berührt  wird.  Letztere 
Tö  möge  ausserdem  durch  gewisse  Punkte  a^^\  a^^^,  .  .  .  a<^>  gehen, 
se  eine  Curve  nehmen  wir  als  bekannt  an*);  es  ist  dann  unsere 
fgabe  durch  die  A  gegebenen  Punkte  a;<^>,  x^^\  . .  .  x^^^  eine  andere 
ungirte  Cm  zu  legen,  welche  /=  0  in  p  Punkten  (r  —  1)- punktig 
ührt,  d.  h.  deren  Berührungspunkte  y^^\  y^^\  .  .  .  t/^^  zu  finden. 
2tere  nun  genügen  nach  dem  AbeTschen  Theoreme  den  p  trans- 
denten  Gleichungen: 

rV.      äuA+y   UuH^O      (Ä=l,2,...p), 

einzelne  Glieder  der  zweiten  Summe  ausfallen  werden,  wenn  von 
Punkten  oc^^  einzelne  mit  den  Punkten  aS^^  zusammenfallen  sollten ; 
kann  immer  eintreten,  ohne  dass  dadurch  die  folgenden  Erörte- 
ren beeinflusst  würden.  Insofern  man  unter  den  Integralen  dieser, 
iten  Summe  die  Werthe  versteht,  welche  dieselben  auf  bestimmten, 
Wlich  gewählten  Integrationswegeu  annehmen,  kann  man  auf  der 
ten  Seite  von  (2)  die  Null  durch  das  allgemeinste  System  von 
odicitätsmoduln  P^  des  Integrals  Uh  ersetzen,  wo  (p.  804): 

/>A  =  2  mnix  +  qiai,,  +  ^2ö2A  +  .  .  .  +  ^/^ ^ph 
findet  dann  durch.  Division  mit  r**): 

(Ä=l,2,...p), 
flun  auf  der  rechten  Seite  lauter  bekannte  Grössen  stehen;  so  dass 
)  Gleichungen  die  Form  des  ümkehrproblems  haben,  welch'  letzteres 

)  Dies  ist  erlaabt,  da  sich  die  Existenz  solcher  Curven  aus  einer  einfachen 
antenzählnng  ergibt. 

"♦)  Wollte  man  die  unteren  Curven  c^^  anders  wählen ,  so  würden  sich  die 
en  Seiten  dieser  Gleichungen  nur  um  Constante  ändern  Seien  z.  B. 
e^^\  . . .  c^'"'*^  die  weiteren  Schnittpunkte  einer  durch  die  Punkte  a^*^  gehen- 
idjungirten  C^,  und  sei  z  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  so  würde  man 
eile  von  (2)  erhalten: 


V<'>  ;_...,      z  i^j,      .r(') 


»  =  £    f.  i=ap    r.  1  =  2    •% 


rf«^=.0. 


84ü 


Stidista  AUUieüung. 


lür  m  >  w  —  *6  im  Allgemeinen  lösbar  ist»  wie  auch  die  ia  ikn  Glei-j 
i'liungen  (29)  p,  831  auftreten  Jen  Grössen  Vk  beschaffen  sein  mogeiL 
Man  sieht  hieraus,  dass  bei  bestimmter  Wahl  der  PeriodidtTitaiiiüdalD 
P/^  das  System  der  p  Punkte  j^<'\   also  auch  die  gesuchte  Berührung»- 
ciirve,    vermöge    des    Umkehiiiroblems    rmdeutig    bestimmt    vrenko 
kann.     Die   reaultirenden   Punkte  y^'"'  aber  ändern   sich    nicht,  vrflm 
man  die  Ph  gleichzeitig  um  das  r- fache  eines  Systems  von  Periodicität«- 
moduln  vermehrt  oder  vermindert,   denn  dadurch  bleiben  die  Wertlii? 
der  im  ÜmkehrjiroblenxB  zu   benutzenden   0- Functionen   voUig  u^g^ 
lindert.     Daher  braucht  mau»  um  alle  möglichen  BerühningscunTu  iw 
erhalten»  den  in  den  Ph  auftretenden  ganzen  Zahlen  w, ,  m^, 
r/i,  q.,j  •  .  ,  (ip  nur  die  Werthe  0,  1 , .  »  .  r  —  l  beizulegen.    Man  urnji 
so  r'^^  Systeme  von  Grössen  Pm  und  sonach  auch    ebenso    viele  Be- 
rührungscurven ;     Das  vorgelegte  Problem  hat  r^^  Lösungcfu^)    Uni» 
den    gefundenen    Berühruugscurven    ist   insbesondere    wieder  die  lil  | 
bekannt  angenommene^  in  den  Punkten  <.*<''  berilhrende  Curve  enthaltoi 
Dieselbe  ergibt  sichj   wenn   man  gleichzeitig  allen  Zahleli  m,-,  ^i  <fci 
Wertli  Null  beilegt. 

Die  entsprechenden  r^f  Systeme  von  je  p  Berührungspunkten  jf 
haben  eine  sehr  merkwürdige  Lage  gegen  einander:  ünt^^rscliÄ 
man  beliebig  ausgewählte  r  Systeme  der  Art  durch  beigesetzte  üIkt« 
Imlices,  so  dass  die  Punkte  dieser  Systeme  bez.  durch  i/^  '\  y<'-^,  **•/'* 
und  die  ent.sp rechenden  Werthe  Pa  durch  A'*^  /^'^',  -  *  •  /^ü"'^  ^\ 
zeichnet  sind,  und  addirt  die  entsprechenden  Gleichungen  (4),  so< 
hält  man  füi*  h  =  l,  2^ ,  .  ,  p: 

,        .u<i  ,i^n  ,(ro        ,^,    ^a  ,^, 

Bestimmt  mau  also  die  in  den  Pf,  vorkommenden  Zahlen  m,q  «o,  Jl*i 
(6) 


0 

0 


(mod.  r)f 
(mod.  r), 


•)  Die  Aiiflösung  der  ent«p reche udou  Ulokhuxig  vom  Umde  r***  kfom  i 
<liirch  Wiirzelaimziehcu  bewerkstelligen,  sobald  mau  eine  spfcteite  Thcümmg$mff0k^\ 
gelöst  bctniclitet,  welche  eiibteht,  wenn  man  in  (4)  die  a  mit  den  m  lOMisai»"! 
fallen  hl«gt.  analog  wie  bei  den  elliptiBchen  Fimctionen;  vgL  Cl  u.  Ü.  iM 
p.  235  ff.     In  befionderen  Fällen  (z.  B.  hei  Cnrven  mit  gperiellea  M-  ^ 

iineadlich   viele   Lösungen   auftreten.  —  Insbesondere  folgt  ana  »i 
Textes»  dass  es  2^''  Ctirven  («  —  2)t«r  Ordnung  gibt,    welche  durch  die  All 
«  —  2  Schnittpunkte  einer  Tangente  von  f  gehen  und  letztere  Cnrve  tiodi  ( 
Punkten  berühren  (p,  S85).    Wir  werden  aber  später  sehen,  daet  gewiae  ii 
'^«^2  i*^  besagte  Tangente  und  eine  C^_^  eerfallen. 


Pmikt»ybtetiie  mif  einer  Curve.    Aljel^s^iiü  Integrale. 


84t 


kann  mau  statt  der  rechten  iSeite  von  (5)  Null  setzen;  mul  tliesu 
iehung  sagt  dann  aus,  dass  die  r  Systeme  von  Beruhnmgspunkteii 
lit  den  gegebenen  Punkten  x  auf  einer  adjiingirten  Ciirve  «»*•'' 
ßung  liegen.  Aus  (6)  sieht  man,  dass  von  den  /'  Systemen  r  —  1 
?big  gewählt  werden  können,  wodurch  dann  dtis  r***  sich  nach  den 
&tzen  des  Jacobi*scheu  Umkehrproblems  bestimmt*  Man  bat  also 
Satz:. 

leffl  man  eine  adjungirte  Curve  m*'"'  Ordnung  durch  die  l  gegebenen 
ite  und  durch  r  —  1    Systeme  von  Berührungspunkten^  sa  geht  die- 
noch  durch  ein  r'***  Sgstetn,"^) 

Wir  lassen  in  dem  vorliegenden  Probleme  von  den  gegebeneu 
kteu,  deren  Anzahl  grosser-  als  ^  »  r  vorausgesetzt  werden  mag 
^  eine  ganze  Zahl),  ft-mal  r  Punkte  zusammenfallen,  so  dass  nur 
übrigen  X  —  (ir  Punkte  gegeben  sindj  dann  bietet  sich  die  unbe- 
mte  Attfgabe:  Eine  adjungirte  Curve  m^*"  Ordnung  solt  durch 
ftr  ^=  mn  —  Slad  (i  —  1)  —  (/?  +  fi)  r  auf  der  Grnndcnrve  n^*" 
xung  gegeöette  Punkte  gehen  und  diese  Cmve  ausserdem  in  p  -\-  ^ 
aen  Je  (r  —  \)- punktig  berühren. 

Diese  Aufgabe  ist  für  m  >  n  —  3  im  Allgemeinen  wie  die  vorige 
IT,  und  zwar  sind  /i  Berührungspunkte  noch  willkürlich ,  die  p 
Jen  dann  aber  bestimmt  (nach  dem  Jacobi 'sehen  Ümkehr- 
leme).  Durch  die  gegebenen  Punkte  lassen  sich  also  noch  ^-fach 
idlich  viele  Curven  der  gesuchten  Art  legen,  und  noch  r^f*  ver- 
Nlene,  wenn  ^  Berührungspunkt^^  willkürlich  angenommen  sind. 
t  man  in  letztcrem  Falte  von  einer  der  r^f  Curveu  aus,  für  welche 
in  den  Gleichungen  (4)  auftretende  Periodensystem  den  Werth 
haben  möge,  und  Iiisst  dann  die  jii  willkürlich  gewühlten  Punkte 
ählich  auf  der  Grunckurve  alle  möglichen  (oc^  verschiedenen)  Lagen 

Ken,  so  erhält  miin  jtt-fach  unendlich  viele  andere  Berührungs- 
weichen allen  in  den  Gleichungen  (4)  dasselbe  Periodensystem 
ommt.  Und  man  kann  durch  Variiren  jener  ^  Punkte  zu 
I Curve  gelangen,  die  durch  ein  anderes  Periodensystem  gegeben 
lenn  letztere  Systeme  sind  völlig  discret  und  unabhiingig  von 
(beweglichen  Punkten  charakterisirt.  Alle  so  aus  einer  Curve 
'einen   continuirlichen   Process    ableitbaren    Curven    bilden    ein 

I'iMi  ersteren  Systemen  könnea  in  Folge  besonderer  Lagen  der  X  gegebenem, 
Bchrere  gruppenweise  zusammentalleii ;  es  kann  aber  auch  eintreten,  das« 
l&yiiem  mit  einem  der  eröteren  zusannnenfilUt.  Letzteres  geschielit  immer 
9,  da  /}  Schnittpunkte  durch  die  übrigen  gerade  bestimmt  sind»  man 
htrcli  ^e  X  Funkte  nnd  eines  der  S^''  Systeme  nur  noch  eine  adjungirte  ('^  legen 
.  Die»e  eine  Curve  ist  dann  eben  die  gefundene  Berühniugacurve.  —  Fallen 
aieiDe  rueammen,  so  hat  ia  den  betreifenden  Punkten  die  neue  C^  eino 
l)-pnnktige  Berührung  mit  f=^X  i 


^42  Bmiui>t&  ÄbtheiiuDg. 

sogenanntea    System    vmi    BiTührun^scurpefL*)      Wir    konium   sonadi 
folgenden  Satz  aiiaaprechen, 

Mmi  kmm  für  m  >  n  —  3  uneMlich  viele  ndßm^Me  Cimm  «^ 
Oniitirntj  besimmen^  weiche  die  vorliegende  Ürtindcurve  in  /»  +  ft  Punkten 
Je  {r  ^^  l)'ptmkti(;  berühren^  während  der  Best  rfter  SchniHpunkfe  ^ 
ffebcn  ut,  voramgeseUt  dass  {ir  <  mn  ^  Zk,  i  (i  —  11  —  f^p-  /^ 
Vmven  theüen  sich  in  r^^  völlig  tjetrennte  Symme  ein  der^eitiali,  4m 
€fÄ'  tticht  rnnglich  i$ij  von  einer  Curve  eines  Systems  durch  tauier  ß^ 
rühnmgseunwn   hindtitch    zu  einer    Curve   eines   tmdern    %.</  > 

iiberzugeken, 

Ist  nun  irgend  eine  adjungirte  Cur?e  de?  Ordnung  m  gegi?beii^ 
welchß  in  p -\-^  Pankten  £^'^  (r  —  l)-puiiktig  berührt  und  dur&li 
A  —  ^r  feste  Punkte  a"^  geht^  so  haben  wir; 

Betracltten  wir  jetzt  r  Curven  desselben  Systems  (für  die  also  Pa  de? 
selben  Werth  hat)  und  addireu   die  entsprechenden  iileicbimgeii, 
kommt  analog  den  Gleiehungeo  (5): 


V     y^  fduA=—      V      hu^f      h=l,2y.,.p. 


I 


Also:  Die  Berühr unf/spunktc  von  irgend  r  Berührungscurvcn  des- 
selben Systems  liegen  jederzeit  auf  einer  adjiingirten  Curve  m^'''  Ordnung, 
welche  durch  die  gegebenen  festen  Punkte  hindurchgeht. 

Ausserdem  ergibt  sich  wie  in  dem  vorhin  behandelten  Falle  der 
Satz:  Legt  m(tn  durch  die  gegebenen  Punkte  und  durch  r  —  l  Systeme 
von  je  />  +  f*  Berührungspunkten ,  ivelche  gleichen  oder  verschiedenen 
Systemen  von  Berührungscurvcn  angehören,  eine  adjungirte  Curve  m^ 
Ordnung,  so  geht  dieselbe  immer  Jioch  durch  ein  r^'*  System;  und  der 
frühere  Satz  (p.  841)  kann  als  specieller  Fall  dieses  letzteren  aufge- 
t'asst  werden.  — 

Von  besonderem  Interesse  sind   die  Fälle,    in   welchen  die  Zahl 
mn  —  üccii  {i —  1)  durch  r  theilbar  ist,  so  dass 

mn  —  Uaii  (i  —  l)  =  (p  -f-  (i)  r. 

Denn  dann  treten  adjungirte  Berührungscurvcn  auf,  welche  die  Grund- 

*)  Dieser  Begritl'  ist  von  Hesse  in  die  Geometrie  eingeführt  und  zunäcW 
für  Curven  dritt-er  und  vierter  Ordnung  verwerthet  worden:  Crelle's  Journ*L 
Bd.  49.  Vgl.  auch  p.  706  und  die  dritte  Anmerkung  auf  p.  697.  —  Verschie<ifW 
Beispiele  für  den  FaU  n  =  4  werden  wir  sogleich  noch  erwähnen.  für)«==^ 
!n  =  2  vgl.  p.  533  f. 


Punktsysteme  auf  einer  Curvc.    Abcrsclie  Integrale.  843 

CQTYe  /  überall  (r —  1) -punktig  berühren,  wo  sie  derselben  begegnen 

(ausgenommen  die  singulären  Punkte  von  /);  und  die  entstehenden 

Systeme  sind  allein  von  der  Grundcurve  selbst  und  der  Ordnung   m 

der  Berührungscurve  abhängig,  nicht  mehr^  wie  im  Vorigen,  ausserdem 

durch  besondere  auf  ersterer  beliebig  gewählte  Punkte  charakterisirt. 

Die  Anzahl  der   verschiedenen  Systeme  kann    hier   aber   unter  Um- 

«finden  eine  andere  werden,   als  durch  die  Zahl  r^P  angegeben  wird, 

wahrend  die  übrigen  oben  gefundenen  Sätze  ihre  Gültigkeit  behalten. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  es  habe  die  Zahl  M  {=mn — 2Jaii{i — 1)) 

der  bew^lichen  Schnittpunkte  einer  adjungirten   C^  mit  r  einen  ge- 

«rinsamen  Factor,  so  dass  M=3f\  s,  r=^r.  s,  also  auch  r'(p+fA)  =  J/\ 

wo  M\  r    relative  Primzahlen  sein  mögen.     So  oft  nun  alle  in  den 

Pjk  vorkommenden  Zahlen  m,  q  den  Factor  s  enthalten,  hat  man: 

^Ph^KPjI         (A=1,  2...P), 

ro  die  P^   Ausdrücke  nach  Art  der  Ph  sind.    Dann  ist  immer: 

yd)  «(/'+^) 

r  UduH  +  .  .  .  +  jduH     }  -  0        (mod.  P\). 

ine  Gleichung,  welche  lehrt,  dass  die  den  y<')  entsprechende  Curve 
icht  (r — 1)- punktig,  sondern  nur  (r' — 1)- punktig  berührt  und 
Iso  bei  dem  vorliegenden  Probleme  nur  insofern  in  Frage  kommt, 
ÜB  sie,  ^-fach  gerechnet,  eine  uneigentliche  (r — l)-punktig  be- 
nhrende  Curve  darstellt.  Indem  man  von  diesen  Ausnahmecurven 
dMtrahirt  und  bemerkt,  dass  die  Zahl  solcher  Systeme  nach  dem  Vori- 
IfBa  gleich  r^^  ist*),  gelangt  man  zu  dem  Satze: 

Wenn  die  Zahl  M  aller  beweglichen  Schnittpunkte  einer  adjungirten 

ntf^''  Ordnung^  wo  m'^  n  —  3,  gleich  {p  -{-  ii)  r  ist,  so  gibt  es 

von  solchen  Berührungscurven,  welche  die  Grundcurve  in  p  -{-  ^i 

ien    (r — l)- punktig    berühren,    von   denen    fi   beliebig   sind.     Ist 

^  M\  s,  r  ^^  r  .  Sy  wo  M\  r    relative  Primzahlen  sindy  so  ist  die 

zahl  der  Systeme  gleich  r^P  —  r'^P;  nur  wenn  M  und  r  relative  Prim- 

sind,  ist  die  Anzahl  derselben  gleich  r^p. 

Im  Allgemeinen  wird  man  die  Zahl  r  in  der  Form  Tj"»  .  Tj*^  .  .  . 

zen   müssen,    wo  r^,  Tj  .  . .  Primzahlen   sind;    und  es  treten 


*)  Wenn  ein  solches  System  aus  adjungirten  Curven  (n  —  S)*«""  oder  niedri- 

'Ordnong  besteht,  so  kann  die  Mannigfaltigkeit  desselben  grösser  als  (i  sein, 

dann  erst  p  --  1  oder  weniger  Punkte  durch  das  Umkehrproblem  bestimmt 

trien  (p.  887  f ).    So  gibt  es  z.  B.  zu  einer  C4  2«  —  1  verschiedene  Systeme  von 

Hmfmeh   unendlich   vielen   eigentlichen  C^,  welche  die  C4  in  je  vier  Punkten 

^^flhren;  gleichzeitig  tritt  das  System  der  doppelt  zählenden  Geraden  auf,  und 

^(^res  befteht  aas  zweifach  unendlich  vielen  Curven. 


dass  die  Gleichungen  stattfinden: 

damit  die  9P  +  -^Jft^'^  Berührungspunkte  der  Curven  mit 
M"j  .  .  .  J/*?*  beweglichen  Schnittpunkten  auf  einer  neuen  a 
Ourve  liegen.    Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Zahl 

(>P  +  f*'  +  ^"  +  •  •  •  +  ^^^^  =  An  —  2:«^/  (i  —  1) 
gesetzt  werden  kann,  wo  dann  h  eben  die  Ordnung  die 
Curve  ist.  —  Von  den  zahlreichen  Sätzen,  welche  aus  d 
zeichneten  Quelle  fliessen,  möge  hier  nur  ein  Beispiel  herv 
werden. 

Für  den  Fall,  dass  M  =^  pr  wird,  erhalten  wir  durch  o 
Klassen  von  völlig  bestimmten  Berührungscurven ,  für  die 
rührungspunkt  mehr  willkürlich  gewählt  werden  darf.  Dies 
ein  für  n  =»  4,  p  =  3,  m  =  3  (also  M  =  12),^  r  «=  4 j  und  w: 
unmittelbar  den  Satz: 

Es  gibt  4fi  =  4096  Curven  3*«'  Ordnung,  welche  eim 
Curve  4*®*^  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  in  drei  Punkten  Je  < 
berühren. 

Bezeichnet  man  hier  die  den  verschiedenen  Berühm 
entsprechenden  Zahlen,  welche  in  den  Periodensystemen  Pk  vc 
durch  obere  Indices,  so  liegen  immer  die  Behihnmgspun 
Curven  auf  einer  neuen  Curve  dritter  Ordnung  j  sobald: 

niH  +  /w//'  +  mr  +  mr  ^  0      (mod.  4)  , 
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Ähren  einfach  in  den  Berührungspankten  einer  Curve  und  gehen 
pch  die  Berührungspunkte  zweier  anderen  hindurch;  die  der  dritten 
ilieb  gehen  durch  die  Berührungspunkte  von  vier  verschiedenen 
irren.  Die  erste  Klasse  erhält  man,  wenn  man  zweimal  zwei  der 
üen  m,  q  einander  gleich  annimmt,  also  z.  B.  rii  =  m"%  m*  ^  tn'*'\ 
^^  q"  =  q'"\  so  dass  die  Gleichungen  bestehen  müssen : 

2  (mj;  +  »»A ')  =  0 ,     2  ifu  +  q,")  -  0      (mod.  4) . 

ie  zweite  Klasse  resultirt,  wenn  wan  etwa  tn*'  ^^tn'^'  wählt,  ni   nnd 
aber  verschieden  nimmt,  so  dass: 

1»;  +  m^"  +  2  tnr  -  0,    q,'  +  ^/'  +  2  g*'"  ^  0    (mod.  4) . 

i  der  dritten  Klasse  dagegen  sind  alle  vier  Zahlen  m^  q  verschieden 
nehmen. 

Zq  den  völlig  bestimmten  Problemen  gehört  auch  das  folgende, 
flches  für  die  Geometrie  auf  der  Curve  f  sowie  für  das  Umkehr- 
Dblem  der  Abel  sehen  Integrale  von  hervorragender  Wichtigkeit 
sich   jedoch   von    den    bisher  betrachteten   Fragen   unterscheidet, 

fem  es  sich  nunmehr  -  um  Curren  {n  —  3)*'''  Ordnung  handelt, 
ibesondere  werden  wir  dadurch  weiterhin  zu  Betrachtungen  über  die 
ippeltangent^n    der   allgemeinen  Curve  4.  Ordnimg,    und    über   die 

e  der  Punkte  c«"^  geführt  werden,  w^elche  beim  Umkehrprobleme 
nd  zu   unteren  Grenzen   der  Integrale  gewählt  wurden.     Die  be* 

J&nde  Aufgabe  fordert,  eine  adjungirte  Curve  (n  —  3)*®'^  Ordnung  so 
legen,  dass  sie  die  gegebene  Curve  n*^^  Ordnung,  mm  Gestlilechte  p  in 
*  1  Punkten  Je  einfach  berührt. 

Indem  wir  bei  unserer  bisherigen  Bezeichnungs weise  bleiben, 
len  sich  die  Gleichungen  zwischen  den  Integralen,  auf  welche  diese 
^gabe  fuhrt,  folgendermassen  dar,  wenn  /i%  eine  ganzzalilige  (Jom- 
iition  der  Perioden  bezeiehuet*); 

jdUk  +    iduh  +  •  -  +    h^^ih  —  1  ilh 


(h  =  I,  2, 


Anzahl   dieser  Gleichungen   ist  um  Eins  grosser  als  die  der  Un- 

annien.     Dennoch   sind   die  Gleichungen  mit  einander  vertraglich; 

es  l>esteht  zwischen  den  Summen  der  Integrale  ma  eine  llelation, 

deren  obere  Grenzpnnkte  auf  einer  adjungirten  ^'„  —  a  liegen;  und 


^\  Gi  wird  liier  wieder  eine  aolcke  Curve  mit  den  Beruhningepunkten  HO  als 
Dot  aageuomiiiOD ;  vgl.  die  erste  Ä^nmerkang  auf  p«  839. 
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sammenfallen  UissL     Die  letzteren  Gleiehungen  bestimmen 
niiehst  die  2'^f*  —  1  adjungirten  Beruh rungscurven  (n  —  2)*" 
welche   durch  die  n  —  2  tibrigeu  Schnittpunkte  der  Tanges 
hindurchgehen,  wenn  eine  dieser  Curven  (mit  den  Beriihrui 
a^*>)  bekannt  ist.    Da  aber  auch  jede  der  gefundenen  in  ;/  —  l " 
berührenden  C^-n  zusammen  mit  der  Tangente  von  fi  eine  ifj, 
genannten  Art  bildet,  so  wird  es  nur  noch 

2ÄI»  _  2P-^  {2p  —  1)  =  2p-  » (2^  +  1) 

nicht  zerfiillende  C„  —  ^  geben,  deren  Berührungspunkte  den 
gen  (12)  genügen.     Wir  haben  also  den  folgenden  Satz,    wel 
vorhergehenden  ergänzt: 

Ei  gibt  2p  -  *  (2p  +  1)  adjimgMe  Curven  {n  —  2)^^  Ordm 
durch  die  n  —  2  Schmf  (punkte  der  in  einem  belieb  igen  Punkte 
Tangente   mit  /  =  0  hindurchgehen   und  die  Curve  f  ==  «"»  in  pj 
je  einfach  berühren. 

Die    Berührungspunkte   dieser  Curven  findet  man    aus 
chungen    (12)^    wenn    man   für   die    P^    alle    diejenigen   Sys 
Periodicitütsmoduln  setzt,  für  welche  die  GieichuDg  (10)  nichl 
ist,  d.  h.  für  welche: 


nicht 

d 


Insbesondere  ist  hierunter  auch  das  System  enthalten,  für 
mi  ^  fji  =  0,  entsprechend  der  in  den  Punkten  «^'*  selbst  bei 
Curve,  welche  durch  die  Wahl  des  benutzten  Systems  normaJi 
dicitätamoduln  vor  den  übrigen  C«_8  ausgezeichnet  ist  (p.  83Q 
Die  wirkliche  Aufsuchung  der  verschiedenen  Systeme  von  Bei 
punklen  wird  durch  eine  Gleichung  vom  Grade  2^—*  (2p  -f-  U 
sein;  es  ist  aber  zu  bemerken,  dass  sich  die  Wurzeln  dieser  ( 
rational    durch  die  Würze bi  der  Gleichung  vom  Grade  2**  -  * 

ausdrücken  lassen,  von  welcher  die  Bestimmung  der  in  p I 

berührenden  adjungirten  (7^_n  abhiingt,  wie  in  der  Theoriö  i 
lung  der  Aberschen  Functionen  gelehrt  wird. '^J 

In  ähnlicher  Weise,  wie  hier  die  zum  Punkte  /i  gehof 
rührungscurven  {n  —  2)*®^  Ordnung  in  zwei  vöHig  verscJiiedene 
getheilt  sind,  sondern  sich  überhaupt  alle  Systeme  von  a^fi 
Berührungscurven,  welche  die  Grundcurve  Überall  berühren, 
derselben  begegnen,  in  zwei  verschiedene  Klassen,  von  dem 
die  Systeme  der  einen  Klasse  in  besonderer  Beziehu; 
2^-  '  (2^  —  1)  Gruppen  von  Berührungspunkten  der  a^ju 
stehen»  Eine  adjungirte  Curve  nämlich  möge  die  Gnindcarvei 
sehen  von  den  singulären  Punkten  der  letzteren,  in    V 


•)  Vgl  CK  u.  O.  A,  F.  p.  ^CC  ff. 
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trefiSon,  und  es  möge  eine  solche  Curve  in  ö<^),  «W^  .  .  .  «(/*)  die  Grund- 
curre  berfihren;  dann  bestehen  für  die  übrigen  2^^"  —  1  Systeme  von 
Berührongscarven  die  p  Gleichungen: 

(13)  JduM  +  JduA  +  .  .  .  +    fduA~i  Rh, 

wenn  Em  irgend  ein  Periodensystem  bedeutet.  Wir  legen  nun  den  in 
i?A  vorkommenden  ganzen  Zahlen  insbesondere  solche  Werihe  bei, 
auch  die  Gleichuugen  (7)  bestehen  können;  dann  wird,  wenn 
unter  Rh  in  (13)  und  (7)  dieselben  Grössen  verstehen,  immer: 

(14)  2l  r"'+  2   h'''  ^^• 

Ist  also  die  Zahl  ^  +  p  —  1  +  27a,- 1  (i  —  1)  durch  n  theilbar*) ,  so 
li^en  die  Punkte  x<'^  und  y<'>  wieder  auf  einer  adjungirten  Curve; 
€>der  mit  anderen  Worten:  die  Gruppe  der  Punkte  x^'^  ist  residual  zu 
der  Gruppe  der  Punkte  y^*'^  (p.  431).     Wir  haben  also  den  Satz: 

Unter  den  2^p  Systemen  von  adjungirten  Berührungscurven ,  welche 
die   Grundcurve  f  in  ^  Punkten  Je  einfach  berühren  und  sonst  ^  die  sin- 
i^Miiären  Punkte  ausgenommen,  nicht  mehr  treffen,  gibt  es,  wenn 

/*  +  p  —  1  +  £aii(i  -  1)  =  hn, 

2p -1(2'' — 1)   solche,   dass    die    Gruppe   der    Berührungspunkte 
Curve  des  Systems   mit   den  p  —  1   Berührungspunkten   einer  be- 
bten  der    obigen  Berührungscurven    (n  —  3)'*'*  Ordnung    auf  einer 
4jimgirten  Curve  h'^  Ordnung  liegt.  —  Ist  dagegen: 

^«+  p  +  IJtti  i  (i  —  1)  =  Ä  w , 

3»  (^ibt  es  unter  jenen  2^p  Systemen,  tvie  man  in  analoger  Weise  erkennt, 
>-i(2f  -j-  1)  solche,  dass  ihre  Berührungspunkte  mit  den  p  Berührungs- 
^^mkten  einer  bestimmten  der  obigen  Cn  -  2  auf  einer  Ch  liegen. 

Nehmen  wir  z.  B.  n  =  4,  p=>^S,  so  sind  die  betreffenden  C^^s 

ueh  die  2*  (2^  —  1)  =  28  Doppeltangenten  der  6^  gegeben.    Legt 

in  nun  durch  die  Berührungspunkte  einer  dieser  Doppeltangenten 

le  Schaar   von  Kegelschnitten  ^    so   schneiden   dieselben   noch    eine 


*)  Andernfalls  würden  die  Punkte  x^*\  y^'^  mit  einer  Anzahl  fester  Punkte 
einer  adjungirten  Curve  liegen ,  und  mit  denselben  festen  Punkten  die  Punkte 
nd  e^*\  —  Ist  p  =  |(«  —  1)  (n  —  2)  und  2  /t  =-  wn,  so  wird  ä  =  |(w  +  n  —  3); 
UB  also  eine  der  Zahlen  m,  n  gerade,  die  andere  ungerade  sein;  ist  hier  m 

e,  —  2y,  so  ist  unter  den  2^p  Systemen  das  der  doppelt  zählenden  Curven 

ttlnong  enthalten. 

bsch  ,  VorlMun^en.  54 
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Scbaar    von   6    beweglichen   Punkten   auf  der    C^    aua;    und 
6  Punkten  einer  jeden  so  erhaltenen  G^  kann  eine  C^  je  ei 
rühren.     Es  gibt  aber  auch  überall   berührende   C^,   welche 
dieser  Weise  bestimmt  werden  können.   — 

Wir  wollen  nun  die  gewonnenen  allgemeinen  Resultate! 
Untersuchung  der  Doppeltangtuten  einer  Curve  vierter  Ordnu 
werthen. 

Die  Ana^ahl  derselben  ist^   wie  soeben  erwähnt  und  wie 
Plücker'schen  Formeln  bekannt  ist,  gleich  28,     Eine  jede  v< 
mag   bezeichnet  werden   durch   die   in   Klammem    geschloasei] 
der  ihr  entsprechenden  Zahlen  w,  y»  welche  in  den  Periodena 
Pk  der  Gleichungen  (12)  vorkommen;  also  durch 

Diese  Zahlen  können  0  oder  1  sein^  doch  so,  dafis  immer? 

fw,  q^  +  w^^.^  +  ^3^3  ^  1       (mod,  2)  . 

Nehmen   wir  also   für  die  m  alle  möglichen  aus  den  Zahlen 
bestehenden  Systeme,  nur  das  System  0,  0,  0  ausgeschlossen! j 
stimmen  obiger  Gleichung  gemSiss  die  zugehörigen  q,   so  erha 
die  28  Doppelt-angenten  in  folgendem  Schema: 

(ICM),  100)  (010,  010)  (001,  001) 

(100,  HO)  (010,  110)  (001,  Oll) 

(100,  101)  (010,  011)  (001,  101) 

(100,  111)  (010,  111)  (001,  111) 

(IUI,  100)     (110,  100)    (111,  100) 

(toi,  110)  (110,  101)  (in,  010) 
(iiM,  001)  (116,  010)  (in,  001) 
(101,  011)    (110,  011)   (in,  111), 

Je  m  solche  Doppeltangenten  kann  man  als  eine  zer&fl 
jungirte  Berührungscurve  m^'''  Ordnung  ansehen;  je  nachdem 
Zahl  m  wählt,  ergibt  sich  dann  aus  obigen  allgemeinen  Tbi 
sofort  eine  Reihe  von  Sätzen  Ober  die  gegenseitige  Lage  der 
tangenten.  wie  diese  von  Hesse  und  Steiner  zum  grSssereii 
auf  algebraischem  Wege  gefunden  sind,*)  Wir  betrachten  xu 
einfachsten  Fälle,  wo  /w  ^s  2  und  w  ^=  3: 


(011,  010) 
(011,  001) 
(Oll,  110) 

(on;  loi) 


•)  VgL  He 88 er   CreUe's  Journal,  Bd.  49,  55  und  69;   Steinen  ih 
Sowie  Cayley:  ib.  Bd,  68.    AJgebraii*cbe  Beweise  für  ruidere  voo  SteiB 
Beweis  mitgeiheilte  Blitze  über  Doppeltangeoten  gab  Clebdch:    UeWH 
Wendung  der  Aberachen  Functionen  eU\  §.  10,  Crelle'a  Journal,  Bd,  ^1 
trieche  Beweise  Geiser:   Grelle  h  JoniuiU»  Bd.  73  (der  letzte  §    die««« 
ist  aach  einiir  Note  von  Frahiu:  Math.  Annaleo,  Bd.  7«  p.  63^  aq 
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(nach  p.  840)  2*^  —  l  =  63  Systeme  von  Kegelschnitten*), 
Ke  C^  in  4  Punkten  berühren.  Ein  solcher  Berührungskegel- 
dessen  zugehöriges  Periodensystem  durch  die  Zahlen  w,,  m^r 
q^f  q^  bestimmt  sein  mag  (wo  die  m,  q  nur  nicht  gleichzeitig 
Bin  dürfen,  sonst  aber  alle  Werthe  0,  1  annehmen  können), 
L  immer  in  zwei  Üoppeltangenten : 

|l'»  ^^1  ^^\     ^1%  ^2f  ^sOt     (>"i",  '"/'.   rrt^'j     Hxy  *ii\  Qu'), 
'gleichzeitig  (i=  1»  2,  3); 
—  mi  -f  m/'  =  mif    q!  +  ^/'  —  qi      (med.  2) , 

Besetzt,  dass  (ebenfalls  mod.  2): 
m{q(  +  m^q^  +  m,; q^  =  l  ,     w,'V//'  +  m^' q^'  +  m^'q{  =  1  . 

pd  dabei  entweder  die  q  oder  die  m  nicht  sämmtlich  Null, 
wollen  z.  B,  annehmen,  die  Zahlen  //j,  q.^  seien  nicht  Null 
smfalls  hätte  man  in  der  folgenden  Bestimmung  nur  die  q  mit 
m  zu  vert-auschen).  Dann  zeigen  erstlich  die  Gleichungen  (14), 
Bin  für  gegebene  qi  die  ^/,  ql*  auf  6  verschiedene  Arten  wählen 
W  üeberhaupt  mimlich  existiren  8  Combinationen ,  welche  jene 
Zungen  erfüllen;  von  diesen  aber  sind  die  beiden  auszu- 
Ben,  für  welche  sämmtliche  q  oder  sammiUche  q^  Null»  was  nach 
S  Schema  nicht  eintreten  kann.  Diese  fi  Arten  geben  3 
e  von  Systemen  <//,  q-'j  indem  immer  zwei  Arten  desselben 
■  ach  nur  durch  Vertauschung  der  q  mit  den  q'  unterscheiden, 
wem  dieser  Paare  sind  nun  wenigstens  drei  der  Grössen  q*  (und 
so  der  ql')  von  einander  verschieden,  also  gleich  0  und  1^  dem- 
irgend  ein  anderes  1  und  0  oder  1  und  1.  Es  existiren  daher 
innd  ein  q'  mit  verschiedenem  uTiteren  Index,  welche  gleich  1 
iBestinmii  man  nun  die  dem  dritten  unteren  Index  entsprecheu- 
tilen   w  so,  dass  sie  der  betreifenden  Gleichung  (14)  genügen 

^ Präge  anderer  Art  ist  die  natb  der  ReatUäi  der  Doppeltangeii teil.  Schon 
ter  hatte  gezeigt,  dasa  sie  Rämmtli^ii  reell  aeio  köniieö  (vgl.  dessen  Theorie 
llBBliraidtyhen  Curveu;  «eine  Zahlenreaultate  sind  indesö  nicht  alle  con-oct). 
ftlstiludige  Darätelliuig  aller  muglicheu  FRlle  (sowie  überhaupt  der  mög^ 
^■ttbüteii  einer  r^)  gab  Zentheu:  Math,  Annalen,  Bd.  7,  ii.  4ia  —  (Jeher 
j^^lBlienhaDg  dieser  l^heorien  mit  derjenigen  der  27  Geraden  einer  Fläehe 
fr  Ordnung  vgl,  Geiser:  Math.  Annalen,  Bd,  1  und  Zentheu;  ib,  Bd*  8. 
ZuHatiimenstellnng    verschiedener    Behandhingäweisen    Hndet    man    Ui 

l's  higher  plane  curves,  art.  251  if.  —  Dasä  man  nach  tiease  eine  Curve 
nujig  angeben  kann,    welche  die  56  ßerührungiiipunkte  der  Dappeliau- 

kuf  der  r^  ans8ch neidet,   ist  aehou  in  der  Anmerkung  auf  p.  S50  hervor- 


Jon  den  zunächst  gefundenen  B|  Systemen  nämlich  ist  das  der  doppelt 
Oernden  abzuziehen ;  vgl,  die  AjAtnerkang  auf  p.  ä43, 

64* 
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(was  auf  zwei  Arten  geschehen  kann),  ao  bestimmen  die  I 
sich  aus  (14)  und  (15)  successive*  Jedem  der  3  Paare  4 
sprechen  also  zwei  Paare  m\  rn'\  oder  man  bat  den  ^ 

hl  Jedem   der  30   Stjsteme   von   Befühnmgskegehch^^...^, 
Paare  von  DopiteHanffenien  vor. 

Da    für    irgend    zwei    solcher    demselben   Systeme 
Faare  die  Summe  aller  »i,  so  wie  die  Summe  aller  q^  gteta  j 
so    hat  man   ferner  den    Satz   (auch   als   Specialfall    einea    S 
p.  842): 

IHe  Berührungspunk W  je   zweier   Paare  ^   melche  äemseih 
angehören^  Hegen  auf  einem  Kegeischniite,  *) 

Die  Zahl  .der  so   erhaltenen  Kegelschnitte   ist  gleich 
Systeme,    multiplicirt.  mit  der   Anzahl    15    der  Combinatioi 
Paaren    zu    zweien,    und    dividirt   durch  3,    da  jede   vier 
deren  Berührung« punkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  a^ 
in   zwei   Paare  zerlegt  werden  können  ♦  also  jeder  Kegelscb 
vorkommt.      So   findet   man   die   Za/d   dieser    Kegelsehnitie 
Das    Obige   erlaubt    sofort,    die    ihnen    bez.    entsprechende! 
tangenten  zusammenzustellen. 

Es  gibt  ferner  Ol  Sgsteme  von  Curven  dritter  Oränuni 
Curve  vierter  Ordnung  je  in   0   Punkten   Iterühren   (nach 


*)  Ef  seien: 

Wm's^O^  l,I»**aO,  i<lV=^0 

die  Oleicliuugeii    dreier  Paare    von  Doppeltangeiit.on    desaelbe^ 
die  Berühningspcnkte    eines  vierten  Paaren   diese«  Syatem»    nm\ 
rvihningspQnkt'e  je  eines  der  genannten  drei  Paare  kann  rnati  (iaun 
öchaitt  legen.     Mau  erbtilt  so  drei  Kegelschnitte,   welche  den 
gehören,  <?,  =  0,  a,  =  i»,  ö^  =  0,  ao  dass: 

Die    Qnotienten    fW  r  Y^ww   und  Wv* :  Vww'    werden    dann     b«a 
Punkten  Null  und  unendlich  von  der  ersten  Ordnung ,  wie  die  QuOÜ« 
und  0s  :  «F^;  bei  pasHeuder  BeBt-itnniting  der  Oon^Uuiteti  kann  tujui 

und  eä  btttehi  daher  twißthen  Je  3  Paaren  düitettfen  Sfftiem»  eine  0ie 

Ebenso  besteht  b wischen  je  drei  beliebigen   Benlhmngskegelschii 
Systems  Ä,  ^  0,  Sf  *-  0,  5|  =  0  vermöge  /"*=  0  eine  Identitilt  dt 

k,r^^  +  k^}%+kJ%^Q. 
Vgh  auch  Hesse  a.  a.  0,    Anf  die  hiermit  ^nsaromenhüngendeti 
von  Aren  hol  d  kommen  wir  bei  Gelegenheit  deü  Connexe«  {I*  ^1 

Verhältnisse  ptt  ■  VH^,  Vv  :Vw  etc    eind   dann  Abel Vhe   Funci 
Hie  mann 's«  ¥gL  Koch,  Urelie'a  JoucQäl,  Bd.  60,  p.  105 » 
knng  auf  p.  ö.S3. 
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X  Berührungspunkten  entsprechenden  Integrale  genügen  dann  immer 
B  Gleichungen 

flU)  «(2)  «(6) 

d  die  64  Systeme  sondern  sich  in  der  oben  angegebenen  Weise  in 
ei  Klassen^  je  nachdem  das  Periodensystem  Ba  auch  zugleich  in  den 
r  die  Doppeltangenten  bestehenden  Gleichungen  (7): 

fdUH+    CdUH  =  ^RH 

cd)  c(«) 

)rkommt  oder  nicht;  d.  h.  je  nachdem  in  dem  Systeme  P^  =  Ba  —  Oa, 
elches  in  (11)  vorkommt ,  £mq.^l  (was  28 -mal  geschieht)  oder 
'imqE=0  mod.  2  (was  36- mal  geschieht).  Man  hat  darnach  den 
atz  (p.  849):      • 

Von  den  64  Systemen  der  Curven  dritter  Ordnung  haben  28  die 
Eigenschaft,  dass  in  jedem  die  6  Berührungspunkte  Jeder  Curve  auf 
wm  Kegelschnitte  liegen,  welcher  noch  durch  die  Berührungspunkte 
ner  bestimmten  Doppeltangente  hindurchgeht;  diese  Doppeltangente  ist 
V  dasselbe  System  immer  dieselbe.  Die  Berührungspunkte  von  Curven 
fr  übrigen  36  Systeme  liegen  nicht  mit  denen  einer  Doppeltangente  in 
ww  Kegelschnitte. 

Dagegen  haben  (nach  p.  842)  beide  Klassen  die  gemeinsame 
ligenschaft^  dass  die  Berührungspunkte  je  zweier  Curven  desselben  Systems 
uf  einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen. 

Die  36  Systeme,  von  denen  die  zweite  Klasse  gebildet  wird,  und 
on  denen  jedes  noch  3 -fach  unendlich  ist,  da  für  jede  Curve  noch 
Berührungspunkte  beliebig  sind,  stehen,  nun  in  besonderer  Beziehung 
Q  den  36  je  einfach  unendlichen  Systemen  von  Kegelschnitten, 
^dche  in  3  Punkten  berühren  und  durch  die  2  Schnittpunkte  einer 
diebigen  Tangente  von  /'  gehen.  Jeder  dieser  Kegelschnitte  nämlich 
ildet  zusammen  mit  der  Tangente  ebenfalls  eine  C^,  welche  in  6 
^Ulkten  berührt;  nur  ist  hier  die  Berührung  in  s^wei  Punkten  (den 
^hnittpunkten  der  gewählten  Tangenten)  eine  uneigentliche,  indem 
ie  r,  daselbst  Doppelpunkte  besitzt.  Man  erkennt  demnach  sofort 
ie  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes:  Jedes  der  36  Systeme  von  Be-' 
^nmgscurven  5*^'"  Ordnung,  weiche  zu  den  Doppeltangenten  nicht  in 
iiger  ausgezeichneten  Beziehung  stehen,  enthält  ein  einfach  unendliches 
)ftlem  von  Curven,  von  denen  jede  in  eine  Tangente  von  f  und  einen 
fr  zu  dieser  gehörenden  36  Kegelschnitte  zerfällt.  Diese  Kegelschnitte 
'Mren  für  dasselbe  System  der  C^  immer  demselben  Systeme  aller  solchen 
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Itheitm  sich  immer  so  in  2S  und  36  ^  äass  die  Berührungspunkte  jeder 
Curve  aus  einem  der  2S  Systeme  immer  mit  den  ßerühntnffspunkfen 
einer  bestimmten  tmter  den  2S  Doppeltangenten  auf  einer  Curve  (m  +  1  f 
Ordnung  liegen^  während  etwas  Aehnliches  bei  den  andtren  30  Systemen 
nicht  eintritt,  Aber  alle  Systeme  haben  die  Eigensehaftj  dass  die  Be- 
rührungspunkte je  zweier  Curven  denselben  System.^  auf  einer  Curve  der- 
^  se/öen  Ordnung  liegen. 

Man  kann  von  diesen  Sätzen  leicht  zu  einer  genaueren  Discussion 
Ideijenigen  Fälle  übergehen,  in  denen  die  Berührungspunkte  von 
]&,  8  -  • .  Doppeltangenten  auf  einer  63,  ^7^  ...  liegen,  worüber  eben- 
t falls  von  Hesse  und  Steiner  Sätze  aufgestellt  sind;  u.  s.  w.  —  Es 
[soll  hier  nur  noch  ein  Beispiel  für  Sätze  anderen  Charakters  ange- 
!  führt  werden.  Nach  p,  843  gibt  es  3^"  —  1  =3  728  Systeme  von  Curven 
3^  Ordnimg  ^  welche  die  C^  in  4  Punkten  je  3- punktig  treffen,  Zwi- 
L9chen  den  Integralen  bestehen  hier  die  Gleichungen: 


/ 


M 


»m 


J4) 


duH  i-  I  duA+  I  duf,  +  I  duA^i  Pa\ 

7i*>  <re8)  <!<«)  c(*l 

[w0  da«  System  der  P4,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  Punkte  <?*''  die 
[Scknittpunkte  einer  beliebigen  Geraden  mit  der  C^  seien,  niemals 
1  verschwinden  darf,  weil  sonst  die  C^  aus  einer  dreifach  zahlenden 
[Geraden  bestehen  würde*  Betrachtet  man  hier  eine  Curve,  welche 
Idemjenigen  anderen  Systeme  angehört,  für  das  iraraer  2  P/,  an  Stelle 
Won  Pk  tritt,  und  addirt  die  einer  solchen  Curve  entsprechenden 
iGleiehongen  zu  den  vorigen,  so  findet  man  die  Summe  analoger 
itegrale  immer  der  Null  congruent.  Die  erwähnten  7'JS  Systeme 
nien  sich  also  in  30  i  Paare  zu  zttmien^  so  dass  die  Berührungspunkte 
Curve  des  einen  Systems  mit  denen  jeder  Curve  des  zugehörigen 
^jSysfems  auf  einem  k'egelschnitte  liegen. 

Man  kann   leicht  ähnliche  Sätze  für  die  Berührungscurven  dieser 
Ittnd  anderer  Ordnung  in  Menge  aufstellen. 


X,    Das  Verschwinden  der  9 -Function,  —  Beziehungen  zum 
Rlemann-Rocli'schen  Satze. 

Wir   haben    früher    hervorgehoben   (p.   837),    dass    die    Function 
(r, ,  1^21  '  •  •  'V);  deren  p  Argumente  definirt  sind  durch*): 

fA  =   /  duA  +   /  rfwA  +       .  +    /  duA  —  I  dUA, 


jn 


«i»> 


«^/'> 


*)  In  Betreff  der  Bedeutung  der  Punkte  fi  und  a<"  vgL  p.  835  und  87t. 


Sechste  AbibeiluDg, 


unabhängig  von  |  verschwindet^  wena  die  p  Punkte  x^*^  auf  mner  xu. 
/*=«=U    adjungirten    C^-ix   liegen,    d,  h.    wenn    die    durch    p  —  1    ie^ 
Punkte  x^*^  bestimmte  C^^ä  auch  den  //'*''  Punkt  entbiilt,  oder  —  w«^ 
sich  für  i  =  x^i*^  ergibt  —  dass  die  0  -  Function  immer  verschwindet^ 
wenn  ihre  Argumente  von  der  Form  sind: 


«Vi 


««2» 


«</»-l| 


,,(#•) 


WO  dann  die  Punkte  ,t<"*.  ,r<^^,  .  •  .  j:<r-U  völlig  beliebig  sein  können, 
DieHer  Fall  ist  ein  erstes  Beispiel  dafür,  wie  sich  algebraische  Bek* 
tionen  für  Schnittpunktsysteme  adjungirter  6*„„a  in  einfachst^tr  Wd«, 
ausdrücken  lassen,  sobald  man  die  transscendenten  S-Functionaij 
zu  Hülfe  nimmt  Durch  weitere  Verfolgung  dieser  Bemerkung  la^j^no 
sich  aber  auch  alle  diejenigen  Satze  über  Öchnittpunkteyst^me  »djuo- 
girier  C„-.u  erledigen ,  welche  wir  Irüher  im  Auschlusso  an  den  RcÄt- 
satz  behandelt  haben ,  und  welche  insbesondere  zu  dem  sogenannten 
R i  e  m  a  n  n  -  R  o  c  h  sehen  Satze  führten.  Die  Entwicklung  diesi^r  Ver* 
hältnisse  soll  uns  hier  zunächst  beschäftigen. 

Die  Einführung  der  0 -Function  in  diese  Theorien   beruht  nidi 
dem  Obigen  auf  der  Lösung  des  Unikehrproblems,  welche  eWn  durdi 
nie   vennittelt   wird,    oder  (nach   den  Entwicklungen   auf  p.  831)  öd 
der  Darstellbarkeit  algebraischer  wie  f  verzweigter  Functionen  dmdlj 
Quotienten  von  0 -Functionen,     Solche  algebraische  Fun<  T 
sich  aber  noch  in  anderer  Weise  auf  transscendent-em  We- 
nämlich   durch   Vermittltiug  von  Integralen  zweiter  Gattung;  und 
diese  DarstcHung  derselben  lässt  sich  dann  ebenfalls  eine  Bebandla 
der  Spenaigruppen   und   Speciahchaaren   anknüpfen.      Wir   wollen 
letztere  Methoden  nachher  um  so  mehr  eingehen,  als  wir  bisher  oa 
nicht  Gelegenheit   fanden,    uns    mit    Integralen   »weiter  Gattung 
gehender  zu  beschäftigen. 

Wenn  es  uns  so  gelingt,   mit  Hülfe  des  einfachen  Formallüma 
welchen  die  Theorie   der  AbeFschen  Integrale  an  die  Uand  gibt, 
heregten   Fragen    directer  zu   behandeln,    als    es    uns   auf   dem 
algebraischen   Wege    möglich    war   (indem    dies  z*  B.  bei   dem 
auf  p.  437  nur  durch  einen  Schluss  von  q  auf  q  -{-  i  ge- 
man    auch    historisch   zuerst    auf    erst-erem  Wege    zur    >,„. 
Beantwortung  der  bezeichneten  Probleme  geführt  wurde,  so  iü' 
doch  das  principielle  Interesse  nicht  gering  anzuschlagen,   welch« 
algebraischer    Beweis    rein  algebraischer   Sätze  für  sich   in   Ansp 
nehmen  muss.     Die  folgenden  Untersuchungen  sollen  daher  keinefvifl^ 
jene  früheren  Beweise  ersetzen,   sondern   nur   eine    andere    Seile  <M 
durch   diese   Fragestellung    gebotenen   Probleme  beleuchten      Heft^P 
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gehoben  mag  ferner  werden  ^  dass  die  Theorie  der  transscendenten 
Functionen  bisher  nicht  dazu  verwendet  werden  konnte  ^  die  Anzahl 
der  möglichen  Special -Gruppen,  bez.  -Schaaren  einer  bestimmten  Art 
uizngeben,  während  wir  früher  solche  Zahlenbestimmungen,  wenigstens 
ftr  einzekie  Falle,  mit  Hülfe  des  erweiterten  Correspondenzprincips 
wiAlich  ausgeführt  haben  (p.  743  f.  und  p.  749  ff.).  — 

Yhas  jede  Specialschaar  ^q^*^,   d.  h,  jede  Schnar  gg^^^   für  welche 
(p.  699): 

q>Q—p+l 

^urch  adjungirle  Curven  (n  —  S)'**"  Ordnung  ausgeschnitten  werden  kann, 
•igibt  sich  hier  in  folgender  Weise.  Zunächst  betrachten  wir  eine 
IHuiktgruppe,  in  welcher  nur  p  —  1  (nicht  p)  Punkte  durch  die 
'tbrigen  bestimmt  sind.  Dann  muss  von  den  p  Gleichungen  des 
CTinkehrproblems : 

jduk  +  /  rfi/A  +  .  .  .  +   l  duk  =  vk, 
Kler  Yon  den  entsprechenden  Differentialgleichungen: 

Uie  die  Folge  der  übrigen  sein;  oder  mit  anderen  Worten:  Es 
Missen  sich  Constante  c^^\  c^^^^  .  .  .  c^^  so  bestimmen  lassen,  dass: 

I)  f , 9»,  (aKO)  +  c^^^  (xW)  +  .  .  .  +  c;,9),  (a:tO)  =  0. 

Hmc  p  Gleichungen  aber  sagen  eben  nichts  anderes  aus,  als  dass 
ia  Ponkte  x^^  auf  der  Cn^si  c, g),  +  .  .  .  +  c^^^  =  0  liegen.  Wenn 
Un  von  den  Punkten  einer  Gruppe  noch  weniger  durch  die  übri- 
Qii  bestimmt  sind  (wie  eben  im  Falle  ^>(>  —  p+1),  so  müssen 
feiii  den  Gleichungen  (1)  mehrere  eine  Folge  der  übrigen  sein;  und 
tei  wird  in  gleicher  Weise  zu  einer  grösseren  Zahl  von  Relationen 
1^  Form  (2)  geführt.  Letztere  aber  sagen  immer  aus,  dass  die 
Itraffenden  Punkte  (zusammen  mit  festen  Punkten  einer  residualen 
bappe)  auf  yerschiedenen  adjungirten  C„^^  liegen,  und  also  durch 
^0  lineare  Schaar  solcher  Curven  ausgeschnitten  werden  können, 
Se  behauptet  wurde. 

Den  Beweis  für  den  Biemann-K  och 'sehen  Satz  mittelst  6-Func- 
fepen  fllluren  wir  zuerst  an  einigen  besonderen  Fällen  durch.  Der 
jhfiiehste  Fall  ist  der,  wo  durch  p  —  1  Punkte  x^^),  x<2),  . .  .  x^p-^) 
ao*  d  — s  hindurchgehen.*)    Dann  liegen  diese  Punkte  mit  jedem 


^  Et  ist  also  Q  ^  Hbb  p  —  1,  r*«l,   und  es  ergibt  sich,  dass  auch  y  =  1, 
n  es  M  immer  Q  +  Ä*=  2p  —  2,  Q  —  H^2q  —  2r.    Vgl  p.  688  und  701, 


beliebigeji  /^'*"  J linkte  z    vou  /  auf  einer  6«^^^  (t  b*  es  bestebtf 
dem  Eingangs  erwähnten  Satze  unabhängig  Yon  z  und  £  die  Bell 

(3)  ®  (' ^ '  f"^'''  +  T'* ""^  ~J'^''')  ^  ^  fl 

Andererseits  ist  nach  dem  AbeTschen  Theoreme,  da  die  Cm~^  ^ 
die  Tangent«  von  ^  zu  einer  6\_s  ergänzt  wird,  wenn  durcl 
.  ,  yip-i)  die  p  —  1  übrigen  Schnittpunkte  einer   durch    di 


gehenden  C„_3  bezeichnet  werden 
(4) 


^     fäuA+^     fduA+2  i4u,  =  0.       ■ 

Die  Argumente  der  in   (3)    auftretenden   d-Functian    werdea 
gleich: 

Aus  (3)  folgt  also,  da  9  eine  gerade  Function  ihrer  Argntnenl 
unabhängig  von  g  und  z  die  weitere  Relation: 

welche  aussagt,  dass  die  p  —  i  Punkte  y^'^  mit  jedem  belie 
Punkte  5  von  /auf  einer  adjungirten  C„-3  liegen,  d.  h.  dass 
durch  die  r/'^  noch  eine  oo^-Schaar  von  C„_3  geht;  und  dies  ist 
der  der  auf  p.  688  gefundene  Satz. 

Ein  anderes  Beispiel  soll  uns  der  Fall  0  =  P   (also   H  =  p 
r  =  l   geben,    wo   durch  p   Punkte  x^^\   x^^\  .  .  .  x^p^  noch  oc* 


hindurchgehen.      Es    liegen    dann   je  p  —  1    dieser  Punkte    x"^ 
jedem  beliebigen   Punkte  z*)   auf  einer   (7„_3,   d.  h.  wir  haben 
Relationen : 

r(')  z  ^ 

(5)  ^_ 

A:=l,  2,  3, 


•)  Es  sind  hier  natürlich  immer  nur  Punkte  von  /"  =«  0  gemeint;   Tgl.  d 
gebraische  Behandlung  dieses  Beispiels  auf  p.  694  ff. 
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I  der  Index  k  an  dem  Summenzeichen  andeuten  mag^  dass  in  der 
uune  das  dem  Index  i  =  k  entsprechende  Glied  ausgelassen  werden 
U.  Sind  wieder  y<^>, .  .  .  y^P~'^\  worunter  jedoch  y<**  auszulassen  ist, 
\  p  —  2  zu  den  x^^  residualen  Punkte,  so  können  wir  hier  nach  dem 
beTschen  Theoreme  die  Gleichung  (4)  durch  die  folgende  ersetzen: 

I  ^     CdUH  +     ^^   JdUH  +JdUA  +fä^A  —  0  . 

•=^  Jo)  •=^    «(0 


a(*) 


b(p) 


e    Argumente  der  in  (5)  vorkommenden  6 -Function  werden  daher 
»ch 


—    ^^    i  ^^h+  f  äuA  —  j  duA—  I  duk  —  CduH  —  Cdun 


dUk  —  I  duk+  I  duA. 

äiP)  aC*)  /* 

ie  Gleichungen  (5)  sagen  somit  auch  aus^  dass  man  durch  die  p  —  2 
Ulkte  ^co^  durch  irgend  einen  der  p  Punkte  xC*)  und  durch  einen 
Uebigen  Punkte  noch  eine  Cn-^  legeu  kann;  durch  die  y^^  gehen 
■o  p  verschiedene  Büschel  von  (7n-3  und  somit  auch  zum  Mindesten 
Wt  cx>'-Schaar  solcher  Curven.  Dass  die  Mannigfaltigkeit  der 
beteren  Schaar  auch  nicht  grösser  als  2  sein  kann,  erkennt  man 
pveh  ümkehrung  dieser  Schluss weise.  Wir  haben  also  ^  =  2^  wie 
^der  Bi  em  an  n- Roch 'sehe  Satz  verlangt. 

Zar  Durchführung  des  allgemeinen  Beweises  setzen  wir: 

ö  =  p  — 1  +  p,     also:     R=p — l  —  ^. 

Bch  die  Q  Punkte  a;C')^  x^^,  .  .  .  a;CQ)  sollen  der  Annahme  nach  oo** 
.1  g^hen;  d.  h.  es  sollen  alle  (p  —  r)-gliedrigen  Determinanten 
dem  folgenden  Schema  verschwinden*): 


92  (*"•) 

«P2  (XW) 


'P,  (*'<")     ^»(a:'«) 


<PP  (^«") 


Verschwinden  dieser  Determinanten  sagt  aber  nichts  anderes  aus, 

waB  je  p  —  r  der  Punkte  xC')  mit  r  beliebigen  Punkten  auf  einer 

ingirten   Cm^^  liegen.     Die  betreifenden  Relationen  werden  daher 


*■-*)  VgL  p.  702,  wo  R  durch  ö»  q  durch  r,  ^  durch  p  —  1  zu  ersetzen  ist, 
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SecIiBie  Abl^eftnng« 


fttach   vollständig   dargestellt   durch   daa   folgende   Syiiem    w^ 
chungen;*)  ij 

^wo  die  Indices  A'|,  A^,  .  -  »  Av-f  p_i  an  dem  engten  Summen 
andeuten  sollen,  daes  in  der  Summe  die  den  Werthen 
^2^  *  •  *  kr-^^^t  ent^preclieiiden  Glieder  ausgelassen  werden  bo\ 
dase  die  Summe  nur  noch  aus  Ö  —  r  —  g  +  l  ^  p  ^  r  Glied 
Btebt;  und  wo  durch  z^  *^  r  beliebige  Punkte  bezeichnet  sind.  I| 
Gleichungen  ist  die  ZucrdniiDg  der  unteren  Grenzen  a^'^  zu  den 
Grenzen  x^'^  noch  eine  sehr  willküriiche.  Um  ung  ?on  di^er  % 
lichkeit  frei  zu  machen  und  im  Folgenden  die  Bexeiehnungswc 
facher  zu  gestalten,  fahren  wir  als  un^a  Grenze  immer  d< 
Punkt  (i  ein  und  ausaerdem  Constante  A'^^  deiinirt  durch**): 


Die  ßleichuiigeii  (7)  gehen  dann  über  in 


^p* 


f8) 


Bezeichnen  wir  ferner  mit  x<^+*),  0;^^  +  ^)^  _  a;<^+^^  die  Gru 
/?  zu  den  x^'^  residualen  Punkte,  so  ist  nach  dem  Ab« 
Theoreme : 

Die  Argumente  der  0- Function  (8)  gehen  daher  über  in: 

-2  /^''^-  2    /'^"'+2'  /  "^"^  ~  ^' " J ' 

*)  Von  den  durch  das  Verschwinden  beregter  Determinanten  dar/t 
Gleichungen  sind  nur  {r  -{-  1)  {(J  —  p  +  ''  +  1)  von  einander  unabhängig 
dem  entsprechend  sind  auch  die  hier  aufgestellten  0 -Relationen  noch 
ander  abhängig.  Dass  diese  Gleichungen  auch  umgekehrt  hinreichen, 
[p  —  r)-gliedrigen  Determinanten  obigen  Schemas  zum  Verschwinden  m 
erkennt  mau  durch  einen  analogen  Schluss,  wie  er  in  der  Anmerkung  ac 
angedeutet  ist 

**)  Dies  sind  dann  die  bei  R.  A.  F.  §.  22  mit   k     bezeichneten   Con 
vgl.  die  Anmerkungen  auf  p.  835  und  836. 
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>a  nun  j^den&lls  r  <  R  ist,  so  können^  wir  hierin  r  —  1  der  Punkte 
f^*^  bez.  mit  r  —  1  beliebigen  der  Punkte  a:<«+'^  zusammenfallen 
isaen,  also  z.  B.  setzen: 

Ichreiben  wir  dann  kurz  z  statt  2^^r),  so  geht  die  Gleichung  (8)  Ober  in : 

7—1  *"     ^  »-» 1      ^  ^  ^ 

kndererseits  hätten  wir  z.  B.  auch  z<*»>  mit  a;^*»>,  und  nicht  mit  a:<^+*'^, 
usammenfallen  lassen  können,  wodurch  die  Gleichung  (9)  sonst  un- 
jefindeit  bliebe;  es  würde  nur  in  dem  ersten  Integrale  der  zweiten 
hunme  die  obere  Grenze  a:<^+^i)  auftreten.  Da  nun  die  Punkte  a:^^^  aus 
len  Q  Punkten  x^"^  beliebig  gewählt  waren ,  so  besteht  die  Gleichung 
9),  auch  wenn  man  irgend  einen  anderen  dieser  Punkte  für  x^^'^ 
rahlt;  nur  darf  derselbe  nicht  unter  den  Punkten  a:<*»^ ,  x^^\  . . .  x^'^r+^-i) 
nihalten  sein.  Für  x^^^^  kann  man  also  noch  Q  —  r  —  ^-j-2  = 
$  —  ^  +  1  andere  Punkte  x^'>  setzen,  femer  nach  der  eben  gemachten 
lemerknng  auch  jeden  der  B  Punkte  oj^^+'l.  Als  Function  von  a;t*»> 
^fgeflEusst,  Tersch windet  daher  die  in  (9)  links  stehende  6 -Function 
ttr  i?  +  p+l  —  r=2p  —  r  —  q  verschiedene  Werthe  von  a:<*»>. 
ta  nun  immer  B  >  r  ist,  so  ist  auch: 

P— 1 - Q—r> 0 

2p-Q-r>p+\. 

\  Function  von  ar(^'>  verschwindet  also  die  6 -Function  für  mehr  als 

Verthe  von  a:<*'>  und  somit*)  überhaupt  unabhängig  von  xS^^^.     Ana- 

»    gilt    für    oc^'''»\  .  .  .  a:<*r+^-i);    bezeichnen    wir    also    mit    2<^>, 

....?<''  +  *>,  5  beliebige  Punkte  von  /,  so  besteht  immer  die  Glei- 

Kl*-* *.-./""*+  i  f"" + *'-/"••)-<'> 

V^  R.  A.  F.  §.  22  und  Kiemann:  Ueber  das  Verschwinden  derO-Fnnc- 

i.  f.    Crelle's  Journal,  Bd.  66.    Die  in  §.  3  des  letzteren  Aufsatzes  ange- 

Betrachtangen  Aber  einige  besondere  Fälle  von  Specialschaaren  stimmen 

etlichen  mit  denen  des  Textes  äberein;  ein  Unterschied  in  der  Behand- 

aur  dnrch  die  verschiedene  Wahl  der  unteren  Grenzen  bedingt.  -  -  Nach 

)8  genannten  Aufsatzes  lässt  sich   der  Fall,   wo   die   G- Function    nnab- 

«n  gewissen  Theilen  der  Argumente  verschwindet,  immer  auf  das  Ver- 

alier  Differentialquotienten  bestimmter  Ordnung  nach  den  Argumenten 

en. 
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und  diese  sagt  aus,  dasa  dareh  Je  R  —  r  -\-  \  Punkte  4er  Re 
gruppe  Gm  noch  eine  oo""  +  v - Schaar  wm  C„^%  geht.  Non  \)A 
R  —  r-j-1^jo  —  r  —  p;  sinJ  also  j/<",  .  .  .  yO"-"— ^  ii^end  ' 
der  R  Punkie  3;'^+",  so  besteht  immer  die  Gleicbuag: 


9.,   (2t'))  y,  (st.)) 


-Oll 


9)1  (;»'•  + tf))         qoj(zi'-+«t)       ...  y,  (t'^  +  rt) 

oder  mit  anderen  Worten  (vgl,  p.  692,  Anmk,}:   Es  verschwind 
(r -j-  e)-gliedrigen  Uuterdeterminauteu  der  Matrix  (wo  yt«i  =  jrt 


9^1  (§^^0    «p.Cä^'^O    ■■■    9,(u^''^} 

Dies  sagt  aber  eben  aus,  dass  durch  alle  ^  Punkte  der  <fjf  nod 
ao*'+?-Schaar  von  (7« „3  geht  (p.  703).  Die  Speefaf^ruppeNf  imt 
eifw  als  Gruppe  Gq  gegeben  war,  bilden  sonach  selbst  eine  Speciai 
p^<*>j  um: 

oder:  2  {g  —  r)  =  Q  —  R  y 

was  wieder  die  Gleichung  des  Rie  mann -Roch 'sehen  Satz< 
Dass  g  auch  nicht  grösser  als  / •+  p  sein  kann ,  erkennt  man  c 
dass  derselbe  Beweisgang  auch  umgekehrt  verfolgt  werden  kan 
Annahme  ^  ==  r  +  (>  +  1  also  auf  die  Zahl  r  +  1  statt  auf  r  f 
Mannigfaltigkeit  der  Gruppen  Gr  führen  würde. 

Ein  anderer  Beweis  unseres  Fundamen talsatzes  knüpft,  w 
wähnt,  an  die  Darstellbarkeit  algebraischer  Functionen  durch  Int 
2.  Gattung  an.*)  Wir  sprechen  das  zu  beweisende  Theorem  zw 
in  etwas  anderer  Fassung  aus. 

Die   Mannigfaltigkeit  der  zu    einer    gegebenen    Gtj    residual«: 
kann  man  in  folgender  Weise  algebraisch  definiren.     Man   lege 
Gq  eine  beliebige  adjungirte  Curve  ^  =  0,  welche  die  Gruppe  ^ 
/  ausschneidet;    durch    letztere   lege   man  eine   andere   Curve  gU 

*)  Vgl.  Roch:  Ueber  die  Anzahl  der  willkürlichen  Coustant^n  in  alg 
sehen  Functionen,  Grelles  Journal,  Bd.  64,  p.  372;  und  für  den  einfachste! 
R.  A.  F.  §.  5. 


PaaktsjBteme  auf  einer  Curre.    Ab^Fsche  Integrale. 


863 


Ordnung    jj^  ^^  0,    die   sonst   ganz    beliebig    sein    kann.      Dann    ist 

[Ä  i^^=^  ^  eine  algebraische  Function,  welche  in  den  Punkten  Gq  unend- 

ch  wird;  und  die  Mannigfaltigkeit  g  der  Schaar  ^(?***,  die  zu  dem- 
f seihen  Residuum  G^  gebort,  ist  dann  oüenbar  um  Eins  kleiner  als 
i  die  Zahl  der  willkilriiehen  Coefficienten,  die  in  der  Curve  x  ^^  ^^  ^<^<^1^ 
Nrerftlgbar  sind,  wenn  letzterer  keine  andere  Bedingung  auferlegt  wird 
[ala  die,  durch  die  Punkte  der  Gruppe  Oft  zu  gehen  und  zu  /'  adjungirt 
LU  sein.  Diese  Zahl  aber  wird  sich  bei  näherer  Untersuchung  von 
>r  Zahl  r  -f-  1'  der  linear  von  einander  unabhängigen  adjungirteu 
,-^3  abhängig  zeigen,  welche  man  durch  die  Gruppe  Go  legen  kann. 
sr  von  uns  zu  beweisende  Satz  ist  daher  folgender: 

fFird  eine  algebraische  Function  X  in  Q  Punkten  G^  unendlich  gross 
Irwt  der  ersten  Ordnung ,  und  können  in  diesen  Q  Punkten  r  -f  1  Func- 
iiiondfi  q>  (x)  verschwinden^  zwischen  denen  keine  lineare  Reiation  besteht, 
l|%f,  h.  gehl  durch  Gq  eine  oo*^- Schaar  von  Cn^s)^  so  enthdlt  X  die  Zahl 
*  —  /»  4-  r  +  2  willkürlicher  Coefficienten  (d  h.  die  Gruppe  Gq  gehört 
oc^- Schaar  an^  für  die  q  ^  Q  —  p  -^  r  ^  |y; 
Zum  Beweise  stellen  wir  die  B'unction  X  in  anderer  Form  dar. 
He  Function,  welche  in  Q  Punkten  x^^\  .  .  .  x^^>  algebraisch  unend- 
erster  Ordnung  wird,  ist  otfenbar  gegeben  durch  eine  Summe  von 
itegralen  zweiter  Gattung ^  deren  jedes  in  je  einem  der  Punkte 
anendlich  gross  wird  (p.  792);  und  diesem  Integrale  kann  man 
eh  beliebige  lineare  Corabinationen  von  (überall  endlichen)  Inte- 
len  erster  Gattung  hinzufügen,  so  dass  man  den  Ausdruck  erhält*): 

|i)      /5»iZi  4-  ßi^i  +  •  •  •  +  ^q'^^  +  «i«i  +  «2«^  +  '     -  +  «/>«/-  , 
^  die  ß^  und  «,  Constante  bedeuteu,     Unter  Z,  mi  dabei  das  Normal- 
zweiter  Gattung  verstanden,  welches  im  Punkte  x^*^  unendlich 
durch  diesen  Punkt  völlig  bestimmt  ist,  so  dasa: 

I 


und 


dZi  = 


M^aji)'*      *fl^ 


H— Ifl 


irend   die  erste  Reihe  der  Periodic! tätsmodn In  von  Z,-  verschwindet 
der   Periodicitätsmodnl   von    Z,    am    Querschnitte  b^    gegeben   ist 
ßh  eine  algehraische  Function,  nämlich  (p.  80o): 

-=(|fö"').=(^^')/ 

''''«)i=  f^.     Die  Summe  (II)   ändert  sieh  ilaher  an  einem 
e  üt  der  zerschnittenen  Ri em an u  sehen  Fläche  um  2jtia^f 
einem  Querschnitte  A»  ujn 


2«ir  tinteren  Qveme  der  Integrale  Z«  iit  ein  beliebiger  fe&ter  Paukt  von  f 
I  obere  Grenze  iüt  der  bevpegliche  Punkt  x. 
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()—;?-}-  1  +  1  =  2^  ^-  ^'  durch  das  Residuum  von  j»  —  2  Punkten 
kann  man  noch  eine  oo*-Schaar  von  C„^s  legen,  was  mit  den  bekannten 
Besultaten  übereinstimmt.  Ganz  ebenso  wird  für  einen  beliebigen  Werth 
Ton  Q  die  Zahl  der  willkürlichen  Constanten  um  r  +  1  vermehrt, 
wenn  zwischen  den  Gleichungen  (12)  r  +  1  Relationen  der  Form: 

^i<Pi  i^"^)  +  c,iP2  (a:<«0  +'''  +  Cpq>p  (x<'^)  =  0 

bestehen,  wo  die  d  Constante  sind,  d.  h.  wenn  durch  die  Punkte  x^^ 
r-f  1  verschiedene  Gurven  (p  hindurchgehen,  wodurch  dann  wieder 
kt  oben  ausgesprochene  Satz  gewonnen  ist.  Gleichzeitig  ist  hiermit 
TOder  gezeigt,  dass  jede  Specialschaar  durch  adjungirte  Cn^^  atisge- 
schnitten  werden  kann. 

Zur  Erläuterung  betrachten  wir  noch  ein  einfaches  Beispiel;  es 
lei  eine  Grundcurve  f=0  5*®'  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  gegeben, 
ibo  p  =  6.  Hier  ist  jede  ganze  Function  zweiter  Ordnung  der  x, 
dne  Function  q>.     Die  Function 

Trd  -in  den  5  Schnittpunkten  von  Z^^  =  0  mit  /"  «=  0  unendlich.  In 
anselben  verschwinden  3  von  einander  unabhängige  Functionen  9, 
imlid^,a;i,  bj:X^,  ^xX^]  daher  enthält  k  die  Anzahl  5 — 6 -{-2 4-2 =3 
iDkflJlBer  Coefficienten,  in  der  That  die  Grössen  a^,  a^,  a^.  — 

Man  erkennt  übrigens  leicht,  dass  der  vorstehende  Satz  auch  für 
dinittpunktsysteme  nicht  adjungirter  Curven  gültig  bleibt.  Gehen 
bnlich  die  Curven  ;c  ==  0,  V  ="  0  durch  einen  Doppelpunkt  von  f, 
t  dem  die  Punkte  |  und  77  der  Riem an n 'sehen  Fläche  vereinigt 
mögen,  nicht  hindurch,    so  nimmt  die   algebraische  Function 


-o  ~   f ür  a:  =  S   und  für  x  =  ri   denselben  Werth  an,   indem   nur 

ne  Curve  des  Büschels  ;f  —  ^^^  =  0  durch  den  Doppelpunkt  geht. 
^n  ftLso  wieder  die  Gleichung  (13)  bestehen,  so  erhalten  wir  für  die 
Defficienten  ßi  neben  den  Gleichungen  (12)  zunächst  noch  die 
elation: 

6)  ß,  JdZ,  +  ß^JdZ^  +  . .  .  +  ßoJdZci  =  0 . 

Diese  Gleichtmg  aber  ist  identisch  erfüllt.  Durch  nähere  Unter- 
chnng  des  Integrals  l^dTlaß  nämlich  wird  man,  wie  hier  nicht 
»ter  ausgeführt  werden  soll*),  zu  der  Formel  geführt: 


•)  Vgl.  CL  u.  G.  A.  P.  p.  128  f. 

Cl«b«ch,  VorlMungen.  55 
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(16) 


Sech 


Bung. 


wo  a,  ß  zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  wo  zur  Abkürzung  \ 


unter  a   einen  Punkt  der  Tangente   von  x   an    die   Gründet 
standen.     Die    Indicea   a,  ^,  i   an    den    eingeklammerten    At 
sollen    andeutren,    dass    in    diesen    bez.    x  = «,   ar  =  ^,    af 
setzen    ist,    wo    x^*^    die    ()  Verschwindungspunkte  von    i*  sx 
Gleichung  (16)   nun   ist  mit  der  Gleichung  (14)  tdentiscb » 
setzt ; 


a  ^  X  i 


ai-.     -(A); 


Setzt  man  aber  in  (16)  a  =  |,  ß  =  ^r  so  wird   f^j    =  /^ 

wir  erhalten   die   Gleichung  (15),    q.  e.  d.     I^er   oben    atis^r^ 

Saiz  (p.  8(83)  bieiöi  aiso  auch  für  Schniitpunktsysicffn'   ntrhf  adj^ 

Curven  etenso  bestehen. 

In  obigem  Beispiele  können  wir  also  der  C^  audi  einen 

a 
punkt  beilegen  und  die  B'unction  A  =  t-  betrachten.  Dann  ' 

p  =  5,  r  =^  1    (denn  die  Linie  b^  =  0  wird  durch  jede  Gc 
den  Doppelpunkt  zu  einer  ('urve  q>  ergänzt).     Es  folgt  alsu  ^i 
-|-  1  ~|-  1  =  2,  wie  es  geometrisch  evident  war. 


XI.    Schnittpunktsy Sterne  Eicht  adjungirter  CErven  mit  der  ßf 
—  Das  erweiterte  ümkehrproblem. 

Die   geometrischen   Untersuchungen,    welche  wir    bisher 
AbeTsche  Theorem  und  das  Umkehrpro blera  anknüpften,  bezo 
namentlich  auf  Schnittpunktsysteme  adjungirter  Curven;  und  etj 
dabei  aus,  lutegralsummen  erster  Gattung  zu  betrachten   (p.  Sf 
der   That  stimmt  in   dem   Falle   die  Zahl  p  der  Gleichungen 
Zahl  der  zwischen  den  Schnittpunkten  bestehenden  Relationen 
und  das  Jacobi'sche  Umkelirproblem  lehrte  uns  die  Br^*-^"**  ■ 
p  Schnittpunkten  durch  die   übrigen  aus  jenen  p  lnt<?gi     _ 
vorausgesetzt  j   dass  die  Ordnung  der  schneidenden  Ourre 
n  —  3  ist.     Hat  man    es    dagegen   mit  nicht  adjungirten 
thun,    so   sind  mehr  Schnittpunkte  durch  die  übrigen 
müssen  somit  zu  jenen  p  Gleichungen   für  Integrale   erster 
welche  immer  bestehen  bleiben,  noch  andere  Gleichungen 
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so  das3  tlarch  die  Gesamintheit  derselben  das  Schnittpunktsystem 
wieder  vollkommen  charakteriairt  wird.  Man  übersieht  dies  leicht^ 
weDH  man  sich  die  Grundcurve  allmählich  so  degenerirt  denkt,  dass  sie 
eineii  Doppelpunkt  orhäli  Dann  sinkt  das  Geschlecht  der  Ciirve  um 
eine  Einheit;  und  es  gehen,  wie  früher  erwähnt  wurde,  p  —  1  der  p 
Normalintegrale  erster  Gattung  in  die  ^orwö/integrale  erster  Gattung 
der  neuen  Cunre  über,  das  p^''  Integral  dagegen  verwandelt  sich  (bei 
passender  Wahl  des  Querschnittsystems  der  Kie mann  sehen  Fläche) 
in  ein  Normaiinlegral  dntter  Gailung  für  die  neue  Curve,  deren 
Unendlichkeitspunkte  |,  t;  in  dem  neu  entstandenen  Doppelpunkte 
^Tereinigt  liegen  (vgL  p.  807)*  An  Stelle  der  p  Gleichungen  des 
K  ob  lachen  Umkehrproblems  treten  daher,  wenn  wir  mit  7t^p  —  \ 
Geschlecht  der  neuen  Curve  bezeichnen,  jetzt  die  ;r -j-  1  Glei- 
[chnngen: 


rf==jr4-i 


(Ä  =  l,2,  3,  ,..  jt), 


id  auB  ihnen  hat  man  wieder  die  oberen  Grenzen  t*''  zn  beßtimmen. 
Ebenso  erhält  man  q  Gleichungen  rait  Integralen  dritter  Gattung, 
renn  die  betrachteten  Curven  durch  q  Doppelpunkte  der  Grundcurve 
icht  hindurchgehen ;  und  solche  q  Gleichungen  bestehen  ja  dann  auch 
der  That  nach  dem  Abcl'schen  Theoreme  für  Integrale  dritter 
lg.  Das  Problem  der  Bestimmung  der  Punkte  x^'>  aus  den  p  -\-  q 
ich un gen  ist  es^  welches  man  als  das  erweiterte  Umkehr problem'*) 
sichnet. 
Die  Losung  des  letzteren  ergibt  sich  indess  nicht  ohne  Weiteres 
der  des  Jacob i  sehen  Problems  durch  den  augtdeuteten  Grenz- 
mg.  Da  nämlich  bei  diesem  eine  Periode  des  Integrals  TT|,j  un- 
llich  gross  wird,  so  kann  man  die  beim  Jacobi 'sehen  Probleme 
rendet«  0-Fuiiction  nicht  mehr  unmittelbar  benutzen*  man  muss 
aehr  eine  andere  Kunetion  einführen,  welche  sich  übrigens  aus 
gewohnlichen  0- Functionen  und  aus  Exponentialfuuctionen  zu- 
Biezksetzt.    Im  Folgenden  sollen  diese  Verhältnisse,*^)  insbesondere 


I*)  FOr  p  ^=  \  ^  ^  a"  1  ist  dasaelbe  von  Rosonhain  (unter  anderen  Geeiebta- 
kteu}  behandelt:  Mi^moirea  de«  savanta  ^trangers,  t,  11»  p.  376,  allgemein 
>— I  fon  Clebech:  Crelle^s  Journal,  ßd.  64,  fOi'  p^t  von  Brill:  ib. 
M,  ffilr  Curreu   mit   beliebigem    Geschlechte   von   Clebscb    und   Gotdati; 

rtt,  0*  A,  F,  p/l48  und  270  fF. 

W)  Tu  Betreff  des  .lacobi'achen  Umkelirproblema  für  p  ^  2  »^  nochmals  auf 

[Attfiuits  VCD  Prym,  der  Bchou  p<  765  erwüihnt  wurde ,  verwieBen. 


868 


Sechate  AbüieHiitig, 


die  Eigenschat (^n  dieser  neuen  Function,  nur  für  den  Fall  p«=^9 
erörtert  werden  (wa  wir  wieder  p  statt  jr  schreiben) ;  an  diesem  BeS 
spiele  wird  hiureichend  hervortreten^  wie  man  im  aUgemeiaen  Fal^ 
zu  verfahren  hat.  Die  Reisultate  wollen  wir  für  die  Curve  viei 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  verwerthen,  insbesondere  für  die  Ä 
Stimmung  ihrer  Doppeliangenten,  — 

Wir  bezeichnen  die    beiden  Normalintegrale  erater  Gattung   oitl 
11, ,  w^,  das  zum  Doppelpunkte  der  C^  gehörige  Normalintegral  dritter 
Gattung  mit   Uy     Für  die   Betrachtung    legen   wir   eine  rweiblättrigt» 
ßie mann  sehe   Fläche  mit  6  Verzweigungspunkten  zu  Grande,  wie 
sie  der  Gleichung  der  C^  (p*  797): 

y^^i  (^)  +  8/ 9a  W  +  9a  i^)  =  ^ 
entspricht,  wenn  man  y  als  Function  von  x  auffasst  Die  sechs  Vir- 
zweigungspunkte  sind  durch  drei  Verzweigungaschnitte  paarweise  mit 
einander  verbunden;  um  die  letzteren  legen  wir  die  Schnitte  a^^n,, 
hy,  br^j  r, .  c^  in  der  Weise,  wie  es  für  f>  =  3  in  Fig.  71,  p,  1^) 
veranschaulicht  ist  Vermöge  dieser  Schnitte  ist  die  Flache  dmui  m 
eine  einfach  zusammeuhfingende  zerlegt,  deren  Rand  eben  durch  ilieie 
Selinitte  gebildet  wird.  Die  Werthe  einer  Function  g>  an  i»« 
gegenüberliegenden  Punkten  dieses  Randes  wollen  wir  mit  tp^  \aA 
ip-  bezeichnen  ^  indem  wir  in  bekannter  Weise  eine  positive  and  eine 
negative  Seite  der  Randcurve  unterscheiden. 

Zufolge  unserer  früheren  Festsetzungen  über  die  Koruialintiigwk 
bestehen  dann  für  jeden  Punkt  des  Schnittes  n,  die  Gleichungen: 

(1)  («,+  -  ur)..  =  2  7ti,    (w.'f  ^  «/,-).,  =  0 ,    (fis+  —  öij-)., « y . 

wobei  die   untere   Grenze  der  Integrale   w,   beliebig  und   conshuit  g^ 
wählt  istv     Ebenso  haben  wir  für  die  Schnitt«  a.,^  h^^  b^i 

(2)  (k,+  -  «,-)«,  =  0  ,      («,+  -  «/,-)».  =  2  JT  /  .      {!«,+  -  M,-)^  -  0, 


(3). 


(«,+  -«,-)*. "=«11.  («j"^  -  «»~>.=tf|j.  (.V 


.+ t/.~ 


x= 


•2J » 


(iij+— iirk=öa3^  (113-^ 


und  es  ist  gleichzeitig  ^  wenn  unter  J  das  über  den  ganzen  Sckai^  i] 

a 

geführte  Integral  verstanden  wird^  bei  richtiger  Wahl  de«  ÖiaoeSr  * 
welchem  man  das  Integral  führt*): 


flf,,= 


Jdu^,  a^^=a^^^  jduy^  Cdu^,  «22= /<^«ii   2ijt^  jdu^^j^^'* 


•)  Vgl.  j.  ß    Neumaon  a,  a.  0.  p.  126,  Note. 
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integral  u^  endlich  ändert  sich  noch  um  +2  ix  bei  jedem  Um- 

I  um  einen  der  Unendlichkeitspunkte  |;  i^.     Die  Schnitte  c^,  c^ 

len  für  die  Periodicitäts- Eigenschaften  der  Integrale  nicht  weiter 

tracht« 

^Qr  die  von  den  Integralen  u^  ^  u^  abhängende  6  -  Function  (p.  836) : 

wir  femer  bekanntlich  die  Gleichungen  (v  =  1 ,  2) : 

(e+:e-),,  =  i,    (e+:e-)*, -«•"+*""; 

renn 

Vy  —  t^r  +  2myni  +  a^rqx  +  flr«y^2 
t  wird^  so  ist  allgemein: 

>ie  von  uns  zu  behandelnde  Aufgabe  besteht  nun  darin,  aus  den 
leichungen: 

,(1)  x(2)  a-(») 

Tau,,  +   CduH  +   r^t/Ä  =  m;a  (ä  =  1,  2,  3) 

c(l)  e(8)  > 

inAr/^  a:<*>,  a;W,  x^^)  in  Function  der  gegebenen  Grössen  w^,  w^y  w^ 

stimmen.     Aus  dem   über  das  Jacobi'sche   Umkehrproblem  6e- 

(p.   833)   ist   sofort   klar,    dass   man    eine  Gleichung   für  die 

le  einer   algebraischen  Function  ^  in  den  Punkten  a;^**,  xW,  a:<*> 

len  kann,  wenn  es  gelingt^  die  Summe  der  Werthe  eines  Inte- 
dritter  Gattung  mit  beliebigen  Unendlichkeitspunkten  i,  ^  als 
on  der  Grössen  w^j  iv^,  w^  darzustellen^  d.  h.  die  Summe: 

;r(«)  *C2)  a:(») 

c(l)  cW  >) 

mmt  also  im  Folgenden  nur  darauf  an,   diese   Darstellung  zu 

etzteres  gelingt  nun  mit  Hülfe  einer  von  den  drei  Grössen  u^, 
(jedoch  nicht  symmetrisch)  abhängenden  Function  6'(u, ,  Uj;  u^) 
:urz  e'(i/),  welche  wir  durch  folgende  Gleichung  definiren: 

&(u)=       e{u,-^A,,     u,-^A,).e\'^ 

,  ^2  die  in  (3)  ebenso  bezeichneten  Integrale  bedeuten.  In 
cht  auf  (3)  ist  nun  an  den  Schnitten  ^>i  fÖr  Ä  =  1,  2; 
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re  i£i  i 


Wegen    der   in    (3)   ausgesprochenen  Eigenschaften    de«  Intc 
haben  wir  also  aus  (9); 

(10)  (log  Q'iu-p-  -  log  &(u)-)i,  =  M*  -f  i  «,*        (A  =  l ,  2) ; 
definirt  mau  femer  tf^'  durch  die  Gleichung: 

(11)  v,^'  =  V:^  -f  2 171  ar  +  g,  A^  +  y,ilj  , 
p^\  v^  dagegen  wieder  durch  (5),  so  fijidei  man  atigemi^ht: 
(12)log0>O  =  lög0>)+^,i'i+«?,i',  +  i{^,^ön+2fy|^ja,,  +  ^,5tf;^ 
und  man  verificirl  ieicM,  dass:  ^ 
(13)                                      &{—i^  =  &{v).  ' 

Die  Periodicitätseigenschafteu  der  Function  0'  sind  hiernach  g&i 
analoge   wie   die  der  gewöhnlichen   0- Function.     Die  ersterc  ist  j 
gegen  in   der  zerschnittenen  Eieniann'schen  Fläche   nicht  inc 
letztere  eine  überall  eindeutige  Function^  denn  durch  da^  Zersct 

längs  der  Querschnitte  ist   ein   Umgang  um  einen  der   Punk     

noch  nicht  unmöglich  gemacht,  und  ein  solcher  ündert  das  Vorzeici 
von   6'.     Jedem   Punkte   der   Flache  entsprechen  daher   zum  Vitd 
dieser  Function*  nur  für  die  Punkte  ^  und  »y  fallen   beide  zusamiflc 
In    ihnen    nämlich    wird    1/3   unendlich    gros»    wie    log  (x  —  j 
log  (a*  —  iq)  in  x^=^%  bez.  :e  =  ij  und  also  0'  algebraisch   utti 
wie  {x  —  iy~^  bez.  (x  — iy)"'i      Dk   Punkte   |»   17    $md    dnh^ 
ziveitjungspunkie  der  Function   0';   und  zwar  hat  letztere  (ausgl 
über  die  zerschnittene  Fläche)  keine  anderen  Verzweigung 
man  aus  der  Art  ihrer  Bildung  aus  den   gewöhnlichen  L 
erkennt.     Wenn  aiso  0  («)  in  einem  Punkte  der  Fläche  ver4trhwin 
geschieht  dies  mindesletis  von  der  ersten  Ordnung^  d.  h.  wie  {x  —  tfT 
X  '^^  a.  — 

Zur  Lösung  des  in  den  Gleichungen  (7)  gegebeneu  ümkel 
Problems  verfahren  wir  nun  genau  so,  wie  es  Riemann  für' 
JacobiWhe  Umkehrproblem  gethan  hat.*)  unter  Wj, 
stehen  wir  unsere  drei  Integrale,  deren  gemeinsame  untere 
beliebig  und  constant^  deren  gemeinsame  obere  Grenze  varia 
mi^;  ferner  mögen  t'|,  t^j,  v^  drei  beliebig  gegebene  Comst 
deuten.  Wir  beweisen  alsdann  zunächst  den  Satz«  dass  die 
0'(ti  —  v)  in  drei  Punkten  der  Riemann VcA^»;*  Fläche  vi 
es  sei  denn^   dass   sie  identisch  Null  ist;   letzteres  aoU  abof 


♦)  Vgl.  R.  A.  F.  §.  22,  sowie  die  nftbercn  Atisführungen  bei  NcninlJift  * 
Prjm  a,  a.  0,  ^i 
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Bgeschlossen  werden.  Nach  den  eben  gemachten  Bemerkungen  über 
s  Verschwinden  von  9'  brauchen  wir  nur  zu  zeigen^  dass  das  Quadrat 
n  0'  (1/  —  v)  in  sechs  Punkten  Null  von  der  ersten  Ordnung  wird ; 
3S6  sechs  Punkte  müssen  dann  eben  aus  drei  Paaren  yon  je  zwei 
sammenfallenden  Punkten  bestehen,  damit  6'  (u  —  v)  in  ihnen  un- 
dlich  von  der  ersten  Ordnung  werden  kann.  Wir  bezeichnen  des- 
Ib  im  Folgenden  mit  2  F  die  zu  suchende  Zahl  der  Verschwindungs- 
nkte   von    [0'  (u  —  v)]^,  dann  ist    V   die   entsprechende   Zahl   für 

(«-"). 

Die  Function: 

[9'  {u  -  v)f  =  e^  (i/.  —  ^  A,)  e-*  +  02  (u.  +  i  A)  e--* 
+  20(w,~4^.).0(w,  +  i^,) 

\  in  der  durch  die  Schnitte  a,  b^  c  zerschnittenen  Fläche  sonst 
)erall  eindeutig  und  stetig;  nur  in  den  Punkten  |  und  17  wird  sie 
gebraisch  unendlich  von  der  ersten  Ordnung.  Es  ist  also  nach  einem 
^kannten  Satze: 

14)    rtflogr0T=2  n^  =  2i7t{2V-\  -  1)  =  4i^(F-1), 

enn  man  das  links  stehende  Integral  über  die  ganze  Begrenzung  der 
snchnittenen  Fläche  führt,  d.  h.  in  beiden  Richtungen  über  alle 
^tie  üy  by  c.    Dies  Integral  ist  andererseits  gleich 

2/tf(log0'+-log0'-), 

rfÜhrt  in  nur  einer  Richtung  über  die  Schnitte  a,  b,  c.  Nun  folgt 
)er  aus  (10)  und  (12)  für  die  Schnitte  a  und  c: 

log  0'  (u  -  t;)+  —  log  &(u  -  1;)-  =  0 

id  fOr  die  Schnitte  b: 

C(d  log  0'  (u  -  1;)+  —  tf  log  0'  {u  -  v)-^     =  Cdu^  =  2äi  . 

M  (14)  erhalten  wir  somit: 

fdlog&~4i7t  =  2in{V—  1), 
ier:  F  =  3 ,  q.  e.  d. 

Es  kommt  jetzt  weiter  darauf  an,  die  Abhängigkeit  dieser  drei 
snchwindungspunkte  der  Function  0'  (u—  v)  von  den  gegebenen 
DQstanten  v^,  v^y  v^  näher  zu  bestimmen:  Wir  werden  zu  zeigen 
Aen,  dass  diese  Abhängigkeit  eben  durch  die  Gleichungen  (7)  unseres 
ikehrpröblems  dargestellt  wird,  wenn. man  auf  den  rechten  Seiten  der- 
^ben  noch  geunsse  Constante  hinzufügt  (oder  —  was  dasselbe  ist  — 
Be  Yermittlung  solcher  Constanten^  wenn  man  die  unteren  Grenzen 
passend  wählt).     Die  drei  Verschwindungspunkte  von  0'  {u  —  v) 
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würden  dann  mit  den  in  (7)  auftretenden  Punkten  x**\  x^f  ^  mt* 
sammenfallen  und  sollen  dalier  sogleich  mit  diesen  Buchstaben  be- 
zeichnet werden. 

Auf  der  Begrenzung  der  durch  die  Linien  a,  b,  c  sccrschnittenea 
FUlche  nehmen  wir  nun  irgendwo  drei  Punkte  5'**,  6'*^,  f »  nn.  Von 
g<^*  aüs  legen  wir  eine  Schleife  /^,  welche  den  Punkt  x^^^  iimJnfiit 
und  dann  zu  £'*'  zurückkehrt;  ebenso  verbinden  wir  die  Punkte  i^^^ 
x<^^  bez,  mit  den  Punkten  if^>,  £<^>  durch  Schleifen  Z,^  /,  und  denteii 
uns  die  Fläche  Iwngs  der  Linien  /, ,  Z^,  i^  aufgeschnitten; 
legen  wir  noch  einen  Schnitt  a.^  um  die  Punkte  |,  »;  und  vei 
ihn  durch  einen  weiteren  Schnitt  mit  der  Randcurve  unserer  Fläche.  1ä 
der  80  zerschnittenen  Fläche  ist  jetzt  log  9'  {u  —  v)  eine  Überall  endMt 
stetige  und  eindeutige  Function  des  veränderlichen  Punktes  x ;  Gleich« 
gilt  von  den  Integralen  m,,  Mj  und  daher  besteht  die  Relation: 

H^  =/log  0'  («  —  r)  .  äu,  ^  0        {v  =  l,  2), 
wenn   man   das  links  stehende  Integral  über  die  ganze  Randcurve  der 
Fliicho  erstreckt,  d.  h.  in  beiden  Uichtuijgen  über  alle  Schnitte  n^^  ft^ 
a-^t  c^j  c^f  b^,  b^j  /, ,  l^^  l^.    Andererseits  ist  dieses  Integral  gleich  <k 
Summe  der  Integrale 

fV  ^   Tjlog  0'  (u  -  i^)+  —  log  e'  {u  -  v]r\du^, 

geführt  15 her  alle  Linien  a^  b^  c^  L     Nun  haben  wir  aber 
an  den  Linien  /,,  /j,  i^:    log  9'+  —  log0'"^  ^  —  2i7t, 

„     „        „       öA  :    log9'+-log0-  =  2^Ai3r      (Ä-l,2,3V 

„      ,,         „        by  :    log0'*^— log0'-=  w» -i;^+Jfl,,+?Ä,iJ. 

Es  bedeuten  hier  die  Grossen  ^  und  h  ganze  Zahlen,  welche  hina^ 
geiligt  werden  müssen,  da  die  Diti'erenzen  von  log  &*  nur  bi*  aflf 
Vielfache  von  2  in  definirt -sind.  Bezeichnen  wir  nun  mit  er,**' 
«J^^  die  Werthe  von  tu  in  den  Punkten  g<",  £f»»,  £»»►,  mit  a,<^\  a,^,  «i* 


^% 


die  in  den  Punkten  x^'\  so  wird; 

dW=2i7t  fäu^  =  {a^^'^ 


«,('^)  2in , 


,IÄ  ,  aji^f        (h^^l,2) 


/  rf  ff  =  2xiff,  Cduy  =  2 ff, 

•A  »A 
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Hier  igt  fdut  gleich  2ni  oder  0,  je  nachdem  Ä  =  v  oder  Ä  ^  v,  das 

Integral  fu/räth  hängt  nur  von  dem  constanten  Änfangswerthe  des 

Integrals  u,  ab;  ebenso  sind  die  Integrale  a^^*^  von  den  x^^  unab- 
hängig. Bezeichnen  wir  also  mit  k^  solche  von  den  od^  unabhängige 
Consiante^  so  wird  schliesslich  für  t/  =3  1,  2: 

0«  W~  (a/i)  +  Ä^W  +  üy^^)  —  t;^+  2  Kin  +  ^10,^  +  g^at^  +  A:^)  2i3r . 

Eine  ganz  analoge  Gleichung  leitet  man  aber  in  derselben  Weise  auch 
für  «3  ab.  Es  wird  also  schliesslich  bis  auf  vollständige  Perioden- 
BjBteme  fBr  v  =  1,  2,  3: 

v^  =  flr,a)  +  ö,(2)  +  Ä,(3)  +  ky 

=  Wy  +  ky  —  */i)  —  by^^)  —  W»)  ^Wy-^Xy, 

wo  W*'  den  Werth  des  Integrals  u^  im  Punkte  c<*J  bedeutet,  wo  femer 
die  X,  neue  Ck>nstante  sind,  und  die  Wv  mit  den  in  den  Gleichungen 
(7)  gegebenen  Grössen  übereinstimmen  sollen.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Setzt  man  die  Argumente  der  Function  0',  welche  durch  (9)  defintrt 
ht,  gleich  Uy  —  Wy  —  Xy,  wo  die  Xy  gewisse  Constante  und  die  Wy  durch 
(7)  gegeben  sind,  so  verschwindet  die  Function  Q'  in  den  drei  Punkten 
«»),  xW,  «(»).   ' 

Um  die  Constanten-  x^,  x^,  x^  genauer  zu  bestimmen ,  verfahren 
»rir  nun  in  folgender  Weise.*)  Die  constante  untere  Grenze  der 
btegrale  soll  mit  ft  bezeichnet  sein;  dann  verschwindet  nach  dem 
dben  ausgesprochenen  Satze  die  Function 

a:  ord)  xf^  *(») 

9'  i  jduH  —  jdUk  —  I  duH  —  jduH  —  Xf\ 

M  c(l)  c(2)  c(8) 

ftr  o;  =  «<*>  unabhängig  von  den  Punkten  x^^\  x^^}'^  oder  mit  anderen 
Worten:    Die  Function 

cd)  orW  arW 

(15)  0'  (fdu^  '^J^'"'  ■"  /^"^  ~  ""O 

^^rschwindet  unabhängig  von  der  Lage  der  Punkte  a:<*>,  x^^K 

Die  Punkte  c^^),  c^*>,  c^*)  sind  hier  noch  ganz  beliebig;  mit  ihnen 
>Jifi88en  nur  immer  die  Grössen  x,,  x,,  X3  gleichzeitig  passend  ge- 
ködert werden.     Wir  bestimmen  dieselben  jetzt  durch  folgende  Con- 


*)  Diese  BestimmangBweiae  der  Constanten  ist  der  von  Weber  (Crelle's  Jour- 
Bd.  70)  für  das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  gegebenen  nachgebildet.    Das 

««nltat  Btimmt  mit  dem  bei  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  184  auf  anderem  Wege  (für  den 

itlgemeinen  Fall)  gewonnenen  überein. 


sehen  Theoreme  für  ä  =  1,  2,  3: 

f,  x(2)  x(8)  v(2)  ^^3) 

(16)  2  r^t/A  +  j^dUH  +  CduH  +  Ttf «A  +  jduH  =  0 

cd)  cW  if(3)  c(2)  cW 

Hieraus  folgt^  da  6'  eine  gerade  Function  ist;  dass  neben  de 
das  Verschwinden  von  (15)  gegebenen  Gleichung  auch  die  6 
besteht: 

c(l)  y(»)  yW 

(17)  e'  (  CduH  -  jduH  -  r^^A  +  «*)  "=  9. 

Ji  ^«)  c(3) 

und  zwar   unabhängig   von    y<*>,  y^'l      Man  kann    also    in 
Gleichung  auch  yW  =  a;<^>,  yW  =  a:^^^  setzen;  und  dann  sti: 
Gleichung  (17)  mit  (15)  bis  auf  das  Vorzeichen  von  xh  übere; 
Statt  X  =  x^^^  zu  setzen,  hätte  man  aber  auch  x  =  x^^ 
nehmen  können.     Es  ergibt   sich   somit,   dass   unabhängig  i 
Vorzeichen  der  Grösse  x,  die  Function 

*(1)  xW  xW 

e'  (    CdUH  —    CdUH  -    CdUH  —    CdUk  +  Xr  ) 

%  %  c(»)  «(») 

für  a:  =  a;^^>,  a;  =  a;W,  x  =  a:^*)  verschwindet.  Dies  ist  a 
möglich,  wenn  sich  die  Argumente  der  von  -f~^y  ^^^  ^^^  ^^ 
abhängenden  Function  0'  um  ein  Vielfaches  von  Perioden 
unterscheiden;  d.  h.  wir  haben: 
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3gt  man  durch  die  beiden  weiteren  Schnittpunkte  der  Tangente 

mit  der   C^  einen   anderen  Kegelschnitt^   der   die  C^  in  den 

)n  a^^^y  a^^\  a^^^  berührt,  so  ist  nach  dem  ÄbeTschen  Theoreme: 

a(n  a(S)  a(8) 

fäuH  +  Cduh  +  j  äus=  {Ickj 

iil)  ^2)  cW 

kh    ein   bestimmtes    Periodensystem    bedeutet.      Die    Function 

-  i  Ata  +  J-xä)  verschwindet  dann  in  den  drei  Punkten  a^^>,  «<*>, 

besonders  ausgezeichnet  ist  aber  hierdurch  das  System  von  Ptmkten 
r  weiches  k^  =  xa  wird,  welches  also  die  Eigenschaft  besitzt^  dass 

mction  &{jduf)  in  den  Punkten  a(^>,  «W,  a^')  Null  wird. 

daher  zweckmässige  dieses  bestimmte  Punktsystem  für  die 
1  Grenzen  der  Integrale  in  den  Gleichungen  (7)  zu  wählen^  wie 
Folgenden  (analog  unseren  früheren  Bemerkungen  über  jias 
i'sche  Problem  p.  835  f.)  geschehen  soll.  Es  sei  noch  heryor- 
n,  dass  der  in  diesen  ausgezeichneten  Punkten  a^  berührende 
'hnit$  im  Allgemeinen  nicht  in  die  Tangente  von  fi  und  eine 
tangente  der  C^  zerfallen  kann.  Alsdann  nämlich  wäre  der  Punkt 
3r   den   Punkten   a^^    enthalten ,   und   es   müsste  die  Function 

ujk)  für  o:  =  fi  verschwinden,  d.  h.  die  Gleichung  bestehen: 

e'(0,  0,  0)  =  0, 
L  Allgemeinen  offenbar  nicht  eintritt. 

if  die  Doppeltangenten  der  C^  kommen  wir  sogleich  noch 
Zuvor  mögen  die  bisher  gewonnenen  Resultate  für  die  Lö- 
es  in  den  Gleichungen  (7)  gegebenen  Umkehrproblems  benutzt 
1.  Dasselbe  erledigt  sich  einfach,  wenn  man  die  Function  9' 
lei     In    der   That    verificirt   man   leicht   die   Richtigkeit   der 


mg: 


(:)-•«« 


*  c 

e'(K,^-/rf«»).G'(jd«,) 

M   M 

T 


aucht  zu  dem  Zwecke  nur  die  Periodicitäts- Eigenschaften  sowie 
11-  und  ünendlichkeitspunkte  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
gleichen.  Damit  ist  dann  nach  den  obigen  Bemerkungen  (p.  869) 
^eiterte  Umkehrproblem  gelöst.  — 
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Sechste  Abiheilunf?, 


Letzteres  kaEn  man  nun  zur  Bestimmung  von  ßer0inmfficm'm\ 
benutzen,  weiche  durch  den  Doppeipunki  nicht  hmdurchffehen^  wie  iroW 
nickt  weiter  ausgeführt  zu  werden   braucht  (vgl.  p,  838  ff.).    Es  «ei 
nur  bemerkt^  dass  jetzt,  wie  mEin  leicht  übersieht,  die  üleichunpu: 
^a>  xW  M^ 

(20)  CduH  +Jdiu  +fdu,  =  f  (i?,  +  *0i 

«(1)  c^8|  a(^) 

WO  die  va  Constante,  die  k/k  Periodensysteme   bedeuten,    r*=*r*'^V 
Lösungen  erlauben.  *)     Für  r  ^=»  2  folgt   hieraus^   dass  es  31  S^si 
von  Je  einfach  unendlich  vielen  eigentlichen  Megehchnilten  0bt ,   »/rfdk  ' 
nicht  durch  den  Doppelpunkt  gehen  und  die  C^  überall  berühren ,  «w»  «r ' 
ihr  begegnen;    denn  unter  den  zunächst  gefundenen  32  Systemen  iak 
das  der  doppelt  zählenden  Geraden  mit  enthalten.  — 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  indess  wieder  das  auch  fUr  da  | 
Fall  ;?  s=  3  schon  behandelte   Problem   der  Poppelia ngenien^   zu  de 
Erledigung  wir  jetzt  übergehen,     Haben  wieder  «**',  a*'>,  «^^^  die  u» 
gegebene  Bedeutung^  und  sollen  .t*^*,  x^^^  die  Berührung8punk^   "^"^' 
Doppelfcangente  sein,  so  bildet  letztere  zusammen  mit  der    i     . 
von  ß  eine  C^y  für  welche  nach  dem  Ab  ersehen  Theoreme 
zu  (18)  die  Gleichimgen  bestehen: 

(21)  jdu,  +  fdu,  +  CduA  =  |A-A        (Ä  =  1 ,  2,  3\ 

öt»)  a(»)  o<») 

WO  die  A'A  Periodensysteme  sind*     Hier  haben  wir  aber  ^'       '"  JdiD 
zur  Bestimmung  der  zwei  Unbekannten  z"*,  x^^^\  sollen  '  u  i 

men  bestehen  können,  so  muss  also  zwiBchen  den  in  ihnen  vorkon 
den  Constanten  noch  eine  Relation  erfüllt  sein.     Die  letztere  nun  isti 
sofort  durch  den  oben  bewiesenen  Satz  gegeben,  dass  die  Function: 

„(1)  «1^» 


'*-  A  s 

&n'du,-\-j'du,  +  jdu.'j 


u<^)  a^n  aCÄ» 

unabhängig  von  den  Punkten  g^*^,  y^^  verschwindet 


Setzen  wir  i 


/(«< 


rtl».    fjm 


erfüllt  sei: 


;r<*>,  Bo  haben  wir  die  Bedingung,  d^  die  G\mt 


«in  «fs)  «<») 


•)  Die  Zahl  iat  hingegen  wieder  gleich  r*'',  wenn  der  Dop|ieIpaakl  i 
Rückkebrpimkt  übergebt,  denn  dann  verwandelt  t^icli  das  Intogiml 
tung  in  ein  Int^egral   zweiter  Gattung;   nnd   letssterea   hat  k<lfft6 
Periode  mehr. 
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Wir  mfissen  daher  fragen,  ob  es  Systeme  yon  halben  Perioden 
^ifi^t»  -k^3  P^^y  für  welche,  als  Argumente  der  Function  6',  diese 
tztere  gleich  Null  wird.     Setzen  wir  nun: 

kv  =  2  inmn  +  q^ai^  +  q^a^^      (^  =  1 ;  2) 
k^  =  2  ing    +  q^Ay  +  q^A^  . 

ie  Function  0'  (^Ata)  entsteht  dann  aus  6'  (—  ^^^ä),  indem  man  die 
[gomente  der  letzteren  um  ein  ganzes  Periodensystem  kh  vermehrt; 
id  folglich  wird  nach  (12): 

\\h)=\og&(—\ki)  +  ^{qy^ayy  +  2qyq^ay^+q^^a^^-qyky—q^k^)  +  gin 

= log  0'  (—  ^kk)  —  7t  i  (m,  q^  +  m^  q,^  —  g) 
Bf:  * 

0'  (^  kn)  =.&  {—^k).  (—  1)«i^.+-3<?.~^ . 

aber  0'  eine  gerade  Function  war,  so  ist  auch 

&{\k,)^&{-\kH). 

tde  Gleichungen  können  nur  zusammen  bestehen:  entweder,  wenn 
Ix  +  fn^q^  —  g  eine  gerade  Zahl  ist,  oder  wenn  0'(^A'a)  =  O  ist. 
Tieres  tritt  atso  immer  ein^  tvenn  m^q^  +^2^2  —  9  ^^^  ungerade 
U  ist,  d,  h,  wenn: 

)  »»1^1  +  »»2«'2  —  ^  =  1        (mod.  2). 

Nur  wenn  die  Congruenz  (23)  erfüilt  ist,  können  daher  die  Glei- 
ngen  (21)  zur  Bestimmung  der  Doppeltangenten  dienen. 

Hierdurch  ist  uns  nun  die  Zahl  der  Doppeltangenten  und  ihre 
jenseitige  Gruppirung  gegeben.*)  Die  Zahl  derselben  findet  man 
ich  16,  was  mit  den  Plück  er 'sehen  Formeln  in  Uebereinstimmung 
(p.  353),  und  zwar  haben  wir  für  die  mit  den  Ziffern  1,  2, ...  16 
eichneten  Doppeltangenten  folgende  Werthsysteme  der  Zahlen  m,  qi 


!•• 

2. 

8. 

4. 

6. 

6. 

7. 

8. 

». 

10. 

11. 

12. 

18. 

14. 15. 

16. 

^'iO 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 
0 

1     1 

1 

mA  0 

l 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0    1 

0 

«,'o 

1 

1 

1 

0 

1 

l 

r 
0 

0 
"0 
0 

0 
1 
0 

1 

1 

0 
~0~ 

0 
0 

"ö" 

— 

0 

0    0 

1 

m  j  :  .  1 

0 

1 

1 
0 

0 

1 

?.,,  l 

0 

l   l 

1 

*)  Die  Untersuchung  der  Doppeltangenten  einer  C4  mit  Doppelpunkt  ist  von 
ill  gegeben:  Math.  Annalen,  Bd.  6,  p.  66,  und  zwar  im  Anschlüsse  an  seine 
ttandlimg  des  erweiterten  Umkehrproblems  für  p  =»  2;  vgl.  die  Anmerkung  auf 
»7.    Vgl  auch  Roch:  Crelle's  Journal,  Bd.  66.  p.  114  ff. 
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ßechsie  Abiheilnnj^. 


Die  Berilbnmgspimkte  dieser  16  Doppeltangenien  sind  aK 
fdbon  bemerkt  wurde,  unter  den  Lösungen  der  Gleichungeii 


«Cl) 


rtS) 


r(3) 


(24) 


aU)  a(2)  a<^ 


welche  die  Berührirngspunkte  der  durch  die  übrigen  Schnittpu 
Tangente  von  fi  gehenden  Berührungs- Kegelschnitte  bestimme 
kann  hier  eben   einen  der  Punkte  .r<'^  mit  dem  Punkte  ft  scus 
fallen  lassen,   wenn  für  die  in  den  Grössen  k^  vorkommenden  K 
m  f  g,  ff  äie  Bedingung  (23)   erfüllt  ist»     Ist  diese   Bedingang  | 
nicht  erfüllt,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (24)  die  Ber 
punkte  eines  eigentlichen   Kegelschnittes.     Die  Zahl   der  leiz 
also  gleich  2^-^+*  —  IG  =  16* 

Zu   weiteren  Sätzen  über  die  gegenseiiige  Grui^pirung  dert 
langen (en  gelangt  man  nim  (wie  im.  Falle  />  =  3),  wenn  man  tüi 
Systemen  der  (jetzt  nicht  adjungirten)  Berührungs -Kegelscl 
geht.     Die  Berührungspunkte  .r***,  .  .  .  x^**  eines    solchen 
sichj   wenn  c**^,  .  ,  .  c<^^  die   Schnittpunkte   einer   beliebigen 
mit  der  C^  sind  (die  doppelt  zählend  einen  Berührungs  -  Ke 
gibt),  aus  den  Gleichungen: 


1 


(25) 


^t)  ^(8)  .,(8}  ^4» 

A^)  ^1)  rPI  AM 


wo   die   Ay,   wieder  durch  (22)  definirt  sind.     Es  ist  indess 
des   Umkehrpreblems  geschickter    andere   iileiehungen  zu  Gl 
legen,  in  denen  die  zu  fi  gehörigen  Punkte  a^'^  als  untere 
vorkommen.     Nun  gehen  durch  die  beiden  übrigen  Schnittpid 
Tangente   von  ft  zwei  Curveu   vierter  Ordnung,   von   denen 
aus  dem  doppelt  zählenden,  in  «<**,  «<*>,  «<*>  berührenden  Ke^ 
besteht,    die  andere   durch   den    in    x *'*,...  x^*^    ^ 
schnitt  und  die  doppelt  zählende  Tangente  von  fi  ^     _      .      jrj 
können  daher  die  Punkte  aH*>  auch  aus  den  folgenden  drei  Qle 
bestimmen : 

^ni  ji\  ^m  ji\  ^ 

(26)         rdu,  +  j'dm  +  fdn,  +  j'du^  +  2  j'du,  ^  \k 

a<»)  a<'^)  «tn  ,,(?l  «W 

WO  die  fCA  von  den   in    (25)  so  bezeichneten  PeriodeiL^ 
schieden  sind ,  wenn  beide  zu  denselben  oberen  Grenzen  geM 
ihnen   kann   immer  noch   ein   Punkt  .r  beliebig  angenommen 
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anderen  drei  sind  dadurch  nach  den  Gesetzen  des  erweiterten  Um- 
elirproblems  festgelegt;  in  der  That  atimmen  dann  die  Gleichungen 
?6)  mit  den  Gleichungen  (20)  überein,  wenn  man  in  letzteren  die 
I  passend  wählt.  Es  gibt,  wie  schon  erwähnt,  31  Si/sieme  eigenllicher 
kruhrungskcgelschnitte;  dazu  tritt  noch  das  zweifach  unendliche  System 
er  doppelt  zählenden  Geraden,  deren  Schnittpunkte  o:^*'  sich  aus  (26) 
ir  Aj  ==  A'j  s==  A*3  ^  0  ergeben.  lo  der  That  bildet  ja  jede  Gerade 
en  mit  dar  Tangente  von  ft  eine  C^,  so  dass  nach  dem  Ab  er- 
Theoreme : 

4^(1)  4-(^J  .rl»)  ;ct^)  fi 

fäu,  +    Cdu,  +    Cdu,  +    fduA+2  Cdu,  =0. 

Jß)  a^2)  ^(1)  J2J  „(.1) 

11    nun   ein    solcher    Berühmngskegelschnitt,    dessen   Perioden- 

e    kh    durch    die   Zahlen    w, ,   /w^,   ^, ,   q^.  g  gegeben    sind,    in 

Doppeltangenten  zerfallen,  welche  bez.  durch  die  Zahlen  //?,',  m^', 

q^f  g'  und  m^^  m,l'  q^\  <?./',  g"   charakterisirt  sind,  so  muas  sein 

2): 

m^  =  ^/  +  ^i",    ^2  ^  '"a'  +  %'%    ^  ^  iö^'  +  ^", 
^1  =  ^r  +  ^1 '^    ^2  ^  ^/  +  ^2"' 

an  erkennt  hieraus  leicht,  dass  jedes  der  31  Systeme ^  mit  Am- 
kme  des  dxtrch  die  Zahlen  ^,  =-  ^^  ^=  W|  ^  W2  "^  ^^  ^  =  1  besdmmfen 
Paare  von  Doppeltangenten  (also  Je  8  Doppeltangenten)  enthält:  und 
iwr  30  Systeme  werden  weiter  naeh  dem  IVerthe  von  g  paarweise  ein- 
her $0  zugeordnet f  dass  immer  zwei  alle  16  Doppeltangenten  enthalten. 
Iff  Doppeltangente  kann  somit ^  je  nachdem  sie  mit  den  andern  gruppirt 
)rdf  als  15  Systemen  zugehörig  betrachtet  werden,  wie  die  folgende 
ibelle  veranschaulicht.  Dieselbe  ist  durch  die  in  der  vorstehenden 
kelle  eingeführte  Bezeichnung  der  Doppeltangenten  mittelst  der 
1,  2,  .  • .  16  vereinfacht  Die  römischen  Zittern  beziehen  sich 
15  Paare  von  je  zwei  Kegelschnittsystemen,  welche  den  15 
iren  von  Werthsystemen  «?,  q^  g  entsprechen,  wobei  sich  letztere 
Wen  in  jedem  Paare  nur  durch  den  Werth  von  g  unterscheiden. 
imter  einander  stehenden  Doppeltangenten  bilden  je  ein  Paar; 
0  rumischen  Ziffern  sind  die  Worthe  der  zugehörigen  Zahlen  Wj, 
m^f  q^  in  Klammern  beigesetzt,  während  die  zugehörigen  Werthe 
g  linlcs  am  Rande  bemerkt  sind.     Man  erhalt  die  Tabelle: 


Sechste  Äbtheilung. 


y  =  \ 


ff^O 


I.  (0011) 


1 
u 


4    7  10 
12  14  16 


2 

3 


6  13 
9  14 


II.  (1101) 


2    4    6    8 
11  14  15  16 

~3 


5 
1  10 


7  12 

9  13 


111.  (UiO) 


3    9    5    4 
II   15  16  13 


1  6    8  12 

2  7  10  14 


IV.  (11©0) 


4    12    3 
11  12  14  13 


5    6    7  15 
9    8  10  16 


T. 


ff^l 


ff=0 


VI.  (0110)       VII.  (1000)     Till.  (1010)      IX.  (0101)    I    X.  (OK 


6    5    2  10 
11  12  15  13 

~1~3^4  14 
9    7    8  16 


7    5    18 
11  14  15  13 

"2^3"^  72 
9    6  10  16 


8  9  2  7 
11  12  16  13 

9 
11 

8  10  3 
12  14  15 

1  3  4  14 
5  10  6  15 

1 
6 

2  4  13 
7  5  16 

10 
U  l 

2 
5 


1 

I 


XI.  (Uli)     I  Xll.  (0010)  I  Xlll.  (0001)    XIV.  (lOU)  I    XY.  (Ol 


ff^\ 


f=0 


2  10    7    3 

13  lö  1(1  14 


1 

4 


5  8  U 

6  9  12 


2    5    9  1 

12  15  16  14 

^^6^  7  11 

4  10    8  13 


3  18    6 
12  13  15  16 

~^5~9ll 

4  7  10  14 


10    8    4    5 
12  14  16  13 


7    6  i 
12  U  tl 


2    3  11 

6    9  15 


t 
10 


S     1 


In  jedem    dieser  15   Kegelschnittsysteme  ist  aber  ausser  di 
Paaren    eigentlicher  Doppeltangenteu  ein  Paar  uncigentlicher  Dopj 
tangenten  enthalten   (und  zwar  doppelt  zäHlend);  d.  L  ein  Paar 
vom   Doppelpunkte  aus  an  die  C^  zu  legenden  Tangenten.     Da  td 
lieh  jeder  Kegelschnitt  eines  solchen  Systems  die  C^  zweipunl^g  tr 
wo  er  ihr  auch  begegnet,  so  musa  die  in  |  berührende  i\  uothwen 
gleichzeitig  in  t/  berühren,  denn  jede  Curve,  die  f  enthält,  ^   '  ' 
durch    ri]   und   dies   ist  nur   möglich,   wenn  die  C.^   im    Du|- 
selbst  einen  Doppelpunkt    hat.     Der  Berührungspunkt   y    einer  t 
Doppelpunkte  ausgehenden   Tangente  bestimmt  sich   nun   bekaauM 
aus  den  beiden  Gleichungen  (v  =  1^  2): 


m 


(28)  fdu,  +  fäu^  =  i  (SJw/fsr  -f  ^/öi»  +  q^'a^^)  =  ^h  , 

wenn  ß**^  /3'*^  die  dem  Punkte  ^  so  zugeordneten  Punkte  st 

die  Function  0  (fdu^ ,  fäii^)  für  x  =  ß^^^  und  ,r  =  ß<*>  nersck 

und  wenn  zwischen  den  rechts  stehenden  Zahlen  die  Beding 

füllt  ist,   welche  aussagt,   dass    die    Function    B{J du^  '\-jä^f 

^»'  1^ 

schwindet,  nämlich  (vgh  p.  S50)i 

(29)  m;^;  +  m^' q^  =  1         (mod.  2) . 
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Um  jedoch  die  Gleichungen  (28)  im  Zusammenbange  mit  den 
Gleichungen  (21)  und  (26)  zu  untersuchen,  ist  es  nothig  die  unteren 
Grenzen  in  ihnen  übereinstimmend  zu  wählen.  Nun  ist  zunächst  nach 
dem  AbeTschen  Theoreme  (i/=  1,  2): 

«(1)  a(3)  a<2)  „(2) 

(30)        jUvr  +  Cävy + 1  rdit. + i  rduy  =^i  /?,, 

wenn  Ä, ,  R^  Periodensysteme  bedeuten.     In   Folge    dessen  gehen  die 
Gleichungen  (28)  über  in': 

.V,  h  ^,  \ 

(31)  jdUy  +    jdU,+  \   fdUr+  i    /*^Wv=  i  {kr'-  Rr)> 

L(t)  a(3)  a(»)  a(8) 

IbI  ferner  äV'  ein  anderes  Periodensystem ,  dessen  Zahlen  der  Bedin- 
gung (29)  genügen  und  z  der  zugehörige  Berührungspunkt,  so  besteht 
swischen  z  und  k^'  eine  ganz  analoge  Gleichung,  in  der  dasselbe 
Periodensystem  Rr  vorkommt.     Durch  Addition  beider  ergibt  sich: 

(32)   jdu^  +  Cdur  +  Cdu,  +   Cdu,  +  2  j^du,  -  i  (A:/  +  Ar/) , 

g|{l)  aO)  a<2)  a(2)  «(3) 

[we  Gleichung,  welche  aus  (26)  für  y  =  a;<^>,  r  =  a:^^),  |  =  a:^*>, 
•  «<*>,  A'/ +  V  =  A-»  entsteht.  Nun  geschieht  aber  die  Bestim- 
der.  Punkte  y,  z  allein  durch  das  gewöhnliche  Umkehrproblem, 
also  völlig  unabhängig  von  dem  Integrale  dritter  Gattung  t/3, 
lieh  auch  unabhängig  von  dem  Werthe  der  Zahlen  g,  g'\  g, 
ere  können  vielmehr  beliebig  gleich  Null  oder  Eins  gesetzt  wer- 
|4iii.  In  der  That  würde  ja  auch  die  entsprechende  Summe  von  Inte- 
IflEden  dritter  Gattung  einen  unbestimmten  Werth  annehmen.  Hieraus 
[ftlgt,  dass  jede  der  vom  Doppelpunkte  ausgehenden  Tangenten  als  Doppel- 
l^tngente  zweifach  zu  zählen  ist,  dass  je  zwei  der  30  Kegelschnittsysteme, 
\Mche  zu  einem  Paare  gehören  (sich  nur  durch  den  Werth  von  g  unter- 
denj^  dasselbe  Paar  solcher  uneigentlichen  Doppeltangenten  enthalten, 
dass  letzteres  in  jedem  der  beiden  Systeme  als  Berührungskegelschnitt 
f *!«[«//  zählt.*) 


•)  In  der  That  mflssen  auch  in  jedem  zu  einer  C4  gehörenden  Systeme  von 
'^^^tihrangskegelBchnitten  sechs  Paare  zerfallender  r,  enthalten  sein;  denn  die 
•«•ichung  eineä*  solchen  Systems  ist,  wenn  P  =  0,  Ä  =  0  zwei  C,  desselben  sind, 
^  der  Form: 


der  Form: 
ist  dann  PR  —  0*  =  0  die  Gleichung  der  C4  und  0  «  0  die  einer  C,,  welche 


2^*^^   <lie   Berührungspunkte   von   /'«O,    li  =  0  mit  der  C^  geht.    Vgl.  z.  B. 


^lmon*8  Higher  plane  curves,  n.  251. 

C 1  •  b  •  e  b,  Vorlesungen.  56 
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Sechüte  AbiLeiluiig, 


Bezeiclinen  wir  nun  mit  (wj^jOTj^^)  ^^^  ^"  ^^^  *^  y  beriilirenden 
Tangente  vermöge  (28)  und  (29)  gehörenden  Zahlen,  so  haben  wir  die 
6  Tangeuten  (Beriihrungscurven  (n  —  3)*'"'  Ordnung) ; 

r.  2^.  3\  4\  b\  G\ 

(0011)      (UOl)      (UIO)      (1100)      (1011)      (0111)5 
und   dieselben    vertheilen    sich   auf  die    15    Paare    von    Kegelschoitt- 
Systemen  nach  d€m  Schema: 

I.      n.     rii     IV.     V.     VI.    viL  vni. 

2'3'       r3'       12'      56'      3'6'      2^5'       l'ö'      2'6' 
IX.        X.        XL      XII.     XIII.    XIV,     XV. 
3'y       r6'       r4'       3'4'      2'4'      4'6'       4'5' 
Bas  31"  S^sfem    von   Berührvngskegehchnitien  endlich  enthMt  jät 

der  sechs  vom  Doppei punkte  ausgehenden  Tangenten  ah  in  eine  Doppfl- 
gerade  ausgeartete  Curve,  wie  man  sofort  bestätigt;  es  enthalt  also  die' 
selben  uneigentlichen  DoppeltangenteUj  wie  das  zu  demselben  Wertltf 
von  g  gehörige  '62^''  System,  welches  aus  den  doppelt  zählendea  Göi- 
den  der  Ebene  besteht. 

Die  uneigen tlichen  Doppeltangenten  nun  stehen  wieder  sa  den  15 
Systemen  von  adjungirten  Berüiirungs  -  Kegelschnitten  in  besontleTtfl 
Beziehimgen;  doch  gehen  wir  darauf  hier  nicht  mehr  tiabec  eia 
Man  wird  femer  über  die  Lage  der  Berührungspunkte  leicht  äimlich* 
Sätze  aulstellen ,  wie  im  Falle  /?  =  3.  So  liegen  z.  B.  die  acht  B«- 
rührungsputikte  je  zweier  Paare  von  Doppoltangenten  desselben  Sjsläw 
auf  einem  Kegelschnitte ,  u.  s.  f,  — 

Nach  diesen  ausführlichen  Erörterungen  für  den  Fall  ;^  =  2  W 
mau  üesiehtspunkte,  um  das  erweiterte  Umkehrproblem  im  allgemem«» 
Falle  zu  behandeln.  Die  sich  dann  bietende  Aufgabe  kann  num  la 
folgender  Form  aussprechen: 

Es  seien   p   Summen    von  Je  p  -^  q  gleichartigen    Normaiinfegrdß 
erster  Gattung  mit  den  oberen  unbekannten  Grenz  punkten  x^^\  x^ 
x^-^-^^   und  den  unteren   bekannten   Grenzpunkten    ^***,   e *'%... c^^* 
gieich  gegebenen  Grössen  r,,  t'^^,  ...  ^^^;   ausserdem   alter  q  Summen 
je  p  -\-  q   gleicliartigen   Normalintegralen   dritter  Gattung   mit  den 


liehen  Grenzen  gleich  gegebenen  Grössen  m^,,  %ü. 


I>    »'2> 


II»-;  und  die  Vncii' 


lichkeitspunkfe  der  letzteren   Integrale  seien  bez,  S***,  i^"*;  5'",  ly'*^ 
|(y)^  i^l^ij  il^  /i^  f^g  s^if.^1  ^fff  folgenden  p  -\-  U  Gleichungen  gegeben: 

(33) 


(34) 


V      /  du,  =  i^j ,   .  .  .      V       i  du^  =  v,. 


^^l(f)^f» 
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^i^abe  ütj  die  Coordmaien  der  oberen  Grenzpunkte  j;<'>  ah  Func- 
der  Grössen  v,  w  darzmlellen^   oder  als  solche  die  Coefficienten 
ber  Gleichimg 


®'^'+ "'  ©' 


+1  - 1 


+  jV, 


+  ...  +  N,^,  =  0 


anustellen,   deren  p  -\-  q   Wurzeln   die  den  oberen   Grenzen  entspre- 

heideii  Werthe   einer  homogenen   Function  ^  sind,  deren  Ziihler  und 

ffenner  gleich  hohe  Ordnung  haben. 

In  dieser  Form  ist  das  Problem  zunjichat  unabhängig  davon,  ob 
ie  Onendlichkeitspunkte  |<'' ,  nf^  paarweise  in  Doppelpunkten  vereinigt 
iegen  oder  nicht  Für  die  geometrische  Anwendung  ist  jedoch  der 
iwtere  Fall  Ton  hervorragender  Bedeutung,  und  auf  ihn  kann  der 
üdere  durch  eindeutige  Transformation  der  Grundcurve  zurück-, 
pßflifirt  werden.  Von  besonderem  Interesse  ist  wieder  die  Frage  nach 
lenjenigen  Curven  {n  —  Zf''  Ordnung,  welche  durch  q  Doppelpunkte 
ler  Grundcurve  nicht  hindurcho-ehen  und  dieselbe  überall  berühren,  wo 
ie  ihr  begegnen ,  indem  dann  zwischen  den  Grossen  i\^  .  .  .  VpAr^^  des 
Imkehrproblems »  d.  i.  zwischen  den  ent-sprechenden  halben  Perioden- 
ystemen»  noch  eine  Relation  erfüllt  sein  muss,  wenn  das  Problem 
Sebar  sein  soll  Alle  diese  Fr^en  wird  man  in  analoger  Weise  er- 
Bitigen  können,  wie  dies  für  />  =^  2  geschah.  Besondere  Betmchtungen 
ind  indess  immer  anzustellen,  wenn  unter  den  q  Doppelpunkten  auch 
tackkelirpunkte  enthalten  sind. 

^H  XIL    Curven  vom  Geschlechte  /)  =  0. 

^^8ei  unseren  Untersuchungen  über  die  Geometrie  auf  einer  alge- 
ofÄiÄchen  ütirve  waren  die  Fälle  /;  ^  0,  p=  1  zunächst  ausgeschlossen, 
enigstens  bei  allen  Problemen,  die  sich  auf  adjungirte  Curven 
I  ^  3ycT  Ordnung  bezogen ;  denn  Schaären  solcher  Curven  gibt  es 
>Cn  nicht,  wenn  p  <  2.  Diese  beiden  Fälle  sollen  nun  im  Folgen- 
SD  nach  einander  betrachtet  werden;  inabesondere  wird  uns  die 
eterdarstellung  der  Grundcurve  genauer  beschäftigen,  die  wir 
auch  für  />  =  2  und  überhaupt  für  hyperelliptische  Curven  aus- 
bren  wollen.*) 

Wir    beginnen    mit    den    Curven    ti^"    Ordnung    vom   Geschlechte 

<*,  welche  also  ^  ( «  —  1)  {n  —  2)  Doppel-  und  Uückkehrpunkte**) 

letzen.     Wir  wollen  zunächst  zeigen,    dass  dmelben  immer  in  eine 


^  Vgl.  Cl.  u.  G.  A.  F,  p.  G7  ff, 

*^)  Diese  werden  immer  getrennt  liegend  angenommen.    In  Betreff  höherer 
»n  vgl,  daa  auf  p.  49  t  i\\  und  078  Gesagte. 
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gemde  Link  einfieutt^  transforfnirt  werden  können*)  Die  Doppel- 
punkte betraehteB  wir  zusammen  mit  2n  —  3  anderen  beliebig  laf 
der  CurVB  gewählten  Punkten  als  Grundpunkte  eines  Büschels  r&n 
Curven  («  —  1)'^'  Ordnung.  Dieser  Büschel  ist  dadurch  Tolktaudig 
bestimmt,  denn  durch  die  ^{n  —  l)  (n  -\-  2)  —  l  festen  Punkte  sbd 
die  Coüstanten  einer  Cnrve  (n  —  l)*"^'  Ordnung  bis  auf  eine  geg^k-n. 
Sei  diese  eine,  willkürlich*  gebliebene,  mit  l  bezeichnet,  ao  iit  ik 
Gbiebung  des  Büschels  von  der  Form 

wo  9?  und  ^1  Functionen  (n  —  1)**^  Ordnung  sindj  welche,  gleicli  Null 
gesetzt,  irgend  zwei  Curven  des  Büschels  d^rst^ellen. 

Verbinden  wir  die  Gleichung  (1)  mit  der  Gleichung  f  =  ü^tf 
gegebenen  Gurve  und  einer  Gleichung  tf^  =  0,  so  erhalten  wir  diircli 
Elimination  der  a*.  das  Product  der  Gleichungen  der  n  (n  —  1)  Schmü- 
jmnkte  in  Liniencoordinaten ;  und  dieses  ist  vom  Grade  n  in  l,  fm 
Grade  n  («  -*  1)  in  den  tt^.  Die  n  («  —  l)  Schnittpunkte  aber  be^ 
stehen  aus  den  ^  {n  —  1}  {n  —  2)  festen,  je  doppelt  zählenden  üopficl- 
und  Rückkehrpunkten  von  /*,  aus  den  2n  —  Z  willkürlich  gewahlta 
festen  Punkten  und  aus 


n  (ij  ^  1)  ^  («  —  l)  (n  -  2)  "  (2  n  --  3)  =  1 

beweglichen,    d.  h.  von  k    abhängenden,    Schnittpunkten.      Von  dm 

Kliminationsresultite  musf=j!  sich  daher  eiu  Factor  vom  Grade  [n{n  —  ]) 
in  den  w,  absondern  lassen  j  welchc-r  A  nicht  enthlih^   und   nach  deÄsen 
Absonderung  wird  die  EüiniDationJ^j^lt^iichung  von  der  Form: 

\vü  die  /',  Fuiietioneu  a**"''  firadee  in  A  sind.  Dieses  ist  die  Gltviehuüg 
des  bewegliehen  ♦Schnittpunktes;  seine  Coordinaten  verhalten  sich  ab*? 
itu  L'inander  wie  die  /",;  und  maji  hrti  die  CoordhuJh'u  ä\  des  U'tret/hrhfH 
Sdmiilpioihin  tds  raiiontik'  Funrthmen  ii'"*  Grades  eines  Pmamtitn  ^ 
dürgvMcliJ  md  Hidfe  der  Gleichimtjen: 

(2)  oj\  ^  /\  ,     Qx.,  ^  /;  ,     p  J-;j  ^  f:i . 

wobei  Q  ein  willkürliclier  Factor  ist. 

Setzen  wir   noch  k  ^^    \  wo  haben  wir  die  a\  als  homogene  Füßc- 

tionen  ;/^"'   Ordnung  von   ^,,  f/.,  dargestellL     Sehen  wir  nun  (/ij^j^^i 
ak  IJoordiuaten  eines  Punktes  der  transformirteii  Curve  an,  so  khi^ 


1 


*)  Dii3  Folgende  gilt  jodoth  nur  für  jrreducible  Curven;  so  stellt  z.  B.  ei» 
allgi^Laeitie  r,  ziisiimmeii  itiit.  einer  üeraden  eine  Pf  vom  tieschiethte  Null  ^'^ 
die  Coordijiaten  ihrer  Tunkte  küunuu  jedoch  lüeht  rational  durch  etoea  PJ^ 
uiL'tur  autiged nickt  werden. 
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Xi  als  Functionen  der  y,  betrachten,  bei  welchen  yj  =  0;  es 
letzteres  die  Gleichung  der  transformirten  Curve,  d.  h.  dieselbe 
Gerade,  wie  es  sein  sollte. 

können  so  jede  Curve  mit  ^{n  —  1)  (n  —  2)  Doppel-  und 
"punkten  in  eine  Gerade  überführen  mit  Hülfe  der  Transformalion 
he  von  der  w'*"*  Ordnung  und  eindeutig  umkehrbar  ist. 
3  umgekehrt  jede  Curve,  für  welche  sich  die  Coordinaten  ihrer 
rational  durch  einen  Parameter  darstellen  lassen,  vom  Ge- 
i  p  =  0  ist,  ist  evident ;  denn  diese  Darstellung  ist  eben  nichts 
als  die  eindeutige  Transformation  der  Curve  in  eine  Gerade  *) ; 
einer  solchen  bleibt  das  Geschlecht  erhalten.  Man  kann  sich 
iter  die  Aufgabe  stellen^  wirklich  die  Gleichungen  anzu- 
on  denen  die  verschiedenen  singulären  Punkte  abhängen,  und 
lücker'schen  Zahlen  direct  bestimmen;  damit  wollen  wir  uns 
3nden  beschäftigen,  um  dann  weiterhin  noch  zu  sehen,  wie 
AbeTsche  Theorem  und  überhaupt  die  Sätze  über  Schnitt- 
teme  hier  gestalten.**) 
m  wir  nun  eine  Curve  durch  die   Gleichungen   (2)  oder  für 

lurch  die  Gleichungen: 

QX^=f^  (xp  x^)z::a^'' 

annehmen,  so  setzeu  wir  dabei  voraus,  dass  die  Functionen 
nander  unabhängig  sind,  vor  Allem,  dass  nicht  f^  in  der  Form 
2  darstellbar  ist,  —  Zunächst  bietet  sich  naturgemäss  die  Auf- 
is  den  Gleichungen  (3)  die  Gleichung  der  Curve  selbst  in 
)rdinaten  herzuleiten.     Letztere  wird  dabei  von  der  Ordnuug 

für  eine  Curve  die  rationale  Parameterdarstellung  gegeben,  so  braucht 
ht  immer  jedem  Punkte  der  Curve  auch  nur  ein  Werth  des  Para- 
entfiprechen.  Man  kann  dann  aber  immer  einen  neuen  Parameter 
so  dass  dies  der  Fall  ist;  vgl.  darüber  Lüroth:  Math.  Annalen, 
163. 

fl.  im  Folgenden  besonders:  Clebsch,  Ueber  diejenigen  ebenen  Cur- 
I  Coordinaten  rationale  Functionen  eines  Parameters  sind,  Crelle's  Jour- 
64.  Einzelne  Eigenschaften  dieser  Curven  waren  schon  früher  von 
n  der  ersten  Auflage  von  dessen  Treatise  on  the  higher  plane  curves 
;  vgl.  auch  den  barycentrischen  Calcul  von  Möbius.  —  Auf  die  Ge- 
er  Sätze  über  specielle  Punktsysteme  (p.  702  ff.  und  p.  742  und  749)  im 
0  gehen  wir  im  Texte  nicht  ein.  Dieselben  erledigen  sich  hier  wesent- 
her,  da  man  (in  Folge  der  Parameterdarstellung)  nur  in  einem  binären 
ilso  auf  einer  Geraden,  operirt;  vgl.  darüber  Brill:  Math.  Annalen, 
395. 


Sg5  Sechste  Äbtbeilaiig. 

fif  denn  die  Parameter  der  Schnittpunkte  einer  bellebigea  Geraden  i 

mit  ihr  sind  die  Wurzeln  der  Gleiehuiig  n'""  Grades: 

(4)  ui  &^  +  Mg  ö'«"  +  th  a*^  =  0 . 

Die  gesuchte  Cur^engleichung*)  erhält  man  durch  Eliminaticrti 
von  ^j  3c,j  Xg  aus  den  Gleichungen  (3);  es  soll  auch  sogleich  ntM^i 
gezeigt  werden,  wie  diese  Elimiiiatioü  sich  in  den  einfachsten  Fällen, 
d.  i.  für  n  =  2  und  n  ^^  3,  wirklich  ausführen  lässt.  Aber  aucJi 
für  die  Liniencoordinatengleiehung  der  Grundcurve  läüst  ©ich  aUge- 
mein  ein  Bildungsgesetj^  angeben.  Soll  nämlich  eioe  Gerade  u  die 
Curve  berühren,  so  müssen  zwei  Wurzeln  x,  :  x^  der  Gleichimg  (4) 
einander  gleich  werden^  d.  h,  dit^  Liniengleichung  der  Grundcnrve  iä 
durch  das  Verschwinden  der  Biscrmmaräe  dva  in  (4)  irnks  siehenden 
Ausdrucks  gegeben.  Andererseits  kann  man  die  Coordtnaten  einet 
Tangente  in  ihrer  Abhängigkeit  von  dem  Parameter  des  Berührmigs^ 
punktea  einfach  darstellen.  Für  einen  zu  x  benachbarten  Ptiiitt 
m^dx  nämlich  haben  wir  nach  (3): 

tf  tf ;u,  =  «fir«  -  Wf rf, ,     0  dxy  =  a^''  - '  ii^^ ,    adx,^  a' V  - »  üh  • 
Die  Coordinaten  der  Verbindungslinie  von  jc  mit  x  -i-  dx  sind  daberi 
W3  ^  g&{x^dx^  —  3^d.€^)  =  a^    'a,''*'  ^  (n^a^^  —  ^\n^,} 

=  (x  üf  x)  .  (fl  a)  a^"  -  ^  aV"  '\    ek. 

oder,  da  der  Factor  {xdK)  in  den  drei  Coorthnaten  gleichma&sig  tö^ 
kommt : 

Ti/,  =  [a" a)  d'^^ - 1  ^,«"  1     -  ^,, , 

^^«3  =  [ad]   rtx""  ^  ^  «"  "  ^    ^  -^12  ■ 

Diese  Gleichmtf/en  stehen  den  Gleichungen  (3)  duaHstisch  grtjettiäf^'' 
sie  ff  eben  die  PftrametvrdftrsieÜung  für  die  Tangenten  der  Grmdcurr^^ 
—  Man  erhält  daher  auch  bis  auf  einen  Factor  die  Gleichnnti  fiff 
l  ei  zieren  in  Punktcoordinaten  ,  wen  n  m  a  n  die  Discriminüute  är^ 
Ausdrucke 

gleich  NnU  setzt. 

Da  nun  der  Berühningspuiikt  einer  Tangente  immer  aü/  ^ 
Tangente  selbst  liegt,  m  bcfiteht  die  (auch  leicht  direct  abzuleitecifc' 
Identität; 

(6) A  ^2s  +  A^.i  +  A^i.  =  ^^ 

*)  Das  Kesultat  dor  KHmiiiation  gibt  nicbtß  anderea  als  die  Relatioa,  weW* 
nach  einer  Bemerkung  auf  p.  2ä*i  üwiaehcn  j<^  drei  behebigeD  binärep  Ft^n* 
beistehen  tniiee^  die  drei  Fonuen  sind  im  Texte  nur  von  der  gleichen  urffl*^ 
ajigenommen^ 
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Für    n  =  2    würde    man   also    unter    Hinzunahme    dieser    Glei- 
ig,  wenn 

tzt  wird,  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  durch  Elimination  von 
,2,  2xjX2,  Xj^  aus  (3)  und  (6)  in  der  Form  erhalten: 


^3 

0      ^„ 


ff, 


^o 


0, 


'0       -^1         ^2 

U,  «/,  ö/'  die  Coefficienten  der  drei  Formen  /*,,  /j»  A  hedeüten. 
anter  gestaltet  sich  diese  Elimination ,  wenn  man  zuerst  die  61ei- 
g  in  Liuiencoordinaten  bildet.  Letztere  wird  gegeben  durch  Ver- 
inden  der  Discriminante  der  Gleichung: 

«,  ff«^  +  «2«V  +  W30V  =  0 , 
durch: 

^n<'  +  A2  V  +  ^33  V  +  2/>,3«2«3  +  2/>3lW3«1  +  2Z?,,«,U2  =  0, 
ie  Dik  die  aus  je  zwei  Formen  A  zu  bildenden  Invarianten  be- 
nen :  * 

D,,={ah)\     D,^  =  {aa)\    />,3  =  (ööT.  etc. 

bekannten  Sätzen  der  Eegelschnitttheorie  ist  daher  die  Gleichung 
urch  die  Gleichungen  (3)  für  n  =  2  dargestelUen  Kegelschnittes  in 
icoordinaten  j  d,  i.  das  Resultat  der  Elimination  von  q,  X],  x,  aus 
Gleichungen  (3)*): 


'12 


/>. 


21 


^31 


^22 


13 


n. 


32 


23 


^33 


^2 

^3 
0 


=  0, 


Für  ar,  =  /*,,  or,  ==  /*2,  a?j  =  /*3  ist  dies  eine  Identität,  vgl.  Clebsch:  Theorie 
nären  algebraischen  Formen,  Leipzig  1872,  p.  206.  —  Wegen  (6)  und  (7) 
en  auch  zwischen  den  f.  und  «O*,.^  die  drei  Identitäten: 

9/;=  0,1^23+  ^.-2^31  +^.3^12» 

in  für  ^  durch  weitere  Rechnung  den  Werth  findet: 
—  Ä  =  —  (flfl')  («'«")  («"«) . 

ist  der  geometrische  Inhalt  des  von  Clebsch  a.  a.  0.  p.  418  studirten 
mus  gegeben,  welcher  zwischen  den  drei  quadratischen  Formen  und  deren 
onaldeterminanten  besteht.  Auch  das  sogenannte  Hesse 'sehe  Uebertra- 
»rincip  (vgl.  Hesse:  Crelle's  Journal,  Bd.  66)  findet  in  den  Gleichungen 

n  s»  2  seinen  einfachsten  algebraischen  Ausdruck. 


Saehßte  AbtlielUmg. 


Für  II  ^^  3  haben  wir  zu  beachten,  dass  durch  jeden  Punkt  n  de 
Curve  ausser  seiner  Tangente  auch  die  Tangente  des  Punkten  le  +  d; 
hindurchgeht^  d,  h.  dass  neben  (6)  auch  die  Gleichung  besteht: 

Da  aber  immer  dx.|  ^  0,  oder  dx^^O  genommen   werden  darf,  a 
dCUrfen  wir  diese  Gleichmig  und  (6)  emetÄen  durch  die  beiden  folgende! 

Seiten  wir  also: 

so  erhalten  wir  für  h  =  3  rfic^  Gleichung  der  Vurmf  :^"'  Ordtiung  dtti 
Elimindtiou  der  Orösksen  p,  »n  »^  aus  (3)  und  (i*)  in  der  üestali^ 


(10) 


0 
0 


^t) 


Wir  gehen  dazu  über,    die   Gleichungen   iiufziistellen,    von    dei 
die  Bestimmung  der  Plücker'schen  Zahlen  für  unsere  Curve  ablilii 
Diese   Gleichungen   sind   selbstverständlich   unabhängig   von   der  L 
des  Coordinatensystems,  auf  welches  sich  die  Parameterdarstellung 
gründet.      Sie   dürfen   sich   daher    nur   um    einen    Factor    (Potenz 
Substitutionsdeterminante)  ändern,  wenn  man  statt  der  Formen  /', 
liebige   lineare   Conibinationen   der  /,   zu    Grunde   legt;    und  Analo 
gilt  überhaupt  für  Gleichungen,   welche  invariante  Eigenschaften  \ 
Punktsystemen   auf  der   Grundcurve    oder   solche   Punktsysteme  sei 
bestimmen.     Die  linhen  Seiten  aller  solehen  Gleichungen  sind  daher  C 
binanteti  der  drei  binären  For?nen  /', ,  /^,,  /]y     Dass  dieselben  überha 
simultane  Itirariantcn  der  drei  letzteren  Formen  sein  müssen,  ist  evidt 
da  die  Parameterdarstellung  von  dem  binären  Coordinatensysteme  x, 
nicht  wesentlich  abhängt. 

Um  zunächst  die  +  («  —  l)(n  —  2)  Doppelpunkte  der  Gründen 
zu  bestimmen,  gehen  wir  von  der  Bedingung  aus,  dass  drei  Piin 
X,  A,  ft  auf  einer  Geraden  liegen,   welche  hier  in  der  Form  erscbei 


*j  Vgl.   Rosenow:    Die  Curven   dritter   Onlinmg  mit  einem  Doppelpunl 
Breslau   1873,  p.  48. 
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/"iW   /iW   /"sW 
/,(<*)  AW   A« 

nks  stehende  Determinante  verschwindet  für  x  =^  k  oder  l  =  (i 
X  =:  x;  sie  muss  daher  durch  (xl),  (^^)  und  (/tx)  theilbar  sein^ 
wir  dQrfen  setzen: 

/?=«  (xl)  {l^)  (iix)  .  R' , 
m  Ä'  symmetrisch  von  x,  A,  fi  abhängt  und  in  jeder  dieser  Ver- 
ichen  vom  Grade  n  —  2  ist.     Symbolisch  sei  daher*) : 


B' 


««"-W-Va.""'; 


js  erst  je  n  —  2  Symbole  a  zusammen  mit  je  n  —  2  Symbolen 
je  ti  —  2  Symbolen  y  wirkliche  Bedeutung  haben.  Sind  die 
e  k,  (i  gegeben,  so  findet  man  aus  der  Gleichung  ä' =  0  die 
f  weiteren  Schnittpunkte  ft  der  Verbindungslinie  von  x  und  A 
k  Curve;  und  für  x  =  A  gibt  die  Gleichung  ax"~*/Jx''~^y/*''~  *=0 
lem  gegebenen  Punkte  ^  die  Berührungspunkte  der  2n  —  4  von 
die  Curve  zu  ziehenden  Tangenten. 

Doppelpunkte  der  Curve  nun  sind  diejenigen  Punkte,  für  welche 
Werthsysteme  (x,  und  A,)  des  Parameters  dieselben  Werthe  der 
inaten  ergeben,  so  dass: 

wird  die  Verbindungslinie  der  (über  einander  liegenden)  Punkte 
A  unbestimmt;   es  besteht  also  unabhängig  von  fi,,  /tj  ^^^  Glei- 
:  a»'*-^/Ji'*"'*y^'»~^  =  0,  d.  h.  wir  haben  das  System  von  n —  1 
langen : 


-«/Ja" 


Vi'-'—O,  «*''-2/Ji'-Vi'-'y2=0, . . 


ax'-^ft''-V2'"*= 


»0. 


hnen  können  wir  die  n 
iren;  setzen  wir  also 


1  Grössen  Aj«-»^  V"^'^?;  •  •  •  A,''-^ 


Qi.k  ' 


«— 2Ä  «-*— 2 


^/» 


ß^kyn^i-^y^i  , 


ein  Doppelpunkt  x  bestimmt  durch  die  Gleichung**): 

Qq,  0  90,  1  •  •  •       QO,n"% 

Qi,0  Pl,  1  •   •  •       Pl,«  — 2 


-2,0       Qn-%,1 


Qn~t,  «  — S 


0. 


üeber  die  Bildung  des  Ausdrucks  R*  vgl.  Gordan,  Math.  Annalen,  Bd.  5, 
ff.  —  Für  die  im  Folgenden  zur  Bestimmung  der  Plück  er 'sehen  Zahlen 
mdte    Schlussweise   vgl.   auch    eine   Note   von   Weyr:    Schlömilch's  Zeit- 

Bd.  16. 

Ueber  die  Bildung  dieser  Gleichung  vgl.  auch  Uaase,  Math.  Annalen, 
p.  W5. 


Sechste  Abtheiluug. 


^  ßfllbe  ist  vom  Grade  (n  —  1)  (n  —2)  in  x.  Auf  die  na 
lung,  geschrieben  in  l,  wird  man  auch  geführt,  wenn  m 
j  die  Grössen  xi  eliminirt;  je  zwei  Wurzeln  von  (14)  geben 
denselben  Doppelpunkt-  E$  gibt  also  in  der  Thal  |  (i>  —  1)  (. 
Doppelpunkte*)^  und  dieselben  werden  durch  (14)  bestimmt; 
Gleichung  aber  kann  auf  eine  Gleichung  vom  Grade  ^  (n  —  l)  (i 
tmd  auf  \  in  ^  1)  (n  —  2)  qaaärati&vhe  Gteichungen  zurück 
werden,  Leta^teres  ergibt  sich  nach  bekannten  Sätzen  daraus 
man  von  je  zwei  zusammengehörigen  Wurzeln  die  eine  ratioJ 
rechnen  kann^  wenn  die  andere  gegeben  ht 

Zur  Bestimmung  der  Wendepunkte  unserer  Curve  haben  t 
Bedingung  ^  i  ei    benachbarte    Punkte    x,  x 

X  -\-  2d%  -^  \  liegen.    Da  wir  nun  immer  4 

annehmen  ?  i  Wendepunkt  ni 


«-1, 


j'-t. 


=  0, 


oder  na 


[nogenen  Fanctionen: 


A^a^^-^^iV-'^V^' 


«2 

t         i 

a  »a 


t'\  3 


3 


(15)  —  (ft a)  (a  a')  («" a)  a^" -  ^ a/' - ^ d\'* - ^  =  0  . 

Die  Zahl  der  Wendepunkte  ist  daher  gleich  ^  {n  —  2).**) 

Andererseits   müssen   sich    die   Wendepunkte    aus    der    Glei 
R'  =  0  für  Tc  =  X  =  ^  ergeben.     Wir  können  daher  auch  setze 

(16)  A  =  «/'-2^x"-^yx''-^ 


=  0, 


*)  Die  Zahl  der  Doppelpunkte  ergibt  sich  auch  einfach  durch  Betra 
des  übervollständigen  Systems  von  Gleichungen: 

II Aw  f.w  A(^): 

welches  mit  den  Gleichungen  (12)  äquivalent  ist. 

**)  Die  Wendepunkte  werden  also  unbestimmt,  wenn  die  Combinant«  ^ 
tisch  Null  ist;  dann  ff  eben  aber  die  Gleichungen  (3j  itheihanpt  nicht  die  Parn 
darstellung  einer  Curve  «'"  Ordnung.  Das  Vei'schwinden  von  A  nämlich  sag 
dass  die  [n  —  2)ten  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  x  Punktepaare  eint 
volution  sind  (p.  520),  d.  h.  dass  unabhängig  von  x  und  X: 

Insbesondere  folgt  hieraus  für  x  =  A:  /*,  =  af^  +  ßf^,  so  dass  die  EiinuD 
von  X  aus  den  Gleichungen  (3)  das  Resultat  gibt:  .r,  —  axf-  ßx^=^0\  ^ 
besteht  also  aus  einer  (n-fach  dargestellten)  Geraden:  ein  Fall,  der  schon  auf] 
ausgeschlossen  wurde. 
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Doppeltangenten  findet  man  durch  dualistische  Uebertragung 
ufsuchung  der  Doppelpunkte  angewandten  Verfahrens,  d.  h. 
die  Formen  f\ ,  f^,  f.^  bez.  mit  den  Functionaldeterrainanten 
^1^  vertauscht.     Man  erhiüt  dadurch  zunächst  eine  Gleichung 
rade  (2»  —  3)  (2«  —  4),  entsprechend  der  Gleichung  (14).    Es 

Izu   bemerken,    dass  in   letzterer  Gleichung    zwei    zusitniniien- 
(d,   i.   denselben   Doppelpunkt   liefernde)    Wurzeln    einander 
trden  'mössen,   wenn   einer  der  Doppelpunkte  in  einen  Rück- 
nkt    ausiirten    solL      Da    nun  jede   Wendetangente    dualistisch 
'chend  als  Äusjurtiing   einer   Doppeltangente  aufzufassen  ist,   so 
lie   erwähnte   Gleichung  vom   Grade  (2«  —  3)  (2  ^ — ^4)  nehen 
>peltangenten   auch   je  zweifach   zühlend   die  Wendetangenten 
d.  h,   von   ihrer  linken   Seite  wird  sich  der  Factor  A'^  abson- 
len.     Weil  ferner  je  zwei  Wurzeln  der  übrig  bleibenden  Glei- 
ich  auf  die&elbe  Doppeltangente  beziehen,  so  ist  die  Zahl  der 
tgenien  gleich 

{2n  -^  ?i){2n  -  4)  —  6  {n  -^  2)}  =  2  {n  ^  2)  {n  -  3). 

pji  man  die  der  Form  A  dualistisch  entspreehende  Form  A', 
rom  Grade  3  (2n  —  4)  wird,  autj  den  Functionaldeterminanten 
det,  so  würde  die  Gleichung  A'  =  0  nach  den  vorstehenden 
pgen  die  Rüekkehrpuukte  von  /  liefern;  solche  sind  aber  auf 
dcurve  im  Allgemeinen  nicht  vorhanden  (d,  h*  wenn  die  ft 
mder  unabhängig  gewählt  sind),  w^ahrend  andererseits  keine 
kte  auftreten  würden»  wenn  die  0,^-  von  einander  unabhängig 
werden.  Die  Kückkehrpunkte  müssen  daher  sämmtlich  durch 
idetangenteft  absorbirt  sein,  d,  h.  die  Combinante  A'  muss  zu 
drate  der  ComhinatUe  A  proportional  werden,'*) 

Gleichung  (14)  rauss,  wie  soeben  bemerkt  wurde,  eine 
urzel  haben,  wenn  ein  Doppelpunkt  in  einen  Rückkehrpunkt 
m  soll.  Wenn  aber  andererseits  die  Discriminante  von  (14) 
ipiiidet^  so  hat  man  zwei  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden, 
■em  zwei  zusammengehörige  Wurzeln  jener  Gleichung  einander 
nrden,  oder  zwei  nicht  zusammengehörige.  Im  letzteren  Falle 
Hl  Rückkehrpunkt  ein,  sondern  es  erscheinen  zwei  unendlich 
pppelpunkte,  wobei  dann  freilich  auch  die  beiden  Tangenten 
feden  von  ihnen  in  eine  zusammenfallen.  Dieses  Vorkommen 
e   weitere  Iteduction  der  Klasse  mit  sich,    als    diesen  zwei 

jEwar  hat  man  nach  Gleickung  (19)  p.  207  in  Clebsch^s  Theorie  der 

ormen:   A'^|A*;   die    daselbet   für  n  s»  2  auBgeführten    Rechnungen 

allgomein  giiltig,  wenn  man  nur  alle  Gleichungen  mit  symboliachßn 

leB  Tjiius  aj*  "  ^  n'J*  ~  ^  fi*J^  ^  ^  multiplidrti  in  Gleichung  (t9)  daselbüt 

laim  noch  die  Indices  3,  4^  5,  6  bez«  duiTh  S,  3,  3,  1  ku  ersetzen* 


Doppelpunkten  überhaupt  zukommt;    eine  solcbe  Redactioü  trit 
doch  im  zweiten  Fälle  ein ,  indc^m  man  einen  wirjclicben  Rückkehr[ 
erhült.     In  den  Gleichungen  (12)  hat  man  dann  nämlich  Aj  =  x, 
A^  =  x^  zu  setzen^  so  dass  z.  B,  die  erate  dieser  Gleiehungen 
geht  in: 

(17)  (tf-  l)^^"  =  «£.ö,--iö, 
und  für  L^  =  ^2  ^  ^f  A|  ^  x^ ; 

(18)  (ir  -  1)  a^-  =.  Hfl  .  a^—'a^ . 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  aber,  wenn  man  für  /',  nnd  f^ 
analoge  Ueberlegnng  anstellt: 

göf,-"-*«!     ^^a^^-^a^     (=«i)j 

(19)  taJ--^a\   =ur^-hi\  (=u,). 

Nun  wurde  die  Linieneoordinatengleichung  der  Grundcurve  durcl 
Verschwinden  dor  Diacriminante  von  (4)  gegeben,  d.  h.  durch  E 
nation  ?on  x  aus  den  beiden  Gleichungen : 

(20)  ''' ''''' '  * ""»  +  '^ä"* »"  -'^^1+^  «"/  - '  f'"i  =  0 

gewonnen.  Von  letzteren  aber  wird  wegen  (19)  eine  die  Folg* 
andern;  und  die  Discriminante  muss  dann  nothwendig  den  F 
u^cc^  -\-  «2^2  +  '':{^3  enthalten,  durch  dessen  Verschwinden  beide 
chungen  (20)  befriedigt  werden,  wobei  nach  (3)  die  Grössen  0 
Coordinaten  des  betreflfenden  Rückkehrpunktes  sind.  Jst  also  : 
Anzahl  von  Rückkehrpunkten,  so  ist  die  Klasse  der  Grundcurve  . 
2  (w  —  1)  —  X.  In  ähnlicher  Weise  bestimmt  man  leicht  den 
fluss  eines  Rückkehrpunktes  auf  die  übrigen  Plück er 'scheu  Zahlen. 

Betrachten  wir  nun  die  Schnittpunkte  der  t^rundcurve  mit 
anderen  Ctirve,  so  werden  wir  wieder  auf  das  Abel'sche  The 
geführt;  da  aber  die  Grundcurve  vermöge  der  Gleichungen  (3 
eine  Gerade  abgebildet  ist,  enthalten  die  betreftenden  Integrale 
keine  Irrationalität  mehr  und  können  daher  einzeln  wirklich  a 
werthet  werden.  Des  Näheren  gestalten  sich  diese  Verhältni.^ 
folgender  Weise. 

Wir  setzen  der  Kürze  wegen  x,  ==  A  und  x.^  =  1;  sodann 
zeichnen  wir  durch  «('),  /;<i);  ö<2)^  ^(2).  ^o)^  ^^(3).  ^  ^  ^(r)^  /^^»i^ 
V  =  4-  {n  —  1)  {71  —  2),  die  bez.  den  verschiedenen  Doppelpun 
entsprechenden  Werthepaare  von  A.  Die  Durchschnitte  der  gegebi 
Uurve  mit  einer  Curve  w*"  Ordnung 

(21)  cp  (x,,  .r^,  .r,)  =  0 

*)  Vgl.  Clebsch  in  Crelle'b  Journal  u.  a.  U. 
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rerden  gefunden ;  indem  man  in  dieser  Gleichung  für  die  xt  ihre 
Berthe  (3)  einsetzt.  Man  erhält  dann  eine  Gleichung  in  l  von  der 
'orm: 

S)  Q(A)  ze:  c  (A  -  A,)  (A  -  A^)  .  .  .  (A  -  A,,.)  =  fp  (x,,  x^,  x,)  =  0, 

0  die  Parameterwerthe  Aj,  Aj,  .  .  .  A^^  den  mn  Schnittpunkten  ent- 
prechen.  Setzen  wir  nun  in  (22)  A  einmal  gleich  a^^,  das  andere 
bl  gleich  b^*^j  so  bleiben  dabei  die  x  bis  auf  einen  gemeinschaftlichen 
actor  (<'>,  also  auch  q)  und  Q  bis  auf  den  Factor  (c<*^)'*,  ungeändert; 
nd  man  erhält:  Q  (ö<'>)  =  {d^'^y"  Q  (b^^^) ,  oder: 

für    I  =  1 ,  2,  3  ...  1/,     wo     1/  =  i  (n  —  1)  (n  —  2)  . 

Diese  v  Gleichungen  sind  für  die  Theorie  der  vorliegenden  Curven 
on  der  höchsten  Wichtigkeit.  Sie  treten  hier  an  Stelle  des  Systems 
on  1/  -{-  p  Gleichungen ,  welche  für  den  allgemeinen  Fall  aus  dem 
Lberschen  Theoreme  hervorgehen,  und  welche  für  eine  Curve  vom 
leschlechte  p  mit  v  Doppelpunkten  aussagen,  dass  mn  Punkte  der 
iurve  auf  einer  nicht  durch  die  Doppelpunkte  gehenden  Curve  m**' 
Wnung  liegen  (p.  882).  Weil  es  nämlich  für  p  =  0  keine  Integrale 
rster  Gattung  gibt,  so  bleiben  hier  nur  die  v  Gleichungen  für  Inte- 
nüe    dritter    Gattung;     diese    Integrale    sind    einzeln    bez.     gleich 

>g-|~ für  1=1,  2,  .  .  .  v;  und  in  (23)  treten  eben  die  Summen 

sicher  logarithmischen  Integrale  auf.'*') 

fFenn  also  mn  Punkte  A, ,  Aj,  .  .  .  A,^„  der  durch  (3)  dargestellten 
mve  auf  einer  Curve  /»'*'*  Ordnung  liegen  sollen,  so  ist  es  nothwendig 
•d  hinreichend,  dass  ihre  Parameter  den  Gleichungen  (23)  genügen. 

Die  letzteren  erleiden  eine  leichte  Modification,  wenn  einer  der 
Doppelpunkte  (z.  B.  a^'\  b^*'^)  in  einen  Bückkehrpunkt  übergeht.  Man 
ii  dann  rt<«^  =  a<'^  W**)  =  «<'">  +  £,  c^'")  =  1  —  x('H,  wo  £  unendlich 
lein  ist^  und  also: 

^Ji  _  . i__ 

He  Gleichung  (23)  geht  daher  über  in  folgende  (vgl.  für  n  =  3 
^692): 

Die  Integralsummen  dritter  und  zweiter  Gattung,  welche,  gleich 
lUl  gesetzt,  bez.  die  Stelle  der  Gleichungen  (23)  und  (24)  vertreten, 


•)  Vgl.  für  n  a-  3  p.  686  und  p.  592. 


wie  soeben  erwähnt  wurde ^  findet  man,  indem  man  ersiere  Gleic 

logaritbmisch,  letÄtere  gewöholicli  differentiirt,  und  dann  von  f^ 

l  bez.  von  0^**  bis  X  integrirt.     Man  erhält  so  statt  (23)  and  (24 
Gleichungen  (für  ^  ^  mn): 


(25) 


und  die  unterea  Grenzen   q,  a   bestimmen  sich  aus  der  Vergleic 

mit  (23),  {24)  durch  die  Gleichungen: 

1 


(20) 


J'J . 


J^ 


i^^^g^ 


=  (C<0)« 


1_ 


,<•■» 


Dureh  Veränderung  des  Integrationsweges  kann  man  auf 
rechten  Seite  der  ersten  dieser  Gleichungen  0  m2  hn  j/ —  l  verwai 
so  dass  diese  Integralsummen  die  Periode  2  in  zulassen;  die  Inte 
der  zweiten  Gleichung  dagegen  haben  immer  die  Periode  Nul! 
sie  nur  paarweise  zusammenfallende  Unendlichkeitspuukte  bes 
Dies  kommt  damit  übereinj  dass  man  in  (23)  rechts  (d'^)"*^^' 
(c^'>)"*  setzen  kann,  während  mx^'^  auf  der  rechten  Seite  von  (24' 
durch  nichts  anderes  ersetzen  lässt.  Man  kann  sonach  folj^endeE 
aussprechen: 

Für  eine   Curve  ;i'"'  Ordnung  mit  \  {n — 1)  (/?  — 2)    Doppel- 
Rückkehrpunklen^   ist,    ivenn   (für   x,  =  A,   x.,  =  V   ^^'^   ^"'    ^^''' 
meter  eines  Doppelpunktes  sind,  immer  die  Summe  gleicharti{/cr  InU 


(^^ 


{'•) 


(«(ö  __7)  U(')  _  A;  ^^^'^^^  2//;r/— 1,  hingegen,  tvt 


Parameter  eines  liückkehrpunktes  ist,  die  Summe  der  Integrale 


^ 


gleieh  Null;  ivo  die  Summen  auf  alle  Parameter  erstreekl  werden,  w 
den  Sehnitt punkten  der  G runde urve  mit  einer  anderen  algebrnn 
Curve  entspreehen. 

Hieraus  geht  sofort  hervor,  dass  alle  Aufgaben  über  Berühr, 
curven,  welche  im  allgemeinen  Falle  mit  Hülfe  des  sogenanntei 
iveiterten  Umkehrproblems  der  AbeTschen  Integrale  und  der  Theilu 
Probleme  für  die  dabei  auftretenden  Transsceudenten  gelöst  wei 
(p.  866  tf.),  bei  den  hier  vorliegenden  Curven  auf  die  Kreistheu 
zurückkommen    und  auf  die   Auflösung   einer   Gleichung  q^""  6ra 
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reim  die  Berührtmgscurve  durch  q  Ton  den  v  Doppelpunkten  nicht 
indurchgehen  soll  In  der  That  läaat  sich  dies  aus  den  Gleichungen 
E3)j  (24)  direct  nachweisen.  In  allen  jenen  Aufgaben  sind  nämlich 
f  ==;jm  —  \i,q  Schnittpunkte  gegeben  (von  denen  2{y  —  q)  in  Doppel- 
rankten  liegen),  während  von  den  übrigen  ^-mal  p  Änsammenfallen 
0llen.  Bezeichnen  wir  die  den  ersteren  entsprechenden  (gegebenen) 
^jwameter  durch  /, ,  Z^,  .  .  .  4,  die  der  gesuchten  Punkte  durch  Aj, 
L«..A,j  so  gehen  die  Gleichungen  (25),  von  denen  hier  nur  noch 
}  in  Betracht  kommen,  über  in: 


0 


Diese  q  Gleichungen  genügen  völlig,  um  die  symmetrischen  Func- 
ßnen  der  X^  durch  bekannte  Grössen  auss^udrücken,  und  so  eine 
Jeichung  q^^^  Grades  für  A  anzusetzen.  Man  bemerkt  zugleich,  dass 
Sr  Eintlusa  eines  Kikkkehrpunktes  darin  besteht,  eine  der  v  Perio- 
2 I3E  zu  entfernen  (indem  dieselbe  unendlich  gross  werden 
We}.  Wenn,  wie  dies  bei  den  Curven  vierter  Ordnung  noch  ge- 
■dien  kann,  sämmtliclie  Doppelpunkte  in  ßiickkehrp unkte  über- 
Hb,  so  hört  die  Benutzung  der  Kreistheilungs- Gleichungen  über* 
ttipt  auf.  Es  haben  dann  die  betreffenden  Aufgaben  nur  je  eine 
itiung. 

Wie  die  Bestimmung  der  Berührungscurven  nnd  der  Systeme  von 
Ichen  in  einzelnen  Fällen  zu  geschehen  hat,  braucht  nach  den 
Iheren  allgemeinen  Erörterungen  wohl  kaum  noch  wieder  bespro* 
m  zu  werden.  Insbesondere  ist  für  m  !>  «  —  2  und  q  ^^  v 
►  ^(ii  —  I)  (rt  —  2)  hier  immer  die  Aufgabe  lösbar,  durch  mn  —  vr 
tnkte  der  Curve  n*''  Ordnunfj  eine  Curve  m**'''  Ordnung  zu  iegen^  weiche 
i  ersiere  in  v  Punkten  je  (r —  \)'piinktig  berührt;  und  die  Gesammt- 
U  der  Losungen  findet  man,  wenn  keine  Rückkehrpunkte  vorhanden 
ul,  gleich  r^  Ausgezeichnet  sind  jedoch,  wie  bei  den  Curven  von 
gemeinem  Geschlechte,  (nach  unseren  Fundameotalsätzen  über 
kuttpunktsysteme)  die  Falle,  wo  w  ^  «  —  3-  Z.  B.  für  m  =  ?i  —  3 
Id  J  /i  (/i  —  3)  Schnittpunkte  einer  nicht  durch  die  Doppelpunkte 
nenden  Ctt-^i  durch  die  übrigen  -^n{ji  —  3)  bestimmt;  man  kann 
ber  nur  noch  die  Forderung  stellen,  eine  C^-s  so  zu  legen,  äass 
tfie  €^  iäherall,  wo  sie  derselben  begegnet,  also  in  ^n  (n  —  3)  Punkten  ^ 

Diese  Aufgabe  führt  zur  Aufstellung  einer  Relation  zwischen  v 
m&n  v^^,  welche  bestehen  muss,  wenn  dieselben  gleich  Summen  von 


je  V  — ^  1   Integralen   dritter  Gattung    der  obigen  Form  sollen 
werden   dürfen.     Wir  wollen  sie  für  n  =  A  noch  behandeln, 
nns  die   Bestimmung    der   Dappeltüngenten  einer   C^    mit    drei   , 
punkten  gibt*)     Zuvor  aei  bemerkt,  dass  man  die  in  (23)  nuftrf 
Grossen  c^'i  leicht  durch  die  r^*^^  ulad  U'"*  ausdrücken  kann,  w 
das  Folgende  nützlich    iat.     Sondert   man  mimlich  den   üopp« 
a<'\  ¥^^  von   den    Übrigen    |  n  (n  —  3)  Doppelpunkten    ab,   so 
diese  übrigen  (je  doppelt  wählend)  den  Tollstandigen  Durcbschu 
C    mit    einer   C«_3,    welche    durch    dieselben    gerade    hestifni 
ötellt  man    nun  für  die  Schnittpunkte  dieser  C^  —  %  die  Gleicl 
(23)  auf,  so  bleibt  nur  die  eine  Gleichung  bestehen,  welche  si 
den  Doppelpunkt  ^'*\  //'*  bezieht,  durch  den  die  r„  _  ^  nicht  hii 
gehtj  und  in  dieser  Gleichung  hat  man  Jen  n  {n  —  3)  Grössei 
n  («  —  3)  Werthe  n^  b  beizulegen,  welche  den  Index  i  nicht 
set^t  man  also  der  Kürze  wegen: 

(x  —  «*n)  (x  —  am)  .  .  .  (»  ^  ^W)  =  f'  (x) , 
(at  —  &«»^)  (sc  —  i)<«J)  .  ,  .  (x  ^  b^^^)  =  ^  (itj , 
ao  besteht  die  Gleichung: 

Die  zuletzt  erwähnte  Anfgabe  gibt  nun  nach  (23)  2wbi^ 
V  —  i  Grössen  A  die  v  Gleichungen: 


Zwischen  den  Zahlen  M'^  muss  daher,  wie  erwähnt^  noch  eine  I 
bestehen;  um  letztere  zu  ünden,  gehen  wir  zunächst  von  d» 
gemeineren  Gleichungssystenie  aus: 

(30)  -  ..        '-         ,,       ^-^'  =^"^^>('))    '^  e*') 

und  fragen  nach  der  zwischen  den  v^'^  noth wendig  bestehende! 
tion.**)  Diese  ergibt  sich  direct  durch  EHmiuation  der  v  —  1  ? 
trischen  Functionen  der  A,  aus   den  v  Gleichungen  (30)  in   der 


(31) 


*)  Vgl.  das  entsprecbeudo  Problem  für  n  =  4  und  p  =  2  auf  p    876. 

**)  Man  würde  dieselbe  natürlich  auch  aus  der  allgemeinen  Bebaudh 
erweiterten  Umkehrprobleraa  ableiten  können,  wie  dieselbe  oben  ang 
und  bei  Cl.  u.  G.  A.  F.  p.  270  ausgeführt  ist. 


(öd)   _  ö(2))  (^(1)   _  fl(3))  (^(2)  _  ^(3))  ^ 
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rdnet  man  die  links  stehende  Determinante  nach  den  g(*>  und  ersetzt 
tztere  Grössen  durch  die  in  (30)  gegebenen  Werthe,  so  resultirt  eine 
teichung  in  den  e",  welche  jede  dieser  Grössen  nur  auf  lineare 
feise  enthält 

Pur  n  =  4,  d;  i.  1/  =  3,  erhalten  wir  also  insbesondere  eine  Glei- 
hung  der  Form*): 

D  welcher  die  Coefficienten  A,  B^  C  noch  näher  zu  bestimmen  sind. 
Ion  ist  zunächst: 

flO)^  a(i)  1 

A=^    aW*  «(2)  1 

a(a)»  <,(3)  1 

lud  ebenso: 

C  =  ~  (^(l)  —  &(«))  (^0)  —  ^(3))  (Z^(2)  _  ^,(3))  .  (ca)c<2)c(3))i  ^ 

üdererseits  folgt  aus  (28): 

i(a^^^  —  flW^  r/i^^J  —  /i<3)x  iT    (2y  _     (3)x  .2  . 

^  ^      ^       ^  (^^(1)  _  ^(58,^  ^^(1)  _  ^(3)j  (^(2)  _  ^(8))  (    ; 

id  somit  wird: 

4)  C=-  A. 

Pär  B^  dagegen  findet  man  unter  Benutzung  von  (28): 

_(^(l)  _  fl(2))  (bd)  _  fl(3))  (^(2)  _  ^(3))  (^(l))i 

5r  hier  rechts  stehende  Werth  ergibt  sich  aber  bis  auf  das  Vorzei- 
len auch  für  ^,3;  ^*  ^'  ^^^ 

^j3  =  (öd)  _  b^i))  (öd)   —  ^,(8))  (^,(2)  _  ^(3))  (e(2)^(3))4  ^ 

«nn  man  darin  c^^)  und  ^(3)  j^^^h  (28)  durch  a^  b  ausdrückt.  Es 
ilgt  alsO;  da  Analoges  für  B.^  und  B^  gilt: 

^)  ^23  =^  —  ^!  •       ^31   =  —  ^2  ;       ^12  =  —  ^3  ? 

W  die  Gleichung  (32)  geht  wegen  (34)  und  (35)  über  in: 

S6)  ^  (1  —  -e^)  +  ^Bi  (e'^'^  —  ^-  «'<''^)  =  0 , 

^^n  5=  »(*>  +  t;^^>  4^^^^  gesetzt  wird.  Diese  Bedingung  muss  für 
*5»  4,  V  =  3  erfüllt  sein,  tve?in  die  Gleichungen  (30)  zusammen  bestehen 


*)  Vgl.  die  allgemeine  Behandlung  der  Aufgabe  bei  Clebsch  a.  a.  0. 
OUbaeli,  VorlMviigMi.  57 
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NehmeiL  wir  nuD,  wie  in  (29),  vii^  =  hi*^jt]/'-'  I,  so  werden  Mt 
«?*'  gleicli4:lj  ^^^  ^^^  Glmchung  (36)  geht  einfach  über  in:  e"^^ 
(37)  h^>  +  A(*^  +  h (» =  0        (mod.  2)  •  M 

Pia  vier   Doppeitangenten  umerer  C^   bestiramen  sich  also 
Gleichungen  (29)  für  «  =  4,  i^  ss  3^  wenn  man  bez>  setzt: 

Von  Interesse  ist  hier^  wie  im  Falle  n  ==  4  und  //  =  1,  die  Veri 
der  Doppeitangenten  auf  die  verachiedenen  Systeme  von  Eerll 
kegelschnitten.     Letztere  bestimmen  sich  ans  den  drei  Gleich uj 

worin  A^  noch  willkürlich   gewählt   werden    kann.      Es  gtbl 

Systeme  von  je  einfach  unendlich  vielen  kegehchniKen  ^  welche  d 
vier  Punkten  berühren;  und  es  gilt  (wie  immer)  der  Satz,  dass 
rükrungspunkte  je  zweier  Eegelschnitte  desselben  Sjstema  au 
Kegelschnitte  liegen-  Bezeichnen  wir  mit  {//f**,  ^^*^  g^^^)  da 
die  drei  Zahlen  g  besimmte  Sjdtem,  so  sind  jene  sieben  Sj^ie: 

(0,0,1),  (0,1.0),  (1,0,0),  (0,1,1),  (1,0,  1),  (1,1,0),  (I 
denn  das  System  (0,  0,  0)  besteht  aus  der  Gesammtheit  der  je 
zählenden  Geraden  der  Ebene.     Man  erkennt  hieraus,   dass  (// 
Systeme  je  zwei  Paare  von  Doppeltangenleii  enlhalleii ,  nämlich 
(0,  1,  1)   die   Paare   {(0,0,0),  (0,  1,  1)}    und    {(1,  1,  0),  1 1 , 
(1,0,  1)    „        „        {(0,0,0),  (1,0,1)}      „      {(1,1,0),  (0. 
(1,  1,  0)    „       „       {(0,0,0),  (1,1,0)}      „      {(l,n,  1),  ,(., 
Die  vier  übrigen  Systeme  entliaUen  keine  eigenllichen  Doppel ta 
Unter    ihnen  ist   noch  das   System    (1,  1,   1)   ausgezeichnet, 
dasselbe    drei  Paare   uneigentlicher   Doppeitangenten    enthält, 
die  drei  Paare  von  Tangenten,  welche  man  bez.  von  den  drei 
punkten  aus  an  die  C^  legen  kann.      Man  überzeugt  sich  davor 
wenn  man  beachtet,  dass  sich  z.  B.  die  von  dem  Doppelpunkte 
ausgehenden  Tangenten  aus  den  Gleichungen  bestimmen  (/.  = 

und  dass  hier  wieder  h^-^ -\- h^^^ -^  Q  (mod.  2^  sein  muss. *) 

*)  Die  G  anderen  Systeme  enthalten  auch  Paare  uueij^eutlichor  Po} 
genten  in  anderer  Gruppirung,  denn  in  jedem  Systeme  müssen  0  Ti^ 
lallender  Kegelschnitte  vorkommen;  vgl.  die  Anmerkung  auf  p.  8S1. 
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Diese  Resultate  erleiden  Modificationeii;  wenn  einige  der  Doppel- 
punkte in  Rückkehrpunkte  ausarten^  wie  man  nach  dem  Obigen  leicht 
laher  verfolgt.  Tritt  ein  Rückkehrpunkt  auf,  so  hat  man  noch  zwei 
3oppeltangenten ,  und  es  gibt  drei  Systeme  von  Berührungs-Kegel- 
ichnitten;  deren  eines  das  Paar  der  Doppeltangenten  enthält.  Bei 
mi  Rückkehrpunkten  ist  noch  eine  Doppeltangente  und  ein  System 
on  Berührungskegelschnitten  vorhanden;  die  Berührungspunkte  der 
etzteren  aber  liegen  nicht  mit  denen  der  Doppeltangente  auf  einem 
[egelschnitte.  Endlich  bei  drei  Rückkehrpunkten  hat  man  zwar  noch 
ine  Doppeltangente ;  aber  kein  System  von  Berührungskegelschnitten 
lehf.  Die  Curve  ist  von  der  dritten  Klasse  geworden,  ihre  nähere 
tehandlung  also  ganz  analog  der  für  die  Curve  dritter  Ordnung  mit 
Doppelpunkt  früher  gegeben  (p.  587  ff.).  — 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Aufstellung  der  Gleichungen 
or  die  Singularitäten  der  Grundcurve  in  dem  Falle  n  =  3]  und  bei 
ieeem  wollen  wir  daher  noch  etwas  verweilen*);  dadurch  werden 
imn  gleichzeitig  unsere  früheren  Untersuchungen  über  die  Curven 
ritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  vervollständigt.  Es  seien 
bo  an  Stelle  von  (3)  die  Gleichungen  gegeben: 

18)  QX^  =  ttn^  ,       QX^  =  «  xS       QX^  =  ü'^^. 

^ir  haben  zunächst  die  Form  (ixßxVfi  aufzustellen,  deren  Ver- 
h winden  aussagt,  dass  die  Punkte  7(,  l,  ^  auf  einer  Geraden  liegen. 
an  war  aber: 


«x/S^y/*.  (xA)(A/t)(^x)  = 


ie  hier  rechts  stehende  Determinante  ändert  sich  nicht,  wenn  man 
mit  X,  a  mit  A,  ö"  mit  /t  vertauscht;  sie  muss  daher  neben  dem 
iiklichen  Factor  (xA)  (A/t)  (ftx)  auch  den  symbolischen  Factor  {aa) 
i({')  (a'a)  enÜialten.  Der  übrig  bleibende  Factor  muss  linear  und 
fnunetrisch,  sowohl  in  x,  A,  ft,  als  in  a,  a',  a!  sein;  er  hat  daher 
«i  Werth: 

^zeichnet  also  A«^  wieder  die  in  (15)  eingeführte  Combinante,  von 
-Icher  die  3  Wendepunkte  abhängen,  so  kann  man  setzen**): 

*)  Vgl.  Rosen ow  a.  a.  0.,  sowie  die  Anmerkung  auf  p.  584. 

•*)  Nicht  BO  einfach  gestaltet  sich  die  Berechnung  der  Determinante  (11)» 
>ln  «  >  3.  Man  hat  dieselbe  dann  mit  Hülfe  der  Reihenentwicklungen  zu  be- 
^deln,  welche  für  binäre  Formen  mit  mehreren  Reihen  von  Veränderlichen 
%en  (vgl.  Clebsch's  Theorie  der  binären  Formen,  p.  15  ff.);  dabei  können  in 


flx* 

aV 

«"x' 

fli' 

«'.» 

a"i^ 

«.' 

«V^ 

ff    .j 

YTO  p,  q  Zahlenfactoren  bedeuten,  wo  A/  durch  (16)  definirt  ist,  und 
/)^«  =  (aa)  (aa")  {a"  a)  {(fl'O*  V  +  (fl"fl)*«V  +  (««')*flV} 
Insbesondere  kann  hier  die  Form  />«*  identisch  Null  sein;  dann  sag 
fächere  Gleichung  Ax'Ai'A/i' »» o  aus,  dass  x,  X,  fi  in  gerader  Lin 
und  hieraus  findet  man  leicht,  dass  die  Berührungspunkte  der  vier  I 
genten  durch  die  Hesse'sche  Form  von  A,  d.  i.  durch  die  Gleichung: 

gegeben   werden,   die   Paare   von  Parameterwerthen  für  die  drei  Doy 
dagegen  durch  die  Gleichung: 

j  :e}  (A  A')»  (A' A")«  (A" A)» A,«  AV  A'V  —  ^ . 
Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Falles  ergibt  sich  durch  folgen 
legung.  Man  kann  drei  binäre  biquadratische  Formen  immer  als  zwei 
einer  Grundform  6ter  Ordnung  auffassen ,  wie  in  Rücksicht  auf  die  typ 
Stellung  der  Formen  gerader  Ordnung  durch  quadratische  Covaria 
Clebsch  a.  a.  0.)  oder  nach  dem  Hesse 'sehen  Uebertragungsprin 
p.  887,  Anmk.)  daraus  folgt,  daas  ein  Kegelschnittnetz  im  Allgemeine] 
netz  einer  C,  ist.    Sei  also  /*»  orx*  diese  Grundform,  so  kann  man  set 

und  es  wird: 

A  =  *  {aß)*  (ßy)«  (ya)«  a/p^ty^«  _  y^ 

D»^=--\  (««'  («y)'  {ßyV  «X*  =  -  *  («>  A  -  -  4  / , 
wenn  t  und  /die  bei  Clebsch  (a.  a.  0.  p.  283  ff.)  so  genannten  Foi 
Ist  aber  /  =  0  und  i  ^  0,  so  kann  man  setzen  (a.  a.  0.  p.  446):  /*» 
und  dann  wird  auch  J^  zz  0.  Dieser  Fall  gibt  keine  eigentliche  C4.  k 
/  =  0  dadurch,  dass  i  identisch  verschwindet;  dann  zerfallen  die  6  Grt 
von  f  (wie  bei  der  Covariante  T  einer  biquadratischen  Form)  in  drei  F 
denen  ie  zwei  zu  einander  harmonisch  liesren  fib.  p.  447^.  und  man  kar 
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punfiic  X  der  von  l  amf/ehendcn  Tangenten  oder  den   Tanffentialptmkt  k 

ie$  Ptmkles  x,  und  A^,^  =  0  gibt  die  drei  Wendepunkte. 

•      Ist  insbesondere  x  ein  Wendepunkt,  fl  i.  eine  Wnrzel  von  A^''=n^ 

k)  besteht  die  erste  Polare  roti  x  in  Bezug  auf  A  aus  dem  Punkte  x 

filbst  und    dem   vierten   harraonischen   Punkte  v  von  x  in  Bezug  auf 

Heiden  andern    Wurzeln   von    A   (wobei   dann  v  ein  Wurzelpunkt 

PrUovariante  Q  von  A  ist).     Die  Gleichung  Aj,  A^A^,  ^:^  0  sagt  dann 

|Iso  aas,  dass  A  und  ^  zu  h  und  v  harmonisch  liegen;  diese  Bedingung 

it  aber  nach  dem  eben  Gesagten  erfüllt,  wenn  A .  ^i  die  beiden  anderen 

Wendepunkte  von  A  sind;   und  somit  ergibt  sich  der  bekannte  Satz^ 

ISS  die  drei  Wendepunkte  auf  einer  Geraden  Hegen, 

Die  Bestimmung  des  Dopjielpunktes  geschieht  vermöge  obiger  Glei- 
lang  (^14),  d,  h.  durch  Elimination  von  A  aus  den  beiden  Gleichungen: 

A.AaA,  =0,      A^A^A,  =  0. 

beiden  Parameter  des  Ihppeipunktes  sind  daher  die  Grundpunkle  der 
B%9e*$chen  Form  r»*  von  A,  d,  h.  die  Wurzein  der  Gtcichung: 

Tm^  =  2  (A  A  )  Aj  Aj'  A*  A,'  =  ( A  A')^  A^  A/  =  0  . 

^ichzeitig  folgt  hieraus,  dass  das  Verschwinden  der  Determinante 
H  T,  d,  h.  der  Invariante  R  =^  (rr')"'  von  A^  die  Dedinf/ung  fitr  das 
\fireien  eines  Huekkehrpunktes  liefert. 

Aber  auch  für  die  Polare  r^r^  von  t^^  ist  leicht  eine  Bedeu- 
Ig  anzugeben.  Die  Gleichung  r^xi^i)  nämlich  ergibt  sich  durch 
minaiion  von  pL  aus  den  beiden  Gleichungen: 

A,^A,.  =  0,       Ai^A,.  =^(K 
nächst  erhält  man  das  Resultat  (AA*)Ax^Ar' =  0.    Nun  ist  aber: 
CA  A)  A.^A'x^  =  f(AA')  (A.'A';i^  -  A/'A  .^) 
=  i  (AA')^  (A^ A'x  +  AiA'^)  (xA) 
=  (AAy A.A'^  (xA)  =  T,r,  .  (xA) . 

>  Gteiehung  r^n  ^=0  sagt  also  anSy  dass  die  Punkte  x,  A  einen  ge- 
\nsamen  Tangentiatpunkt  haben^);  d,  h,  dass  sie  ein  conjugirtes  Pole- 
U"  auf  der  tJrundcurve  bilden,  wenn  mau  letztere  als  Hesse 'sehe 
rve  einer  anderen  Curve  dritter  Ordnung  auffasst  (was  beim  Auf- 
\en  eines  Doppelpunktes  nur  noch  auf  eine  Weise  möglich  ist). 

Besonders  ausgezeichnet  sind  noch  auf  der  Curve  die  Beriilinings- 
Akte  A  der  drei  von  den  Wendepunkten  x  ausgehenden  Tangenten. 
Soelben  tindet  man  durch  Elimination  von  x  aus  den  Gleichungen: 


')  lüeviti  liegt  dann  wieder  der  anf  p.  587  im  AüfichluBse  an  die  kanonificlie 
m  von  A  niiralich  (A  —  X^  +  .»')  aasgeaprochene  Satz  über  die  von  den  Ver- 
iangilinien  zweier  Punkte,  die  gemeinsamen  Tangentialpunkt  haben,  mit  dr-m 
rpelpunkte  gebildete  Involution. 


punkte  der  von  den  Wendepunkten  ausgehenden  Tafigenlen,*) 

Die  Bedeutung  der  Polaren  der  Form  Q  endlich  ergib! 
folgender  Weise.  Es  seien  x,  A,  /t  die  drei  Punkte  einer  Ger 
fi  ziehen  wir  die  Tangente,  welche  die  Curve  noch  in  dem  Tai 
punkte  ft'  von  fi  trifft;  von  ft'  aus  ziehen  wir  die  zweite  T 
deren  Berührungspunkt  fi"  sei,  so  dass  ft  und  fi"  ein  conjugir 
paar  bilden.     Dann  bestehen  die  Gleichungen: 

AxA^A^  =  0,       r^  v«  =  0; 

und  durch  Elimination  von  ^  ergibt  sich: 

Nun  ist  aber: 

3g,^q^.  =  (Ar)  {Ax^r^..  +  2 A^ A^-r,} 

=  (Ar)  {3  Ax^r^..  +  2  A«  (A^.r,  -  r^-A 
=  3  (Ar)  Ax'r^'.  -  2  (Ar)^  A«  .  (xft")  . 

Da  aber  nach  Gleichung  (10)  p.  219  die  zweite  Ueberschieb 
A  mit  r  identisch  Null  ist,  so  wird  ^x^^^«  =  (Ar)'A,'r^  •;  i 
auch  durch  Polarenbildung: 

gxqig^"  =  (Ar)2AxAir^' . 

Die  Gleichung  ^x^;i^/u"  =  0  sagt  somit  aus,  dass  die  Verl 
linie  von  x  und  X  die  Grundcurve  in  einem  dritten  Punkte^  trifft^ 
durch  fi'  zu  einem  conjvgirten  Polepaare  ergänzt  wird,**) 
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Mit  Ilülfe  der  cntmckelteii  Relationen  kann  man  nun  weiter  die 
obleme  des  fortgesetzten  Tangentenziehens  (p.  588)  nud  andere 
Rgen  der  Art  behandeln;  doch  soll  darauf  hier  nicht  naher  »^inge- 
ßgen  werden.  Es  sei  nur  noch  bemerkt,  dass  sich  die  vorstehenden 
|ze  über  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  Curve  dritter 
duung  unmittelbar  auf  die  Schuittpunktsysteme  von  je  drei  beweg- 
ten Punkton  übertragen  lassen*  welche  auf  einer  C„  mit  p^O  von 
n  zweifach  unendlich  vielen  C^^t  ausgeschnitten  werden^  die  durch 
\{h — 3)  Doppelpunkte  und  durch  //  —  3  feste  einfache  Punkte  der 
jiiiiLdarehgehen.     You  je  drei  solchen  Punkten  nämlich  ist  (wie  bei 

IC^)  einer  durch  die  beiden  anderen  bestimmt;  und  man  kann 
er  durch  Benutzung  eines  solchen  Netzes  von  C„  —  2  die  vorliegende 
(in  eine  Curve  *3'**^  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  eindeutig 
(ii&forrairen;  auf  letzterer  wird  dann  eben  die  entsprechemie  zweifach 
iendliche  Sehaar  von  je  drei  Punkten  durch  die  geraden  Linien  der 
Urne  ausgeschnitten. 

^m  XIIL    Die  Curven  vom  Geschlechts  /»  =-  1. 

fCehen  wir  jetzt  zu  den  Curven  w'"*'  Ordnung  mit  ^  «  (/i  —  3) 
jppelpunkten  über,  fiir  welche  p  ^^l  ist.  Wir  untersuchen  zuerst 
je  bei  p  =  0)  die  rein  algebraischen  Fragen  j  welche  sich  den  be- 
IBenden  allgemeineren  Erörterungen  nicht  unterordnen*);  nämlich: 
[  Transformation  auf  eine  Normaicurvc  und  die  Bestimmung  von 
tühi  Nfid  Bedeutung  der  Moduln,  Daran  knüpfen  wir  dann  noch 
(ige  Bemerkungen  über  die  Einführung  der  elliptischen  Functionen 
p  Integrale;  bei  letzteren  krmnen  wir  uns  kurz  fassen,  da  dieselben 
X  Anwendungen  unserer  allgeraoinen  Theorien  bieten ,  und  da  wir 
ppreehende  Verhältnisse  bei  den  Curven  dritter  Ordnung  schon  ein- 
lend  besprochen  babeti. 

'  Ab  Normalcurve  Hudet  mau  hier  die  aligemehie  Curve  dritter  Ord- 
\g,  und  zwar  in  folgender  Weise.**)  Man  betrachte  die  ^  «  (n  —  3) 
kpel-  und  Rückkehrpunkte  neb||]  2/1—3  anderen,  auf  der  Curve 
lebig  gewählten,  festen  Punkten  als  die  {  (n  +  2)  (;*  —  1)  ~  2 
pdpunkfce  eines  Curvennetzes  der  (n  —  1)^"*  Ordnung*  Die  Curven 
letzteren  Ireflen  die  C„  dann  noch  in 

^  n  («  —  1}  —  n  (n  —  3)  -  (2 ;i  —  3)  =  3 

^^■■tti  die  4  »  {n  —  3)  Doppelpunkte  nämlich  hi  im  AUgemeiacu  gerade 
P^mbte  C^^3  beetimmt;  dieselbe  schneidet  f  aber  bonst  nicht,  ao  dass 
RHEhcren  üut^irstichangen  über  C^_3  illuBoriach  werden. 

[*•)  Vgl,  Clebfiüh:  Ueber  diejenigen  Cxirveo^  deren  Coordinaten  eich  als  ellip- 
le  Functionen  eines  Parameters  darjctteUen  lassen,  CreUe^s  Journal ,  Bd.  64 
l  O,  n,  G.  A.  F.  p.  60  IT. 


rtJasispiinkte  (z.  b,  a-)  des  ijüsctiels  gleacn  ist  dem  (ron  y  uns 
Doppelverhältnisse  der  vier  von  y  ans  an  die  C^  gehenden 
(vgl.  p*  578  und  715).  Dieses  Doppelverhätttms  yihi  tinher 
Modul  unserer  ellipthchen  Curve;  dass  letztere  in  der  THä 
einen  Modul  besitzt,  erkennt  man  daraus,  dass  die  Cj^  auch 
linearen  Trausfonnutionen  nur  eine  absolute  Invariante  h« 
eben  jenes  Doppelverhliltniss).  Da  nun  das  Doppel  verbal  tni 
von  y  ausgehenden  Tangenten  unabhängig  von  der  Lage  cU 
y  auf  der  C^  ist,  so  können  wir  auch  folgenden  Satz  ausspi 

In  einem  ßüschci  von  adjunyirtt'n  Cwven  («  —  1 J^'^  On 
dessen  Basispunkicn  2n  —  3  in  emfaehen  Punkten  der  Grm 
Ordnung  (vorn  Geschlechte  Eins)  lief/en^  (fiht  es  im  Ailyei 
Curven,  welche  diese  C^  in  einem  Punkte  berühren^  der  mit 
2  m  —  3  Basispunkie  zusammenfällt^  und  das  BoppelverhäUni 
Tangenten  dieser  Curven  in  einem  der  Basispunkie  ist  mtfti 
der  Lage  dieser  letzteren  auf  der  Ch-  Basselbe  gibt  ffleJc 
Modul  der  Curve. 

Statt  der  Curven  {n  —  1)**'^  Ordnung  halten  wir  aber 
ein  Netz  von  adjungirten  Curven  s^*'^  OrJnung  zur  Trauäfo 
nutzen  können,  welche  die  t\  in  drei  beweglichen  Punki 
und  ein  solcltes  ist  auch  immer  ang«*bbar,  wenn  nur  .<  >  n 
hat  näudich  nur  noch  n  {s  -^  n  -\-  3)  —  S  feste  Punkte  auf 
liebig  anzunehmen '^)j  dann  ist  die^ahl  der  beweglichen  Sc 
in  der  That  gleich 

HS  —  n  {n* 
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Cn  liegen,  gxdtig  isl,  wenn  nur  s  >  n  —  3*);  und  dies  gilt  auch  insbe- 
sondere  wieder  für  eine  Grundcurve  dritter  Ordnung.  In  der  That  hängt 
ja  die  Zahl  der  berührenden  Curven  eines  Büschels  nur  von  der  Zahl 
der  beweglichen  Schnittpunkte  und  dem  Geschlechte  der  Grundcurve 
ab  (p.  460),  ist  also  von  s  nicht  wesentlich  abhängig. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  einer  allgemeinen  Curve  vom  Ge- 
schlechte Eins  kann  man  nun  in  ganz  ähnlicher  Weise  als  Function 
eines  Parameters  darstellen,  wie  dies  bei  den  Curven  dritter  Ordnung 
gelang  (p.  627  und  647  ff.).  Diese  Darstellung  ist  von  selbst  gegeben, 
sobald  die  Transformation  der  vorliegenden  €„  auf  die  Cr^  und  die 
Dmkehrung  derselben  bekannt  ist;  man  kann  sie  aber  auch  direct  in 
folgender  Weise  herstellen.**)  Wir  betrachten  einen  Büschel  g)  +  ^^  =  0 
von  adjungirten  Curven  (n  —  Yf^^  Ordnung,  welche  sämmtlich  durch 
2n  — 2  beliebige  Punkte  der  Cn  hindurchgehen  und  also  die  Cn  in 
nrei  beweglichen  Punkten  treffen.  Die  Gleichung  der  letzteren  in 
Liniencoordinaten  «/,  ergibt  sich  durch  Elimination  der  Xi  aus  den 
Gleichungen: 
(I)  /=0,     (p  +  A^  =  0,     w.==0. 

Von  der  Resultante  wird  sich  ein  Factor  vom  Grade  «  (w  —  1)  —  2 
in  den  w,  absondern,  welcher  k  nicht  entliält;  die  erwähnte  Gleichung, 
dargestellt  durch  Jfullsetzen  des  übrig  bleibenden  Factors,  wird  daher 
Ton  der  Form : 

Wo  die  Wiic  Functionen  n*«'"  Grades  in  k  sind.  Da  die  rechte  Seite 
ßch  in  zwei  lineare  Factoren  auflösen  lässt,  so  verschwindet  die 
Determinante  der  w',vt,  d.  h.  es  ist: 

\iL\,     m;,«     w,   ' 


12       "^13 


W\ 


Wo2       «^23  !  =  0  . 


^31      '^';«2      '^':i 


Jie  Coordinaten  der  beiden  beweglichen  Schnittpunkte  sollen  nun  bez. 

öit  ar,,  J*2>  ^3   "°^  Si»  ^2'  li  bezeichnet  werden;   es  seien  ferner  /,, 

\,  /j  die  Coordinaten  der  Verbindungslinie  von  x  und  g.     Dann  kann 

lan  setzen: 

i)  ^yik  =  —  lilkQ, 

''«nn  Wik  die  ünterdetermnianten  der  Determinante  IV  bedeuten;  die 

'lassen  /,,  Ifc'i  Q  hängen  hier  selbstverständlich  von  k  ab,  und  zwar 

•)  Vgl.  auch  Cayley:  Proceedinga  of  the  London  Mathematical  Society, 
^  Octb.  1866. 

•♦)  Für  das  Folgende,  sowie  auch  für  die  weiterhin  gegebenen  Anwendungen 
**  Theorie  der  elliptischen  Functionen  vgl.  immer  Clebsch  a.  a.  0.,  Crelle's 
^"^xmal,  Bd.  64. 


I 


IE  sogleich  noch  zii    besttininemler  Weise,     Für  die  Coordiualcu  x,, 

li  selbst  findet  luaü  zufolge  früherer  Betracht iitigen  die  R^kUoiifn'): 

(3)    Xi  |o  =  re^n  +  /^  j/Q     X2I2  =  *^-22  -«^Is  =  ''Vi  —  'i  I  t' 

Hieraus  erhiilt  man  aber  unmittelbar  die  Verhältnisse  der  Grosse?!!  x 
und  |.  Durch  Emführung  willkürlicher  Grössen  y^  y^^  }\^f  mit  denen 
wir  bez.  diese  Gleichungen  multipliciren  und  dann  addiren^  erbltiöi 
wir  fQr  0=  y^^^  -\-  y^ti  +  ^313  ^^^  Verhrdtniase  der  Xi  iösbesoDdeiB 
in  der  Form: 

Liast  man  hier  das  Vorzeichen  von  yO  unbestimmt,  so  geben  *üe«c 
Gleichungen  sowohl  die  x  als  die  |,  indem  man  der  Wurzel  nur  eifl* 
mal  das  positive,  einmal  das  negative  Zeichen  beizulegen  braucti*) 
Es  kommt  jetzt  nur  noch  darauf  an,  den  Gnid  der  Functioa  (?  b 
dem  Parameter  X  anzugeben.  Die  Gleichung  (>  ^  0  bestimmt  offeBto 
diejenigen  Curven  des  Büschels  ^  +  ^^'  =  0*  welche  die  Grimdcum 
berühren;  audererseitä  wissen  wir^  dass  es  vier  Curven  dieser  Art  ib 
dem  Büschel  gibt;  Die  Function  (>  hi  also  vom  vierten  Grarle  i\\  i; 
die  Grössen   /,  wei-deu  djiuu  nach   (1^)   in  l  vom  (;i^2)^'^  Graile.'**) 


^^}  Vfjl.  die  Oleicliuiigeii  [0)  aui  p.  Hil;  es  ist  daselbät  a  durch  x,  fjduri:]»i' 
g^  ^^  —  ^t  dtircli  Qj  I  diiit'b  /  zu  cräet/x<"'iu 

♦^)  Die  Ausdrücke  (4)  gcatutteii  eine  sehr  eiufiicbo  goomelrisfibt?  Df^jH-'^? 
Betrachtet  man  uumlich  die  y-  ala  Coordijiaten  einer  Geraden»  00  sind  <iif  tVf* 
Hcienlen  von  Jo  die  Coordiimten  drü  fTer;lnderfiidieii' runktf»,  m  doniihcwiH^ 
kürlit!h  i^aber  fe^t)  powiUiIlc  GcradfJ  y  \ou  der  Linie  t  (<l.  L  dpr  VerUnduDfffiin^ 
der  beiden  beweglit  hen  Punk  Im)  ^etrolTen  wird-  Die  erütcn  TbüUu  der  ndw\ 
?^eiteu  sind  die  Cöoidinateti  deti  PüI^ih  von  y  ui  Bexiig  auf  jeuis  FiirUtjojr 
selbst^  d.  i.  die  Coordiuaten  des  rnnkteB»  wc4L'her  mit  dem  erwilhnten  IiintU' 
und  mit  dem  Paare ^  zu  welchem  .r  gehört,  anf  der  Linie  /  ein  hrirmomHhf^ 
ßjstem  bihiei. 

***!  Für  1=  X^  :  \^  können  wir  hIöü  die  (Jleichimgeti  { l)  iii  der  Form  *chreil3#^' 

«I       /i  —  ^  1/    j  ■  «    I      #  ff  —  tr  f  /    4 

^^\  ^ ''i  +  ^Ä        V'u  1       y -^j  =  ''  A  +^i        KVi  . 

Ihmu  wird: 

V'li{e ''^,  + .'-,  'I9)  -  "-'/'  - '  ".aV^/  +  ("  -  2)  V  ~ '  «rii  7i' +ä«i' "'  h*'*- 
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äen  Gleichungen  (2)  isi  also  die  Parameterdarslellung  der  Curve 
dnung  vom  Geschlechte  Eins  rational  bis  auf  die  Quadratwurzel 
em  Ausdrucke  Q  der  vierten  Ordnung ;  letzterer  ist  multiplicirt  in 
Je  Functionen  der  (n  —  2)*^«»  Ordnung,  die  übrigen  Tlieile  der 
Icke  Xi  sind  rationale  Functionen  n*®'  Ordnung;  die  Grössen  y,. 
in.  in  den  Gleichungen  (4)  nur  formell  vor,  wie  aus  den  Glei- 
in  (3)  hervorgeht. 

arch  die  Gleichungen  (4)  ist  übrigens  auch  wieder  die  Abbil- 
der Cn  auf  eine  Cr^  von  selbst  gegeben,  wie  hier  ijoch  kurz 
it  sein  möge.     Schreiben  wir  nämlich  Q  in  der  Form 

0  =  (l-  «,)  (A  -  «,)  (A  -  «3)  (X  -a,) 
tzen  : 

VÖ 

=  (A  -  flri)(«3-«2);     y2  =  ('^  -  «2)K-«'i)i     ^i^a^-^i 


(«8  —  ''i)  («1  —  ^tY  C^s  —  «2)* ' 
en   sich  die  i^/^,  /,  als  Functionen  t^,/,  //  in  y, ,  t/2  darstellen, 
in  letzteren   Grössen  von  demselben   Grade  sind  wie  die  tvn, 
,  und  j/Q  wird  .bis  auf  eine  Constante  m  gleich    gii/y      Man 
daher  die  Xi  in  folgender  Weise  ausgedrückt: 

QXi  =  yiWii  +  y2Wi2  +  73 «^13'  +  m  {rOit/it/s » 

')j  =  y^/;/  —  yj2i  ^^^'     ^^^  ^'  s^^^  *'sö  *^s  ganze  Functionen 
dnung  der  f/i  dargestellt,  und  zwischen  letzteren   besteht  nach 
Identität : 

^  (t/1  =  ya Vi  ~  ^2  (yi  —  ^2)  (yi  —  ^^2)  =  0 , 
^2  __  ^  zrJli .  ^4  —  <^i . 

^73  —  fl,       04  —  «2  * 


indet  man  für  die  Coordinaten  u-  der  Tangente  des  Punktes  xi 
+  )/^  {«  (««')  <!/  - 1  „7  - '  +  („  _  2)  ,/  (««')  „/  -  ä«7  -  '}  , 

U.    8.   W. 

3  ist  auch  die  Parameterdarslellung  der  C»,  aufgefassi  als  Tangentengebilde, 
1.    Dass  die  letzten  Gleichungen  in  der  That  eine  Curve  2  n*«'  Klasse  dar- 

wie  es  sein  soll,  erkennt  man  auf  analogem  Wege,  wie  im  Texte  sogleich 
werden  wird,  dass  die  durch  (4)  dargestellte  Curve  nur  von  der  n*en  Ord- 
t,  indem  die  Ordnungen  der  rechts  stehenden  Ausdrücke  noch  reducirt 

können. 


in  der  That  dk  Gleichmif/  einer  Vurte  firiiicT  Oränutt^j  deren  Ooppt^t- 
verhffltniss  (Modtd)  gieieh  k^  ist.  Die  Gleichungen  (6)  gebeo  also  die 
Umkehmrig  der  FormelD  p^,=  0;  (.r),  durch  welche  dieselbe  Tum- 
formation  hergestellt  wird,  weun  <t>,  ^  0,  <t*-i  =  0,  0^=3  0  drei  m 
der  gegebeiieu  C^  adjuugirte  Curven  aus  mnem  Netzte  mit  drei  bew^- 
liehen  Schnittpunkten  sind.  Man  kann  übrigens  auch  aus  den  Glei- 
chungen  (6)   wieder  umgekehrt  die  tji  als  Function  der  Xi  berechuei]; 

denn  GS  ist  1  =^  -^  -  eine  rationale  Function  der  Xij   wodurch  y,,  jj 

sofort  dargestellt  sitid^  und  t/^  kommt  in  den  Gleichungen  (ti)  um 
linear  vor. 

Geht  luäB  andererseits  von  der  Curre  ('7)  aus,  die  durch  Jie 
Formeln  (6)  in  eine  C»  transfonuirt  werden  soll,  so  raiissen  durch  <fe 
Gleiclningen ,  welche  entstehen,  wenn  man  die  rechten  Seiten  to 
Ausdrucke  (6)  gleich  Null  setzt j  drei  Curven  h^''^  Ordnung  darg^^Ht 
werden,  und  die  Curven  des  durch  sie  bestioiniten  Netzes  müasea  & 
Ci  noch  in  n  beweglichen  Schnittpunkten  treffen;  d.  h.  es  mtiss  *fuf 
der  C^  (7)  2  n  feste  Punkte  geben ,  durch  weiche  aiie  Curven  da  no  äU- 
siehenden  Netzes  n^*""  Ordnung  hindurchgehen >  Diese  2  n  Punkte  kam 
man  nun  auch '  leicht  direct  ans  den  Formeln  (6)  bestimmeii,  B^ 
trachten  wir  die  durch  irgend  eine  lineare  Verbindung  der  n?cHtett 
Theile  von  (6)  dargestellte  Ciirve,  bilden  also  mittelst  der  drei  will- 
kürlichen  Grössen  ß^^  ß^,  ß^  die  Gleichung:  ' 

m  2:i:yiß,  rr,/  +  m  y,  y,  (ytß)  =  0 . 

Diese  Curve  eulhiiU  ebenfalls  jene  2  n  coustanten  Hehnittpunkte.    Al»cf 
in  der  Nülie  von  g^  =  0,  g.,  =  0  geht  (8)  in  den  Büschel  von  Ji  —  M 
Geraden 

y,  .  (yßt)  =  0 

über.  Die  Curve  (8)  hat  also  im  Punkte  y,  =0,  g.^  =  0  einen 
{n  —  1)- fachen  Punkt,  dessen  eine  Tangente  (y,  =  0)  die  Curve  (7» 
berührt.  Daher  fallen  in  diesen  Punkt  n  Schnittpunkte  der  beiden 
Curven  (7)  und  (8).     Ferner  folgt  aus  (^8): 


(9)  {ZEy.ß^w,:^  =  mhj.hj,^  {yßtj  , 

wo  nun  y.^'  mit  Hülfe  von  (7)  eliminirt  werden  kann.  Aber  danfl 
wird  nach  (2)  und  (5) 

(10)  mhj,hj,^t;t,'  =  oUij:  =  -  iF^f! , 

wenn  mit  ^f  V  die  aus  den  wu!  zu  bildenden  Unterdetermiuanten  b^ 
zeichnet  werden;  und  die  rechte  Seite  von  (9)  geht  daher  über  in  & 
Determinante 


1 


ainer  Curve. 

Abcl'sche 

Integrale. 

w,.;   /f,3' 

yi 

^. 

w,-   ;f„' 

^2 

^2 

^32'   »-33' 

Vi 

ß. 

= 

y»      ^3 

0 

0 

/S2            /»3 

0 

0 

909 


yi 
ßi 

{SZwaYißk)"-  —  {EZwikYiYk){2:SwikßißK^. 

bung  (9)  zerfällt  daher  in  die  beiden  Gleichungen: 

2:2:u;.vfc>,n  =  0 ,     2:Ewikßißk  =  0. 

weite  von  den  letzteren  ist  von  den  speciellen  Constanten  ß 
(8)  abhängig;  die  erste  liefert  also  n  constante  Verhältnisse 
id  jedem  solchen  Verhältnisse  entspricht  aus  (8)  ein  Werth 
welcher  gleichfalls  von  den  ß  unabhängig  ist^  so  dass  man 
leichung: 

UUwikyiyk  =  0 
dunff  mit  (8)  die  n  weiteren   comtanlen    Schnittpunkte  findet. 
lieh  den  Werth  von  ^3  betrifft,  so  ist,  wenn  wirklich  der  aus 
lene  Werth  von  den  ßi  unabhängig  sein  soll,  noth wendig: 


^1  i'yt+»^i/y«+<^i8'y3 . 


yiV  — ysV 


«^8/yi+«^8/yt+«^.Vy8 
y.'i'-yiV 


1  aber  diese  Quotienten  paarweise  eitiander  gleich,  so  hat 
Irei  Bedingungen: 

r2:EWYilk  -  Ir'EEwikYiyk  =  0      (r  =  1,  2,  3), 

ßh  wegen  (11)  auf  die  eine  Bedingung 

ZEwiknlk  =  0 

Letztere  aber  geht,  mit  m^yx^y^lh   multiplicirt,  wegen  (10) 

I    k 

Bedingung  ist  in  der  That  erfüllt,  da  die  Determinante  W 
en  Wik   verschwindet.  — 

h  die  Gleichungen  (6)  ist  nun  auch  die  Einführung  der 
jn  Functionen  sofort  gegeben.  Mittelst  derselben  werden 
iie  Punkte  der  Curve  (7)  nach  Früherem  dargestellt  durch 
lungen  (p.  604): 

sin^  am  u ,     Qy2  =  sin  am  u ,     Qt/^  =  coä  am  t/ .  A  am  t/ , 

man  also  in  (6)  auf  beiden  Seiten  mit  sin"  am  w,  so  erhält 
aeln  von  der  Gestalt: 


Sechste  Abibeüuiig. 

(12)        axi  ^  f  ,*">  {dn'  am  u)  +  ^V«  -*»  (sin^  am  w)  i^^^^^ 

wo  der  Grad  der  Functionen  Fi  in  ihrem  Argumente  durch  den  o 
Index  angezeigt  ist;  diesen  Grad  können  wir  indess^  wie  sich  ^ 
hin  ergeben  wird,  noch  mehr  erniedrigen. 

In  die  Gleichungen  (12)  kann  man  (analog  wie  aaf  p.  62J 
Function  H  {tt)  statt  sin  am  u  einftihren,  um  sodann  sofort  wiedi 
das  Äbel'sche  Theorem  geführt  zu  werden.  Jeder  der  in  (12)  i 
stehenden  Ausdrücke  verschwindet  nämlich  für  2  n  Werthe  des  j 
ments  u.    Bezeichnen  wir  diese  Werthe  bez.  mit 


Of,  ,      Cf2  ,     ^ 

.  .  Ofw  j      «*i  + 1  j      . 

'  ■  c^t« 

, .  ß«  ,  ff«  + 1  J  . 

. .  ß«  ,  lltfl+l  ,  . 

^-1 

80  wird  nach  den  schon  bei  den  C^  benutzten  Satze*),  wenn  wi 
ö8*"  (u)  wieder  a  schreiben  und  uuter  den  d  Constante  verstein 

(13)  axi  =  CiH  {li  --  a;>T|  .  H  (w  —  «j<'i)  _  .  H  (ü  -  a.J^ . 

Die  Linie  Xi  ^  0  schneidet  aber  die  C«  nur  in  n  Punkten ;  es  m\ 
daher  n  von  den  2  n  Verschwindungswerthen  des  Arguments  Uj  w 
rechts  auftreten  ^  für  uns  unbrauchbar  sein^  indem  sie  den  drei  1 
x^  =  Oj  x^  ^  Oj  x^  ^^  0  gleichmänsig  zukommen.  Dies  bestatigl 
in  der  That  direct  aus  den  Gleichungen  (4)*  Bestimmt  man  nil 
den  Schnitt  einer  beliebigen  Geraden  ßjc  ==  0  mit  der  C„y  so  nius; 
durch  eine  Gleichung  w'*'"  Grades  für  den  Parameter  X  gesch 
Setzt  mau  jedoch  in  ^j-  =  0  die  Werthe  der  a*,  aus  (4)  ein,  so  ko 

und  dies  ist  wegen  (5)    wieder    die   Gleichung   (8),    von  welcher 

bereits  nachgewiesen  haben,  dass  sie  n  von  den  ß,  völlig  unabhüi 

Wurzeln  besitzt,  nämlich  die  Wurzeln  der  Gleichung  (II).  Wir  kö 
also  setzen: 

und  wenn  wir  dann  den  in  allen  drei  Gleichungen  (13)  auftrete 
Factor 

H  (u  —  f/;,  +  i)  .  H  {u  —  «„4-2)  .  .  .  H  (//  —  «2,,) 
in  den  Proportionalitütsfactor  a  eingehen  lassen,  so  wnrd: 

(14)  axi  =  C-  H  (n  -  «,('^)  .  H  (?/  -  «/O  .  .  .  H  (w  —  aj'^) . 

*)  Dieser  ITerm  ite 'sehe    Satz  ist  im  Grunde  für  p=  1  identisch   mit 
auf  p.  831  erwähnten  iillgemeinen  Satze    i^iber   die    üarstell barkeit   algebrai- 
Functionen  durch  Quotienten  von  0  -  Functionen. 
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Für  die  mn  Argumente  a^,  cfj  .  .  .  «,«„  der  Schnittpunkte  unserer 
,  mit  einer  Curve  m^^^  Ordnung  wird  jetzt  nach  dem  bekannten 
iermite 'sehen  Satze  (p.  629  f.),  wie  wohl  nicht  noch  einmal  aus- 
ßführt  zu  werden  braucht: 

15)  «j  +  «2  +  .  .  .  a^n  =  md-, 

enn  ^  =  —  a'n  +  i  —  «'„4.2  ..  .  —  «2«,  und  dies  ist  wieder  nichts 
ideres,  als  das  AbeTsche  Theorem ^  denn  der  Parameter  u  ist  eben 
leich  dem  einen  zu  der  C„  gehörigen  endlichen  Integrale  (p.  603): 


'-/vr.^ 


dz  '     n» 

für     z  =  sin  am  u. 


z«)  (1  —  k^z^) 


Auf  Anwendungen  des  AbeTschen  Theorems  zur  Bestimmung 
m  Berührungscurven  (p.  838)  soll  für  diesen  besonderen  Fall  (/?==  1) 
er  nicht  noch  einmal  eingegangen  werden.  Es  sei  nur  daran  erin- 
Jrt,  dass  auch  hier  das  erweiterte  Umkehrprohlem  zur  Anwendung 
wnmen  muss  (p.  866),  sobald  man  Curven  betrachtet,  welche  nicht 
u-ch  sämmtliche  Doppelpunkte  der  Grundcurve  C„  hindurchgehen.*)  — 

Wie  bei  den  Curven  vom  Geschlechte  Null  (p.  889)  kann  man 
in  auch  hier  wieder  umgekehrt  fragen,  ob  durch  Gleichungen  der  Form 
)  oder  (14)  immer  eine  Curve  vom  Geschlechte  Eins  dargestellt  wird, 
id  wie  sich,  wenn  dies  der  Fall  ist,  die  Singularitäten  dieser  Curve 
stimmen.  Dass  erstere  Frage  im  Allgemeinen  zu  bejahen  ist**), 
darf  kaum  der  Erörterung;  was  die  andere  Frage  angeht,  so  sollen 
er  noch  die  Doppelpunkte  der  Cn  aus  der  Parameterdarstellung  be- 
immt  werden,  wodurch  dann  übrigens  auch  erstere  Frage  mit  erledigt 
H  Es  könnte  dies  zunächst,  indem  man  die  Gleichungen  (6)  in 
srbindung  mit  (7)  zu  Grunde  legt,  in  der' Weise  geschehen,  wie  es 
der  allgemeinen  Theorie  der  eindeutigen  Transformationen  gelehrt 
arde  (also  mittelst  der  Curve  i!f  =  0,  vgl.  p.  644);  es  soll  jedoch 
er  unsere  Aufgabe  sein,  diese  Bestimipung  unter  alleiniger  Benutzung 
r  in  den  Gleichungen  (4)  eingeführten  binären  Veränderlichen  zu 
iaten. 


*)  Vgl.  in  Betreff  des  Näheren  Clebach  a.  a.  0.  Man  findet  daselbst  genauer 
ä  Curven  4t««*  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  als  Beispiel  behandelt,  insbe- 
ödere  auch  die  Bestimmung  ihrer  Doppeltangenten.  —  Rein  algebraisch  sind 
a«e  Curven  (doch  in  wesentlich  anderer  Richtung)  von  Casey,  Chasles, 
netelet,  Cayley,  Hart  untersucht;  vgl.  darüber  Salmon's  Higher  plane 
Ire«.  Besonders  sind  die  metrischen  Eigenschaften  von  Curven  4t''i'  Ordnung 
idirt,  deren  beide  Doppelpunkte  in  den  Kreispunkten  liegen. 

^)  Ausnahmen  könnten  z.  B.  bei  zerfallenden  Curven  vorkommen. 


r 


Zu  dieser  Utiteraucliung  sind  jedocb  letztere  Gleiehuugeti  selbistt 
nicht  ohne  Weiteres  brauchbar.  Wir  haben  nämlich  gesehen ,  dasg 
die  in  ihnen  rechts  stehenden  Ausdrücke  gleichzeitig  verschwindenj 
sobald  die  Bedingung  E^WtkYiyk  =  0  erfüllt  ist;  und  zwar  muss  iliea 
dadurch  geschehen,  dasa  alle  drei  Ausdrücke  den  Factor  yUEwiif.fi 
enthalten,  denn  i\m  Quadrat  des  letzteren  trat  als  Factor  der  durch 
Quadriren  aus  (8)  entstandenen  Gleichung  (9)  auf.  Um  nan  # 
rechten  Seiten  von  (4)  durch  eine  irrationale  Sabstiintion  in  mt 
möglichst  einfache  Gestalt  s&u  bringen,  knüpft  man  am  besten  wieder 
an  die  Daräteliung  durch  elliptische  Functionen,  d.  i,  an  die  Ulei^ 
chungen  {Vi)  und  (14)  an.  In  ihnen  führen  wir  i&n  Stelle  von  u  einea 
nenen  Parameter*) 

(16) 

ein  und  an  Stelle  der  a  die  constanten  Werthe; 


so  daas  man  die  Gleichungen  (14)  in  der  Form  scbroiben  kann: 

(17)         Qx^  =  CM  (e^  -  ^i^'O  ■  H  (1^  -  /3J'»)  ,  .  .  H  (i^  —  ßj'^ . 
wo  nun; 

ß^uy  +  ß,^^>  +  ^  -  -  +  ftt'^  =  0      (i  -  1,  2,  3) , 

Wegen  der  letzteren  Relation  kann  man  jetzt  nach  der  Umkehmug 
des  mehrfach  benutzten  HermiteWhcn  Satzes  den  Gieichuugen  (Hiv 
wenn  n  gerade  ist,  die  Form  geben: 

08)    ga,  =  Ci  {Fi\^)  (^1  +  /fi  (1  -  ^  l\~h^)  .  F\  ^  )  (fi)}, 

wo  1*  =  sin^  am  t?^  und  wo  die  oberen  Indices  der  Fi  wieder  die  Od* 
nungeji  iliej^er  Functionen  an /-eigen  ^  dagegen,  wenn  n  ungerade  iät**j: 

(10)    Qx,  =  Ci  {fS    -  )  {p)]/)i  +  j/(l^^f(}~S^  .  ff^'^^fip 
oder  vvenn  wir  auf  den  rechten  Weiten  mit  y  (i  multipliciren: 

(lü*j  ^.r.  -  C  {f\    '  )  iß)  +  J  >  (l  -  fö(f^^A'>)  .  /-y  ^)iü-} 


*)  Analog  wie  bei  dea  i\  auf  p.  630- 

♦*J  Dic4  ModiHcütiou  jeuea  Satsiee  für  diesen  Fall  kann  man  aus  dem  toii|*J 
diwlorch  abteittn,  da^a  man  etwa  ßj*^  =;^  \)    nimmt,     dann    muss    sich    Hob 
Factor  J  fi  ^  ain  am  v  abEOndeni;    und    cä    bleiben    die    hier    angegebent'ti  i*" 
drücke.     Das   in   (19*)   gewonnene   HeiiTiltat  stinirat  mit  dem  für  die  Curren  ^  j 
ÜrJnniig  imi  p,  617  j^'Hwünnenen  iiU'jciii,  dt-iiii  für  sie  iüt  |  <«+l)"ä,  |  m-Ä**^ 
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lie    Gleichungen  (4)  hatten  wir   die   elliptischen   Functionen 
t  mittelst  der  Substitution: 

\zUb. .  ^»-I^  =  A'  =  sin«  am  u  . 

in    (18)  und  (19)  auftretende  Variable  ^  dagegen  hat  die 
g:  " 

i  —  k^n'  ' 

rch  (20)  definirt  ist,  und  s  durch: 

«^ 


sm  am  ( t/ I  = 


j/«  =  sin  am 


also  von  den  Gleichungen  (4)  zu  den  reducirten  Gleichungen 
19)  mittelsl  einer  irrationalen  Substitution  (21)  übergegangen^  welche 
emung  der  überflüssigen  Factoren  ermöglichte.  Denken  wir 
jsslich  statt  \l  wieder  einen  neuen  Parameter  z  eingeführt^  so 

=  ^-YT^,  so  können  wir  die  gewonnenen  Resultate  in  folgen- 

I  aussprechen: 

Coordinaten  eines  Pwiktes  einer  Curve  2  m'''*  Ordnung  vom  Ge- 

p  =  1  lassen  sich  immer  in  der  Form  darstellen: 


migen  eines  Punktes  einer  Curve  (2»i  -f-  ly^**  Ordnung  in    der 


QXi  =  /•,(-)(z)  yp^'){z)  ±  9.t"-'>(^)  VO^^^  {z) . 

e  Darstellungen  können  wir  für  eine  Curve  n**'  Ordnung  in 
i  Formel  zusammenfassen^): 

QXi  =  /•/*) (z)  j/M  +  9/^) {z)  j/N, 

r  festsetzen,  dass  ^<;4^,  ^5?i^  "^^  immer  h  -{-  k  =  n  —  ^2, 
er  if/  von  der  Ordnung  n  —  2  A:,  N  von  der  Ordnung  n  —  2h 
lass  das  Product  MN  immer  von  der  4*®"  Ordnung  ist).  Die 
gen  (23)  stellen  dann  in  der  That  immer  eine  Cn  dar^  denn 
Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  j3«  s=  0  findet  man  die  Glei- 
"*  Grades  in  z: 

U  +  hfl  +  hhYM  -  (^,qp,  +  ^2^2  +  ^393)'^=  0  . 
Doppelpunkte  der  Curve  (23)  bestimmen  sich  nun  dadurch,  dass 

fl  Resultat  hätte  man  auch  ohne  Vermittelung  der  H  -  Functionen  directer 
nen  (vgl.  den  folgenden  Abschnitt);  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen 
rir  indess  auch  in  (21)  die  Huhaiitution  wirklivh  angeben ,  welche  die  ver- 
iformung  leistet, 
h,  Vorlesungen.  58 
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sieh  für  zwei  verschiedene  Werthe  z^  z   einander  proportionale  Werthi 
der  Xi  ergebeti.     Dann  müssen  also  die  Gleichnngen  bestehen: 

(24)  /;  J/S+  m  V^'  =  <f(/:yW+  97/  }/W) , 

wo  auf  der  rechten  Seite  die  oberen  Striche  auf  das  Argument  ^' 

weisen   sollen.      Die   dreigliedrigeu    Determinanlen,    welche   man 

dem  Schema 

ft    9i   /V   ^'i' 

A     9^1    f%      9t 
f%     Ti    f%      9% 

durch  Weglassen  je  einer  Verticalreihe   bilden  kann,    diridirt  dard» 
z  —  z  ^  bezeichnen  wir  bez.  mit 

F,    0,     r,    «'; 
SO  dass  diese  B'nnctionen  in  z  bez.  von  den  Ordnungen  sind: 

}i  —  \^    k—\,     h-\^k—\,    k  -i-k  -l 
und  in  z'  bez,  von  den  Ordnungen: 

/j  _^  Ä-  _  1 ,    h-\-k—l,    /i  -  l ,    A  ^  \. 
Dann  folgt  aus  (24) 

y^:  J/N:  a  }/W t  ü  flf  =  F;  *  :  f"  ;  ^\ 

oder: 


(2:^) 


^n  j^  ^  02  j/  =Ü{z,  2r')  =  0, 
ft]^*  _  0'M/'  --  Q  (/^  z)  =  0 . 

Beide  Gleichungen  sind  für  das  erste  Argument  vom  Grade  n  - 1 
für  das  zweite  vom  Grade  2n  — ■  C,  und  beide  unterscheiden  sich  nöf 
durch  Vertausch ung  von  :r  mit  z\  Eliminiit  man  also  z  aus  ifamu 
so  ist  das  Resultat  durch  Q  (z,  z)  theilbar,  und  also  der  nach  Ab- 
sondening  dieses  Factors  übrig  bleibende  Ausdruck  vom  Grade 

(rt  ^  2)^  -f  {2n  -  6)^  ^  3«  ^  8  =  {n  -  3)  (5«  —  16) . 

Aber  auch  die  so  erhaltene  Gleichung  besitzt  noch  einen  flbe^ 
tlüssigen  Factor 5  denn  die  Gleichungen  (2Ö)  bedingen  rückwärts  i'? 
Gleichungen  (24)  nur  dann,  wenn  nicht  F,  0»  F\  0'  gleichit^itii: 
verschwinden.  Letzteres  kann  aber  in  der  That  eintreten.  Von  Jt^ 
Gleichungen : 
(20)  f  =  n,    <t>=(),     r  =  (),    0'  =  O 

ist  nämlich  die  dritte  und  vierte  immer  eine  Fcdge  der  beiden  i?rst^B. 
Denn  da  xutblge  der  Entstehung  dieser  Ausdrücke  immer  ideotiMl! 

Ff.  +  ^9^."  +  Ff:  +  «,>/  =  0 , 

so  finden  für  F'=.i\^  0  ^'0  immer  die  drei  Gleichungen  sfaft! 
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18  denen  im  Allgemeinen  immer  /"  =  0,  O'  =  Ö  folgt  (d.  h.  wenn 
cht  gleichzeitig  etwa  /"/  =  0,  (p(  =  0  und  /jVa'  —  f'A^2  "^  ^)-  ^^^ 
id  nach  dem  Obigen  die  Ordnungen  von  F  und  O  in  z  gleich 
—  1  und  k  —  1,  in  z'  gleich  Ä  +  A'  —  1.  Die  Zahl  der  den  Qlei- 
ungen  F  =0,  0  =  0  gemeinsamen  Werthepaare  r,  z   ist  also  gleich 

(Ä  +  it  -  1)  (A  +  A-  _  2)  =  (n  -  3)  (n  —  4) .      . 

I  ist  aber  jede  der  Gleichungen  (25)  in  Folge  von  (26)  quadratisch 
füllt;  betrachten  wir  dieselben  daher  als  Gleichungen  zweier  Curven 
den  Coordinaten  z,  z\  so  sind  die  jenen  (n  —  3)  (n  —  4)  Werthe- 
aren  z,  z  zugehörigen  Punkte  der  Ebene  Doppelpunkte  beider 
irven;  und  folglich  fallen  in  diese  Punkte  4  (n  —  3)  («  —  4)  Schnitt- 
nkte  derselben.  Von  der  durch  Elimination  von  z  aus  (25)  ent- 
slenden  Gleichung  muss  sich  daher  ein  Factor  vom  Grade  4(w  —  3) 
PI  — 4)  absondern  lassen;  der  Rest  bleibt  dann  vom  Grade 

(n  -  3)  (5n  —  16)  —  4  (n  -  3)  («  -  4)  =  n  (n  -  3)  . 

Dies  stimmt  mit  der  Existenz  von  \n[n  —  3)  Doppelpunkten 
erein,  da  jedem  Doppelpunkte  zwei  Argumente,  also  zwei  Wurzeln 
^r  Gleichung  zukommen.  Die  letztere  hat  zugleich  die  Eigenschaft, 
58  aus  (25)  immer  eine  Wurzel  z  eine  rationale  Function  einer  he- 
mmten Wurzel  z  wird  und  z  dieselbe  rationale  Function  von  z . 
tn  löst  also  jene  Gleichung  n{n  —  3)'*'*  Grades  mit  Hülfe  einer 
eichung  vom  Grade  \n(n  —  3)  und  J^ n  (n  —  3)  quadratischer 
eichungen. 

XIV.    Die  Curven  vom  GescUeclite  p  =  2. 

Wir  wollen  endlich  noch  äie  Curven  n'*"*  Ordnung  vom  Geschlechte 
» 2  näher  studiren.  Schon  aus  unseren  früheren  allgemeinen 
itersuchungen  ging  hervor,  dass  diese  Curven  immer  zu  den  hyper- 
iptischen  gehören  (vgl.  p.  717,  Anmk.),  d.  h.  dass  man  einen 
ischel  von  adjungirten  C„_3  angeben  kann,  welcher  sie  nur  in  zwei 
ireglichen  Punkten  trifiFt  (auf  der  Cn  eine  ^2<*>  ausschneidet);  und 
raus  folgte  dann  weiter,  dass  jede  Curve  vom  Geschlechte  /?  =  2  in 
\e  Curve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  iibergeführt  werden 
»«,  und  zwar  immer  in  die  Form  (p.  720): 

)  a;2>2  (^i ;  '^3)  —  ^4  (^1 ;  ^3)  =  0 . 

ISS  hier  ein  solcher  Büschel  von  Cn-s  existirt,  ist  in  der  That 
ident;  denn,  da  /?  —  1  =  l  und  2p  —  2  =  2,  gibt  es  eben  nur  eine 
fech  unendliche  Schaar  von  je  zwei  Punkten,  die  durch  adjungirte 
-'s  ausgeschnitten  werden  kann, 

68  • 
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Diesen  Büschel  von  C«_3  wird  man  nun,  gan»  wie  den  Bösclicl 
von  Cn~i  bei  den  Curven  vom  Gesehlechte  p  =^  1,  zur  DarchfÜbriag 
der  Parameterclarstellung  unserer  Cn  benutzen  können.  Dies  Verfahrto 
ist  jedoch  ebenso  bei  li}^erelliptischen  Curven  höheren  Cieschlechta 
anwendbar;  wir  wollen  daher  im  Folgenden  die  Parameterdarsiellcnig 
sogleich  für  beliebige  hyperelliptische  Curven  durchfahren*  Eine  «oicie 
war  ja  dadurch  deJinirt,  di\ss  auf  ihr  eine  Schaar  g,,}^^  existirt;  e»  giM 
also  jedenfalls  einen  Büsche! 

(2)  z,  +  ^Z,  =  0 

von  Cn^'Aj  welcher  die  g^^^  ausschneidet.  Durch  Elimination  den, 
aus  (l),  (2)  und  aus  den  Gleichungen  «^  =  0  erhält  man  wieder  mit 
Uebergehung  der  von  k  unabhängigen  Factoreu^)  das  Product  kx 
Gleichungen  der  beiden  beweglichen  Schnittpunkte  ha  der  Form: 

(3)  Ei:wikUiUk  =  ^^. 

wo  die  \i\k  ganze  Functionen  n*'^'  Ordnung  in  X  sind,  deren  Di 
rainante  verschwindet.     Man  hat  daher  auch,  wie  im  Falle  //  = 
die  Coordinaten  der  beweglichen  Schnittpunkte  als  Functionea  roi^ 
die  Ausdrücke  (p.  906): 

(4)  ^Xi  =  Wixfi  +  ttf.jya  -(-  Wi%y^  +  {yl)i  j/Q, 

wo  wieder  die  >',  willkürliche  Grossen  sind,  und  0^  ^it  hy  h  ^ 
nale  Functionen  von  Xy  so  dass 

(5)  IJkQ^-  ff\,. 

Aber  der  Grad  der  Function  Q  in  l  ist  jetzt  ein  anderer  »k 
Falle  p  =  \,  £r  ist  nämlich  olfenbar  wieder  gleich  der  Zahl  derit 
Büschel  (2)  enthaltenen  berührenden  Cui-ven^  d.  h.  (nach  p.  ^ 
gleich**) 

2(2  +  />—  l)  =  2/i  +  2. 

Wegen  (5)  werden  dann  die  /,  vom  Grade  n  —  p  —  1  in  ^j  J^oß 
fVik  sind  ja  vom  Grade  2n. 
Setzt  man  also: 

(6)  Ö  =  (A-«,)(A -«,)...  (A-fl.,4,), 
und  sodann: 


*)  Es  liegen   nUmlicb   noch  2  p  —  4  Basif^punkte    des   Bfiacliel«  (1)  is  ^ 
einfacben  Funkten   der  C«.  ~  Für  ^=-2  sind   unter   Benuticung  doM 
von  Cn^i   analoge  Betrachtungen   wie   im    Texte    bei  Cl,  u,  Q.  Ä.  F.  i^TIl 
geben;  vgL  daza  einige  Correctionen  von  C  leb  seh:  Math,  Aimalen,  Bd.  l,  f 
—  Für  beliebige  hyiiereIJiiiti*?che  Cnrven  vgl.  auch  die  auf  p.  720  wi^liii^ 
von  Cremona. 

•*)  Man  bettätigt  die«  wieder  direct  durch  Untersuchung  der  Fuae 
niinanti'  von  /,  jj ,  Xf»  welche  ja  die  Ben*ihruiig»4pnnkte  auf/'^^O 
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y,  =  (A  - 

yjys  (yi  -  ^'i 

1V2)  {y\  - 

fl,),    ya 

Vyj)  • 

• .  (y.  - 

«2)  («3  — 

^V-jy?) 

fR 

Abkürzung: 

.2        "s  -  "i 

ir    ^^                    • 
«3  -  «1 

«r+3-  «2 
(«4  -  «2)  (« 

=  1,2, 

.9«»    . 

...2p- 

-1), 

man   die  Functionen   Wik,  h  als  homogene  Functionen  Wik 
U  (n  —  p  —  1)*®'  Ordnung  in  y, ,  y^  darstellen  und  erhält  so 
X  die  in  den  y  rationalen  Ausdrücke: 

n  tvn'  +  y2  M'iV + ys  Wis  +rn{y  t),y^  y^  y^  (y  1  —  A",  V2)  •  •  •  (y  1 — ^V  -  2  ^2)  • 
aer  ergeben  sich  aus  (7)  und  (8)  die  Relationen: 
y\  —  Vi  =  («1  ■-  0^2)  (A  —  Ö3) 

"r  4-  8        "2 

wegen  (6): 

=»»^  •  ^1^2(^1  —  y2)(yi  —  '^iV2)(yi— V^a)  •  •  •  (^i  -  ^2i»-iV2)- 

?cÄ^«  rfen  y  Äe/^5/  besteht  demnach  wegen  (7)  ^//^  Gleichung: 

(!/i—^'i'^y2)'-(t/i-^p-iy2)=iyi—y2)iy\—^^P''i!/2)'"(y\'-'^^2p-iy2)' 

te  Substitution  (11)  ist  also  unsere  €„  wirklich  auf  die  früher 
ne  und  näher  charakterisirte  Normalform  gebracht  (vgl.  p.  720). 
kt  man  sich  wieder  umgekehrt  die  Gleichung  (13)  gegeben 
dadurch  dargestellte  Cpjf.2  mittelst  der  Formeln  (10)  in  eine 
=  0,  transformirt,  so  müssen  den  durch  das  Verschwinden  der 
rechts  stehenden  Ausdrücke  dargestellten  drei  Curven  n*«^  Ord- 
nmtliche  Schnittpunkte  mit  der  Curve  (13)  bis  auf  n  gemein- 
-,  d.  h.  wenn  ß^^  ß^y  ßz  homogene  Parameter  sind,  so  dürfen 
en  des  Netzes: 

:^iVikYißk  +  m {ßyl')  ^,^2^3(^1  —  ^^iV?)  •  •  •  (yi  —  A*^/> -2^2)  =  ^ 
.3)  gegebene  Curve  (p  +  2)*"  Ordnung  nur  in  n  beweglichen 
treflFen.  Letzteres  bestätigt  man  ebenso  wie  im  Falle  p  =  1. 
Nähe  des  Punktes  yj  =  0,  y^  =  0  nämlich  kann  mau  die 
4)  ersetzen  durch  das  System  von  (n  —  1)  Geraden: 

ißrOt/iyAu}  —  ^iVO-.-  ii/i  -  A/>-2V2)  =  ^^ 

en  p  unabhängig  von   den  ßi  und  gleichzeitig  Tangenten  der 
deren  p- fächern   Punkte   sind.     In   letzterem   haben  also  alle 


n  (p  +  2)  —  np  —  n  =  Ji  . 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (10)  können  n 
Weise  reducirt  werden,  dass  in  ihnen  keine  gemeinsamen 
dungspunkte  auftreten;  und  zwar  in  folgender  Weise.     D 

—  ist  eine  algebraische  Function  von  y^  :  yj  ^^^  2/3  •  ^2^  ^^ 

nalität  nur  durch  die  Gleichung  (13)  bedingt  wird,  und  ' 
Punkten  unendlich  klein,  in  n  anderen  Punkten  unendlich  gi 
fiten  Ordnung  wird,  in  allen  anderen  Punkten  der  Curve  (1 

endlich   bleibt.     Von  den  n  Verschwindungspunkten  der 

sind  dabei  nach  den  Sätzen  über  Schnittpunktsysteme  (ode 
AbeTschen  Theoreme)  p  durch  die  übrigen  n — p  best 
Gleiches  gilt  von  den  n  ünendlichkeitspunkten  jener  Fund 
That  stellen  ja  x[  -=  0,  x.^  =  0  zufolge  unserer  letzten  Be 
Curven  dar,  die  jedenfalls  zu  der  Grundcurve  ^p4.2adjungi 
deren  Ordnung  grösser  als  p  —  1  vorausgesetzt  wurde 
hyperelliptischen  Curven  mit  p  >  2  konnte  ja  ein  Netz 
girten  6^« -3  nicht  zur  Transformation  benutzt  werden,  \ 
Ist  nun  erstens  n  gerade:  n  =  2  m,  so  können  wir  eil 
von  genau  denselben  Eigenschaften  auch  in  der  Form 

darstellen,  wenn  die  //,  9^  homogene  Function  von  t/i,  y^  c 
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m  —  p  dieser  Verschwindungspunkte  mit  2  m  —  p  Verschwindungs- 
rnkten  von  Xj  zusammenfallen  lassen  kann*);  nach  den  Schnittpunkt- 
tzen  müssen  dann  auch  die  übrigen  p  übereinstimmen,  denn  die 
irch  Verschwinden  des  Zählers  obiger  Function  dargestellte  Curve 
renn  man  vermöge  (7)  y,  statt  j/7^  einführt)  ist  ja  zu  der  Grund- 
irve  adjungirt.  Analoges  gilt  für  den  Nenner;  man  kann  daher, 
enn  C  eine  Constante  bedeutet,  setzen: 

^.  ^  ^ A^'^Cvny«)  +  yi  ^"  '^"^^  Cvi. ;/,)  Kk 
ad  ebenso,  unter  C  eine  zweite  Constante  verstanden: 

^«  ^  c'  ^»^"^^^' '  ^'^  +  ^«  ^""'^ "  '^  ^^'  -  y«^  ^^ 

A^^Hy.,  ya)  +  93  ^"-'' - '^  (y, ,  yt)  rP 
>amit  ist  die  erwähnte  Reduction  der  Parameterdarstellung  geleistet. 

Ist  zweitens  n  ungerade:  n  =  2m  +  1,  so  beweist  man  auf  ana- 
)ge  Art  die  Richtigkeit  folgender  Gleichungen  (V=  1?  2): 

^,_^.,  r^'^'  (y. .  y»^  Vui  +  qp/""^^  (yi.  y«)  ^^^^ 
Vs^"'^yi,y,^Ky,  +  W""''^(yi,y.)Ki"  * 
o:  r  =  ^2  (y,  —  y^)  (y,  —  k^'^y^)  .  .  .  (y^  —  k\p^iy^)  . 

ie  so  gewonnen  Resultate  lassen  sich  noch  in  mannigfach  anderer 

'^eise  aussprechen  je  nachdem,  wie  man  die  verschiedenen  Factoreu 

n  Q  auf  die  beiden  Wurzelzeichen  vertheilt.  Allgemein  können  wir 

>  daher  in  folgendem  Satze  zusammenfassen: 

Die  Coordinaten  der  Punkte  einer  hyperelliptischen  Curve  n'*'''  Ord-: 
ng  vom  Geschlechte  p  lassen  sich  als  Functionen  eines  Parameters  z 
r stellen  in  der  Form: 

^)  QXi  =  U') {z)  YM  +  (p,(*)(z)  }/N  , 

>  immer:    k  <\nj    Ä<^/i,    Ä  +  A'  =  n— p—  1,   und  wo  M  von 
r  Ordnung  n  —  2  k,N  von  der  Ordnung  n  —2h  in  z  sein  muss. 

Die  Gleichungen  (16)  kann  man  zunächst  wieder  benutzen,  um 
e  Doppelpunkte  der  C„  zu  bestimmen.     Die  Zahl  der  letzteren  ist 


•)  Schreibt  man  kurz  y  für  y,  :  ^,  und  f(y),(p  (y)  statt  f  (y, ,yt),€p  (y, ,  y,),  indem 
m  gleichzeitig  die  Indices  an  ^  und  qp,  fortlässt,  und  bezeichnet  diese  n  —  ;> 
nkte  durch  y,,  yji  yj»  •  •  •  y„  — «»  »<>  kann  man  den  Zähler  in  der  Form  dar- 
llen  (v  =  2  wi  —  p) : 

y,— ^-yr„  y/'-'^-yT;. ...J/J7»  yr.  yr"'»..-yi.  i 


q>iy)yr'^ 


yr-'^'j/y..  y/'-^'-y^.-.yn.  y.".  y^-'-'-y.»  i 
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gleich    der    Zahl    der   Werthepaare    z^  z\    welche   deD    Gleichüngei 
genügen : 

Bildet  man  hißr^  wie  auf  p*  914,  die  Functionen   Pj  0,  F\  *' 
mit  Hülfe  derselben  die  Gleichungen: 

Fl  ß^  ^tpt  M  =Qiz,  z)  =  Ö, 
r^N'  -  «'^ Jf'  =  Q  (z\  z)  —  0 , 

§o  sind  letztere  für  das  erste   Argument  vom  Grade  ii  —  2  ^  für 
weite  Argument  vom  Grade  2n  —  2  p  —  4;  nnd  durch  Elimiiutii 
von  z'  ergibt  sich  (nach  Absonderung  eines  Factors  Q  (z^  z)  von  d« 
Resultate)  eine  Gleichung  vom  Grade 

{n  —  2f  +  Ain—  p  ~2f  -  ßn  -  2p  ^  (^). 

Von   den   Lösungen  der  letzteren  sind   noch  je  vierfach    zahlen*! 
den   Gleichungen   F^O,   0=^0   zugleich   genügenden   Wertheps« 
z,  z   abzuziehen  j  deren  Zahl  gleich 

(A  -f  Ä-  --  1)  {h  +  Ä'  —  2)  =  (n  —  j»  —  2)  (n  —  /i  —  3) 

gefunden  wird.    Es  bleibt  daher,  wie  es  sein  muss,  eine  Gleichung 
Grade 

(;i_2j^^+4(»— /?  -  2)^  —  (3  w  — 2/?  —  6)  —  4 {m  - /)  ^ 2) {n—p  - 3) 

=  («  — 1)(fi  —2)  — 2  p, 
von  deren  Ifurzebi  je  zu- vi  zu  ehiem  Doppel punAie  gehören, 

Dass  unsere  friihereji  Erörterungen  über  das  Abel 'sehe  TheereiH, 
über  das  Jacobi'sche  und  das  erweiterte  Umkehrproblem*)  und  libfr 
Berührungscurven  hier  ebenso  gültig  bleiben,  daran  braucht  wohl 
nur  kurz  erinnert  zu  werden.  Hervorgehoben  mag  indess  werden, 
dass  für  die  Normalform  (13)  der  hyperelliptischen  Curven,  jede  ad- 
jungirte  C„^s  (d.  i.  hier  ^V-i)  in  ^  —  1  Gerade  durch  den  />- fachen 
Punkt  zerfällt.  — 


{Schliesslich  wollen  wir  noch  kurz  auf  das  Problem  der  Drcitheilmg 
im  Falle  p  =  2  hinweisen,  welches  ausführlich  in  rein  algebraischer 
Weise  behandelt  worden  ist  und  so  zu  interessanten  Fragen  aus  der 
Theorie  der  binären  Formen  geführt  hat.  Die  Gleichung  der  Grund- 
curve  {C^)  sei: 


*)  In  Betreff  der  hyperelliptischen  Integrale  vgl.  das  auf  p.  777  Gesagte,  uii-i 
für  das  Ab  ersehe  Theorem  den  auf  p.  815  erwähnten  Aufsatz  von  Abel.  l>^'^' 
die  Lösung  des  Umkehrproblems  vgl.  die  auf  p.  765  genannten  Arbeiten  von 
W  e  i  e  r  s  t  r  a  s  s ,  N  e  u  m  a  n  n  und  P  r y  ra ;  für  p  =  2  insbesondere  den  auf  p.  ^^ 
genannten  Aufsatz  von  Rosenhain.  Das  erweiterte  Umkehrproblem  für/)  =  2 
ist  oben  (p.  866  ff.)  behandelt;  vgl.  auch  den  dort  erwähnten  Aufsatz  von  BrilL 
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17)  z^q>'-t  =  0, 

fo  (p,  t  homogene  Functionen  bez.  2'*»^  und  3*«^  Ordnung  in  x,  t/ 
ind.  Wir  bezeichnen  durch  s  und  i  die  beiden  Nörmalintegrale  erster 
iattong;  die  oberen  Grenzen  deuten  wir  durch  hinzugefügte  obere 
adices  an;  die  untere  Grenze  wählen  wir  constant;  so  dasS;  wenn 
•  t  gegebene  Grössen  sind,  das  Jacobi'sche  ümkehrproblem  in 
>lgenden  Gleichungen  auftritt: 

£s  sei  nun  v  eine  noch  unbestimmte  homogene  Function  dritter 
Ordnung  in  x,  y\  die  Gleichung 

1«)  zq>  —  V  =  Q 

«llt  dann  eine  Curve  dritter  Ordnung  dar,  welche  ebenfalls  in  o:  ^  0, 
«=  0  einen  Doppelpunkt  hat,  und  zwar  berühren  dessen  Zweige  die 
weige  der  Curve  (17).  Von  den  zwölf  Schnittpunkten  beider  Curven 
llen  daher  sechs  in  den  Doppelpunkt;  die  übrigen  erhält  man  aus 
»  Gleichung  6*«"  Grades: 

9)       v^  —  9^  =  0    oder    v^  —  /"  =  0 ,     wenn    f^E^q>,^, 

eiche  aus  (17)  und  (18)  hervorgeht.  Insbesondere  wollen  wir  aber 
»lohe  Functionen  v  suchen,  dass  die  zugehörigen  Curven  (18)  die  6"^ 
zwei  verschiedenen  Punkten  je  zweipunktig  berühren  (dreipunktig 
hneiden).  Für  diese  muss  die  Gleichung  (19)  zweimal  drei  gleiche 
^urzeln  haben,  es  muss  also  identisch 

0)  v^^f^u^ 

erden,  wenn  u  eine  quadratische  Form  bezeichnet;  oder  —  was  das- 
Ibe  ist  —  die  gegebene  Form  sechster  Ordnung  f  {=  tptlf)  muss  in  die 
7rm  /=  i;'  —  u^  gebracht  werden  können,"^)  Jeder  Art,  die  Function 
in  dieser  Form  darzustellen,  entspricht  eine  der  gesuchten  Berührungs- 
irven,  oder  vielmehr  deren  zwei,  welche  durch  die  Gleichungen 

2:qp  —  t;  «=  0     und     ztp  -\'  v  =^0 
)geben  sind. 

In  transcendenter  Form  wird  dasselbe  Problem  dargestellt  durch 
«  Gleichungen: 

c>  c  und  y  Constanten  bedeuten,  welche  unabhängig  von  den  Con- 

■— # 

*)  Dies  Transfonnationsproblem  wurde  zuerst  von  Cayley  behandelt:  Qua- 
Hy  Journal,  Bd.  9.  Vollständig  und  im  Zusammenhange  mit  der  Dreitheilungs- 
%abe  erledigt  findet  man  dasselbe  bei  Clebsch:  Abhandlungen  der  K.  Gesell- 
tuft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Bd.  U,  1869;  vgl.  die  Noten  dazu  von 
^ioschi:  Annali  di  matematica  Serie  2,  i  VII. 
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stanten  der  Function  v  sind.  Aber  die  Gleichung  (18)  wird  o 
aneh  in  der  hißr  verlangten  Weise  befriedigt  durch  eine  uneig« 
Curve  dritter  Ordnung,  welche  aus  einer  dreifach  zählendeni 
den  Doppolpunkt  gehenden  Geraden  besteht.  Mag  irgend  eine 
dieser  Art  die  gegebene  Curye  in  zwei  Punkten  schneiden^  dei 
Integrale  <!*»,  ß^^\  ^^'J^  z^^  entsprechen;  man  hat  dann  auch: 

oder  endlich,    wenn   Pj  Q  Systeme   zusammengehöriger  Perid 

modnlu  bezeichnen:  , 

,aj  +  sti^  =  <ym  +  öf*>  +  -lP, 

^  ^C)  +  f(ä|  =  7^5»  +  T^^>  +  19, 

was  die  Gleichungen  des  Problems  der  speciellen  Üreitheiluii 
(vgl,  p,  840),  Für  P^O,  (>  ^  0  hat  man  wieder  die  eben 
deutete  uneigentliche  und  zugleich  unbestimmte  Losung,  Es 
noch  3*  —  1  =  80  cigenüiche  Lönmgen  übrig  ^  welche  den  mrsck 
Arfen  enfspredten^  die  Funcimn  f  auf  die  Form  r-  --  u^  zu  brin§ 
Aber  von  diesen  80  Losungen  stehen  immer  zwei  in  solcl 
dehung  äu  einander,  dass  wenn  die  eine  auf  f  führte  die  ande; 
ergibt.  In  der  Tbat^  betrachten  wir  zwei  Lösungen,  für  welc 
Perioden  P,  Q  einander  entgegengesetzt  sind  (sich  nur  dur 
Vorzeichen  unterscheiden),  bezeichnen  wir  die  der  einen  zugel 
Integrale  durch  die  Indiees  1,2,  die  der  andern  durch  3,  4 
nach  (21): 

5(1)  _|_  5(2)  _|_  5(3)  _[_  5(4)  ^  (j(l)  _|_  ^(2)  ^  3  ((j,l)  _i_   (ji:^!^  ^  ^. 
/(l)    _|-  t{2)  _|.  ^(3)   ^  ^(1)  ^   ^(1)   _|_  T-(2I  _  3  (-^(I)    _|.   ^(2V)   _  ., 

Die  Berührungspunkte  der  beiden  benutzten  Berührungscurveu 
also  mit  den  Punkten,  in  welche  eine  durch  den  Doppelpui] 
zogene  Gerade  schneidet,  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  der 
(18).  Aber  letztere  wird  von  der  beliebig  durch  den  Doppi 
gelegten  Geraden  in  vier  Punkten  geschnitten,  besteht  also  i 
und  einem  Kegelschnitte;  dieser  endlich  muss  die  C^  im  Doppel 
noch  in  vier  Punkten  schneiden,  also  in  ihm  selbst  einen  Dopju 
besitzen,  d.  i.  in  zwei  Gerade  zerfallen.  Daher  liegen  die  Berül 
punkte  der  einen  Berührungscurve  mit  denen  der  andern  au 
durch  den  Doppelpunkt  gehenden  Geraden,  und  zwar  so,  da; 
der  Geraden  einen  Berührungspunkt  von  jeder  der  beiden 
dritter  Ordnung  enthält,  denn  andernfalls  müssten  auch  Gleio' 
der  Form  bestehen: 
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Die  Gleichung  v^ — f=0  muss  also  für  beide  Curven  dieselben 
Wurzeln  liefern,  d.  h.  die  entsprechenden  beiden  Functionen  v  können 
ach  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden.*)  Zwei  solche  Lösungen 
ftthren  also  auf  dieselbe  Transformation  von  /*;  und  man  hat  nur  40 
wesentlich  verschiedene  Lösungen.  Die  letzteren  zeigen  nun  weiter 
eine  sehr  merkwürdige  Gruppirung  zu  einander,  wie  sich  einerseits 
aus  der  Theorie  der  binären  Formen,  andererseits  aber  auch  aus  der 
Theorie  der  Theilungsgleichungen  für  p  =  2  ergibt.  **)  Es  ist  hier 
jedoch  nicht  der  Ort,  noch  näher  auf  diese  Untersuchungen  einzu- 
gehen. Wir  begnügen  uns^  nochmals  auf  den  innigen  Zusammenhang 
rein  algebraischer  Fragen  mit  denjenigen  Problemen  hinzuweisen, 
welche  aus  dem  Umkehr-  und  dem  Theilungsprobleme  der  AbeTschen 
Integrale  entspringen,  ein  Zusammenhang,  den  wir  f ür  /?  =  1  schon  bei 
Betrachtung  der  Punktsysteme  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  wieder- 
holt hervorgehoben  und  erläutert  haben  (vgl.  besonders  p.  648  flf.). 


*)  Dies  folgt  übrigens  auch  schon  aus  dem  völlig  symmetrischen  Verhalten  der 
feindcurve  gegen  die  Linie  2  =  0. 

*♦)  Vgl.  Camille  Jordan:  Comptes  rendus,  April  1869. 


Temäre  algebraiselie  Eormen  mit  mebreren  Relheii  von  T« 
liclLeii.  —  Aequlyalente  Systame« 

Als  Gegenstand  unserer  Uötersuehung,  als  Gmndgebilde,  I 
teten  wir  bisher  meist  eine  einzelne  Ciirve,  sei  es,  dms  mt  i 
als  Punkt-  oder  als  Linien  -  Gebilde*  auffassten,  oder  —  algebmi 
reden  —  als  Grundform  nahmen  wir  eine  einzelne  temare  Fa: 
deren  Verschwinden  eben  jene  Cur^e  darstellte;  und  da»  Studii 
Invarianten,  Co  Varianten  und  Zwiscbenformen  dieser  Grundfo 
wies  Bich  als  wesentlich  identisch  mit  dem  Studium  der  projeeti* 
Eigenschaften  jener  Gnindcurve  und  der  aus  ihr  abgeleiteten  G 
Die  Algebra  an  sich  jedoch  muss  sich  die  Aufgahe  stallen ,  am 
Grundformen  zu  untersuchen,  welche  mehrere  Reihen  von  Ve 
liehen,  sowohl  Punktcoordinaten  o:,,  tj,,  ...  als  Liniencoon 
Uiy  Vi,  .  .  .  enthalten,  wie  ersteres  z.  B.  schon  bei  den  Polare) 
Curve  der  Fall  ist;  eine  Forderung,  welche  ihrer  Allgemeinheit 
der  Geometrie  zunächst  ferner  liegen  würde.  Da  ist  es  abe 
wichtig,  dass  das  Studium  dieser  ganz  alUjemeinen  Bildungen 
zurückgeführt  werden  kann  auf  das  Studium  eines  simultanen 
von  Formen,  deren  jede  ?iur  eine  Reihe  von  Punkt-  oder  jiur  eim 
von  Linien-  oder  Je  eine  Reihe  von  Punkt-  und  Linien -Coordinai 
hält  (vgl.  auch  p.  269).  Mit  der  Curve  (als  Punkt-  oder  Tarn 
gebilde)  algebraisch  in  diesem  Sinne  gleichberechtigt  tritt  hk 
das  durch  Nullsetzen  einer  beliebigen  Zwischenform*)  dargesitell 
bilde  auf,  welches  man  als  Connex  bezeichnet,  und  dessen  nähe 
trachtung  nun  auch  von  der  Geometrie  gefordert  werden  nius 
ja  überhaupt  Algebra  und  Geometrie  bestimmt  sind,  sich  in  be 
ger  Wechselwirkung  gegenseitig  anzuregen  und  zu  fördern.  El 
jedoch   auf   die   Connexe    weiter    eingehen,    mögen    die    angede 


*)  Bisher  hatten  wir  dagegen  Zwischenformen  nur  insofern  bcrüiks 
als  dieselben  unter  den  Furictionalinvarianten  einer  Form  mit  einer  K-i 
Veränderlichen  auftreten. 
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betfraiitchen  Theorien  hier  mit  einigen  Worten  erörtert  und  an  Bei- 
fielen  erläutert  werden^    ohne   dasa    es  dabei   in  der  Absicht    liegen 

ilmn,  Vollständigkeit  zu  erreichen, 

I     Zwei  Systeme   von   algebraischen    Formen    wollen   wir   aquwaknt 
Innen,  wenn  sämmtiiche  Fonctionalinvariaaten  des  einen  unter  denen 
b  andern  vorhanden  sind^  und  uragekehrt,  wenn  also  die  Gesaiumt- 
der  zu  bildenden  Functionalinvarianten  für  beide  Systeme  identisch 
;  tmd  dies  wird  immer  und  nur  dann  eintreten,   wenn  alle  Formen 
einen  Systems  simultane  Covarianten  der  Formen   des  andern  Sy- 
BH^  sind,    und   umgekehrt.     Für    ein    gegebenes    System    wird    man 
ler  auf  sehr  mannigfache  Weise  äquivalente  Systeme  finden  können ; 
wird  aber  je  nach  den  für  die  üntei-suchnug  als  massgebend  ge- 
lten GesichtÄpunkten  besonders  passende  Systeme  auswählen.     Für 
iseren  Zweck  ist  besonders  ein  solches  System  von  Wichtigkeit,  wel- 
ie»  wir  als  ^^dm  reducirie  äquivalente  St/s(em**  der  vorliegenden  Formen 
lehnen  wollen,   und  welches  eben  dadurch  ausgezeichnet  ist,   dass 
le  Form    desselben    nur    eine  Reihe    von  Coordinaten    gleicher    Art 
itibälty   wenn  auch  in  der  Grundform  mehrere  Reihen  derselben  Art 
arkommen  sollten*     Hervorgehoben  sei  dabei  sogleich,  dass  jede  Form, 
ukhe  aus  einer  gegebenen  Form  TT  durch  den  invarianten  Proceas: 

PF.  du 


r^TT         ,    ^n         ,    ^TT 


lurch  Polarenbildung,  abgeleitet  wird,  als  Covariante  der  Form  TT 
I  betrachten  ist,  wie  dies  in  der  That  auch  immer  mit  den  Polaren 
iier  Grundcurve  geschah.  Das  äquivalente  System  also  einer  Form 
iit  z.  B.  zwei  Reihen  von  Veränderlichen  (a\,  yi),  welche  Polare 
gend  einer  Ordnung  einer  Form  mit  nur  einer  Reihe  von  Punkt* 
K)rdinaten  ist,  besteht  einfach  ^us  dieser  letzteren  Form  selbst.  Die 
Erliegende  FragestelKmg  wird  daher  erst  von  Interesse  bei  Formen, 
«symbolisch  in  der  Gestalt*): 

i)  /^tfr^V 

itellbar  sind,  ohne  doch  aus  der  Form  fl^'^^x'*  durch  Polarenbildung 
entstehen.     Der  einfachste  Fall  ist  hier  der,  wo  «i  =  n  =  1 ;  dann 
die  Gleichung  a^lj^f  =  0  die   allgemeinste  dualistische  Verwandt- 
dar,   indem  (für  a^.  ^  ö.^a)  jedem   Punkte  t/  eine  Gerade   mit 
ordinaten: 

ordnet  wird*     Nur  für  den  Fall  cc,^  =  or^,  ist  diese  Verwandtschaft 
.  mit  der  durch  den  Kegelschnitt  I^l^cca-tiXk  =  0,  d.  i.  Oj^b^  =  0, 


Wie0O  Symbolik  wurde  echon  gelegentlicii  jiüI'  p.  440  W.  bcnnt%t. 


ggg  Stelloiite  Abtheünn^. 

begründeten    PokEreciprociüit;    nur  in    diesem  Falle  also  lit  a^t^  die» 
Polare  der  Form  ^.r^r**) 

Wir  wollen  uns  im  Folgenden  aof  das  eben  angeföhrte  Beispiel 
bescbtäiiken,  d*  h.  anf  den  Fall^  daas  zwei  Reihen  von  Punktcootdinaten 
in  einer  Grundforra  (1)  auftreten,  Ea  wird  dies  hioreicheti;  um  aa 
ihm  dtts  Wesentlicbe  der  betreffenden  Untersuchungen  zu  erirmtem,*^ 
In  diesem  Falle  behaupten  wir,  dass/wr  m  >  n  dm  Sfj&lem  der  Formen: 

(2)    qp^  =  rf^'^ b^%    ^^  ^  a^"*-^b^^-^abti),  , .  .  (p^  =  {ab ii)^a^'^ 

mil  der  Form  /*==  ü^^b/  in  angegebenem  Sinne  äqtämieni  stei.  Die 
Form  f  ist  dann  also  durch  eine  Reihe  von  Formen  eraetzt,  die*  ia- 
sofern  einen  einfacheren  Charakter  zeigen,  ab  nur  eine  unter  ihoM 
von  demselben  Gesammtgrade  wie  /  ist,  dabei  aber  nur  eine  Iteik 
von  Punktcoordinaten  enthält,  die  anderen  Formen  dagegen  sammtlich 
von  niedrigerem  Gesammtgrade  sind,  wenn  man  unt^r  Gesammtgnul 
die  Surarae  der  Grade  in  den  x  und  u  versteht,  also  hier  be?,,  ät 
Zahlen : 

m  +  n  —  1  j    m  -\-  n  —  2  j  ,  .  ,  m  . 

Wir  haben  nun  zu  zeigen^  dass  die  qn  Functionalin Varianten 
/sind,  und  dass  umgekehrt  f  eine  simultane  Covariaute  der  <f,  iat 
Ersteres  aber  ist  schon  aus  dem  symbolischen  Bildungsge^eke  der  f» 
•  deutlich;  überdies  sei  erwähnt,  dass  die  pi  aus  f  durch  wiederholte 
Anwendung  eines  invarianten  Processes  ent^stehen  (p.  269).  Es  enUl^ht 
HÜrnlich  9^,,  einfach  iius  f^  indem  man  jc  = //  sc^t^t,  und  in  dorsoltit'fl 
Weise  entstehen  (p^J  gi,,,  .  .  ,  aus  den  folgenden  Bildungen'. 

{m  - 1 )  in  -  t>.;=(m  —  1 }  (ri  —  l )  n^/"  -^b/  -^(ab  uf 

II.  s.  f.     Man  hat  dann  also: 

•j  Auf  die  biliaeareii  Formen  ö^A  werden  wir  im  Folgen  den  okbt  mm^- 
komnien*  Ea  sei  duher  liier  bemerkt ^  dties  dieselben  unter  deu  ver^cbiedfUitöi 
tJeakhtsipiiiikteu  näher  nnteryucht  aiDd.  Für  die  algebraiBclie  Theorie  vgl.  bööf- 
ders  die  Autiäützo  von  Krön  eck  er  in  den  Monatssbcriuhten  der  Berliner  AtaieiRi' 
Tom  Jjihre  1874, 

**J  Allgemein  iet  dae  Problem  für  Formen  mit  beliebig  vielen  Tenuidtf- 
liehen  und  mit  beliebig  vielen  Reihen  von  solchen  behandelt  von  CltbEcli  1* 
der  auf  p.  2fii)  erwsihnten  Abbandbiii^,  welche  den  Aiiäfübrungeo  de^  Tcitifc?  -* 
finitide  lie^L  Eiuc  Inhal  taube  rdcht  Aber  dieselbe  tindet  man  auch  in  H*^  _ 
AiiiKib^iK  iJd.  r>,  )i,  427. 
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Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  zu  beweisen ^  dass  auch /*  eine  simul- 
ae  Functionalin Variante  der  9),  ist.  Dies  geschieht,  indem  wir  f 
rect  als  Aggregat  von  Formen  darstellen ,  welche  aus  den  Formen 
\  durch  einen  invarianten  Process  entstehen.  In  letzteren  nämlich 
ttzen  wir  zunächst: 

1/,  =  x^y^  —  ^3^2 ,         t/j  =  0:3^1  —x^y^,        f/3  =  x^ y^  —  x^y^  ; 

h.  wir  bilden  aus  ihnen  die  Formen: 

*2  =  ö*"-^^^'*  -^{P:,by-h^ayy, ...  il,,=  a:,^-"^  (a:,by  —  b^ayY. 
emer  bezeichnen  wir  mit  D  den  invarianten  Polarenprocess : 

nTT     dTi       .an       ,  an         „' 


kum  sind  offenbar  alle  Formen  />*^,-  Functionalinvarianten  der  Por- 
ten fpif  und  wir  behaupten ,  dass  sich  immer  die  Form  /*=  a^^'^by''  in 
!r  Gestalt  darstellen  lasse: 

»  die  «,-  mn  numerische,  eindeutig  bestimmte  Zahlenfactoren  bedeuten. 

Für  die  Bestimmung  der  Coefficienten  «/  ergeben  sich  in  der  That 
irch  Vergleichung  beider  Seiten  von  (4)  nur  lineare  Gleichungen, 
td  zwar  gerade  in  der  erforderlichen  Anzahl.  'Sei  z.  B.  m  =  3, 
«s  2y  also: 

f=aj'by\ 
d  ferner  zur  Abkürzung: 

r  =  ajayba:by ,        /"'  =  a^Oy^bJ^ , 
wird: 

z>Vo  =  2/'+i2r  +  6r 

^^,  =  f+    r-2r 

v^2=  /•-  2/"+  r. 

)  Gleidiung  (4)  geht  daher  über  in: 

-(2«o  +  «i  +  «2)/'+(12«o  +  «i-2«2)/'  +  (6«o-2ir,+a2)r; 
1  also  hat  man  für  die  a,-  die  Gleichungen: 

2  «0  +      «i  +      «2=1; 

12  «0  +     «1  —  2  «2  =  0 , 

6  «Q  —  2  a,  +"     «2  =  ^^ ; 
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und  hieraus  durch  Auflösung: 

(6)  ^u=iVf        «i  =  |j        '^?  =  i> 

so  dass: 

In  gleicher  Weise  sind  im  allgemeinen  Falle  die  Glieder  i 
ten  Seite  lineare  "Functiotieii  der  n  +  I  Formen : 

m  dass  ans  (4):  ^k 

wo  nun  die  ßi  lineare  Combinationen  der  Ui  sind,  und  für  lett 

üleichuugen  bestehen  müssen: 

/*«  =  !,        /J|=0,        ^3,^0,..,^,=  CK 

Wir  hahen  nur  noch  sin  zeigen  ^  dass  diese  letzteren  Gleichungei 
ein  hesiimmtes  Werthsystem  der  er,-  ergehen*  Nun  niuss  die  für 
tische  Gleich  img  (4)  identisch  erfflUt  bleiben  ^  wenn  man  setzt 

und  Ewar  unabhängig  Ton  A;  d,  h,  es  müssen  dann  die  CoeS 
gleicher  Potenzen  YOn  A  auf  beiden  Seiten  von  (4)  einander 
aein,     Durch  diese  Substitution  geht  aber 

if^i  über  in  A  {a,^bz  —  üzh^)  «x"' ~ ^ ^x** ~ ^     und 
allgemein     i^,     „       „   ^' {ci^bz  —  a^h)' (J:r'^~'l^x'~' - 

Setzen  wir  also  in  der  so  resultirenden  Gleichung  A  =  0,  so  e 
wir  eine  Gleichung,  in  der  nur  «,)  vorkommt,  wodurch  diej 
vollkommen  bestimmt  ist.  In  dem  Coefficienten  von  A  auf  der 
Seite  kommen  neben  Gliedern,  die  aus  D^ipQ  entstehen,  nur 
vor,  welche  von  D'^~^-4jx  herrühren;  in  ihm  kommt  also  nur  c,j 
vor,  wodurch  auch  «j  bestimmt  ist,  u.  s.  f.  In  dem  Coefficienten 
endlich  kommt  neben  den  jetzt  schon  bekannten  Zahlen  a^,  «i,  •  • 
nur  noch  ccy  vor.  Es  sind  also  wirklich  alle  a,  successive 
rechnen,  wodurch  das  Bestehen  der  Gleichung  (4)  eriviesai  ist*) 
Führen  wir  diese  Rechnung  noch  an  uuserm  Beispiele,  d. 
die  Form  /-=  a^by"^,  durch.     Bedienen  wir  uns  der  Abkürzung 


*)  Die  wirkliche  Beßtimmiing  der  Zahlen  a  geschieht  im  Allgemeinen, 
man  von  den  entsprechenden  Reihenentwicklungen  für  binäre  Formen  i 
wie  dieselben  von  Gordan  (Math.  Annalen,  Bd.  3)  und  Clebsch  (Ihn 
binären  Formen  §.  8)  aufgestellt  sind.  Vgl.  Clebsch  a.  a.  0.  und  d 
Matli.  Annaion,  Bd.  r»,  ]).  10). 
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o  also  die  Indices  anzeigen  sollen,  wie  viele  symbolische  Factoren 
\g,  b^  durch  Factoren  a-,  ö.  zu  ersetzen  sind,  so  erhalten  wir  durch 
le  Substitution  y  =  x  -j-  Xz: 

f  =  aj  (f,^  +  kb.f  =  U  +  2  Ai  ^  +  Ao2 ^^ 

r=  a^bj  (a,  +  Xa.y  =  fm  +  2/-,, A  +  /\,P . 

wird  femer  auf  der  linken  Seite  von  (4): 

r  =  r^,    +2Xf,,  +xv,2 

nd  wegen  (5)  auf  der  rechten  Seite: 
ßH',  =  20/,„  +  l  (16/-0,  +  24/',o)  +  A'(2/-„,  +  12/-„  +  6/-„) 
*^,=  A(3/„    -3/,«)    +A'(/;,    +/•„       -2/,,) 

^a=  -IHA.    -2/-„   +/-J..). 

Ss  ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen: 

1  =  20«, 

t/».  =  (16  «p  ■+  3  «,)  /;,  +  (24  «a  -  3  «i)  /•„ 

/„  =  (2«„+«i  +  «i)/'«,+(12«„+a,-2aj)/'„  +  (6o„-2a,+a,)/jo; 
md  also  für  die  «,-: 

1  =  20«„,        2=16a„  +  3ß,,        1  =  2«,  +  «,  +  «,, 

I~      IU8  man  wieder  die  Werthe  (6)  findet. 
;Aus  dem  Gesagten  wird  man    leicht   übersehen,    wie    man    beim 
lareten   von  mehreren  Reihen   Punktcoordinaten   oder  beim  gleich- 
gen  Aut^treten  von  Liniencoordiuaten   in  der  Grundform  f  zu  ver- 
ehren hat.     Es  soll   auch  dies  nur  an  einem  Beispiele  erläutert  wer- 
$Fir  suchen  das  reducirie  äquivalente  System  der  Fonn: 

/=aJb,Ha\ 

*lche  zwei  Reihen  Punkt  -  und  eine  Reihe  Liniencoordinaten  enthält 
^ir  verfahren  zunächst  w^ie  bei  der  Form  (1),  indem  wir  nur  die  x 
d  tj  berücksichtigen;  an  Stelle  der  Formen  (2)  treten  dann,  wenn 
V  für  den  dort  gebrauchten  Buchstaben  u  schreiben,  die  folgenden: 

)     9?o  =  «f.r'Mwa'^,       ^>x  =  a^b^  (abv)  Ua^,       p^  =  {abv^Ua^ , 

Von  diesen  Formen  gehört  die  er&te  schon  dem  redueirten  Systeme 
'^  /"  an.  Die  letzte  enthält  zwei  Reihen  Liniencoordinaten  {u  und  v) 
^  ist  daher  in  derselben  Weise  weiter  zu  behandeln,  wie  die  Form 

nur  dualistisch  entsprechend.     Die   Form  qp-j  ist  also  äquivalent 

dem  Systeme  folgender  Formen: 


92t  =  ii^^92%^')        9) 


&9 


I 
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wenn  mit  Q^  der  mvariante  Process: 
(9)  n.rn=  (^^^^-^ — ^j~j  x^  +(^Vä^  ^ ^^^^J  ^2  +  {b^^Jh~^ 
bezeichnet  wird.     Nun  ist  aber: 

Das  reducirte  äquiTalente  System  der  Form  ^^  besteht  daiier  m 

Bildungen :  ■ 

(10)  fp^Q  =  (abuyUa\  9Jj^=(fl,£»„— ö^a„)(ür&w)ifs,  92a=C«jr6a— *. 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  Form  9?^  zu  behandeln»  Dieselb 
traehtea  wir  zunächst  als  nur  von  tt  und  v  abhängig,  wenden  als 
sie  wieder  den  durch  (9)  definirteu  Process  Q^,^  an,  indem  wir  nn 
der  rechten  Seite  von  (9)  t/^  statt  Xi  schreiben.     Danti  mrd  qp,  zun 

äquivalent  mit: 

.    (11)     ^1^  ^  (abu)  a^KtiJ    und    \  %fPi  =^  {^m^o  —  ^ab^  ^^Ku^ 

Letztere  Form  enthält  noch  zwei  Reihen  Punkt-  und  eine  Reihe  Li 
coordinaten  5  ihr  reducirtes  äquivalentes  System  ist  daher  wieder  w: 
die  Form  (7)  zu  bilden.  Lassen  wir  also  die  w  unberöcksichtigi 
erhalten  wir  die  Formen;  r 

1 

(12)  9i,  =  [a^^ha  —  aaK)  a^b^Ua ,    9«  =  —  Ö»  U  ^99i)y 

wenn  Q/  den  zu  Q^  dualistischen  Process  bedeutet,  d.  h.  durcl 
definirt  ist,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  x  statt  ?/,  y  statt  v 
V  statt  X  schreibt.     Es  ist  also: 

=  —  [buUa  (bav)  üjc  —  aaUa  {abv)  b^]  =  (abv)  {a^^ba  +  ^al>s 

Die  Formen  ^j,,  g),^  stehen  dann  zu  Q^g^t  in  derselben  Beziel 
wie  die  Formen  (8)  zu  (7).  Es  enthält  aber  die  Form  qp,.»  w 
zwei  Reihen  Liniencoordinaten ;  sie  ist  daher  äquivalent  mit 
Formen: 

(13)  9i./  =  (abu)  Va  («r^cr  +  fictb:r)     und     Qy(Pi2y 
wo  nun: 

(14)  Qy(p^^  =  {üyba  —  byüa)  {a^ba  +  ««M  • 

Diese  Form  aber  enthält  wieder  zwei  Reihen  Punktcoordinat^n, 
also  äquivalent  mit  den  Formen: 

(15)  912"  =  K' V  —  aan>,') ,  g),;"  =  -  i  Q;  {%9x2)  =  (^'^''^^^ 
Das  reducirte  äquivalente  System   der  Form  (7)  würde  daher 

nächst  durch  die  neun  Formen  g)^,  g),o,  (pwi  <Pi2,  ^\2)  ^u  j  ^i^^ 
9ri  gegeben  sein,  welche  bez.  in  den  Gleichungen  (8),  (11),  (12).  ( 
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i),  (10)  definirt  sind.     Aber  von  diesen  Formen  sind  noch  zwei  aber- 
ssig,  insofern  dieselben   durch  einen  invarianten   Process   aus    den 
»ligen   sechs   Formen    entstehen.     Dies  liegt  daran,    dass  die  Form 
^{ahv)axbxUa^  der  Differentialgleichung*) 

6)  d9,,^^  +  ^^_L+-^=0 

entisch  genügt,  wie  man  leicht  verificirt,  und  dass  das  reducirte 
malente  System  einer  Form  dieser  Art  überhaupt  immer  eine  geringere 
xU  von  Bildungen  umfasstj  als  das  einer  der  Differentialgleichung 
6)  nicht  genOgenden  Form. 

Letztere  Behauptung  ist  in  der  That  leicht  allgemein  zu  erweisen ; 

soll  dies  jedoch  hier  nur  für  vorliegendes  Beispiel  geschehen. 
&en  wir  zur  Abkürzung: 

g>,  =  {abv)  a^hxUa^  =  r^u^Vty 
wird:  i*9>i  =  r*w<j^rjp . 

r  Umstand  also,  dass  g>j  der  Gleichung  (16)  genügt,  kann  da- 
rch  ausgesprochen  werden,  dass  alle  mit  dem  symbolischen  Factor 
behafteten,  aus  ^i  ableitbaren,  invarianten  Bildungen  identisch  ver- 
iwinden.  Für  das  reducirte  äquivalente  System  von  9),  würden  wir 
m  bei  dieser  Bezeichnungsweise  zunächst  die  Formen  haben: 

>io  «=  r^Ua^Ut ,     SPii  =  (<^^^)  ^or^t'a ,     91/  =  2  (w^r^  —  r^u^  r^-Uay 

9\2   =  2  ipxx)  r^ra ,.    SP12'"  =  i^t^o  —  Uar^)  ra  . 
wir  aber  die  Glieder,  welche  den  symbolischen  Factor  r^  enthalten, 
{lassen  dürfen,  so  wird: 

^"  ^  ioxidui    '   dxfduf   '   dxidu^) 

labhäDgig  von  der  Identität  dq>i  =s  0  ist  überdies 

9)12"  ~  2  {ötx)  r^ra  =  dq>u  • 

erdurch  sind  aber  die  Formen  gjjj',  9>i2'";  ^w  ^^  Functionalinva- 
aten  bez.  der  Formen  q)^^,  q>^^  charakterisirt  und  daher  in  dem 
t  (p^  äquivalenten  Systeme  auszulassen.  Das  letztere  besteht  also 
B  den  zwei  Formen: 

0  9>io  =  rJua'Ut ,     g>i,  =  {ötx)  rJ^Ua . 

Ebenso  gilt  allgemein  der  Satz,  dass  das  reducirte  äquivalente  Sy- 
m  einer  Form  q>  mit  zwei  Reihen  gleichartiger  (cogredienter)  Coordi- 

^  Dass  der  Procefis  dtp  m  der  That  invariant  ist,  erkennt  man  sofort  an  der 
iboliachen  Darstellung  des  durch  ihn  erhaltenen  Besultats;  vgL  auch  p.  548. 
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natvn    und  mit   einer  Reifte    zu    ihnen    vngleiehnrtifjer  (cfjntrüfp-eäientA 
CöordinaleHf   welche  det^  Gietchung  (16),  d,  u  Stp^^O^  genügt^  gehUd 
Wfrdj   indem    man    nur    in    Bezug    auf  die  beiden  glcichariigen  Heik 
reducirt  und  in   dem   so  entstandenen   Systeme  die  vorkommenden  gleich 
ar/igen  Reihai  (dei-  conlrngredienten  Variabetn)  einander  gleich  setzt,    bl 
iler  That   entstellt  ja  g?,,    direct  aus    der    Form  ^Qy^i,    wenn  manj 
iu  letzterer  x  ^^  1/  setzt* 

Ras  reducirte  äquivalente  System  der  Form  (7),  /^  aJb,^Um^t  ^\ 
steht  also  schliesslich  aus  den  sechs  Formen: 


i       aj'bju^^    (abufuj^,     (abu) 
\iO:,ba  —  KüaY* f     {übu)  a^^h^^u^^ ^ 


(a^ba  —  b^a^)  a^b^Ua, 

von  denen  die  mit  einem  Sterne  bezeichneten  Formen  dadurch  ausgez^  \ 
net  sind,  dass  sie  der  Diff'et^entialgleichung  (16)  genügen. 

Man  kann   aber  die  Reduction,    welche    in    der   Einführuog  ifi 

reducirten  Systems  liegt,  noch  einen  Schritt  weiter  führen.  E«  ist 
niimlieh  üiüglicli ,  jede  Form  des  reducirten  Systems  auf  eine  ÄuiiiU 
weiterer  Formen  zurückzufiibren,  von  denen  jede  die  Gleichung: 


-j^ 1 


0 


befriedigt.*)     Es  folgt  daraus  dann,  dass  man  sich  in  der  Theorie  irr 
terniiren  algebraischen   Formen   (insofern  es  auf  Aufstellung  voUstiih  [ 
diger  Systeme  ankommt)   auf  die    Untersuchung  solcher  Formen  b^l 
schränken  darf,  welche  aus  jeder  Klasse  von  Veränderlichen  nur  ein«  j 
lieilie  *?uthalten  und  ausserdem  der  Gleichung  (16)  genügen.    Ein  Sj 
der   letzteren  Art   wollen    wir  ein   eigentlich  reducirtes  nennen, 
solches  ist  z*  B*  für  die  Form  (1)  schon  durch  die  in  (2)  aurtrei 
Formen  (p  gegeben,  wovon   man  sich  leicht  überzeugt     Die  Kofi 
(18)  dagegen  bilden  noch  nicht  ein  eigentlich  reducirtes  System. 
Es  entsteht  hier  femer  die  Frage  ^   in  wie  weit^   wenn  mi 
Coefficienten   der  Oruudform  f  als  von  einander  unabhängig  ro 
setzt,    aucli    die   CoeFticienten    der   Formen   des  eigentlich   redu 
Systems  von  einander  unabhängig  seien^  abgesehen  natürlich  fou  I 
durch    (16)  gegebenen   linearen   Relationen;    und  da  zeigt  sich, 
diese   Coefficienten   in   der  That  übrigens  von   einander  unabhängig  i 

*)  Dass  jede  Zwi&chenform  6  in  eine  Beihe  der  Form; 

9  =  [B]  +  a,  u^  [0J  +  «,«r/  [G,]  +  ... 
entwickelt  werden  kann,  wo  alle  [6J  jener  partiellen  Diu erentialgleidi 
gfen,  zeigte  zuerat  Gordanr  Ueber  Combinaöt6n,  Math.  Aiinalea,  B<i,  &,  i 
—  DießC  Reihenentwicklung  ist  besonder«  nütsslich,  wenn  es  gilt»  von  ein« 
gebenen  Ausdrncke  einen  Factor  w^.^  abzusondem;  sie  gibt  daffirein« 
Methode,  denn  man  braucht  dann  nur  die  Formen  I9;i1,  [0^  »  j)  ,  . .  tu  1 
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M  temären  Formen  ist  also  die  Theorie  einer  Form  /  mit  beliebig 
den  Reihen  von  Punkt-  und  Liniencoordinaten  nicht  nur  individuell^ 
mdem  auch  generell  durch  die  eines  mit  entsprechenden  Ordnungszahlen, 
Wigens  beliebig  gebildeten  simultanen  Systems  ersetzbar,  dessen  Formen 
immtlich  höchstens  nur  eine  Reihe  x  und  eine  Reihe  u  enthalten 
md  die  Gleichung  (16)  befriedigen.  Insbesondere  ist  aber  ein  solches 
Sjstmn  für  jeden  Fall  durch  das  eigentlich  reducirte  System  auf  oben 
ingedeutetem  Wege  zu  erhalten.  — 

Fassen  wir  nun  gleichzeitig  die  obigen,  an  dem  Beispiele  erläu- 
terten Schritte  zusammen,  so  geschieht  die  Bildung  des  eigentlich 
!€dacirten  Systems  auf  folgende  Art. 

1.  Enthält  f  eine  Reihe  von  x  und  eine  Reihe  von  t/,  so  bildet 
San  die  Formen: 


tid  bestimmt  die  Zahlen  a,  /)  .  .  .  so,  dass  die  Formen 
9=    f+au.Sf    J^ßuJdV+... 
9i  =  df+  a'u^d'^f+puJdH+  .  .  . 

mmtlich  der  Gleichung  (16)  genügen.  Die  or,  /),  .  •  .  sind  hierdurch 
»Big  und  eindeutig  bestimmt,  wie  hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden 
n  (vgl.  Gordan  a.  a.  0.).  Die  Formen  9>  bilden  das  eigentlich 
dncirte  System. 

2.  Enthält  /  nur  zwei  gleichartige  Reihen,  etwa  x  und  y,  so  kann 
m  symbolisch  setzen:  f  =  aj^hy''.  Die  Formen  des  eigentlich 
Sncirten  Systems  sind  dann: 

3.  Enthält  f  mehr  als  zwei  Reihen,  so  sind  unter  diesen  minde- 
ms  zwei  gleichartig.  In  Bezug  auf  diese  ersetzt  man  f  durch  die- 
Iben  Formen  wie  unter  2.  Die  so  entstandenen  Formen  behandelt 
in  in  gleicher  Weise  bezüglich  irgend  zweier  in  ihnen  auftretenden 
eichartigen  Reihen  weiter  und  gelangt  so  schliesslich  zu  einem 
pntlich  reducirten  Systeme.  Aus  letzterem  fallen  nur  verschiedene 
Ntmen  fort^  weil  die  Formen  9>  unter  2.  schon  die  besondere  Eigen- 
liaft  haben,  der  Gleichung  (16)  in  Bezug  auf  die  Reihen  x^  u  zu 
Bfigen.  Die  Fortsetzung  der  hier  zu  leistenden  Operationen  führt 
der  auf  die  folgende  Aufgabe,  durch  deren  Lösung  Alles  erledigt 
:     Eine  Farm  f  enlhäli  drei  Heiken  x,  y,  u  und  genügt  in  Bezvg  avf 
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X  und  u  der  Ckkhung  (16).-  man  soll  dm  eigentlich  reducirU 
von  f  angeben,  Zn  dem  Zwecke  wird  man  sich  erst  wieder  ds 
cirte  Syatem  nach  dem  oben  mitgetheilten  und  an  einem  Bei 
erläuterten  Satze  (p.  931  f.)  bilden  und  mit  denjeeigen  Formen, 
dem  eigentlich  reducirten  Systeme  nicht  schon  angehören,  na 
unter  1.  Gesagten  verfahren. 

Für  unser  Beispiel   also  haben  wir  aus  dem  Systeme  (li 
die  Formen  g^^,  ^j^,  ^Dj,: 

g?a  =  ff/^^- Ua  ,     ^^^y^  {abu)  üT^&j, uj^ ,     9\\  =  (^.r ba  —  b^ a«)i 

auf  Formen  des  eigentlich  redacirien  Bystema  zuriicksuführeD 
ginnen  wir  mit  der  Form  9^,  Nach  Obigem  haben  wir  dann  %\ 
KU  biklenr 

\^^,^   =  (t^^b^rUa{(tub.r -{-h^a^) 

\  d^tp^^  =  ajby  +  bjuj  +  4  aJi„Q^b^, 

liline  nochmalige  Anwendung  des  J-Processea  wurde  d^gj^E^O  ei 
Ferner  haben  wir  in  den  Formen 

Mu  =  ^i)  +  «W4rdqp,  +  ßujd''^^ 

( l^)  [9'*]  i  =  ^  9^0  +  «'  ^^^  *  % 

die  Zahlen  a,  ß,  a  so  zu  bestimmen,  dass  8  [9?o]o  =  ^  ^^^  ^  f^'oi 
die  Bedingung  d  [^^\l  =  0  ist  ja  schon  erfüllt.     Nun  ist  aber: 

(20)  d  [(Pol,  =  Örp,  +  ad  {H,.d<p,)  +  ßd  {ujö-^cp,)  , 

inul  man  hat  allgemein  für  i^  =  /V'?/,,"  in  Kücksicht  darauf 
Ö  ir^.  =  3  ist : 

I  IIZ    1 

Die  rechts  stehende  Summe  ist  aber  nach  dem  Euler 'scheu  The 
gleich 

Es  wird  also: 

(21)  ö{ilj  .  2/./')  =  ?/./'  tf  i^'  +  //  (m  +  n  +  3)  w./'  -  1  ^' . 
Die  Uleichung  d  (^„lo  =  ^  S^^^  dalier  wegen  (20)  über  in 

0  =  ^^^^  (1  +  7  a)  +  ?/,-(5>,^  («  +  10  /]) . 

Diese  Bedingung  soll  unabhängig  von  den  u  und  x  erlÜllt  j>t'iu 
besondere  also  auch  für  ?/.,.  =  i>,   und  somit  ergibt  sich: 


*)  K.s  war  dort  (p,  DoH  nur  //,  i-,  x  statt  .r,  .y,  ?/  genommen. 
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«  =  — +>     ß^^, 
id: 

12)  [9olo  =  g>o  —  +  w,*9>o  +  tV  Wx^*^9>o  • 

ur  Bestimmung  von  [g>o]i  findet  man  in  gleicher  Weise  mittelst  (21) 

ie  Relation: 

0  =  ö^(Pq  (1  +  5 «') ;     also:     a  =  —  ^ ,    und: 
23)  [sPoli  =  *9>o  —  i  Wa:*^9>0  • 

Das  eigentlich  reducirte  System  der  Form  g?Q  besteht  also  aus  den 
Irei  Formen  (22),  (23)  und  d'(p^. 

Ebenso  findet  man  für  das  eigentlich   reducirte  System  von  g>,Q 
ie  Bildungen: 

o:  dtp^Q  =  2  (a&w)  (0«^»^  +  Z»„fl,)  w«  =  2  9)12', 

8  treten  hier  also  wieder  die  Formen  q)^^  "^^  9^12"  ^^;  welche  wir 
Qher  aus  dem  nicht  eigentlich  reducirten  Systeme  ausschliessen 
ussten.  Das  eigentlich  reducirte  System  von  gp^  endlich  besteht  aus 
jn  Formen: 

Das  eigentlich  reducirte  System  der  Form  f  =^  a^^hy^Uc?  ist 
\heT  scUiesslich  durch  folgende  elf  Bildungen  gegeben 

0  Wi  =  *9>o  —  iWord^SPo 

0  W?  =  *^9>0  wo:       9)0  =  «x^Ä^or^Wa^ 

0  92o=(«*^)^«'«^  5)9)2i=(är*M)(«^a— M«)Wa.  6) g>22=(«^«— ^* ö«)^ ; 
')  [9io]o  =  9>io  —  iw**9Pio  +  uV^'x^^^^Pio 

')  [fPloll  =  *<PlO  —  i  W:r*^9>10 

0  [9lo]2  =  *'9>I0  wo-       TlO  =  («^«')  «a:^*Wa*; 

^)  [Viili  =  *9ii »  wo:     9,1  =  (a^fta  —  bjcaa)a^b^Ua . 

^e  dieser  Formen  ist  von  gleichem  oder  niedrigerem  Gesammtgrade 
^ß  die  Form  /*,  und  jede  von  ihnen  genügt  der  partiellen  Differential- 
l^chung  (16).  Nach  der  obigen  Bemerkung  über  die  Willkürlich- 
^it  der  Goefficienten  dieser  Formen  Ist  aber  auch  umgekehrt  die  Theorie 
'äffend  eines  simultanen  Systems  von  elf  Zwischenformen^  deren  Ord- 
^gS'  und  blassen -Zahlen  bez.  mit  denen  der  hier  angeschriebenen  elf 
^mien  übereinstimmen  ^    und   welche   sämmtlich  die  Gleichung  (16)  be- 


18t  üer  /jwecK  der  loigenaen  i^ronerungen ;   aui    eme 

Theurie  derselben  müssen  wir  natCirlich  noch  verzichten, 
gleich  hervorgehoben,  dass  wir  zuiiiichst  ganz  allgemei 
/*  =^  ö-r** t/tf"  ^  0  befrachten  wollen,  ohne  darauf  Rücksicht 

dass  dieselben  noch  auf  „Nornmlconiiexe",  d,  i,  solche,  fQ] 
Gleichung  (16)   erfüllt   ist^    zurückgeführt   werden   könne 
uns  eben  noch  die  Möglichkeit,   der  erwähnten  Gleichun 
metrisch  direct  verwerthbaren  Inhalt  abzugewinnen* 

IL    Coimexe*  —  Coincidenzen.  —  Carvenpaara^ 

Das  Gebilde,   um  dessen  Untersuchong   es  sich  nun 
wird  durch  eine  algebraische  Gleichung  gegeben,  welche 
naten  eines  beweglichen   Punktes  {x)  und  einer  beweglic 
(y)  je  in  homogener  Weise   enthalt,   d.  h.  durch   eine   G 
Form 
(1)  r{x,u)  =  a^^Ua'*-=0, 

wenn  in  ihr  die  av  zur  r;/'*",  die  u,  zur  fi*'-"  Dimension 
Wir  bezeichnen  dieses  Gebilde  als  Conttcx  m*'  Ordnung  un 
oder  kürzer  als  Conncx  {m^  n). 

Einem  solchen  kommt  eine  eigentliche  geometrische  ^ 
mehr  zuj  vielmehr  kann  man  zu  jeder  Linie  u  der  Ebf 
endlich  viele  Punkte  x  und  zu  jedem  Punkte  x  noch  ob 
Linien  n  finden,  welche  der  Gleichung  der  Connexes  gen 
Geraden  u  entsjjrechen  im  Allgemeinen  vermöge  (l)  uc 
F'unkte  x,  welche  eine  Curve  Ci  der  iw'*"^  Ordnung  bi 
Punkte  X  unendlich   viele  Geraden  u,  welche  eine  Curv" 
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Dien  u  gebildeten  Strahibüschels  (Curve  1"'^  Klasse)  und  jeder  Ge- 
den  it  entspricht  wieder  eine  Gerade  v  (Curve  l""^  Ordnung)*  In 
IT  That  gibt  ja  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

/'(Xj  u)  —  a^H,,  __  i:2:ßif,XiHK  =  0 
It  eine  besondere  Darstellung  der  allgemeinen  Colhueation;  denn  für 
Coordinaten  des  zu  x  gehörenden  Punktes  y  tindet  man: 

kid  für  die  Coordinaten  der  zu  u  gehörenden  Geraden  vi 
ovi  =  ßnUi  +  ßiiU2  +  ßnth  . 

Da  hier  Punkt  und  Gerade  immer  zusammen  auftreten»  lat  ea  zur 
ißfaclieren  Auffassung  dieser  Verhältnisse  zweekniässig,  weder  den 
Ulkt  noch  die  Gerade  an  und  für  sich  als  Grundelenient  der  Ebene 
betrachten;  vielmehr  wollen  wir  ala  ^jEtemetil  {x^  hY^  jede  Combittti' 
i  dfws  Punktes  x  der  Ebene  mit  einer  Geraden  u  derselben  bezeichnen. 
it  Gesammtheit  der  Elemente  (x,  u)  erhält  man  also,  indem  man 
den  der  zweifach  unendlich  vielen  Punkte  x  mit  jeder  der  zweifach 
leudlich  vielen  Geraden  u  combinirt.  Die  gesammien  Eiemenie  bilden 
\aeh  ein  vierfach  itnendliches  Syslem  (erfüllen  eine  MannigfaKigkeit  von 
Dimensionen);  und  die  Ebene  ist  der  Träger  dieser  Mannigfaltig- 
L  Aas  ihr  hebt  die  Gleichung  eines  Counexes  die  ^/rafach  unend- 
Schaar  der  Elemente  heraus,  welche  derselben  genügen.  Das 
ge  kann  man  dann  auch  in  folgender  Form  aussprechen:  Die 
tkie,  tvelche  mit  einer  gegebenen  Geraden  Elemente  eines  Connexes 
n)  biiden,  liegen  auf  einer  Curve  V^  der  m*^"  Ordnung;  die  Geraden^ 
the  mit  einem  gegebenen  Punkte  Elemente  des  Connexes  bilden ^  umhidlen 
Curve  Kh  der  «'*""  fi  lasse.  Säuimtliche  so  entstehenden  Cnrven 
Ulden  ein  doppelt  unendliches  System,  dessen  Parameter  die  Ver- 
der  X(  sind;  ebenso  bilden  die  Cm  ein  doppelt  unendliches 
wensysiemf  welches  die  Verhältnisse  der  Ui  zu  Parametern  hat. 
Nur  in  besonderen  Füllen  kann  es  eintreten,  dass  jeder  Punkt 
£beQe  mit  einer  bestimmten  Geraden  oder  jede  Gerade  mit  einem 
ten  Punkte  der  Ebene  ein  Element  des  Connexes  bildet:  So 
B*  in  dem  Connexe 

Xi <p  (ti)  -j-x^t  (w)  =  0 

oukt  Xj  =0^  x.^  =  0  mit  jeder  Geraden  u  ein  Element.     Solche 

bez.    Gerade  sollen  Fundamental -Prunkte  bez»  -Gerade  genannt 

Dieselben  können  bei  besonderen  Connexen  in  beliebig  grosser 

auftreten;  ja   ihre  Zahl   kann   unendlich  gross  werden.     Dies 

tritt  bei  irreducibeln  Connexen  z*  B.  ein,  wenn  die  Gleichung 

lie  X  oder  u  gar    nicht  enthält     Enthält  sie   die   u  nicht,    so 

D  äie  Gicichung  einer  Curve  in  Punktcoordinaten  vor  sich;  sie  ist 


»nnexelemeni;  jeder  andere  Punkt  der  E 
mit  allen  Tangenten  von  i/^  ^^  0  Elemente  des  Connexe^f 
Die  Geaammtheit  der  Elemente,  welche  in  einer  Eb 
bildet;  wie  schon  erwühnt,  eine  Mannigfaltigkeit  von  vier 
Man  hat  daher  vier  Abstufungen  geometrischer  Gebilde  : 
den,  je  nachdem  1,  2,  3  oder  4  Gleichungen  zwischen  dei 
Xy  ti  dea  Elementes  gegehen  sind;  und  jede  von  diesen 
in  Bezug  auf  die  x  als  auf  die  w  homogen  sein,  um  geomef 
pretation  lahig  zn  werden  (d*  i.  für  sich  einen  Connex 
Durch  vier  Gleichungen  ist  schon  eine  endliche  Zahl 
bestimmt  5  es  tritt  dann  also  nicht  mehr  ein  continuirli 
sondern  eine  Gruppe  discreter  Elemente  auf.  Die  übrigi 
bleiben  zu  betrachten. 

Die  erste  Stufe  ist  durch  den  einzelnen  Connex  selb 
ßte  Gesammthe'it  der  zweifach  unendlich  vielen  KL 
zwei  Cmmexen  gemeinsam  sind ^  nennen  wir  eine  Coi neide 
Fall  aber,  wo  diese^  beiden  Connexen  gemeinsame,  Mai 
reducibel  ist,  soll  auch  jeder  irreducible  Theil  derselbe 
Coincidenz  bezeichnet  werden,  ebenso  wie  unter  Ilau 
irreducible  Theil  des  Durchschnittes  zweier  algebraischen 
standen  wird.  Demnach  ist  analytisch  die  Coincidenz 
weder  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  den  x  und  den 
mehr  als  zwei  Gleichungen,  welche  aber  eine  doppelt  und 
gemeinsamer  Lösungen  gestatten.  Innerhalb  einer  Coin 
zu  jeder  Geraden  im  Allgemeinen  eine  endliche  Anzahl  ( 
ten,  welche  mit  ihr  ein  Element  bilden  können;  eben« 
jedem  Punkte  eine  endliche  Anzahl  (i/)  von  Geraden.    Mm 
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ih  ihr  eüt»prechenden  Cuwen  C  aufsucht  and  deren  gemeinsame 
Schnittpunkte  bestimmt.  So  isl  insbesondere,  wenn  zwei  Connexe  (wi,  n) 
»inrf  (fn  f  ri)  gegeben  sind^  die  beiden  gemeinsame  fim  Allgemeinen  irre- 
tiuciöiej    Coincidenz    von    der    Ordnung   n=mm*    und   von    der    Klnsse 

Die  Coincidenz  deckt  sieb  hiernach  mit  dem  allgemeinsten  Be* 
griffe  der  dualistischen  (im  Allgemeinen  indess  nicht  linearen)  Ver- 
wandtschaft j  d.  h.  einer  solchen,  bei  welcher  in  zwei  auf  einander 
liegenden  ebenen  Systemen  E,  E'  jedem  Punkte  von  K  eine  bestimmte 
Zahl  von  Geraden  in  E\  jeder  Geraden  von  E'  eine  bestimmte  Zahl 
von  Punkten  in  ^  entspricht.  Das  Umgekehrte  ist  dabei  jedoch  im 
Allgemeinen  keineswegs  der  Fall;  den  Punkten  einer  Geraden  in  E 
entsprechen  vielmehr  in  E*  die  Tangenten  einer  Ctirve,  und  um- 
geVehrt  entsprechen  einem  Punkte  in  E*  d,  h.  den  Geraden  des 
durch  ibn  gehenden  Strahlbüöchels,  Punkte  von  E^  welche  eine  Curve 
'x^chreiben.     Durch  zwei  Connexe  (1»  1); 

tix  W.T  "=■  0     und     Qx  Ua  ^=  0 

^ird  z.  B.  eine  Verwandtschaft  gegeben,  vermöge  deren  jedem  Punkte 
^  die  Verbindungslinie  der  beiden  zu  x  gehörenden  Punkte  mit  den 
t'Oordinaten  a^^i  ^md  ftjdi  entspricht,  Dieselbe  wird^  wenn  wir  mit 
^i  die  Coordinaten  dieser  Verbinduogshnie  bezeichnen,  dargestellt  durch 
die  Gleichungen: 

die     M^^crwandtschafl  ist   rdso  qnadrftfisch  j    d.  h.   die   Punkte  ;v   von   E^ 

lifelehe  den   (kirch   einen   festen   Punkt  tj  gehenden  Linien   v  von  E* 

entsprechen,    liegen    auf  oinem   Kegelschnitte,     Nur  wenn  besondere 

H|Äiiigungen   zwischen  den  beiden  Üonnexen  (1,  1)  erfüllt  sind,  wird 

Bfeäntreten  können,,  dass  aus  der  ihnen  gemeinsamen  Coincidenz  die 

^are  reciproke  Verwandtschaft  im   gewöhnliehen  Sinne  hervorgeht; 

tzt-ere  wird  dann  freilich  bei  geeigneter  Walil  der  Connexe  hierdurch 

^  allgemeinster  Weise  erzeugt»  — 

J^ie  Gesammtheit  alter  (einfach  unendlich  vielen)  Elemente,  welche 
^^  Connexen  gemeinsam  sind  —  oder  ein  rational  darstellbarer  Theil 
wi^ir  aolchen  Gesammtheit  —  bildet  ein  Curvenpaar,  Es  sind  ver- 
"Re  der  Gleichungen  dieser  Connexe  im  Allgemeinen  sowohl  die  u 
Btireli  die  x,  als  die  x  durch  die  u  rational  ausdrückbar;,  wahrend  zu- 
gleich durch  Elimination  der  x  eine  Gleichung  zwischen  den  u,  durch 
™iiiination  der  u  eine  Gleichung  zwischen  den  x  erhalten  wird.  Man 
l^at  aUo  eine  Curve  in  Punktcoordinaten  und  eine  Curve  in  Linien- 
coortlijiaten  vor  sich;  und  die  Punkte  der  einen  sind  auf  die  Tangenten 
der  andern  eindeutig  bezogen.  Ordnung  und  Klasse  dieser  Curven, 
^k  man    bez.    als    Ordnung    und   Ktttsse  des  Curvenpaares  bezeichnen 
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jeden   der  drei  fesieii  Punkte  gebt,     Ea  stimmt  dies  mit  der  obigen 
Angabe  über  die  vier  Curven  dritter  Ordnung  überein. 

Üas  nähere  Studium  der  Eigenschaften  eines  Connexes  ö^'^m/öO 
fuhrt  nun  zur  Untersuchung  der  Fonctionalinvarianten,  d*  i.  der  h 
Varianten,  Covarianten,  zugehijrigen  Formen  und  Zwisehcofonseo, 
welche  zu  der  Grundform  a^'^Ui^**  gehären;  die  dabei  auftretenden 
Zwischeuformen  kann  man  dann  immer  nach  den  obigen  Eronerangen 
(p.  932)  durch  sogenannte  NormaUbrmen  ersetzen,  d.  h.  durch  selche 

Formen  ^,   welche  der  Differentialgleichung  2^^-^- ^^  0    genügen. 


Alle  diese  FunctioDalinvarianten  wird  man  wieder  symbolisch  lil^ 
stellen  können;  und  dabei  hat  man  symbolische  Factoren  der  folgen- 
den Typen  zu  unterscheiden  (wenn  «j,"*  Ua**  ^  If^'^  uj*^  ^  c^Uf*  g^ 
setzt  wird): 

a^,  {ahn),  (abc),  a^,  m«,  (ß/3x),  (aßy)' 
Die  Mannigfaltigkeit  der  möglichen  Bildungen  wird  sonach  eine  seif 
grosse;  es  sind  indess  bisher  wenig  allgemeine  Untersuchungen  ÄDg^ 
stellt  Erwähnt  sei  hier  nur  ein  Princip,  welches  deöi  in  der  {'mts^^- 
theorie  benutzten  Oehertragunffsprmcipe  (p.  276)  genau  analog  i«l» 
indem  es  erlaubt,  gewisse  Satze  über  binäre  Formen  mit  zwei  R^ihea 
von  Veränderlichen  unmittelbar  für  ternäre  Connex  -  Bilduügtjn  u 
verwerthen. 

Die  durch  den  Connex  festgelegte   Beziehung  zwiscl- 
und  Geraden  der  Ebene   kann  nämlich  noch  in  anderer  \^ 
fafist  werden.     Betrachten  wir   einen  beliebigen  Punkt,    welcher  dtf 
Durchschnitt  zweier  Geraden  t/>  w  sein  und  daher  mit  (t^,  tv)  bciadi' 
net  werden  mag;   ebenso  sei  eine  Gerade  (y,  z)  die  YerbindungiliÄ 
der  Punkte  y  und  z»     Beide  zusammen  bilden  dann  ein  beliebig  |^ 
wähltes  Element,  welches  im  Allgemeinen  dem  Connexe  nicht  iBjf 
liört.      Vermöge  des  Connexes  {m^  n)    werden   indess  die  Slrahien 
Bmchels  (t;,  w)  den  Punkten  der  Geraden  (y,  z)  zugeordnet:  und: 
ist    die    beiderseitige    Zuordnung*  eine     f^?-n- deutige >     indem  j» 
Punkte  n  Strahlen    (F«),  jedem    Strahle  m  Punkte  {G^  ent5{iit 
Bezeichnet  man  nämlich  einen  Punkt  der  Reihe  mit  x^y  +  x,r,  ciM* 
Strahl    des   Büschels    mit    A,  i' +  A^t^^,    so    findet    för    die 
Connex  «^'"««''^0  einander  zugeordneten  Punkte   und  :^..^^ 
Gleichung  statt: 

welche  von  der  Ordnung  m  für  x^  :  jc^,  von  der  Ordnung  n  fuf  i,-^ 
ist.    Setzen  wir  nun  symbolisch: 


(7) 


Öfy  —  ^1 1       dz  ^^  ^2f       ^<"  — ~       1  f       '^*"  *^2> 
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D  haben  wir  die  doppelt  binäre  Form: 

^0  dann   9  =  0  die  besagte   Beziehung   vermittelt»      Betrachten    wir 

in  dem  gegebenen  Connexe  angehüriges  Element  x,  w,  dessen  Punkt 

f  der  Reihe  (j^,  z)^  dessen  Strahl   u  dem   Büschel    ft»,   w)  angehört, 

ind  stellen  die  Forderung,  dass  die  zu  x  gehörige  f»  (welche  u  ent- 

llt)  eine   binare  Invarianteneigenschaft  besitze,  und  dass  ebenso   G^ 

ie«elbe  Eigenschaft  oder  eine  andere  habe:  dann  resultirt  daraus  eine 

iTsriante  Bedingung  für  den  Strahl  (y,  z)  und  den  Punkt  (v,  w)^  und 

US  aus  beiden  gebiidtie  Element  (f/fZ)^  (f,  w)  gehört  einem  invarianten 

mexe   an.     Die  beregte  Bedingung  wird  zunächst  durch   das  Ver* 

iwinden  einer  Invariante  der  binären  Form  go   dargestellt,   welche 

ich  dann  noch  die  Invarianteneigenschaft  haben  muss,  wenn  die  eine 

ihe  von  Veränderlichen   {%)   einer,   die   andere  (A)   einer  beliebigen 

dem  linearen  Transformation  unterworfen  wird ;   denn  die  zu  jedem 

'Uebigen  Punkte  x  =^  x^y  -{-  x^^z  vermöge  (8)  gehörige  Gruppe  r„  soll 

e  Invarianteneigenschaft  besitzen,  sowie  auch  die  zu  jedem  beliebigen 

le  u  =  X^v-\-l2^v  gehörige  Gruppe   Gm*     Die  hier  in  Betracht 

Miunenden  Invarianten  der  Form  9  sind  daher  von  der  Form: 

D  die  c  Zahleucoefficienten,  die  A^  B,  .  .  .  gleichwerthige  Symbole 
r  einen,  die  A,  B,  .  .  .  solche  der  andern  Art  bedeuten,  diese  beiden 
ässen  von  Symbolen  aber  niemals  vereinigt  auftreten;  Factoren  (.-^A) 
ifen  deshalb  in  /  nicht  vorkommen.     Es  ist  aber  wegen  (7): 

(AB)  =  a^bg  —  Z^ytf.  ^=  {abu) , 

jetzt  u,  =  (j/^)i  gesetzt  wird,  nnd  ebenso  für  x,=  {v%ü)ii 

(AB)  =  VaWß  WaVß  =  (ixßx)  . 

Gleichung  des  gesuchten  covarlantmi  Connexes  findet  man  daher 

/  =  ^cJl  (abu)  •  •  .  n  )aßx) . .  •=  0^) . 

ese  Klasse  covarianter  Connexe  ist  also  ebenso  auf  das  Studium 
Varianten  jener  doppelt  binären  Form  zurückgeführt^  wie  die 
ichung  einer  in   Punktcoordinateu  gegebenen  Curve  auf  das 
der  Discriminante   einer  binären   Form  mit  einer  Reihe  von 
iriinderlichen. 

Wie  von  covarianten  Connexen,  kann  man  auch  von  covarianten 
incidenzen  und  Curvenpaaren  sprechen.     So  erhrdt  man  eine  einem 


*}  Ein   Beispiel   gibt   der  im    folgenden   Abschaitte    betrachtete   conjugirte 
mcx. 


und  Rückkehrpunkte  und  die  zugehörigen  Geraden  ^  so 

im  Systeme  der  Kn  auftretenden   Doppel  -  und  Wendel 
die  zugehörigen  Punkte. 

Weiterhin  mösste  man  dann  auch  Systeme  von  Coö: 
die    simultanen    Functionalin Varianten    solcher    Systeme 
wobei  sich   auch   für   diese  Systeme   eine   Art  Charukteri 
ergeben  würde.*)     Besonders  nämlich  wird  man   auf  diejJ 
nexe  zu  achten  haben  ^  welche  mit  anderen  singulären 
haftet  sind  als  ein  beliebiger  Connex   des   Systems,   wenn 
einem  singulären  Elemente  ein  solches  versteht,  für  wekhes  . 
von  höherem  als  dem  ersten  Grade  verschwindet.     Es 
beachten ,  da^  hier  niclit  nur  einzelne  singulare  Elemei 
können,  sondern  auch  einfach  und  zweifach  unendlich  vi 
von    solchen    mehrfach    zählenden   Elementen,    d.    h, 
Curvenpame   und   mif/ifhlre   Coincidemen   (analog  wie   bei 
im   Räume  nicht  nur    einzelne  Knotenpunkte   sondern    i 
und  vielfache  Curven  vorkommen  können).  —  Derartige 
indess  bisher  nicht  in  Angriff  genommen. 

III,    Der  conjugirte  Connex.  —  Eindeutige  Trans&ri 
eines  Connexes. 

In  der  geschilderten  Weise  kann  mau  einen  besond* 
digen  zu  /  covarianten  Connex  bilden,  der  als  conju{/irlei 
zeichnet  werden  magj  er  ist  in  folgender  Weise  gea 
detiniren. 

Gehen  wir  von  einem  beliebigen  Elemente  y»  i'  d 
so  entsprechen j  wie  oben  ausgeführt  wurde,    vermöge^  / 
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^f  X  von  V  n  Strahlen  durch  y  uüd  jedem  Strahle  u  durch  tj  m 
alrte  von  v  (p.  942),  Die  n  Strahlen  sind  die  Tangenten  von  y  an 
\  zu  X  gehörige  K^^  die  m  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  von  v  mit 
:  zu  M  gehörigen  €^,  Wenn  nun  die  zu  x  gehörige  A'«  durch  y 
llti  so  fallen  von  den  n  Strahlen  zwei  in  die  Tangente  der  K^  im 
nkte  y  üusanimeu;  und  ein  solcher  Doppelstrahl  wird,  da  die  A'«  im 
Igemeinen  weder  Doppel-  noch  Wendetangenten  besitzt,  nicht  an* 
'S  entstehen  können.  Dei*selbe  bildet  mit  x  ein  Element  des  ge- 
Jenen  Connexes  /'=<)  uml  mag  insbesondere  durch  u  bezeichnet 
11,  Ebenso  fallen,  wenn  die  zu  w  gehörige  6'«  die  Gerade  v  berührt, 
1  den  m  auf  v  liegenden  Schnittpunicten  zwei  zusammen.  Dieser 
)pdt  zahlende  Punkt  bildet  mit  n  ein  Element  von  /  ^^  0  und  soll 
besondere  mit  x  bezeichnet  werden.  Ein  jedes  Element  (y,  i;), 
Iches  zu  einem  Elemente  (o?,  u)  von  f  in  dieser  Beziehung  steht, 
£lement  eines  covarianten  Connexes,  den  \vir  dann  ^en  zu  f  con- 
"Hien  nennen.  Ein  Element  y^  v  des  letzteren  ist  also  dadurch  defi- 
iy  dass  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Connex  smvohi  dem  Punkte  y  eine 
^pell  zählende  Gerade  u,  als  der  Geraden  v  ein  doppelt  zählender 
nki  X  entspricht.  Dasselbe  können  wir  auch  in  folgender  Weise  ans- 
ahen: Ist  {x,  m)  ein  Element  von  /^O,  d.  h.  liegt  x  auf  der 
u  gehörigen  €^  und  berührt  n  die  zu  x  gehörige  A'«,  und  ist  y  der 
rührnngspunkt  von  u  mit  dieäer  A'„,  i'  die  Tangente  jener  C,»  in  or, 
Hj^^  t')  ein  Element  des  conjugirten  Connexes.  Und  man  erhalt 
^bizen  conjugirten  Connex ,  indem  man  das  Element  ix^  u)  den 
tSbftn  gegebenen   Conuex   durchwandern   lilsst*     Man   erhält  demnach 

t?   Gleichung   F{y^v)  =  (}  des  conjugirten   Connexes,   wenn   man 
Gleichungen : 
sen  {>,  ö,  Xif  Ui  eliminirt. 
Wie  man  diese  Elimination  im  Anschlüsse  an  die   obigen  sjmibo- 
^fe  Methoden  auf  ein  binäres  Problem  zurückführen  kann,  werden 
^ater  noch  erlliutern.     Es   sei   hier   zunächst  darauf  hingewiesen, 
I  die  ganze  Beziehung  zwischen  den  Elementen  des  gegebenen  zu 
&n  des  conjugirten  Connexes  durchaus  analog  derjenigen  ist,  welche 
ichen    einer    Curve    als    Punktgebilde    und    derselben    Curve    als 
ieogebilde  stattlindet,  und  dass  demgemüss  auch  der  Satz  gilt: 
Der  conjugirle  Connex  des  conjugirten  i$(  wieder  der  ursprüngliche. 
Den   Öeweis   für  dieses  Reciprocitatsverhaltniss  fuhrt  man  in  fol- 

ier  Weise,    Schreiben   wir  in  F  wieder  ^f  ^  für  fu^yi^  ao  muss 

Entstehung  von  F  zufolge  die  so  gebildete  Function  der  x,  u  den 
tar  f  haben;  es  muss  also  die  IdentiUlt  bestehen: 


MT^ 


Siebente  Abtheilung. 


(2) 


M.f, 


wo  M  üliie  gaiv/e  homogene  Function  der  x,  >i  bedeutet     Ist  t 
Kürze  wegen; 

80   (läse   die  p,   q  sich   von   den  ^j  v  nur  um   mibestiiumte  t 
unteriaeheideiij  sp  ist  der  conjugiiie  Connex  von  F  durch  die  Öl 

geu  gegeben: 

(3)  *'^'-a..-^..\ 

^  '  .  BF  __  ^if/  '  ' 


und  man  hat  bei  der  Bildung  der  Differentialquotienten  von  J 
nur  Alles  durch  die  p,  ^  statt  durch  die  .r,  u  ausgedrückt  zri  l 
Üa  f  =  Oj  so  kann  man  für  die  ersten  Gleichungen  (3)  ancii  ^ 


q'z^^M 


0  W^ 


M 


Nun  folgt  ans  den  Gleichungen: 


i 


mdf  ^=  Uqidxi  +  Uxiägt,    ndf=  Epfdut  +  l^Uidpi, 

Da  aber  andererseits  nach  der  Definition  der  />,  ^: 
df  =  HqidXi  -j-  ZpidUi, 


so  folgt: 


mithin : 


{m  -\-  n  —  \)  df  =  ZlXidq,  -{-  Huidp;  ^ 


Xi  =  (;//  +  ;,  —  l)  ^ 


er 


iii 


{m  +  n  -  1) 


cf 
f  P, 


In  (3)   werden   also   die    c,  iv    den  x,  ?/  proportional;  d.  li 
kommt  auf  den  gegebenen  Connex  zurück,  w.  z.  b.  w. 

Wir  wollen  jetzt  die  Ordnung  m'  und  die  Klasse  n  des  conju 
('onnexes  bestimmen.  Zu  dem  Ende  müssen  wir  die  Frage 
Worten,  wie  viele  Punkte  irgend  eine  Gerade  ( ^^^  =  0)  der  Ebei 
beliebig  gegebenem  v  mit  der  zu  v  im  conjugirten  Counexe  gehJ 
Curve  C,n'  gemein  hat;  die  Klasse  n  bestimmt  sich  dann  durc 
dualistisch  entsprechende  Ueberlegung.  Die  gestellte  Frage  liL^ 
algebraisch  in  folgender  Weise  fassen :  Es  soll  die  Zahl  der  ^^ 
Systeme  y,  bestimmt  werden,  welche  gleichzeitig  den  GleicbuDge 


(4) 


f{x,    W)  =  0,       QVi 


r.y 


0 
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genügen,  wo  die  Vi  beliebig  gegeben  sind.  Hier  können  wir  die  Glei- 
chung /"  =  0  offenbar  ersetzen  durch  v^  =  0.  Verstehen  wir  ferner 
unter  y,  z  zwei  Punkte  auf  dem  Strahle  v,  so  dass: 

(5)  Xi  =  xf/i  +  A  Zi ; 

80  haben  wir  statt  der  drei  Gleichungen  QVi  =  w-   die    zwei    von    q 

unabhängigen  Bedingungen : 

(6)  ^yS  =  ^    "°<i    '2;z,Ä  =  o. 

Schliesslich  geben  uns  die  Gleichungen  <yy,  =  ~  zusammen  mit  yy=0 
lie  eine  Gleichung: 

In  (6)  und  (7)  haben  wir  drei  Gleichungen  vor  uns,  welche  nach 
&r  Substitution  (5)  in  x,  A  bez.  vom  Grade  m  —  \,  m  —  1 ,  w  sind, 
i  den  Ui  dagegen  bez.  vom  Grade  n,  w,  n  —  1.  Die  Elimination  der 
aus  diesen  Gleichungen  gibt  ein  Resultat,  dessen  Grad  in  x,  A  die 
rdnung  des  conjugirten  Connexes  ist,  denn  sie  bestimmt  wegen  (5) 
if  V  diejenigen  Punkte  x,  welche  den  Gleichungen  (6),  (7)  und  also 
ich  (4)  genügen.  Die  Ordnung  des  conjugirten  Connexes  wird  daher 
^ich 

tn  =  n  (w  —  1)  (m  ~  1)  +  n  {n  -  1)  (w  —  1)  +  7ihn 
^  =n  {nm  +  2{n  -  l)(w  — 1)} 

•^  analog  die  Klasse  desselben  gleich 
)  n  =m  [nm  +  2{n  —  \){m-  1)) 

>  haben  wir  z.  B.: 

für  m  =  \,  n  =  \ 
„  »1  =  2,  n  =  1 
^^  m  «=  1 ,  w  =  2 
„      w  =  2,     n  =  2 

Ordnung  und  Klasse  des  conjugirten  Connexes  sind  also,  so  lange 
*  gegebene  allgemeiner  Natur  ist,  hoher  als  für  den  ursprünglichen, 
^genommen,  wenn  m  =  n  =  \.  Bildet  man  indess  für  den  conjugirten 
^^öex  wieder  den  conjugirten,  so  muss  sich  die  ursprüngliche  Ord- 
^g  und  Klasse  wieder  ergeben.  Daher  kann  der  conjugirte  Connex 
-ht  ohne  gewisse  Eigenschaften  sein,  welche  hierzu  mitwirken;  und 
I^m  man  diese  aufsucht,  gelangt  man  zum  Begriffe  der  nothwendigen 
^  getvöhnliclien)  Singularitäten  eines  Connexes,  Darunter  verstehen 
*^    diejenigen    Singularitäten,    welche  sich  bei  jedem  Connexe  oder 

CO* 


»l'  =  1, 

n'=l 

»i'  =  2, 

n'  =  4 

ot'  =  4. 

n'  =  2 

ni  =  12, 

n'  =  12. 
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tloch  bei  seinem  conjugirten  fittden.  Bezeichnet  man  als  aU^i 
einen  Counex  auch  Jann  noch,  wenn  er  zwar  nicht  ganz  willkfirffl 
Coctiicienten  besitzt,  die  Willkürlichkeit  der  lefzteren  jedoch  Diir  aui 
das  Auftreten  dieser  Art  ton  Singularitäten  beschränkt  ist,  eo  wiid 
bei  dem  conjugirten  Connexc  dasselbe  eintreten.  Die  nur  naif 
Singularitäten  behafteten  Connexe  bilden  daher  ein  in  sich 
senes  System,  welchem  auch  ihre  conjugirten  angehören.  Dieser  B^ 
griff  ist  zunächst  an  den  algebraischen  Curren  der  £bene  gebildet;  vo 
jeder  Curve  in  Punktcoordinaten  sie  seihst,  aufgefasst  als  Tiingentun- 
gebilde,  in  ähnlicher  Weise  gegenübersteht,  wie  ohen  der  conjugtitf 
(konnex  dem  ursprünglichen.  Die  noth wendigen  Singularitäten  ^d 
sind  hier  diejenigen,  welche  in  den  PI  ück  er 'scheu  Formeln  vor- 
kommen :  Doppel-  und  Riickkchrpunkte  einerseits,  Doppel-  und  Wentl^ 
tangenten  andererseits.  Geht  man  von  einer  Curve  aus^  welche  W 
übrigens  willkürlichen  Coefücienten  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  toi 
willkürlicher  Lage  besitzt,  so  wird  zwar  die  Zahi  der  Doppel-  tid( 
Weudetangenten  dadurch  modificirt  werden  können,  dieselben  wenlfli 
sich  aber  nicht  etwa  zu  höheren  Singularitäten  zusammenziehen. 
tJurve  als  Ordnungscurve  betrachtet  kann  demnach  nothwendige 
gularitaten  aller  Arten  enthalten,  ohne  dass  dieselbe  Curv«?,' 
Klassencurve  betrachtet,  andere  als  ebenfalls  nothwendige  Singi 
täten  enthält. 

In  gleicher  Weise   kann   man  den  Begriff  der  nothwendigen 
guIaritiUen     bei    allen    algebraischen    (Jebüden     charakterisnrei»; 
Mannigfaltigkeiten   von   mehr  als   einer  Dimension  treten  aber 
einzelnen  discreten  singulären  Punkten  etc.   auch  ganze  Manni|:ft 
keiten  siugulärer  Punkte  etc.  auf.    So  sind  bei  den  algebraischen  K 
im  Räume  (Mannigfaltigkeiten  von  zwei  Dimensionen)  neben  ein 
Düppel-  bez.  dreifachen  Puukteu  auch  Üoppolcurven  als  nothw* 
Singularitäten  zu  berücksichtigen;  so  hat  man  bei  den  Connexen 
fach  ausgedehnten   Mannigfaltigkeiten)  doppelte,    dreifache  und 
fache  Gebilde  zu  unterscheiden,  welche  die  nothwendigen  Singuli 
ausmachen.     Und  zwar  erheben   sich  die  Doppelgebilde  bis  zur 
fachen  Mannigfaltigkeit,  also   bis  zur  Coincidenz,   die    dreifaclii 
zum  Curvenpaare,   während   vierfache  Elemente   als    nothwendige 
guluri täten  nur  discret  auftreten.     Em  singu^drea  Kfemcnt  ist 
ein  solches  zu  detiniren,  dem  nicht  ein  einziges,  sondern  mehrrrt 
Diente   des  conjugirten  Connexes  entsprechen  (wie  dem  Doppe^i 
einer  Curve  zwei  Tangenten  derselben).     Es  können   deren  twfi 
mehr  sein;   dieselben  können   verschieden   oder  theilwcise  glei«k 
säramtlich  gleich    sein;    und  dem   euts(!rechend  treten    die  si 
Elemente  in  verschiedener  Mannigfaltigkeit  auf*    Das  genauem 9 
dieser  Verhältnisse   bei    den    Connexen    wird  sich    sehr  YeMi 
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lan  sich  zuvor  über  die  analogen  Verhältnisse  bei  Mannigfaliig- 
^on  zwei  Dimensionen^  also  z.  B.  bei  algebraischen  Flächen, 
;  hat;  wir  wolleu  daher  hier  nicht  weiter  auf  den  Gegenstand 
1. 

Torgehoben  sei  nur  noch,  dass  es  Connexe  geben  kann,  welche 
st  conjugirt  sind.  Es  gibt  nämlich  in  /"=()  im  Allgemeinen 
incidenz  /'=0,  (p  =  0,  welche  gleichzeitig  dem  gegebenen 
a  conjugirten  Connexe  angehört.  Man  braucht  in  der  That 
1)  nur  zu  setzen 


/•(y,.)  =  0     oder     /"(g,   g)=0. 


st  die  Gleichung  tp  =  Oj  welche  zusammen  mit  /"  =  0  die  frag- 
incidenz  bestimmt.  Aber  es  kann  geschehen,  dass  g?  für  be- 
Connexe  /"=  0  selbst  den  Factor  /'  hat;  alsdann  ist  Jedes  zu 
demente  {x,  it)  von  f=i)  conjugirte  Element  (y,  v)  auch 
lent  von  /"=  0,  und  dieser  Connex  ist  sich  selbst  conjugirt.*)  — 
-  gehen  dazu  über,  die  Bildung  der  Gleichung  des  conjugirten 
8  mit  Hülfe  der  symbolischen  Hülfsmittel  zu  erläutern  und  an 
Beispielen  durchzuführen.  Nach  den  früheren  Erörterungen 
und  p.  945)  haben  wir  zu  dem  Zwecke  zunächst  die  Bedingung 
fzustellen,  dass  eine  doppelt  binäre  Gleichung: 

(p  =  ^x'^Aa"  =  0 

ppel Wurzel   x,  :  x.^   und  gleichzeitig  eine   Doppel wurzel   A,  :  A^ 
h.  wir   haben  die  Grössen  x  und  A  aus  'den  folgenden  vier 
gen  zu  eliminiren: 

dtp  (\  dtp    r^  dtp    rj  ^jP    /^ 

d^~^'   d^~^'   dh~^'   a;i,""^' 

egen  der  doppelten  Homogeneität  von  g?  nur  die  Stelle  von  dreien 
.  Die  Gleichung  des  conjugirten  Connexes  zu/":^  ajc'^Va''  =  0 
dann  in  bekannter  Weise  aus  der  gefundeneu  binären  Form, 
lan  jeden  Factor  (Aß)  derselben  durch  (abu),  jeden  Factor 
•ch  (aßx)  ersetzt.     Die  Invariante  der  binären  Form  g?,  deren 

i  Beispiel  hierfür  gibt  der  lineo- lineare  Connex: 

inem  Punkte  x  einen  Punkt  .y  durch  die  Gleichungen  zuordnet: 

ler  also  einen  besonderen  Fall  der  perspecti vischen  Colhneation  dskr- 
i  derselben  ist  die  inverse  Transformation  in  diesem  Falle  identisch 
kiere  im  Allgemeinen  durch  den  ebenfalls  lineo -linearen  conjugirten 
fgesiellt  wird  (wie  wir  später  sehen  werden),  ist  hier  der  coojagirte 
fn   impnmglichen    proportional. 


deren  Verschwinden  aussagt,  dass  einer  Doppelwurzel  der  eii 
von  Veränderlichen  eine  Doppelwurzel  der  anderen  Reihe  entspret 
Eine  besondere  Erörterung  verlangen  diese  Verhältnis 
wenn  die  eine  der  Zahlen  m,  n  gleich  1  ist.  Alsdann  nam 
man  bei  der  einen  Reihe  nicht  mehr  von  einer  eigentliche] 
Wurzel  sprechen;  vielmehr  tritt  bei  der  Bildung  von  B  der 
Umstand  ein,  dass  die  Coefficienten  der  binären  Form  q)  in  1 
die  linear  vorkommende  Reihe  beide  gleich  Null  gesetzt  we; 
also  etwa: 

/•=  XjW,  +  XjW.^  +  X3W3, 

wo  die  X  nur  noch  von   den  x  allein  abhängen,   so   wird: 

An  Stelle  von  (H)  treten  also  die  Gleichungen: 

P,  =  0,      />,  =  0 
1^1  A, +1-^1  A,==0,     f-«-A,+|^A3-0. 

Die  Elimination  von  A, ,  Aj  aus  den  beiden  letzten  Gleichun 
auf  des  Verschwinden  der  Functionaldeterminante  von  Pi 
welches  eine  bekannte  Folge  der  beiden  ersten  Gleichunge] 
dem  Falle  also,  dass  eine  der  Zahlen  m,  n  gleich  Eins  ist,  ret 
R  auf  die  Resultante  von  P^  und  jPj« 

Um  also  z.  B.  den  conjugirten  Connex  des  Connexes  (1,  1] 
aufzustellen,  hat  man  die  Resultante  der  beiden  linearen  For 
und  //xA,  zu  bilden,  welche  gleich 
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ier  haben  wir  die  Resultante  der  Formen  -r^x^A, ,  -^«'Aj  zu  bilden, 
eiche  bekanntlich  gleich  ST —  U^  wird,  wenn  U  die  simultane  In- 
iriante,  S  und  T  die  besonderen  Invarianten  beider  Formen  bedeuten, 
m  letztere  zu  bilden  benutzen  wir  bez.  die  Symbole  AB^B  und 
/TA;  dann  wird: 

S  =  (ABy^^  B, ,     T=  (CDyV^A^ , 

lithin  haben  wir: 

5r  -  ^2  =  {AB)^  {CDf  A,  A2  (BT) 

=  H'^^)M^^)'**(^r)(AA),  . 

nd  die  Gleichung  des  conjtigirlen  Connexes  von  ajua  =  0  tvird; 

13)  {abuy  {cduf  (ßyx)  {adx)  =  0 . 

Wir  wollen  endlich  noch  zu  einem  Connexe  (2,  2)  den  conjugirten 
reet  bestimmen.  Man  hat  hier  zunächst  die  Form  R  für  eine  binäre 
)rm  zu  bestimmen,  in  der  zwei  Reihen  von  Veränderlichen  vor- 
•rnmen,  und  zwar  jede  zur  zweiten  Dimension.    Ein  solche  Form  sei: 

i)       9  =^x^Aa2  =  {a^^,^^y.^'^  +  2flf,2Mi«i«2  +  «22M1 V)  ^1^ 

+  2  (</n,i2^1     +  2öi2M2^1^2  +  ^22M2^2  )  ^1^2 
"T        (^li;22^l     +  *^  ^J2>22^1^2  "T  ^22?22'^2  )  ^2    • 

e  Gleichungen  (11): 

^V_  A  ^^   A  ^<P  n  ^9>    A 

an  man  allgemein  durch  die  folgenden  ersetzen:  * 

(>.X,A,  —  ^„3^^^;^>        Q.X^A^—         ,,^^-^^^^Xt' 

P  •  «l  ^^2  —  ^„  ^^^  ^;i^  ;        (>  •  «2'^2  —  ^  i,^;^^,  ' 

Q  ein  unbestimmter  Factor  ist.  Im  vorliegenden  Falle  ist  dieses 
rtem  von  Gleichungen  gegeben  durch: 

2;  12       Q)^\^l~r  ^22  712^2^1  "T  ^I2>22^1^2'r  rtTjj  ,22^2^2^''^ 

«IIM2^I^1+(«2I;I2  +  ^>2^1+  «11722^1^2+  är2„22M2=0 

^12MI«2^l+  «22ni«2^1+(^'|V72l+(>>j'^2+  ^22721^2=^^ 

«nni*l^l+  ^2IMI^2^1+  ^ll;2I^l'^-2+(^2ir2t  — (>)^2^2=0. 

Bezeichnen  wir  durch  Q  die  Determinante  dieses  in  Bezug, auf  die 
Dssen  X,  A, ,  «2^1?  ^1^2;  ^2^2  liiiearen  Systems,  durch  Q,A-,/m  die 
terdeterminanten  von  Q,  so  hat  man  zunächst: 
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(16)     Ö 


«13 


f  \7 


III  13 


*ni  11 


Ml?  22 


*j2f  n 


Ml  113 


*fi»fi 


+  9     ^ 


n*  7\ 


.0 


'n?ii  ''fiMi  '^HJ^i  ^^i?2i  — ** 

iiodaQii  verhalten  sich  die  Quadrate  und  Producte  dc^r  obigen  vier  (ir 
sen^  wie  die  QiAjm%  «J.  h-  es  ist,  wenn  (i  einen  unbestimmten  Fac 
bezeichnet j  unter  Anderem: 

ß  ,  «j  A,  .  Ä,.  A,  =  Q,,, ,,,  =—  Q,,,  ,^j 

Mithin  mnsB  der  Aufdruck 

verschwinden;  diesem  a)>er  ist  nichts  anderes  als  der  DifTerentialqyotii 
von  Q  nach  p.     Man  hat  daher  zu  gleicher  Zeit: 

0  =  0       ^^0 

d,  h.  die  DiiCriminante  der  in  (»  hiquadratischen  Gleichung  (16)  ui 
verschwinden.  Pie  gesuchte  Biidung  R  ht  fof^lkk  gleich  dk$€r  ik$ 
minante  selbst: 


(17) 


R 


P  -  ßß 


wenn  1  und  J  die  beiden  Invarianten  der  Form  Q  bedeuten. 

Zur  wirklichen  Berechnung  von  R  in  symbolischer  Form  bemerl 
wir  Folgendes.     In  Q  ist  der  Coeflicient  von  ()*  gleich  Eins ,  und 
(ilied  mit  q'^  fehlt;  es  ist  also: 

Q  =  (,»  4-  {j[/Q'  +  4  J'()  +  /F, 
und  daher: 

(18)  /  =  2  (/r  f  :■]  (p),  j  =  G  {u  w  -  v  —  n) 

Die  Ausdrücke  C\  T,  fV  sind  Tu  Varianten  \on  np,  welche  ein» 
besonderen  Charakter  haben,  denselben,  welcher,  wie  schon  oben« 
wähnt,  dem  Ausdrucke  R  zukommt  (p.  lUo).  Sie  sind  nämlich  h^ 
rianten,  nicht  nur,  wenn  man  die  Veränderlichen  x,  A  derselben  linear« 
Transformation  unterwirft,  sondern  auch,  wenn  man  auf  beide  R^'il»« 
verschiedene  lineare  Transformationen  anwendet.  Und  zwar  sifld  * 
die  einzigen  dieser  Art;  denn  weil  die  Zahl  der  Coefficienten  Tufl< 
gleich  9  ist,  gibt  es  6  von  einander  unabhängige  Invarianten  djfl« 
Form  in  Bezug  auf  eine  den  Keihen  x,  A  gemeinsame  lineare  Tu* 
formation  und  daher  nur  drei  Rddunfjen^  weleJw  die  hivarianlen-lif^ 
Schaft  auch  in  Bezug  auf  verschiedene  Transformationen  hider  B^^ 
t?esit:en.  J 

Dass  in  der  That  diese  doj»|)elte  Invarianteneigenschaft  den  l« 
ficienten   6',    J',   ff  der  (Gleichung  Q  =  0   zukommt,    beweist  m»n 
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Lchsten  dadurch,  dass  man  die  Unveränderlichkeit  von  Q  für  den 
nachweist,  wo  nur  eine  der  Reihen  x,  X  linear  transformirt  wird, 
andere  ungeändert  bleibt  (vorausgesetzt,  dass  man  statt  q  gleich- 
g  eine  Grösse  p'  passend  einführt).  Wir  benutzen  die  Trans- 
lation: 

setzen  nun  die  neuen  Gleichungen  an: 

ist  zu  zeigen,  dass  diese  Gleichungen  auf  die  Gleichungen  (15) 
ckkommen.     Nun  ist  aber: 

d     ^     _1_         ^  ^     R     ^- LA     ^ 

r  geben  die  Gleichungen  (20): 

9  •*!  ^  —      4  ax,a;i,  "T-  4  ^«,^1,' 
'    -,  '  5   __  _  «    a»<p y    a«y 

9    .X2  A,   —  -4   3^^^;i^  4    ax,aA,' 

'     ^  '  1    _  __  P     a«y S     d^qT 

(>    .X,   Aj—  4  ^^^^;i^  4    ^K^aAi' 

n'   3«';i  —     « _^*V- 4- y -?-?_ 

^    .  Xj  A2  —  ^   ^^^^^^  -r  4  axjg;ij7 

iplicirt  man  jetzt  die  erste  und  zweite,  bez.  dritte  und  vierte 
huug  einmal  mit  a^  /3,  einmal  mit  y,  ö  und  addirt  jedesmal,  so 
nt  wegen  (19): 

,  .  ad  —  ßy     d*q>  «'     -,    i     _         ceS  —  ßy  _d*^p 

'      ^   l    —         tt^  — Py      a»qp  «'      ^    i     _  «a-ßy      a«qE>     . 

dies  sind  wieder  die  Gleichungen  (15),  wenn  man  noch  setzt: 
q'  =  {ad  —  ßy)Q. 

mn  Q  eine  Wurzel  der  Gleichung  Q  =  0  war,  so  genügt  q  der 
dinng: 

p'4  ^  6  Ur'^Q^  +  4  Fr3(>'  +  ;fH  =  0, 

^s=  ad  —  ßy  die  Substitutionsdeterminante  bedeutet. 

Eine  ganz  analoge  Betrachtung  gilt,  wenn  man  die  x  unverändert 
und  nur  l^,  ^2  lii^ear  transformirt.  Die  Coefficienten  U,  V,  fV 
Q  ändern  sich   daher  bez.   um   die    Factoren    r^r'^,    r^r^,   r*r'\ 

i  r  die  Determinante  einer  linearen  Transformation  der  x,-,  r   die 
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Detorininanle  einer  solchen  Transformation  der  li  betlenfcei;  cL  h.  Ü^ 
r%  fF  sind  in  der  Thai  Inmrkmien  für  J^äe  mn  beiden  Trmts/tjrma- 
tionen.  Drei  solche  Ton  einander  nnabhängige  Invarianten  der  htm 
^x^Ar  si^J  aber  z,  B. 

{ABy  (AB)\     {AB)  {B€)  {CA)  (AB)  (Br)  (rA), 
{AB)^{CPy{Arf{BAfi 

und  da  es  auch  nur  drei  unabhängige  Invarianten  der  Art  gibt,  ud 
sich  die  hier  genannten  bei  linearer  Transformation  in  der  Tkit  iwt 
um  Factoren  r^r  ^  r^r%  r*r*  ändern^  so  mnss  6'  mit  der  ersten,  f 
mit  der  zweiten  bis  auf  einen  Zahlenfactor  übereinstinunen,  wFihreDi 
sich  W  aus  der  dritten  und  dem  Quadrate  der  ersten  muets  Äusanimeu- 
setzen  lassen. 

In  der  Tliat  kann  man  den  Coefficienten   U  von  ^^  in  Q  aiwk 
leicht  direct  berechnen,     Mfin  findet: 

=  {ABf  {A,A,BiB,  ^  Aj^B^^)  , 

oder  wenn  man  gleichzeitig  A  mit  B,  A  mit  B  vertauscht  ond  h 
halbe  Summe  dea  alten  und  neuen  Ausdruckes  bildet: 

(21)  ff=-A(-^*)MAB)'. 

Zur  Berechnung  von  V  bemerken  wir,  daas  die  zweite  der  obigerl 
Invarianten  in  nicht  symbolischer  Form  gegeben  iat  durch 


r 


6 


a 


US  V2 


und  dtiss   V  =^  V 

aber    V*  =^  i\ ,    wenn   mai] 


a 


Vi  ?  2^ 


(A  B)  (BC)  (CA)  ( A Bl  (BD  < TA^ , 


a.. 


22  J  \'I  22  ?  22   I 

(\  wenn  c  einen  Zahlenfactor  bedeutet.     Nun  »jW  | 


^  a.r 


2?n 


=  1    nimmt  nJii 


alle    anderen    Coefficienten    von    tp    verschwinden   lässt,      AEderer^rj 
wird  in  Folge  letzterer  Substitution; 

n  =  (1  -  p7-'  -  (1  +  e?  =  e'  -  ^  p»  -  3p, 

also  4  r  =  —  2]  8ümit  folgt  c  ^  —  ,^^  und: 

(22)  r  —  -  tV  ('^^)  i^^^  (^^)  (AB)  (BD  iffK)  . 

Den  dritten  CoefBeienten  ff^  erhlllt  man  aus  Q  für  q  =  0.  P*1 
so  entstehende  Deterininante  entwickeln  wir^  um  für  sie  den  sjcitcfl 
liöchen  Ausdruck  zu  finden ,  nach  zweigliedrigen  ünterdetenninaä**! 
in   der  Form: 

^^'  ^  Pn'hi  +  Ihi^n  +  ihi^hi  +  P.n^n  +  Pta^u  +  Pute* 
wo  immer  p^  ^=  --  /ha,  f/rt,  =  —  qhi  iind  z.  B,; 
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Pli  =  «12»  12*  —  «II.  12  «22.  12  4   (.^^f  A,A,B,B2 

Pn  ^  «12  >  22  «11»  12   ~    «ll>  22  «12>  U  °^  {■^  ")  -^1   "l  "2    °1  °2 

9u  =  «u;  12'  —  «11»  12  «22»  12        =  —  4  i^^f  r.rjA,  A-i , 

I  wird  dann  zunächst: 

fF  =  \{ABy  (CDy  {AiA.B,Bjr,r,A,Aj  4-  Aj2B,»r,2A,2} 
—  (^/Ä)(67Z))r,'A,A,  {^jÄjC,  Z>,A,AjBj*-^,5,CjZ?jA;^B,Bj 
—A^B^C^D.^^^^^^^^  -  ^, ^^ <7j Z?, A, A^ Bj» }  . 
er  lassen  sich  das  dritte  und  fQnftc  Glied  zusammenziehen  zu 

{AB)  (CZ))A,AjB2*r,*^i ^2-^2^1  (^^)» 

i  ebenso  das  vierte  und  sechste,  nachdem  man  in  ersterem  A  mit 
and  A  mit  B  vertauscht  hat,  zu 

—  {AB)  {CD)  A,  AjBj^r,' A,  Aj^, C^  {BD) ; 

beiden  so  entstehenden  Glieder  endlich  geben  zusammengenommen 
Ausdruck: 

W  =-{AB)  {AC)  {BD)  {CD)  AiA^B^'A,  AjT,» . 
i  ist  identisch  {AC)  {BD)  =  {AB)  {CD)  +  {BC)  {AD)]  und  sonach: 
»"  =  -  {ABf  {CDf  A,  AjBjTi'A,  Aj  —  W" , 

W"  =  {AB)  {CD)  {BC)  {AD)  A,A.,B2*r,»A,Aj 
=  {AD)  {BC)  {CD)  {AB)  A,  AjB,  B.J^'^A^^ 
=  ^{AB){CD)[{AD){BC)-{BD){AC))^^^,Bß^^^^'£^.,^ 
=  --  i  {ABy  (C2>)2A,AjB,Bjr,»Aj2. 

sen  wir  also  den  Ausdruck  W  in  fV  ein,  so  wird  schliesslich: 

V  =  \{AB)''(CDf  {A,AjB,Bjr,r,A,A,  +  A,«B,T,»A,* 

+  2A,AjBiBjr,'A,*  — 4A,A3B,T,'A,Aj}  . 

Hierin  vertauschen  wir  gleichzeitig  A,  A  mit  B,  B,  sodann  .C,  F 
D,  A  un'd  dann  beide  zugleich.  Man  erhält  so  vier  Ausdrücke 
W  und  W  selbst  gleich  ihrer  Summe,  dividirt  durch  4: 

^i{ABy{CDy  {(A.B,r,A,  +  A^B^r.A,)' 

+  A  AjB,  B,  (r,^  A,''  +  r^^  A,^)  +  r,  r,  a,  a^  (a.^b^'  +  a,'b,o 

-  A,  A^r,  r,  (B.»  A,»  +  Bj' A,^)  -  B,  B^A,  A,(A,'  T,^  +  A^»  T,») 

-  A,A,A,A,  (B.T,«  +  B,'  T.O  -  B,  B,  T,  T,  {\^A,^  +  A,»A,»)} . 
ist  aber  identisch: 
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A,  A,B,  B,  (r, -A,/  +  r,'A.')  +  r,  r,A,  a,  (a,»b/  +  a,'b,| 

=  i  I-  (ABf  (PA)«  +  (A,B,r,A,  +  A,B,r,A,)' 
+  (A,B,r,A, +  A,B,r,A,)'|. 

Tragt  man   dies  und  die  iibnlichen  ümformuBgen  der  eutspr 
Ausdrücke  in  den  Ausdruck  von   IV  ein,  so  erhält  man: 

^  =  -^  {ABf{CDf  {(Arf(BAy^  +  (AA)MBr)^  -  (ABftrA] 

Von  den  drei  Gliedern,  welche  hier  auftreten,  sind  die  beiden 
einander  gleich,  das  letzte  ist  gleich  —  9  6^*;  und  man  hat  m 

(23)  ^  =  ^  {ABf  (CDf  (A  0^  (B  A)^  —  9  (7»  . 

Die  in  den  Gleichungen  (21),  (22),  (23)  gegebenen  Wer 
man  in  i  und  j  nach  (18)  einzusetzen,  um  nach  (17)  die  geauchte 
Variante  H  zu  erhalten»  Die  Gleichung  äe»  zu  dem  Connexe  a/uj 
conjugirten  Ojnnexes  ist  daher  gegeben  durch: 

8  (If^  +  3  mf  --  216  {Vir  —  Ü^  —  r^)-  =  0, 
trenn: 

F^=  —  j^  {nbu){bcu)  {cau)  (aßx)  {ßyx)  (yttxj 
W=\  (abuf  (cdu)^  {ayxf  {ßSx)"^  -  9  [P  .  — 

Der  conjugirte  Connex  war  vermöge  der  Gleichungen  (1) 
für  Element  eindeutig  auf  den  gegebenen  Cgnnex  f  ^^  0  bezogenj 
Gleichungen   geben  also  einen  speciellen   Fall    einer    alfgema 
deuirgen  Transformadon  des  Connexes  /*  =  iK  welche  man  in  d 
eil  un  gen: 

(24)  ggi  =  ^i  {x,  u) ,     (y  r^  =  ^  \x,  u)  (i  =  l ,  2,  3) 

ansetzen   kann,    wenn    «p.=  0  drei  beliebige  Connexe  (/>,  q)^ 
drei   Ijeliebige  Connexe  {r,s)  voi'stellen.     Die  Gleichung  F(y, 
des  neuen   Connexes   ergibt  sich   dann   durch   Klimination   voi 
Xtj  Ui  aus  den  Gleichungen  (24)  und  aus  /  (.r,  w)  =^  ().     Für 
dass   die   Tninsformationsconnexe   gp  =  0 ,    ^  =  0  zu  /"  «=  U 
besonderer  Lage  siud,  bestimmt  man  leicht  Ordnung  w'   und 
von  f  =  (l     Die  Ordnung  m'  nümlich  ist  oflenbar  gleich  der  2 
Funkte  g,   welche  bei  beliebig  gewählt-en  Werthen  der  r^  glei 
den    Gleichungen   (24)    und   /^^O,    ^v  ^=  ^*  genügen,    wo   di 
liebige  Grössen  sind;  d.  b.  —  wegen   der  Eindeutigkeit  der  Ti 
mation  (24)  —  gleich  der  Zahl  der  Elemente  (jc,  ti),  welche 
Connexen: 

/  (.r ,  w)  =  0 ,     ^yiq?i  =  0,     in^  t^  —  v^  t^  =  U ,     it^  t^  —  i^i 

gemeinsam  sind;  und  somit  haben  wir  nach  Gleichung  (4)|  |l 
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25)  ni  =  r^ng  +  s^mp  +  2rs  (mq  +  np) 
nd  ebenso : 

26)  n  =  p^ns  +  g'^mr  +  2pq{ms  +  wr) .  ' 

Hieran  sind  noch  Modificationen  anzubringen,  wenn  die  Transfor- 
lationseonnexe  9?,  ^  zu  /*  in  besonderer  Beziehung  stehen.  Es  mögen 
.  B,  die  Connexe  ^,==0  ein  Cnrvenpaar  {d,  e),  die  Connexe  V'i  ==  0 
m  Curvenpaar  {d,  s)  mit  f=0  gemein  haben.  Von  dem  Curvenpaare, 
''elches  den  Gleichungen 

emeinsam  ist,  und  dessen  Ordnung  und  Klasse  durch  die  Gleichungen 
J)  und  (2)  p.  940  bestimmt  wird,  ist  dann  noch  das  Curvenpaar  (d,  s) 
bwziehen.  Es  bleibt  dann  ein  Paar  von  der  Ordnung  ^rsn-^ms^  —  d 
nd  der  Klasse  2rsm  '\-  nr^  —  s.  Nach  den  Entwicklungen  auf 
.  940  wird  also  jetzt  die  Ordnung  des  Connexes  F(t/,  v)  ==  0: 

!7)  m'  =  {2  nrs  +  ms^  —  d)  p  +  (2mrs  +  wr^  —  e)  q 

w/  die  Klasse  desselben: 

!8)        n  =  (2  npq  +  m^'  —  e/)  r  +  (2  mpq  +  np^  —  e)s. 

Aus  diesen  Formeln  findet  man  insbesondere  wieder  Ordnung  und 
lasse  des   conjugirten  Connexes.     Die  in    den  Gleichungen    (1)    an 

Üle  von  g>,  auftretenden  Connexe  — ^  =  0    bestimmen    nämlich   im 

(gemeinen  ein  Curvenpaar  der  Ordnung  3  m  (n  —  l)'  und  der  Klasse 
n — 1)»»',  welches  nach  dem  Eul  er 'sehen  Theoreme  auch  dem 
tinexe  f=0  angehört.    Für  die  Gleichungen  (1)  wird  daher: 

flr  =  3m(n  — 1)S    ^  =  3(n  — 1)/»% 
1  ebenso: 

tf  =  3  n^  (m  —  1) ,     «  =  3  (m  —  1)2  n 
Äer: 

p  =  mj    g  =  n  — 1,    r  =  m — 1,    s  =  n. 

mk  man  aber  diese  Werthe  in  (27)  und  (28)  ein,   so  findet  man  in 
That  wieder  die  bekannten  Zahlen  für  Ordnung  und  Klasse  des 
gngirten  Connexes. 

Bei  weiteren  Untersuchungen  über  die  eindeutigen  Transforma- 
ften  der  Connexe  wird,  man  besonders  auf  die  Singularitäten  der- 
l^en  za  achten  haben  (wie  bei  den  Transformationen  einer  Curve) 
K  auf  die  Beziehungen  zwischen  den  Singularitäten  des  gegebenen 
dienen  des  transformirten  Connexes.  Auch  wird  man  verschiedene 
a^n  von  Transformationen  unterscheiden  müssen,  je  nachdem  die- 
einen  ganzen  Connex  eindeutig  in  einen  anderen  überführen, 
nur  für  die  Elemente  einer  Coincidenz,  oder  endlich  nur  für  die 
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eines  Cnrvenpaares  eindeuHg  siiid,  iu  analoger  Weise,  wie  miin  im 
lUume  eindeutige  Trans  form  alioimn  einer  Fllicbe  nnrl  einer  •  ' 
('urve  zu  betrachten  liüt.  Die  sich  hieran  knüpleiideu  ünt^r>ii 
gestalten  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  die  entsprechenden  Theonoi 
in  einer  heliebigen  Mannigfaltigkeit  von  vier  Dimensionen,  \m\w- 
sondere  wird  man  sowohl  für  Oonnexe,  wie  fiir  CoineiJenzeii  uml 
Ünrvenpaare  eine  Zahl,  das  Geschlecht  dieser  Gebilde,  aufstellen  koiui«B, 
welche  bei  allen  eindeutigen  Trünsforraationen  derselben  unge! 
bleibt,*)  Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  bet  den  Cotncidenzenf 
den  algebraischen  Flächen,  zwei  solche  comtante  ZofUen^  bei  de»  Cm- 
nexen ,  wie  bei  Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen ,  drei  tMi 
Zahlen  aufinien'^'^};  beim  Curvenpaare  dagegen  gibt  es,  wie  bei  virtrr 
einzelnen  Curve  (oder  überhaupt  bei  einer  algebraischen  MaiK 
keit  von  einer  Dimension)  nur  eine  solche  constante  ZahK  Die  sMii 
liehe  Aufstelhmg  dieser  verschiedenen  Zahlen  (Bestimmung  ihrer  Aiv 
hiingigkeit  von  etwaigen  Singulariüiten  dea  Connexe»,  der  CoindA 
oder  des  Curvenpaares)  und  die  Durchführung  des  Beweises  für  ikn 
Erhaltung  bei  eindeutigen  Transformationen,  wird  in  analoger  W' 
zu  geschehen  haben  wie  bei  jenen  allgemeinen  algebraischen  Muto^ 
faltigkeiten.  Darauf  wollen  wir  indess  hier  nicht  mehr  eingeheiL  Kl 
sei  nur  noch  erwähnt,  wie  für  die  Connexe  und  Comcidenzen  dk  ffn*-' 
fachen  bez.  zweifachen  Integrale  zu  bilden  sindj  mit  deren  Uni 
man  die  Besiimmung  jener  Zahlen  in  Zmummenhant;  bringen  / 
betreuenden  Resultate  für  beliebige  Mannigfaltigkeiten  (vgl  - 
a.  a.  0.)  modificiren  sich  hier  ntimlich  in  eigenthümlicher  Weise, 
wir  es  nicht  mit  einer  Gruppe  von  vier,  sondern  mit  zwei  Gl 
von  je  zwei  Veränderliehen  zu  thun  haben. 

Es  sei  (x,  %i)  ein  Element  des  Connexes  /"=  0.     Da  tebitercf 
dreifach  unendliches  Gebilde  darstellt»  so  sind  in  ihm  drei  von 
der   linear- unabhjingige  Fortschreitungsrichtungen  möglich,   die 
von  dem  Elemente  {Xy  u)  zu  einem  benachbarten  Elemente  (x+j 
n  -|-  du\  übergehend,  den  Veränderlichen  erÜieüen  können.    InA 
drei  solche  l)itTerentiale  durch  die  Buchstaben  «f,  d\  d"  unl 
ergeben  sich  die  Gleichungen: 

i:f.ldx,    +Ef.:äui   =0 

2:f^;d'x.  ^  Ef^ld'Ui  =0 

ZA;  d"x.  +  Ef^l  d'-ut  -  0, 

wo  /•,^/  =  ^^,    /;/  =  ;f^.     Nehmen  wir  die  Gleiehwög«!  hir- 


•)  VgL  Clebtch:   Comptes  reudos,  Bd.  67,  Deceinber    18«Ä 
Jllath.  Anoalen.  Bd.  2,  p.  J93  ff. 

*•)  Vgl  Nöther:  Math.  Aiiualeii,  Bd.  g,  p.  490  ff. 
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Sxif.l 

=  0, 

2vif,; 

=  0, 

laben  wir  fünf  Gleichung 
bestimmt  werden  können 

;en,  aus  denen   die 
;    und   zwar  werden 

Verhältnisse  der  /"x,', 
sie  den  aus  dem  un- 

iländigen  Sjste 

me 

dx, 

dxj 

dx.^ 

dUf 

du2 

dU3 

1 

dx, 

dxj 

ctx^ 

au, 

du^ 

d'i/j 

ä'x^ 

d'x^ 

d"x. 

d'u. 

d"u. 

Ö"«3 

a:, 

X, 

X3 

0 

0 

0 

1 

i 

0 

0 

0 

«1 

«2 

«3 

Ideten  Determinanten  proportional.     Ist  also  6  eine  ganze  homo- 
Punction  vom  Grade  m  —  3  in  den  Xi  und  vom  Grade  n  —  3  in 
Vi,  so  stellt  der  Ausdruck 

dxt 


e. 


dx, 

ä'x, 

•^1 

0 

«1 

d'x-i 

d'x^ 

X, 

0 

«2 

d'xj 

ä'x^ 

^3 

0 

a» 

du, 

d"u. 

0 

«1 

ß. 

<f«2 

d"tt. 

0 

Mj 

ß2 

d'M, 

«r'w. 

0 

«3 

ß. 

Saif.;  +  2^Hu[ 

dx^ 
dui 
du^ 


Clement  eines  dreifachen  Integrals  dar,  welches  von  den  Grössen 
,•  vollständig  unabhängig  ist.  Bestimmt  man  die  Constanten  in 
y  dass  dieses  Integral  für  kein  Element  des  Connexes  f  =0  un- 
ch  v^ird;  so  gibt  die  Zahl  der  willkürlich  bleibenden  Constanten 
9  das  Gescfdechl  p  des  Connexes  an.  Besitzt  also  der  gegebene 
ex  keine  Doppel -Coincidenz  etc.;  so  hat  6  keiner  Bedingung  zu 
;en;  dann  wird: 

(w  -l)(m~2)     (w-l)(n-2) 
P~  2  '  2  ^ 

dies  ist  die  eine  der  für  einen  Connex  charakteristischen  Zahlen.  *) 
Eine  einfachere  Form  kann  man  dem  Differentiale  dlin  doppelter 
8  geben.  Man  kann  nämlich  zwei  der  drei  Fortschreitungen  d, 
so  wählen ;  dass  einmal  die  Ui,  einmal  die  Xi  constant  bleiben, 
mn  wird  etwa: 

flf't/i  ==  d'u^  =  d'u^  =0 
d"x^=d"x2==-d"x^^0\ 


I  Die  andern  beiden  Geschlechtezahlen  würden  durch  die  Zahlen  gegeben 
!D,  welche  für  eine  aus  /'=»0  durch  einen  Connex  G  =»  0  ausgeschnittene 
idenz  in  analoger  Weise  charakteristisch  sind. 
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und  wenn  man  stugleich   einmal  die  ^;,  einmal   die  «,*  fi 
lägst,  ergebt^n  sich  die  beiden  ejntachen  Formen; 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  mau  zu  demselben  Ausdrucke  fl 
aiißh  dann  noch  kommt ^  wenn  nmn  davon  ausgebt,  /  als  eine  1 
gene  Function  von  sechs  cogredienten  Veränderlichen  ar^,  x^j  J^ 
Mj,  ii|  zu  betrachten.  Nach  den  allgemeinen  Regeln  fiir  solche  j 
tionen*)  ist  dann  ein  Differential  zu  betracht^iij  welches  aus  (29) 
steht,  indem  mau  die  Determinante  deä  Zählers  ersetzt  dur 
Determiuant« : 


«1 

ar, 

rf.r, 

ffx, 

rx, 

(fXt 

«, 

X.J 

rfx, 

ftx^ 

d".:, 

rf"'*. 

ß» 

*ii 

rfj-, 

itx.^ 

'd-% 

^"Xj 

ßt 

«t 

rfK, 

ifu, 

rf"ö, 

d"'«, 

ß. 

Wj 

rfw, 

d'  u^ 

^'  u^ 

d"'«. 

A 

«» 

rftt. 

^^x 

d"u. 

d"-«. 

wo  dui^h  äf  d\  d*\  d'"    verschiedene  Fortschreitungsrichtnugcß 
gezeigt  sind.     Beachten  wir  aber,  dass  ausser  den  Gleichungen: 

liier  noch  die  Gleichungen  bestehen: 

so  zeigt  sich ,  dass  die  Determinante  verschwinden  muss ,  welche  d 
durch  Elimination  der  f^.' ^  /"„.'  aus  diesen  Gleichungen  erhält.  4 
kann  deshalb  setzen: 

d'"x,  =  xdxi  +  kd' Xi  -\-  ^d'^Xi  -{-  Xidg 
d"  Ui  =  xdui  +  kd'  Ui  +  ^id"  Ui  +  w,  Ja  , 

wo  rfp,  dö  irgend  welche  unendlich  kleine  Grössen  bezeichnen.  Tri 
man  dies  in  die  sechsgliedrige  Determinante  ein,  so  erhält  man  witii 
nach  einer  leichten  Umformung  die  in  (29)  auftretende  DeterminiD 
bis  auf  einen  nur  von  da  und  dg  abhängenden  Factor;  letzterer  ib 
steht  zu  dl  und  /  in  keiner  Beziehung  mehr,  ist  also  auch  » 
weitere  Betrachtungen  gänzlich  ohne  Eintiuss.  So  zeigt  sich,  J*ss< 
genügt,  das  Element  eines  dreifachen  statt  desjenigen  eines  vier&cM 
Integrals  zu  untersuchen. 

In    demselben    Sinne    wie   von   dem   Geschlechte   eines  Connö* 


*)  Vgl.  Nöther:  xMath.  Annalen,  Bd.  2,  a.  a.  0. 
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man  von  dem  Geschlechie  einer  Coincidenz  sprechen.     Denken  wir 
iese  als  den  Durchschnitt  zweier  Connexe  (w,  n)  bez.  (w',  n): 

f=0      und      ^  =  0 
t  man  ein  Doppelintegral*)  zu  betrachten,   dessen  lineare  DiflFe- 
Je  den  beiden   hier    noch    möglichen    Fortschreitungsrichtungen 
rechen.    Es  seien  letztere  durch  d^  d'  dargestellt;  man  hat  dann: 

Ur^ldXi  +  UfuldUi  =  0 ,     2;/;/ J'a:,  +  Uf^ld'ta  =  0 
270;,/;;  =  0,     271/./.;  «=0; 

2:(p^;dxi  +  ^(p.;dui  =  0,     2:q>^;dXi  +  ^tpu^dUi  -=  0, 

2xi(p:cl  =  0 ,   2:ui(pui  =  0 . 

dieser  Systeme  von  Gleichungen  kann  man  als  ein  lineares 
m  für  die  Differentialquotienten  der  darin  auftretenden  Functionen 
en.  Es  folgt  dann  nach  bekannten  Sätzen,  dass  die  aus  den 
n: 

<Px!,    q>x^y    q>x!,    ^>u',    9«.'?   ^*h> 

Wenden   zweigliedrigen  Determinanten  den  viergliedrigen   Deter- 
iten  der  Matrix: 


dx^       dx^ 

äxy^      d[  x.i 

X,           x^ 

0           0 

ti   propc 

)rtional    sind. 

dx. 


duo 


du^ 


dx. 


0 


0 


du, 

X,  0 

0  Wi  «2  t/3 

Bezeichnen  wir  also  mit  6  eine  ganze 
ion,  welche  die  Xi  homogen  zur  Ordnung  m -^  rn  — .^,  die  i/, 
Jen  zur  Ordnung  n  -\-  n  —  3  enthält,  so  wird: 

dxi      Xi      0      at      a/il 

^U^ 0  Uj         bi ßi  Ui  =  l_.  2.3 

£äj^:  +  i:ßiru;'\ 

^^i^xl  +  ^ßi9^l  I 


e 


dl 


r|  dxi 

Li  ä^i 


{Zaif^l  +  Zhiful 
I  2^ai<pa;l  +  2Jbi(pu- 

ifferential,  welches  von  den  Grössen  a,-,  «,,  &,-,  ßi  völlig  unab- 
l  ist.  Der  in  eckige  Klammern  eingeschlossene  Factor  des 
'S  ist  dabei  zur  Abkürzung  für  eine  sechsgliedrige  Determinante 
L,    deren   wirkliche    Bildungsweise  man    leicht  übersehen    wird. 

Vgl.  die  entsprechende  Bildung  des  einfachen  Integrals  für  den  voUstän- 
)nrch8chnitt  zweier  Flächen  bei  C  leb  seh:  Anwendungen  der  AbeTschen 
nen  auf  Geometrie  §.  11  ff.,  Crelle's  Journal,  Bd.  63.  —  Es  kann  übrigens 
^incidenzen  geben,  welche  nicht  als  vollständige  Schnitte  zweier  Connexe 
bar  sind. 

a  c  h ,  Vorlesungen.  61 
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Wird  mm  G  so  bestimm^  dass  das  aus  äl  euteiehende  Dopp 
für  jedes  innerhalb  der  Coincidenz  zu  wählende  umgrenzte  Gebiei 
bleibt,  so  ist  die  Zahl  der  in  6  übrig  bleibenden  und  durch  B( 
von/^O,  ^  =  0  unzerstörbaren,  willkürlichen  Coefficientei 
dem  Geschlechfe  n  der  Coincidenz,'^)     Itn  Allgemeinen  hat  m 

{m  +  m  —  l)(w,-f  m'— S)    {n  +  n  —  \){n+H—  %) 
^*^  2  ■  S 

_  (m*^\){m^%)    in'-  \)  {n  -- 2)  _  (m  -  i)  (m --2)     (n— iHnr 
2  ■  2  2  '  ' 

Um  den  Ausdruck  dl  noch  zu  vereinfachen,  kann  mau  hi 

mehr  Fortachreitungsrichti  rügen  wählen^  für  welche  alle  äXf^ 
du,  verschwinden  •,  man  kann  aber  entweder  die  <2,  a  oder 
gleich  Null  setzen  und  erhält  dann  für  J/  die  beiden  Darstel 


^^  -  -s^.ZT^^.^ -  sh,^':irz^rr^; 


I 


0  .  {udud'u) .  (jsatt) 

Das    Geschlecht    eines    Curvenpaares    endlich   ist   gleich  d< 

welche  nach  bekannten  Theorien  irgend  eiuer  der  l*eiden  (ei 
auf  einander  bezogenen)  t'urven  des  Paares  als  Geschlecht  t\ 
und  mit  den  zu  einer  solchen  Curve  gehörigen  Ab  et' sehen  In 
in  bekaünter  Beziehung  steht  fp.  19i)  ff,). 

Schliesslich  sei  noch  hervorgehoben,  dass  man  auch  für  die 
gestellten  Difi'erentiale  dreifacher  und  zweifacher  Integrale  lei 
chuBgen  finden  kann,  die  der  Difterentialgleichung  des  Ab« 
Theorems  genau  analog  sind.**)  Es  Kisst  sich  eine  solche  U 
jedoch  nicht  in  derselben  Weise  wie  das  Abersche  Theorem 
zu  geometrischen  Anwendungen  benutzen,  weil  die  Eigeuschaftei 
f acher  algebraischer  lutegrale  mit  complexen  Grenzen  noch  nicl 
untersucht  sind, 

IV,    Die  Hauptcoincidenz. 

unter  den  Connexen   gibt  es  einen,  welcher  ©ine  eigentjii 

Wichtigkeit  hat;  es  ist  derjeuige  lineo- lineare  Connex,  welcherE 
das    Verschwinden    der    identischen    Co  Variante    Mj^,   d*  L 
Gleichung: 

(1)  Ujc  ^  II,  Xj  +  ''2^2  +  ^^11^'^  '=^  0 


*)  Die  aweite  Geschlechtßzohl  der  Coincideaii  wird   gleich   detn  G« 

des  Curvcnpaaree,   welches  jd  der  Coincidenz  /'=(),  qj  =  0  dm 

8  =  0  bestimmt  wird,  welcher  den  im  Texte  aogedeuU'ti^n  Föni        ^ 

nügeu  haL 

**l  Vgl,  Nother:  Math.  Atinalen,  Bd.  2,  \%  305,  AnmcTkutig, 
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;eben  wird;  wir  nennen  ihn  kurz  den  identischen  Connex,  In 
selben  gehört  zu  jedem  Pnnkte  die  Gesammtheit  der  durch  ihn 
enden  Geraden,  zu  jeder  Geraden  die  Gesammtheit  der  iiuf  ihr  lie- 
iden  Punkte;  d.  h.  Element  des  identischen  Connexes  ist  überhaupt 
e  Combination  von  Punkt  und  Gerade  in  vereinigter  Lage.  Die  zu 
lern  Punkte  gehörige  Curve  A',  ist  also  der  Punkt  selbst^  als  Mittel- 
mtt  eines  Strahlbüschels  betrachtet,  die  zu  einer  Geraden  gehörige 
irve  6^,  ist  sie  selbst^  betrachtet  als  Triiger  einer  Punktreihe. 

Durch  die  Gesammtheit  der  Elemente,  welche  einem  beliebig  ge* 
fcenen  Connexe  /"=  0  und  dem  identischen  Connexe  w ^  =  0  gemein - 
m  sind,  ist  eine  für  das  Studium  des  Connexes  f  =^  0  besondera 
cbtige  covariante  Coincidenz  gegeben;  wir  nennen  sie  die  Hauph 
fnciäenz  des  Connexes,  In  ihr  entsprechen  jedem  F^uukte  n  durch 
Q  gehende  Strahlen  (,JJoinci(ienzstrahfen^^)y  die  von  ihm  an  die  zu- 
iiorige  h\  gelegten  Tangenten;  jeder  Geraden  entsprechen  m  auf 
t  liegende  Punkte  (\^Coincidenzpunkte^^)^  ihre  Schnittpunkte  mit  der 
igehörigen  C,n^ 

So  gehört  zu  jedem   Connexe   eine   Hauptcoincidenz ;    umgekehrt 
gegen  gibt  es  unendlich  viele  Connexe  {m^  «),  denen  eine  gegebene 
itaptcoincidenz  (m,  n)  augehört.     Ist  nämlich  /  =  0  einer  von  diesen, 
enÜialten  offenbar  alle  Connexe: 


ft 


f+  Mu^^O, 


np  =  0  einen  beliebigen  Connex  im  —  1  ^  n  —  1 )  dai'stellt ,  die- 
be  Hauptcoincidenz  wie  /♦  Alle  folgenden  Untersuchungen  über  die 
kupteoincidenz  eines  Connexes  f  gelten  daher  ebenso  für  alle  aus  /' 
d  Wj.  wie  in  (2)  zusammengesetzten  Zwischenformen. 

Die  Hauptcoincidenz  wird  nun  dadurch  von  ganz  besonderem 
fresse,  dass  sie  zu  den  ai(/ehrai$chen  Differentialgleichungen  erster 
inunff*)  in  engster  Beziehung  steht,  wie  wir  sogleich  sehen  werden» 
fenn  man  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  die  n  Richtungen  der  Ge- 
en  zieht,  welche  ihm  in  der  Hauptcoincidenz  entsprechen^  und 
Be  als  Bogenelemente  eines  Curvensystems  betrachtet,  ao  setzt  sich 

ihnen  ein  System  von  Curven  zusammen,  von  denen  n  durch 
&n  Punkt  hindurchgehen;  und  zwar  sind  die  Tangenten  derselben 
äem  Punkte  die  dem  letzteren  in  der  Hauptcoincidenz  zugehörigen 
trahlen.     Zur  Aufsuchung  der  so    entstehenden    Curven   hat    man 


**)  £e  wird  nicht  zu  einem  Misaverstaüdnisae  führen  können»  wenn  hier  das 

%  Ordnung  in  anderer  Bedeutung  gebraucht  wird  als  bisher  im  Texte.    Wir 

iehen,  wie  auch  gonßt  üblich,  unter  Diflereutialgleichnng  erster  Ordnung  eine 

e,  JA  der  nur  die  ersten  Djfterentiale  dj^^  bez.   du^  vorkommen,   diese   aber 

big  hoher  Dimension. 
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eine  Ditterentiiilgleichuiig  zu  integriren^    die  m  folgender 
funden   wird.     Wir   setzen  wieder  /"=/ir"'Wa"»     Es   sei   u  eh 
den  Punkt  A^  gehende  Gerade,    welche   ihm    in    der   Haupk 
entspricht,  so  dass  f  {Xj  w)  ^  0  und  u^  =  0.    Ein  zu  x  beni 
Punkt  X  -^^  tUr  befriedigt  dann  die  Gleichungen 

11*    ^  w,  J-,     +  WjX^j     +  Mj,a';^     =  0 , 

woraus  man  die  Verhaltnisse  der  Uf  gleich  denen  der  aus  de| 
dxi  gebildeten  Determinanten  findet.  Führt  man  also  letÄt 
oder  in  f  -j-  31ux  ein ,  so  erhält  man  die  Difierentialgleichung 

(4)  f(x^fX.jfX^'yX.2 dx.^—x^ dx2fX^dx^  —x^ dx^jXi dXn—X2dXi)^a,''[i 

Dualistisch  entsprechend  kann  man  ausgehen  von  einem 
und  seinen*  m  CojDcidenzpunkten.     Zieht  man  durch  einen 
einen   zu  u  benachbarten  Strahl   u  -\-  du,  so   wird   auf  letztei 
ein  ihm  zugeordneter  Punkt  x  -{-  dx  befinden  5  von  diesem  kl 
dann  ebenso  weiter  gehen  und  erhält  so  ein  System  von  Cur 
denen  m  eine  beliebige  Gerade  berühren.     Zur  Bestimmung 
treten  an  Stelle  der  Gleichungen  (3)  die  Gleichungen: 

(5)  Wx  =  0 ,         (^«V  ^  Xidui  -f-  x^du^  +  x,^du.^  =  0^ 

woraus  man  an  Ötelie  von  (4)  die  Differentialgleichung  findet 


(6) 


f((udti)f  tt)  =  (öw </«)*"  1/«"  =  0 . 


Dies  Curvensystem  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  die  Tangei 
Crurve  desselben  in  einem  ihrer  Punkte  durch  einen  der  Coi 
strahlen  dieses  Punktes  gegeben  wird.  Durch  gaaz  dieselb 
Schaft  war  aber  auch  das  durch  die  Differentialgleichung  (4) 
Curvensystera  charakterisirt ;  ödde  Stjslcme  sind  daher  identi 
Clekhum/  (5)  ist  die  Differentialgleichung  in  Liniencoordinatoi 
seltne  Curvensystem  ^  dessen  Gleichung  in  Pimf^tcoordinatcn  durch 
tion  der  Differentialgleichung  (4)  gewonnen  wird^  Die  hierdoi 
gestellten  Curven  nennen  wir  die  IJauptcoincidenz  -  oder  Intern 
des  Connexes  f  =  (3, 

Die  hier  auftretenden  algebraischen  Differentialgleicbui 
und  (5)  sind  die  allgemeinsten  ihrer  Art,  wenn  dem  Gönne: 
allgemeine  Coefficienten  beigelegt  werden;  denn  jede  bi\ 
gleichung  erster  Ordnung  mit  algehraiscfien  Coefficienten  kann 
Weise  erhatten  werden.  Den  Zusammenhang  zwischen  einer  gi 
Diöerentialgleichung  zwischen  zwei  A^eränderlichen  und  der 
coincidenz  eines  Connexes  kann  man  nämlich  offenbar  in  i 
Weise  darlegen. 
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Es  sei  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  x,  y  und  p  =  J^- 
egeben:  (f  {x,yyP)  =  0,   Alan  bringe  die  Gleichung  q>  =  0  in  die  Form: 

0  f{^}  y\   —p,   ^p—y)  =  o, 

m  noch  auf  unendlich  viele  Weisen  geschehen  kann.     Dann  isi  immer 

\J*8^      a:,'       wt'      u^) 

ie  Gleichung  eines  Connexes ,  dessen  Integralcurven  durch  die  Gleichung 
)^^  gegeben  werden.  In  der  That  setzt  man  wieder  Ui  =  (xdx)i 
nd  dann  x,  =  1,  dx^  ==0,  x,  =  x,  x^^  y,  so  geht  die  Gleichung 
J)  wieder  in  (7)  über.  Statt  (8)  könnte  man  übrigens  auch  jede 
fleichung: 

Ifi  zugehörige  Connexgleichung  wählen^  dem  entsprechend,  dass  die 
leichung  (7)  auf  verschiedene  Weisen  gebildet  werden  kann. 

Wie  wir  hier  in  (4)  und  (5)  zwei  verschiedene  Differentialglei- 
kUDgen  für  dieselben  Gurven  vor  uns  haben,  kann  man  jede  alge- 
■aische  Differentialgleichung  durch  eine  andere  ihr  äquivalente  ersetzen 
id  so  die  Integration  oft  vereinfachen.^)  Man  hat  zu  dem  Zwecke 
e  gegebene  Differentialgleichung  zunächst  auf  die  Form  (7)  zu  brin- 
!ii,  den  zugehörigen  Connex  (8)  aufzustellen  und  in  ihm  x,  =  {udu)i 
itt  w,  =  {xdx)i  z\x  setzen. 

Beispiele   für   die   Bestimmung   von   Integralcurven   werden   wir 

^iterhin  behandeln ;  hier  betrachten  wir  nur  einen  besonders  einfachen 

dl,  nämlich  den  Connex,  welcher  durch  das  Verschwinden  der  Func- 

»naldeterminante   zweier  Formen  fp  =  aj^,  ^  =  «ar"  und  der  Form 

dargestellt  wird: 

)  {aau)  «^'"-^«^"-^  =  0. 

Jrselbe  gibt  die  Differentialgleichung: 

mn  {ajcttjx  —  ccx^dj^  flrx"*"*«*""^  ^^  mipdil;  —  ntpdq)  =  0. 

ine  Hauptcoincidonzcurven  sind  also: 

m  log  tlf  —  n  log  q>  =  log  k , 

nn  l  einen  Parameter  bedeutet,  oder: 

0  ^  — A9)«  =  0. 

*)  Entsprechende  Betrachtungen  far  den  Baum  (d.  i.  die  üeberiuhning  einer 
Pnnktcoordinaten  gegebenen  Differentialgleichung  in  eine  solche  für  Ebenen- 
^dinaten)  findet  man  bei  Plücker:  System  der  Geometrie  des  Baumes, 
Beidorf  1846,  p.  27. 
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Und  hierdurch  ist  gleichztiitig  die  Integration  der  DiÖerentialgletchung 

gegeben ;  wenigstens  wird  letztere  durch  Lösung  des  rein  algebnuscbcn 
Problems  geleistet,   die  Gleichung  der   Curven   (10)   in    Liniencoordi- 
miieu  anf zustellen.     Man  ersieht  aus  (10),    dass    in    der   ITiat  durck 
jeden  Pimkt  der  Ebene  eine  üurve   des  Systems  geht,   während  jed^ 
Gerade  von  m  ~\-  n  —  2  Curven  berührt  wird.    Zunächst  nfimlich  würfe 
die  Liniencoordinatengleichuijg  der  Curve  (10)  vom  Grade  2(iw»  — 1) 
in  A  werden;  da  aber  in  dem  Systeme  die  Curve   i?  m-fach   enÜiAlteit 
ist,  und   so  jede    lieliebige  Gerade    in  jedem    ihrer   n  SchniüpntAU 
(w—  l)-fach   berührt  (vgl.  p,  424),  so   mu«s   die    Liniencoordinatefl* 
gleichung    für  Jede    Linie    die   n  (m  —  1) -fache   Wurzel    A  =0  mid 
analog  die  m  {n  —  1) -fache  Wurzel  A  ^  oo  zulaasen.     Nach  AtwsonA^ 
rung  der  entsprechenden  Factoren  bleibt  sie    in  der  That  vom  Grade 

2  {mn  —  1)  —  (m  —  1)  it  —  (m  ~  1)  f/i  -=  m  +  n  —  2 

Dass  in  (10)  algebraisch**  Intejjfralcurven  auftreten^  iat  dimh  liit 
speciclle  Natur  des  gewählten  Beispiels  bedingt;  im  Allgemeineii  mri 
man  transscen deute  Curven  erhalten,  von  denen  aber  auch  xmm 
n  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen»  m  eine  beliebige  Gerade  1^ 
rühren.  Für  diese  Curvensysleme  kommt  also  den  Zahlen  n^mm 
Bedeutung  zu,  ähnlich  derjenigen,  welche  wir  früher  in  der  Tbwjne 
der  Charakteristiken  den  Zahlen  ^,  ja'  (bez.  ;*,  J')  beilegten;  und  ifl 
der  That  lassen  sich  auch  verschiedene  auf  diese  Zahlen  beiöglici^ 
Sätze  über  Systeme  algebraischer  Curven  unmittelbar  auf  die  aIJ 
meineren  Systeme  iransscendenter  Curven  übertragen,  weirAc  durch  difi 
Differcniialgleichung : 

f  ix ,  fjy  '-^\  =  Ü     oder  besser:     ö^"*  Uixäx)^  =U 

definirt  shid. 

Ziehen  wir  z.  B,  durch  einen  festen  Punkt  alle  moglichffl  tJ<^ 
radeuj  so  wird  jede  derselben  in  m  Punkten  von  den  Carrec  i* 
Systems  berührt;  und  die  Gleichung  .V^  ^  0  des  Ortes  dieser  Beröf 
rungspunkte  ergibt  eich  durch  Elimination  von  u  aas  den  Gleicita^ 

u^  =.  0  ^        f/y  ==  ü ,        a,^***  ««*'  =  0 , 

ist  also  gegeben  durch: 

(11)  X,^a,,^{axfjY^O', 
ebenso  fuhrt  die  dualistisch  entsprechende  üeberlegung  zu  der  Gk"  ^   - 

(12)  ü^~{auv)^uj'  =  0\ 
und  wir  haben  die  Sätze: 
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pr  Ori  der  Punkte  Xj  welche  durch 
re  Vrtbindungdinkn  mit  einem 
tten  Punkte  y  zu  FJemeuten  der 
vpiCüifH'idenz  ergänzt  weiden^ 
\  eine  Curve  der  Ordnung  m  +  n  : 
y  =  0;  und  diese  Curve  hat  eitlen 
rfachen  Punkt  in  y. 


Die  Envchppe  der  Strahlen  u,  weiche 
durch  ihre  Schnittpunkte  mit  einem 
festen  Strahle  v  zu  Ei  erneuten  der 
Hauptcoinciden  z  ergänzt  werden, 
ist  eine  Curm  der  Klasse  m  -\-  n  : 
(/^  =  0;  und  diese  Curve  hat  v 
zur  m* fachen   Tangente. 


Die  Ordnung  der  Curve  -l'^  =  0  ist  also  in  der  That  ebenso  von 
m  Zahlen  n^  m  abhüngig,  wie  die  Ordnung  der  entsprechend  deli- 
iirten  Curve  bei  algebraischon  Syskmeu  nach  einem  Satze  auf  p,  414 
üo  den  Charakteristiken  ft,  fi'  eines  solchen  Systems;  und  auch  das 
Perbalten  beider  Curven  in  dem  festen  Punkte  y  ist  dasselbe.*)  — 

Unter  den  Punkten  der  Ebene  sind  nun  besonders  diejenigen  aus- 
{exeichnet,  für  welche  xwei  der  n  von  ihnen  ausgehenden  Richtungen 
tusamraen fallen;  und  da  diese  Forderung  einer  Bedingung  äquivalent 
hij  wird  üü  noch  einfach  uuendlieh  viele  Punkte  der  Art  geben ^  d.  h, 
lie^lben  werden  eine  Curve  bilden.  Ebenso  erhält  man  eine  andere 
Jurve  als  Enveloppe  der  Geraden,  für  welche  zwei  zagehörige  Goin- 
»deiizpuukte  einander  benachbart  liegen.  Wenn  zwei  der  n  von  einem 
*unkte  X  aus  an  die  zugehörige  A'«  gelegten  Tangenten  zusammen- 
^en  sollen,  so  muss  der  Pimkt  x  ütfenbar  auf  der  K„  liegen;  stellt 
äH  also  die  Gleichung  /"  (x,  u)  ^=  0  der  letzteren  in  Punktcoordinaten 
der  Form  l'Ux,  Ä)  =  0  dar,  so  ist  F  (x,  x)  =  ü  die  Gleichung 
achten  Ortes.  Man  erhält  daher  den  Ort  der  Punkte  x,  welche 
ihrer  zugehörigen  Kh  Ut^gcn^  und  für  welche  somit  zwei  der  zuge- 
tgen  Fortschreitungsrichtungen  der  Hauptcoincidenz  zusammenf alten ^ 
m  man  die  Curve  h\  in  Punktcoordinaten  x  darstellt*  Dualistisch  ent- 
chend  erhalt  man  den  Ort  der  Linien  w,  welche  ihre  zugehörige  C^ 
,  indem  man  die  letztere  in  Liniencoordinaten  u  darstellt. 
ie  erstere  Curve  existkt  natürlich  nur,  wenn  «  >  1 ,  die  letztere 
enn  m  >  1 ;  die  Fälle  m  =  1  oder  n  =  l  verlangen  daher  noch 
«ondere  Besprechung;  wir  kommen  auf  letztere  spater  zurück. 
den  ConnoÄ  a^Ua^  =  U  erhält  man  z.  B.: 
F(x,X)  =  a^b^{aßÄ)^, 
T  Ort  der  betreffenden  Puukte  ist  folglich  gegeben  durch  die 
vierter  Ordnung: 

F  (x,  x)  ^  a^b,  {aßxf  =  0 . 

I Ebenso  gilt  tür  die  Systeme  trau6»cendenter  Ctirven  auch  der  Satz,  dofls 
nrve  der  Ordnung  n'  nnd  der  Klasse  fc  von  k* n  -\-  n  m  Curven  de«  System« 
wird;  vgl.  Fouret:  Sur  les  syst^mes  gen^raux  de  courbes  planee,  BnUe* 
fla  ßoci^'te  mathdmatique  d«  France,  t  8,  p.  72  und  9€.  —  Mau  erkennt^ 
bell  die  weiteren  Untersuchungen  von  Fouret  über  simultane  Curven- 
ne  der  Art  in  engster  Beziehung  zur  Connextheorie  stehen. 
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Für  »Jen  Connex  (tjut^r  =^(^  fiuJet  man: 


F{x,X)  =  n:.HJ{aßXf 


Bomit 


Ho  Uarve  sechster  Ordnung; 

F  {x,  x)  —  njbj  ((tßxy  =  0  . 
Die  liier   gemeinten   Curven  stehen  in  besonderer  und  sehr  wich* 
iiger  Beziehung  zu  den  Integralcurven  de«  Connexes  f  =  0.    Bi'tr^lj 
ten   wir   die  Punkte   auf  beiden  Seiten  der  Curve  P{x,x)^iX    Für 
einen  Punkt  der  letzteren  selbst  fallen   7,wei  der  zugehiVrigeü  Zweig» 
der  Integralcurven  zusammen;  nach  den  bekannten  GeseUea  der  Oun« 
linuität  müssen  diese  Zweige  daher  für  Punkte  auf  der  einen  Seite  tk 
Curve  F  (Xf  x)  ^0  reell,    für  Punkte    auf   der   anderen    Seite  diesw 
Curve  imaginär  sein.     Es  haben  also  in  jedem  Punkte  van  F  =  Otm 
reelle  Zweige    der  Integralcurven    dieselbe    Tangente^    ohm*   mh  ulrr 
diesen  f^unkl  for (zusei z vn  j   d.  h.   es  entsteht  eine  Spitze   der  Intcgnl 
curve  (vgl.  Fig,  74),     Fügt  man  die  dualistisch 'entsprechende  IJebur 
legung  und  die  Umkehrung    heider   hinzu ^    so    kann    man   daher  & 
beiden  Sätze  aussprechen: 
Der   Ort   der  Punkte,    welche   auf 
den  ihnen  im  Connexe  zugehöritjen 


Curven  K^  liegen^  (F  =  0)  isi  zu- 
gleich der  Chi  der  Spitzen  der  In- 
tegrakurven  des  Connexes,*) 

Die    zu    den    Punkten  von  / 
der  Integralcurven   werden    dabei 


Fig,  74. 


Die  Enveioppe   der  Linien,  mtdi 
I  die  ihnen  im  Connexe  zugefidh^tn 
;  C^  berühren,  (F*  =  0)  ist  :mUK> 
der    Ort   der    lyendetangenUn  th 
\  Integralcurven  des  Cannexes. 
=  0  gehörigen    Ruckkehrtü'i 
im  AUgemeinen   eine  anden  l,. 
0  =  0  umhüllen ,  und  ebenso  w«^ 
den  die  Wendepunkte  jener  • 
eine  neue  Cgrve  (!>'  =  ()  1 
ben.     Nur    in    einzelnen    1 
von  F  wird   es  eintreten,  d. 
einem  solchen  entsprechendi  .*.- 
kehrtangente  in  ihm  zugleick  Tu- 
gente  von  Fht^  vrie  z.  B,  im 
A  in  Fig.  74.**)     Nur  wenn  zwischen  den  Coefficienten  der  Glf^i^^-. 

♦)  Gebt  man  vod  eioer  Diftereutioljjrleicbung  in  rechlwinkli         ^"    ..     f-, 
/^flf  fi%  p)  *"■  0  ftUB,  80  erhält  man   offenbar  die  Curve  F  ^{^  il 

Discriminante  von  f  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  />  =  >4  . 

«5 

**)  Von  der   in  A  berCibrcnden    Integralcurve   sondert   eich  lutt  gleiriv  t  : 

eine  Gerade  ab.    Dies  Beiepiel  i«t  znnilcbst  der  Theoqe  der  Flachen  drilt- f 

nung  entnommen,  deren  HaupttaDgenteucurven  äicb  in   der  Nllhe  der  i-^r^ 

»eben  Curve  m  verhalten.    Vgh  Klein:  Math.  Anualen»  Bd,  r^  *-' 

sammenhang  der  Curve  F«  0  mit  der  singulären  Lö«ing  der  Di 

kommen  wir  im  letzten  Abschnitte  anruck. 
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hO  besondere  Bedingarigen  erfüllt  sind,  wird  es  vorkommen  könneii, 
p  die  Tangente  eines  Jeden  Punktes  von  /'  auch  Tatigeiite  der  zu* 
liörigeD  A\  ist.  Alsdann  wird  /'  in  jedem  Punkte  von  einer  Integral- 
kt  berührt:  die  Curve  F^^O  gibt  dann  ein  singnläres  Integral  der 
lereniialgleicbung  /*^  0,  wie  wir  später  noch  näher  ausführen  wer- 
y^  ein  solches  wird  dagegen  im  Allgemeinen  nicht  auttreten* 
^  Ätis  dem  oben  angegebenen  Bildungsgesetze  von  F  und  F'  lassen 

^ leicht  Ordnung,  bez.  KlasV*  dieser  Curven  bestimmen ;  denn  eine 
e  «**'  Klasae  ist  im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  «  («  —  Ij,  und 
5  Punktgleichung  vom  Grade  2  (n  —  1)  in  den  Coefticienteu  der 
iengleichung,  .^/ttn  fmdti  daher  für  die  Ordnuntj  von  F  die  Zahl 
-  l)  (2  m  -|-  «)  und  für  die  Kimse  von  F*  die  Zahl  (m  —  l)  (2  /i  +  ot). 
!  Die  hier  auftretenden  Curven  F  ^0  sind  aber  keineswegs  die 
l^emeinsteu  Curven  der  Ordnung  («  —  1 )  (2  i/i -f- '0 >  ^^^  ^^^^  ^^^^' 
kr  durch  verschiedene  Singularitäten  ausgezeichnet,  Zur  Bestini- 
ig  der  let/ieren  betrachten  wir  die  Beziehung  zwischen  den  Curven 
nnd  0  =^  0  genauer,  wo  also 

'^^  0  den  Ort  der  Kückkehrimnkte  der  Integralcurven , 
0  =  0  den  Ort  der  Rückkehrtangenten  derselben 

•Ut  Beide  Curven  sind  ihrer  Definition  nach  mideutifj  auf  ein- 
ogen:  einem  Punkte  x  von  /■'  ents|>richt  als  Tangente  von  0 
le  Tangente  der  zu  x  gehörigen  h\  ira  Punkte  x.  Nun  hat 
solche  Kn  im  Allgemeinen  \  n  (n  —  2)  (;i'^  —  9)  Doppelpunkte;  es 
daher  in  einer  endlichen  Zahl  von  Punkten  der  Ebene  vorkommen 
aen,  dass  der  Punkt  x  mit  einem  Dopi»elpunkte  der  zugehörigen 
l^üsammenrällt;  und  dann  entsprechen  ihm  zwei  verschiedene  Tan- 
ten derselben,  und  somit  zwei  verschiedene  Tangenten  von  ^. 
\  kann  nach  den  Gesetzen  der  eindeutigen  Transformation  nur  ein- 
Hiy  wenn  der  betreff t'nde  Pimfä  ein  Düppel pmdU  von^FisL  Die  Zahl 
lier  Doppelpunkte  be^stimraen  wir  hiernach  mit  Hülfe  des  Corre- 
idenzprincips  von  Salmon  und  Zeuthen  (p.  B87)  folgendermassen. 
Jedem  Punkte  x  entsprechen  a  =  \n  {n  —  2)  («*  —  9)  Punkte  t/^ 
l>oppel punkte  der  zu  x  gelinrigen  K„.  Um  die  Zahl  (t  der  nmge- 
l^ii  tj  gehörigen  Punkte  x  zu  tiuden ,  haben  wir  nach  der  Zahl 
^Biren  AT«  zu  fragen;  welche  in  einem  gegebenen  Punkte  y  einen 
^elpunkt  haben.  Jeder  durch  ;/  gehende  Strahl  u  wird  von  un- 
pch  vielen  K^  berührt;  unter  ihnen  sind  m-  Curven,  welche  %t  in 
IrQhren;  es  gibt  daher  ausserdem  noch: 

H  2  («  -  1)  //i^  —  2  m^  =  2  «;/*^  -  4  ;7i^ 

WKlfmj  welche  u  berühren  und  zugleich  durch  y  gehen.     An  jede 
[rebsteren  kann  man   von  y  aus  noch   n  —  3  Tangenten  v  legeiij 
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deren  Berührungspunkte  nictit  auf  u  liegen^  uud  &o  enisprecb 
Strahle  u   2  ot^  («  —  3)  (n  —  2)  Strahlen  v,   und   ebenso    u; 
Fallen  zwei  entsprechende  Simhlen  zusammen»  so  geht  die  bi 
A\  noch  ein  zweites  Mal   durch  t/^  d,  h.  hat  in  t/  einen  Dop 
Da    nun  je    zwei    Coincidenzen  der   Art  durch  dieselbe  A\  ?( 
werden,  so  ist  einfach: 

a  ^2m^{n  -  2)  (it  —  3) . 

Um  die  Zahl  a  +  «'  -f  /J  der  Coincidenzeu  von  Punkten 
in  der  Ebene  zu  finden,    müssen    wir  jetzt  noch   die   Ordnui^ 
Curve  angeben,  welche  von  y  durchlaufen  wird,  wenn  jc  ein« 
beschreibt.     Setzt  man  aber  a*  ^^  ^  +  A»;,  so  stallt  die  Gleichi 

ein  System  von  Curven  Ä%,  dar,  von  denen  2  m  (n  —  l)  durc 
beliebigen  Punkt  gehen  und  m  eine  beliebige  Gerade  benlhreu- 
diialistische  üebertragung  unserer  früheren  Untersuchung^ 
Üurven^ysteme  (p.  416)  finden  wir  daher  für  die  Ordunog  di 
der  Doppelpunkte  y  den  Werth: 

/3  =  2(n  ^2)(n—3)nm. 

Die  Zahl  der  Doppelpunkte  von  F  ht  somit  schUessHch: 

(13)  a  +  a  Jfß-^^n-  2)  («  -  3){(2  m  +  nf  +  3«) 

Analog  findet  man  die  Zahl  der  Spitzen   von   F  gleich 
der  Punkte  x^  welche  mit  einer  Spitze  y  der  zugehörigen  K^  «ua 
fnlleo.     Hier  ist: 

ce  =  3  w  (w  —  2) ,        «'  =  3  /w'  {n  —  2), 

wobei  letztere  Zahl  sich  durch  Betrachtung  einer  Correspoud 

(iw^  (w  —  2) ,       2  m^  (n  -  2)) 

zwischen  den  Strahlen  eines  beliebigen  Büschels  ergibt.  EodUd 
man  nach  p.  416: 

/3  =  3wn(ii  — 2), 

und  somit  die  Zahl  der  Spitzen  von  F^O  ff/eich: 

(14)  3{n^2)(m^+  mn-^n). 

Um  die  Klasse  von  *  zu  bestimmen,  gehen  wir  von  den  1 
aus,  welche  die  eindeutige"  Beziehung  der  Tangenten  von  <>i 
Punkte  von  F  vermitteln*  Sei  symbolisch  ^/A.r'  — 0  die  Mi 
der  zu  x  gehörigen  Ä\  in  Punktcoordiuaten  .t,  wo  ^=^2m{i 
V  =^  /r(//  —  1)^  so  sind  jene  Tmnsformationsgleichojigen  oftoj 
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i  Curven  ^,  =  0  gehen  zunächsjt  durch  sämnitliche  Doppel- 
uud  Spitzen  von  F  =  0  hindurch,  denn  wenn   x  ein  Uoppel- 

ilcl  der  Curve  AJ*Ax''  =^  0  iat,  so  verschwinclea  eben  die  drei  Grossen 
r);  und  wir  haben  gesehen  j  dass  dann  F  in  x  einen  Doppelpunkt 

lt.    In  unseren  allgemeinen  Formeln   für  die  eindeutige  Transtbrma- 

S^n  (p*  666)  müssen  wir  demnach  setzen :  ^ 

,  =^  4^  v  ^  1  =  («  —  1)  (2  /?!  +  n)  —  1  , 

T  =  |(i,_2)(w-3){(2//j  +  /i)2+3«)+3(>i— 2)(otHw«  +  «). 

Wir  haben  jetzt  noch  die  Zahl  tJ  der  einfachen  Punkte  von  F  zw 
Sehen,  durch  welche  die  drei  Curven  95,  =  0  gleichzeitig  hindurch- 
fehen.  Unter  den  zweifach  unendlich  vielen  Curven  AT«  Avird  es  ein- 
ich  unendlich  viele  geben ,  die  eine  Doppeltangenle  besitzen,  und  die 
igühiVrigen  Punkte  x  werden  eine  Ciirve  P  =  0  bilden,  welche  sich 
irch  Elimination  der  w,  aus  den  Gleichungen: 

gibt,  welche  also  von  der  Ordnung  3  m  {n  —  1)'  ist.  Auf  P  wird 
femer  eine  endliche  Zahl  von  Punkten  x  geben,  durch  welche  die 
Eippeltangente  der  zugehiVrigen  k\  hindurchgeht  Diese  Punkte  liegen 
mn  gleichzeitig  auf  /'  =  0,  denn  für  sie  fallen  zwei  der  entsprechen- 
Eii  n  Strahlen  der  Uauptcomcidenz  in  die  Doppeltangente  zusammen; 
^i  für  sip  bestehen  gleichzeitig  die  drei  Gleichungen: 

mti  die  Doppeltangente  ist  als  doppelt  zahlender  Zweig  der  Curve 
^  Ordnung  J^J*Ax^=^0  aufzufassen.  Durch  die  so  charakterisirten 
rir/iYc  gehen  demnach  alle  drei  Ctttven  <pi  =  0  hindurch.  Die  Zahl  der 
inkte  bestimmt  sich  in  folgender  Weise.  Die  Gleichung  der  von 
(II  Doppeltangenten  umhüllten  Curve  ergibt  sich  durch  Elimination 
*jr,  aus  den  Gleichungen  (17);  sie  ist  also  von  der  Klasse  3  w'  («  —  1). 
öf  der  Curve  P  =^  0  haben  wir  somit  zwischen  den  Punkten  x  und 
'1  Schnittpunkten  fj  der  zugehörigen  Doppeltangente  eine  Corre- 
öQdenz: 

©  Zahl  der  gesuchten  Punkte  von  P=0  und  somit   auch  die  Zahl 
'   anfachen   Punkte  von   F  ^=  0,    welche  den   <pi  tjemeinnam  sind,   ist 
*er  gleich: 
h  Sm  (n  —  1)  (m  +  /i  -  l) , 

'  Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Curven  9},=  0  die  Kikk- 
irtangenten  von  /'"  =  0  in  den  betreffenden  Itückkehrpunkten  be- 
eren.    Da  nämlich  nach  dem  Obigen  die  Curve  F^  AJ^A^*^^0 
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in  einem  Doppelpimkte  der  ku  ,x  geLörigeii  A'^  ebeufalis  einen  D 
punkt  hat,  äo  sind  die  Grossen  ^^^*  A^r*' -  ^  A,  un(l^</*  ^  *^^A^*  eij 
proportional;  und  folglich  kann  n^an  die  Gleicbungeu  (15J  ai 
4*etÄen  durch:  , 

(19)  gu.^Aj'-'A/^,  { 

Sind  nun  für  einen  Riickkehrpunkt  o:  von  F  die  fl*r^  be.'^timmkl 
die  Gleieliiiijg  i^^^^  ^  0,  d.  i.  durcli: 

wo  also  die  Grössen  t%  die  Coordinaten  der  Kiiekkehrtangente  bed 
so  ist  nacb  (15)  die  x  entsprecheixde  Tangente  von  4>  bestinmit  i 

gur^  4."-^'A./--U*^rf^A..  +  (v  —  1)  J^Aj^lAi 

nnd  iiacb  (19)  durch: 

Also  haben  wir: 

((>>  +  ^v)  fi/^r  =  ^uJ      und :      g'  td  =  Vd^  - 1?,  =  0 .    | 

Letztere  Gleichungen  sagen  in  der  That  aus,  dass  die  Cunren  fi  {t 
auch  den  Pnakt  a;  +  ^^'  «^othalleu,  d,  b,  die  Linie  v^^  ^0  m{ 
rühren.     In   unseren   allgemeinpii  Formeln    für  die  eindeutige  1 

formation  (p.  666)  haben  wir  daher  die  Zahl  ff  gleich  der  Samm 
Zahl  (18)  und  der  Zahl  der  Rückkehrpunkte  zu  wählen: 

(20)  (?  =  3  m  (n  —  1)  (m  +  n  —  l)  + 'd  (ti  —  2)  {m^  +  mn  +  «) 
Die  Klasse  von  O  wird  daher  schücsslich  in  Rücksicht  auf  {\6) g 

(21)  {^  +  v)  s  —  a  —  2  r  =  m'  +  2  mn  -  m  +  n  .*) 

Da  somit  Klasse  und  (ieschlecht  der  Ciirve  0  =  0  bekannt 
kann  man  die  Zahl  ihrer  Doppeltangenten  leicht  berechnen, 
Wendetangeiiten  werden  im  Allgemeinen  nicht  vorkommen; 
Rechnung  soll  hier  indess  nicht  mehr  ausgeführt  werden. 


*)  Diese  Zahl  lässt  sich  auch  in  folgender  Weise  finden.  Auf  jeder  L 
durch  y  liegen  tn  zugehörige  Punkte  a-  der  Haiipk'oincidenz:  die  Schnittii 
von  M  mit  der  Curvc  A'  ~~^j"'  (aj-f/)"  =  0;  von  jedem  dieser  tu  PuukU- 
noch  n  —  1  weitere  Strahlen  r  der  llauptcoincidenz  aus;  man  erhrdt  aUc' 
durch  7/  gehende  Tangente  von  O,  wenn  eine  Linie  u  mit  einer  der  eutsprf 
den  rn  (n  —  1)  Linien  v  zusammenfällt.  Nun  umhüllen  die  Linien  v  eine  ( 
die  sich  durch  Elimination  der  .r  aus  den  Gleichungen: 

aj"  (a  .r y j"  =  0  ,  f^.  =  0  .  n J"  vj'  =  0 

ergibt  und  also  von  der  Klasse  (;«  +  nf  ist.  Von  ihr  sondert  sich  al-er  « 
zählend  der  Punkt  //  ab,  und  sie  hat  ausserdem  einen  7» -fachen  Tunkt 
Man  kann  also  an  sie  von  y  aus  noch  (;//  +  //)^  —  m  -  n  (n  —  1 )  =  ra*  -f  -  "•  '^"^ 
Taugenten  ziehen;  und  diese  Zahl  ist  also  die  Klasse  von  <P. 
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Durch  dualistische  üebertragung  der  gewonnenen  Resultate  erhält 
die  Eigenschaften  der  Curven: 

F'  =.  0,  des  Ortes  der  Wendetangenten  der  Tntegralcurven ,  und 
<!)'  =s  0,  des  Ortes  ihrer  Wendepunkte, 
ere  Curve  ist  von  der  Klasse  (w  —  1)  (2  n  +  ^);  die  Zahl  ihrer 
peltangenten  ist  gleich: 

\^{m  —  2){m  —  3){(2  w  +  w)^  +  3»i} , 
die  Zahl  ihrer  Wendetangenten  gleich: 

3  (w  — 2)(n2  + WIW  + w). 
Ordnung  von  <t>'  endlich  ist  gegeben  durch  die  Zahl: 
n'^  -\-2  nm  —  n  +  m. 

lus  kann  man  die  übrigen  Plücker'schen  Zahlen  beider  Curven 
chnen,  da  ihr  Geschlecht  dasselbe  ist,  und  da  O' =  0  im  All- 
einen keine  Rückkehrpunkte  besitzen  wird. 

Wir  haben  die  Curven  F  und  <t>  hier  zunächst  in  ihrer  Beziehung 
1er  Differentialgleichung  der  Hauptcoincidenz  betrachtet.  Unab- 
{ig  von  diesem  Gesichtspunkte  sind  indess  F  und  <t>  offenbar  als 
irianten  bez.  Contravarianten  des  Connexes  /  =  0  oder  auch  der 
ptcoincidenz  des  letzteren  aufzufassen.  Da  aber  die  Differential- 
3hung  der  Integralcurven  unzertrennlich  mit  der  Hauptcoincidenz 
Connexes  verknüpft  ist,  so  wird  man  ebenso  gut  von  Functional- 
rianten  der  Differentialgleichung  als  von  solchen  der  Hauptcoin- 
iz  sprechen  können;  und  dafür  bieten  uns  dann  die  Formen  F, 
^',  <t>'  die  einfachsten  Beispiele.  Es  eröfihet  sich  so  ein  neuer 
chispunkt  für  das  Studium  algebraischer  Differentialgleichungen: 

wird  sich  nicht  nur  darauf  beschränken  müssen,  die  Integration 
elben  zu  versuchen,  sondern  man  wird  einen  wesentlichen 
1  seiner  Aufmerksamkeit  auch  auf  das  Studium  ihrer  Functional- 
rianten  zu  verwenden  haben,  d.  i.  auf  die  Untersuchung,  wie  viel 
ler  Theorie  der  Differentialgleichungen  von  linearen  Transforma- 
3n  abhängig  ist,  wie  viel  unabhängig  von  solchen  Transformationen 
ihen  bleibt. 
Hat  man  indess  einmal  diesen  Gesichtspunkt  gewonnen,  so  wird 

auch  weiter  gehen  und  allgemeine  eindeutige  Transformationen, 
rie  oben  kurz  betrachtet  wurden  (p.  956),  an  Stelle  der  linearen 
n  lassen.  Es  ist  aber  hervorzuheben,  dass  nicht  jede  eindeutige 
sformation  der  Form: 

p      q  r      s 

Qt/i  -=  (fi  (x,u),        0 Vi  =  if;,-  (x,  w) , 
le   den  Conuex  f  {Xy  w)  =  0  in   einen   Connex   F(y,  r)  =  0   ver- 


gong  u^  =  u  m  010  Deaingiing  v^  =  u  transiormirt 

Haoptcoiocidenz  von  f  m  die  Hauptcamcidenz  von  F  "W 
einer  Curve  %  =  0  entstehende  Curvenpaar  hat  also  jeta 
Schaft,  dass  jede  Tangente  der  einen  Curve  des  Paar 
entsprechenden  Punkt  der  anderen  Corve  hindurchgeht 
die  beiden  letzteren  Uurven  zusammenfallen,  d,  h.  sollen 
und  Tangenten  einer  Curve  x{x)  ^  0  übergehen  in  die 
Tangenten  einer  Curve  X  (t/)  =^  O^J,  so  müssen  in  Folge  n 
forma  ihn  die  beiden  Bedingungen  t/^  ^  0  und  u^j^  =  0 
bez^  übergeßhrl  werden  in  v^  =  0  und  y^y  =  0.  Nur  in 
entsteht  daher  aus  einer  lutegralcurve  des  Connexea  f 
curve  des  Connexes  F\  nur  dieser  Fall  der  Transfm^mal 
für  die  mit  der  Hauptcoincidenz  von  f  zusammenhängende  Di^ 
gleichung  von  BedeiHung,  Nur  in  Bezug  auf  diesen  ei 
algebraisch -eindeutiger  Transformationen,  welcher  sich  a 
rentialgleichiing  als  solche  bezieht^  kann  man  sonach  iusb 
detn  Geschkchle  einer  f)i ff erenliat gleichung  sprechen  ^  indem 
früheren  Betrachtungen  über  Coincidenzen  auf  die  Hai 
von  f  anwendet  (p.  Ülil).  Das  ücschlecht  ist  dann  eine 
Ijei  den  genannten  Transformationen  immer  erhalten  blei 
verständlich  kann  man  auch  die  oben  gebildeten  DiflFerenl 
Jlauijtcoincidenz  aufstellen,  indem  man  den  Connex  fp  = 
identischen  Connex  «^  =  0  ersetzt.  Man  erhält  einfach, 
{ua)i  =^  Ci  und  {bß)i  =  fi  gesetzt  wird: 


9  .  (,r  dxtfit:)*!^ 

dl  = -^ 


Q  .(iidu  tl'u)  f 


Wir  wollen   nun  die  BedinguDgen  aufstellen^  ^^l!^ 
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iptcoincideuzcurven  von  f  in  diejenigen  von  F  überführen  sollen, 
lachst  geben  die  Bedingungen  t;^  =  0,  v^y  ^=  0  unmittelbar  die 
ichangen: 

£(pitlfi  =  0    und     E^idfpi  «=  0 . 

de  müssen  bestehen  in  Folge  der  Grleichungen  /*=  0,  t/j;  =  0.  Die 
kere  führt  daher  auf  die  zu  erfüllende  Identität: 

s  andere  Gleichung  aber  gibt  entwickelt: 

\  nun  gleichzeitig  die  Gleichungen  bestehen : 

Exidui  =  0^        2]xiUi  =  0,        Uxif^l  ^m/'=0, 
kann  man  setzen: 

>)  dUi  =  XUi  -{- k/':ri ' 

mer  erhält  man  aus  /  =  0  durch  DiflFerentiation : 

^  Ur^idxi+UruidUi^^O, 

1  hieraus  folgt,  da  27w,/«/  =  0,   wegen  (25)  eine  Bestimmung  von 
lUein,  während  x  unbestimmt  bleibt. 
Aber  in  Folge  der  Gleichung: 

0=^i:uir.;  =  (fu'xdx) 
m  man  auch  setzen: 

)  dxi  =  xxi  +  A'A/  . 

lirt  man  diese  Werthe  ebenfalls  in  (26)  ein,  so  bleibt: 

)  (a  +  a').2;/;;y.;  =  o. 

I  Verschwinden  des  zweiten  Factors  wollen  wir  zunächst  ausschliessen. 
tt  dieses  also  nicht  ein,  so  hat  man  X  -{-  k'  =  0,  und  die  Gleichung 
t)  geht  vermöge  (25)  und  (27)  über  in: 

(.> + «,)  z„*,+ »■^:!:*,  (^;  14  -  If;  if^)  -0. 

muss  somit,  wenn  man  (23)  zu  Hülfe  nimmt^  noch  eine  Identität 
'  Form  bestehen: 

t  k       \^^k  ^H       ^H  ^^J 

Gleichungen  (23)  und  (29)  enthalten  alle  Bedingungen ,  denen  die 
ctionen  q>i^  il>i  genügen  müssen;  man  kann  in  Folge  derselben 
ittelbar  zwei  dieser  Functionen  durch  die  übrigen  ausdrücken. 


'   976  ^^^^B        SielieQte  AbtLöilung. 

Die  Form  der  letzten  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  Am 

unsymmetrisch.    Dass  aber  diese  Functionen   iu    Wahrheit  sj 
schtm  Bedingungen  unterworfen  aein  müssen ,   folgt   aüs    dem 
Charakter,    der   oben    für    Differentialgleichungea    tiberhaupt 
wiesen  wunJe,  und  in  der  That  erhalt  man  aus  {2^t)  und  (29)  zm 
auch  leicht  diejenige  Form  der  einen  Bedingung^   welche  zu  (2 
metrisch  ist.     Unterwirft  man  nilmlieh  die  Gleichung  (23)  dem  1 

2:(ilA 11  A\  I 

so  erhält  man  Hnka  zwei  Theiie^  deren  einer  die  linke  Seite  ?C 
ist,   während    der    andere    durch    Vertauschuug    der    9    und 
ihm  hervorgeht;    auf   der   anderen    Seite   aber   erhält  man    die 
A"V  4^  M"iijc}  also  auch  den  zu  (29)  symmetrischen  Äusdruclc  { 
dargestellt;  q,  e,  d. 

Dk  Bedingungen  ääfitr^  dasi  durch  dk  Transformafim  (! 
Üifferentiatgleichunff  der  hitef/raicijtrven  von  /*^=  0  in  dk  Biffm 
giekhung  der  Inkgrakurvcu  von  F  ^=  Q  äher^efü/iri  tmrd*Jf  iiiidi 
symmelrkch a *  Form : 

Es  bleibt  nur  noch  der  Ausnahmefall  zu  untersuchen,  in  wel 
schon  eine  Gleichung: 

2:  ^^  1^  =  /{f  +  Mu,. 

dar.  dui  ' 

besteht,  und  daher  der  linke  Theil  derselben  durch  sein  Verschw 
das  Bestehen  der  Gleichung  (28)  herbeiführt.  Wir  wolkn  zeigen, 
in  diesem  Falk  keine  eigen  fliehe  Diff'erenlialgleiehwuj  vorUegt. 

Sind    zunächst  ^j ,  5.,,  ^3,  i^j,  ?/.,,  t/3  beliebige    Grössen,  so 
man,  dass  das  Product: 

^'1       /V        ?!;     !^^i       A.'       ^il 

für  alle  Elemente  der  Coincidenz  verschwindet,  denn  in  der  tlurcl 
Multiplication  entstehenden  Determinante  verschwinden  in  nn 
Falle  vier  Elemente,  welche  ein  Rechteck  bilden.     Es  muss  also  < 

*)  Man  kann  auch  verlangen ,  dass  der  Transformation  (-22)  diese  Eigene 
in  Bezug  ^\\K  jeden  Connex  f  =  0  zukommt.  Dies  gibt  die  sogenannten  AV/tiÄ^ 
tra7isformalioiien;  vgl.  darüber  den  Schluss  dieses  Bandes. 
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Factoren  des  obigen  Products  Null  sein;  d.  h.  man  hat,  da  die 
7  beliebig  sind,  entweder: 

r: 

)   ^f^  -  ^3 A'  =  0 ,    t/jA/  —  Wi  fxl  =0,    M, /V  -  i/^a;  =  0 , 
ner  unter  der  Voraussetzung  /*=  0,  1/,^  =  0. 
Betrachten  wir  nun  die  Gleichung: 

Xy  =  f{x,  {xy))  ^  ö^-  (aa?y)»  =  0 , 

Iche  in  den  Veränderlichen  y  das  Product  der  n  Geraden  darstellt, 
J  in  der  Hauptcoincidenz  von  x  ausgehen ,  und  aus  der  die  Diffe- 
itialgleichung  entsteht,  wenn  man  die  ^,  durch  die  dx»  ersetzt, 
irch  die  Substitution  w,-  =  (xi/)i,  welche  die  Bedingung  t/j,  =  0  iden- 
sh  erfüllt,  yerwandeln  sich  die  Gleichungen  (31)  in: 

1)  ?:^  =  0       ^   — ^  =  6  ^  =  0. 

dvi  ^  dyt  ^  dyt 

>se  Gleichungen  sollen  für  alle  Werthsysteme  a:,  y  bestehen,  für 
che  Xy  =  0  ist.  Ist  also  Xy  irreducibel,  so  sind  sie  unmöglich, 
n  die  linken  Theile  von  (33)  sind  von  niedrigerer  Ordnung  als 
>  mithin  nie  durch  Xy  theilbar.  Ist  aber  Xy  reducibel  etwa  gleich 
Z  .  .  .,  wo  ^,  %,  . .  .  irreducibel,  so  verwandeln  sich  die  Gleichun- 
(33)  in: 

'  Werthe,  die  der  Gleichang  ^  =  0  genügen,  gibt  dies: 

xiuss  also  entweder  einer  der  Factoren  x?  •  •  •  gleich  ^  sein,  oder 
nüssen  alle  Ausdrücke  ~-  verschwinden.     Man    erkennt   so,    dass 

die  Form  haben  muss: 

Xy=  M^  .y., 
X  die  y  nicht  mehr  enthält.    Ist  also 

Prird: 

allgemeinste  Form  des  zugehörigen  Gonnexes. 
In    einem    solchen    Connexe   (m,2a)   entspricht  jedem  Punkte  x 
^  Curve,  welche  in  ihm  einen  a- fachen  Punkt  hat,  jeder  Geraden 

lebsoh,  VorlesiuigOB.  62 
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V  eine  Curve,  welche  von  ihr  in  p  Punkten  berührt  wird,  wriljrmj 
die  übrigen  m  ^-  2  q  Schnittpuiikte  auf  einar  festen  Cnrve  X  ^^  0  liegt«* 
I^k  liaupkoinddenz  des  Connexes  besteht  in  diesem  Faüe  aus  der  singu^ 
iären  Curvc  X  =  0^  gedacht  als  Ort  vön  Büschefcentren ,  und  am 
doppelt  zählenden  Ifaupteoiucidenz  des  Contiexes  V  ^  0. 

Nor  dualistiach  entgegeDgesetzt  verhalt  sich  der  Fall,  'm  welcha 
die  Gleichungen  (32)  an  Stelle  von  (31)  tretet.  — 

Die  Formeln  für  die  eindeutige  Transformation  in  nicht  homc 
gelier  Form  werden,  wenn  |,  i^  die  neuen  Verunderlichen  bedeotea. 
dadurch  erhulti^n^  dass  man  in  den  früheren  Formebi  fJi^tUsi  ^i=*II 
setzt.     Man  hat  dann 


wo  qp>  9>,,  qp^,  doppelt  homogene  Functionen  der  Reihen  -r,  ^,  1,  -( 

1  j  xp  —  y  Bind  ( p.  ^65),     Die  Gleichungen  für  die  r,  erhalt  in&n  i 

einfachsten,  indem  mau  ^  bildet,  för  den  darin  vorkommenden  An 
druck  '^4  aber  seinen  aus  *--  e=  0  Hiessenden  Werth  setKt.    Dieüia^ 

chiing  f^^O  geht  dadurch  in  eine  Gleichung  zwischen  |,  ij,  ^  Gb 

Wir  haben  ako  die  allgenieiuste  Transformation  vor  uns,  bei  wdthr^r 
die  neuen  Veränderlichen  und  deren  erste  Differentialqnotient'©n  Ftrae- 
tioiien  der  alten  imd  ilm^r  ersten  Difi'erentialquotienten  sind. 


V.    Beispiele  für  die  Bestimmimg  von  Hauptcoinciden2eur?eii. 

Im  FüljL^emleu  sollen  nofh  eiu ige  Beispiele  für  die  Integration  <i^ 
Dill'erentialgleiuhuiig  der  Uaupteoiticideuzeurveu  gegeben  werden  U^ 
s^elben  sind  dadurch  von  besonderem  Interesse,  dass  sie  zum  Tleil  bü^ 
früheren  andern  Untersuchungen  im  Zusammenhange  stehen* 

1)  Schon  oben  wurde  bemerkt  {p.  DMT)^  dass  der  lineolinf*'* 
TüuneSj  d.  i.  der  Cuuuex  i\,  1),  uns  uumittelbar  die  Verwau'feW^ 
der  (■ollineation  liefert.  IHi  nun  die  letztere  im  Allgemeinen  ifl  ''^^ 
kanonischen  Form : 


9f/f ' 


Xf^tif 


angenommen   werden    darf  (i».  26;^),   so   kann    der   allgemeine  ♦^'^"^^ 
ff,if„  =  0  auch  auf  die  kanonisehe  Form  trausformirt  weidenr 


«i"r*'i  +  ?f.w^.>-,  +  x,iu,x^ 


0. 


Ilienius  aber  erhalten  wir  die  Dilferentialgleichung; 

«  ^  x,(.r^  d.r^^  ^  ^^^dct^)  -f  ^^j\{^^  ft^^  —  a-,  dj\^)-^x.p\^ix^dj\''Tj^\'^^\ 


h' 
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ich  einfacher  Umformung: 

i*^  -  X3)  "^  +  («3  -  *.)  $  +  (X,  -  X.)  '^  =  0. 

ichung  der  Haupicoincidenzcurven  des  lineo- linearen  Connexes-ist 
Allgemeinen  von  der  Form: 

x,*2  -  »lOTj«»  -  *ix^*'  -  «2  =  Const. 

1  somit  insbesondere  algebraisch ,   wenn  die  Grossen  x.  sich  zu 
r  wie  ganze  Zahlen  verhalten.  —  Auf  diese  Curven  werden  wir 
;udium  des  Connexes  (1,  1)  noch  zurückkommen. 
Es  seien  durch  die  Qleichungen: 

1  einander  unabhängige  Kegelschnitte  gegeben.     In   dem  drei- 
endlichen Curvensysteme: 

X,  aj  +  x^bj  +  x.^cj  +  x^dj  =  0 

dann  noch  zweifach  unendlich  viele  Curven ,  die  in  ein  Linien- 
rfallen;  und  zwar  gibt  es  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  ein 
aar,  dessen  Doppelpunkt  in  dem  Punkte  selbst  liegt,  wovon 
h  leicht  überzeugt  (was  übrigens  auch  aus  der  folgenden  alge- 
n  Entwicklung  hervorgeht).  Alle  diese  Linienpaare  werden 
jem  von  Curven  umhüllen*),  von  denen  zwei  durch  einen  be- 
Punkt gehen;  für  sie  wollen  wir  zunächst  die  Diflferential- 
ig  aufstellen  und  dieselbe  sodann  integriren. 
e  Linie  n  der  Ebene  wird  durch  eine  andere  Linie  v  zu  einem 
lare  unseres  Systems  (1)  ergänzt.  Die  Gleichung  der  Linie  v 
an  durch  Elimination  der  Grossen  x,  und  t;,  aus  den  Gleichungen : 

oc^üik  +  x^bik  +  oc^Cik  +  x^dik  =  UiVk  +  ViUk 

0  =  v^, 

t'^  =  U2JaikXiXfc,  etc.,  in  der  Form: 


=  0. 


«11 

bu 

Cu 

rf.i 

2«, 

0 

0 

a„ 

h2 

Cn 

^22 

0 

2u, 

0 

«33 

*33 

Ci3 

d,z 

0 

0 

2«, 

«23 

*23 

^n 

an 

0 

«3 

«2 

«31 

^'3. 

Cn 

ä^^ 

«3- 

0 

«I 

«12 

*.2 

C,j 

du 

«2 

«1 

0 

0 

0 

0 

0 

X, 

X, 

x. 

es  Curvensystem  ist  für  die  sogenannte  S  te  in  er *8che  Fläche  von  Wich- 
gl.  im  Folgenden  Clebsch:  üeber  die  Steiner'sche  Fläche,  Grelle'» 
Bd.  67. 
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Diese  Gleich^ing  stellt  eineo  Connex  (1,  2)  dar;  für  conntant«  initt 
sie  die  Gleich img  der  zu  u  gehörenden  Geraden  v^  für  constaiitfi  j- 
also  gibt  sie  einen  Kegelschnitt  als  Enveloppe  der  Linien  i/,  Jm*ti 
zugehörige  Linien  v  durch  x  gehen.  Insbesondere  bilden  die  \mi^n 
von  X  aas  an  diesen  Kegelschnitt  gehenden  Tangenten,  d*  i,  die  bei- 
den zu  X  gehörenden  Linien  der  Hatiptcoincidenz,  dasjenige  Linienjiaiir 
unseres  Systems,  dessen  Scheitel  in  .r  selbät  liegt»  Die  aus  uuaeretn 
Connexe  (2)  durch  die  Substitution  t/,-^  (orrfic),  Jiervorgehende  Dife» 
rentialgleichung  ist  sonach  die  Diiferentialgleichung  der  Ton  uiuä  ge- 
suchten Curven. 

Dieselbe  erscheint  bei  dieser  directen  Aufstellung  in  einer  Form, 
welche  das  Integral  nicht  unmittelbar  erkennen  lasst;  in  •■ 
Gestalt  dagegen  erhält«  man  dieselbe  Gleichung  durch  folg» 
legiing.  Nach  früheren  Erörterungen  (p.  385)  gibt  es  hekannilich 
eine  einfach  unendliche  Schaar  von  Kegelschnitten''') 

(3)  «,=  +  AV  =  0, 

welche  sämmtlicli  mit  allen  Kegelschnitten  des  Syat^nis  (1^  mW 
einigter  Lage  sind,  so  dass  unabhängig  von  l  die  Gleichungen  besiesben 

Soll  nun  ein  Linienpaar  mit  aUen  Kegelschnitten  (3)  veriinuTi 
liegen,  d.i.  der  gegebenen  dreifach  *unenillichen  Schaar  (1)  angcbörpiV 
so  heisst  dies,  dass  die  Linien  it  und  r'  desselben  einander  in  Bon? 
auf  alle  Curven  (3)  polar  conjugirt  sind^  d.  h.  dass  die  Gletchmipfi 
bestehen : 

UaVa  ^^  0      und      li^^!^^  ^  0  . 

Eliminirt  man  jetzt  aus  ihnen  und  aus  der  Gleichung  r^-^^Odl*!^ 
so  erhalt  man  den  Connex  (2)  in  der  einfacheren  Gestalt  einer  tW 
tionaldeterminante : 

Die  Hauptcöinciäenzcurnai  (iicses  Connexes   aber    sind   uns   aus  ei»« 
früheren    Beispiele    schon    bekannt   (p.  965)^   e*"   sind  eben  die  Ktfä- 
schmlte  der  Schaar  (3),     Letziere  bildtn  daher  das  ffes^chie  ( 
8)    Wir   gehen    zu    einem    Beispiele    über,    welches   <' 
Interesse  gewinnt^    dass  es  sieh  auf  einen  Connex  /'«=0  I 
welchen  vermöge  /"=  0  und  i/^  ^  ü  die  oben  besprochene  D-  i  - 

^dt'  du  ^^'  ^''fiiUt  wird.  Gegeben  sei  ein  Kegelschnitt  ä^*^  V^*'/  - 

*J  Ueber  weitere  algebraische  und  geometrische  Beziebiingim  iwisdi'^ 
Systemen  (l)  und  (3)  vgl.  die  auf  p.  519  genannten  Aafaat«e  fön  S»»'  > 
Hosa  liest. 
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d  eine  ihn  in  zwei  getrennten  Punkten  treffende  Gerade  t;^  =  0.*) 
folge  früherer  Betrachtungen  (p.  74)  stellt  dann  der  Kegelschnitt: 

(a  +  1)^  (auvy  .Oj^  —  4a.  {auv)  öf^  .  (buv)  b^  =  0 

1  Ort  der  Punkte  x  dar,  deren  Verbindungslinie  mit  dem  Schnitt- 
nkte  von  u  und  v  den  Kegelschnitt  at,'  =  0  so  trifft,  dass  die 
nkte  X  und  (uv)  mit  den  Schnittpunkten  des  Kegelschnittes  das 
►ppelverhältniss  a  bestimmen.  Fügen  wir  also  die  Bedingung  i/jt  =  0 
izu,  so  werden  durch  (5)  auf  der  Linie  u  zwei  Punkte  bestimmt, 
>lche  mit  x  und  dem  Punkte  (uv)  das  Doppelyerhältniss  cc  bilden, 
tzteres  gilt  ebenso,  wenn  wir  die  Gleichung  (5)  unter  der  Voraus- 
aung  Ujf  =  0  noch  weiter  umformen.     Nun  ist  identisch: 

{buv)  üx  =  (auv)  ba;  —  (abv)  u^:  +  (abu)  v^y 

id  ferner  nach  der  Identität  (IV),  p.  283,  wegen  ti,  =  0: 

2  (abu)  {avu)  b^^v^  =  (abu)'^  vj  . 

•mit  geht  die  Gleichung  (5)  über  in: 

)  (a  —  1)2  {auvy  ,bj  +  2a  {abuf  vj^  =  0. 

Man  erkennt  sofort,  dass  jede  Curve  C^  und  K^  dieses  Connexes 
,  2)  dem  Büschel  aj^  -\-  kvj  =^0  angehört,  d.  h.  die  Curve  aj^  =  0 
ihren  Schnittpunkten  mit  i;^  =  0  berührt.  Es  gibt  also  in  dem 
)nnexe  (6)  nur  eine  ^//ifach  unendliche  Schaar  von  Curven  C^  und 
enso  nur  eine  mit  dieser  identische  d?/>?fach  unendliche  Schaar  von 
i  (vgl.  p.  118).  Je  einfach  unendlich  vielen  Punkten  x  muss  daher 
eselbe  K^y  und  je  einfach  unendlich  vielen  Geraden  u  dieselbe  C^ 
itsprechen.  Da  ferner  jede  Gerade  der  Ebene  nur  von  einem  Kegel- 
hnitte  des  Büschels  berührt  wird,  so  bilden  alle  Punkte,  denen  die- 
Ibe  K^'  2  {ßbuy  —  k  {auvy  =  0  vermöge  (6)  entspricht,  den  Kegel- 
hnitt:  {a  —  1)^  b^^  +  clXvx^  =  0,  so  dass  uns  hierdurch  eine  paar- 
öise  Zuordnung*  der  Kegelschnitte  unseres  Büschels  gegeben  ist. 
Qter  der  Schaar  von  Connexen  (6)  ist  aber  noch  besonders  ausge- 
ichnet  der  für  «  =  —  1  resultirende : 

)  f=2  {auvy  bj  -  (abuy  r;,^  =  0  . 

^  besteht  nämlich  die  Identität: 

/•+  2  {abv}  (avu)  b^.u^  =  2  [{avu)  a^y ; 

^  dieselbe  sagt  zufolge  unserer  allgemeinen  Erörterungen  aus  (p.  977), 

^s  vermöge  /*=  0,  Mo:  =  0  die  Bedingung  2J  ^^  ff  =  ^  erfüllt  ist, 

^  also   in  unserm  Falle  jeder  Punkt  x  auf  der  zugehörigen  K.^  liegte 

*)  Vgl.  im  Folgenden  den  auf  p.  811  und  826  genannten  Aufsatz  von  Harnack. 
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und  Jede  Gerade  ti  die  zugehörige  C^  berührt,    Gleiclizeitig  folgt, 
die  Hauptcoincidenzcurven  des  Connexes  (7)  doppelt  zählend  aus  deoS" 
des  Connexes  {avu)  a^^=Q  bestehen^  d.  b,  (nach  p,  965)  eben  wie 
aus  den  Curveti  C^^  bez.  K^  des  Connexes  (7). 

Die  Gleichung  (6)  nun  kann  man  auch  durch  ein  Eliminad«! 
verfahren  aus  einem  gewissen  Systeme  von  Gleichungen  erhalten, 
diese  Herleitung  derselben  führt  unmittelbar  zur  Aufstellung  ihrer 
Integrale urven  durch  eine  Schluss weise,  die  wir  sogleich  naher  L^ 
sprechen  werden.  Setzt  man  nämlich  in  (6)  .r,- =:  (M<fw),,  so  resulürt 
die  Differentialgleichung : 

(8)  («  -  1)^  {auvY  (buduy  +  2  «r  {abu^  {vuduy  —  0; 

und  dies  ist  nichts  anderes,  als  das  Resultat  der  Elimination  der  Or 
D  aus  den  beiden  in  D  quadratischen  Gleichungen: 

i  ^^  *  {abtif  {cuvf  +  n    ,  (abuY  {vudu)  +      (audu)^  *=  0 
^  ^     i  /)2 .  {abuy  {cuvy  +  Da  .  {abuf  (vudu)  +  a^  (audu)^  ^  0. 

Die  erste  der  Gleichungen  (9)  aber  entsteht  wieder  durch  EUminatj 
der  Xf  aus  den  drei  Gleichungen: 

D  ,  a^  iavu)  +  (liu)^  ^  0  ,         aj'  =  0,         w.  --  0; 

und  wir  können  ihr  daher  leicht  eine  Bedeutung  beilegen.    Durch  i 
erste  der  letzten  Gleichungen  ist  nümlich  die  Grosse  /^  ola  das 
Grundcurve  0^.^=0  gehörige  Differential  dritter  Gattung  definirt,  de 
Uneniilichkeiispunkte   in  den  Schnittpunkten  von  t^^.  =  0  mit  ö^'j 
liegen;  denn  vermöge  w^:  ^=  0  und  u^^c  +  {dii%  ^  0  ist  (vgl  p»  7( 


/>  = 


für  r,=  {vu)i. 


Die   Gleichung   gibt   sonach   den   Werth  des  DifferentiaU  ß  in 
Schnia punkten  der  Grundcurve  rtr'^  ^==  0  mit  i/j.  =  0^  wenn  man  wnl 
liinie   u  zu   einer  benachbarten   Linie  u  -\-  du  fortschreitet     Folgli 

ist  (8)  die  Bedingung  dafür  ^  dass  D  und  -  /?  gleichzeitig  Wurwiu« 

ersten  Gleichung  (9)  seien,  d.  h.  dass  zwischen  den  Wurr.elnp  P»  uäTi 
P.^f  dieser  Gleichung  die  Relation  bestehe: 

oder  wenn  w*, ,  w.,  die  Werthe  des  Integrals  w  =  fß  in  den  ♦>clia 
punkten  von  u  mit  rt ^^  ^  0  bedeuten,  dass  die  Gleichung  beskh«; 

wo  C  eine  Infcegrationsconstante  bedeutet. 

Nun    kann    man    bekanntlich    die   Punkte   der  Curve /i^^=»'^' 
rationale    Functionen    zweiten    Grades    eines    ParameterH  if  =  ^  < 
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aielleDy  wenn  wieder  w^^jD  das  logaritluniache  Integral  bedeutet; 
d.  h.  wir  können  für  einen  Punkt  x  der  C^  setzen; 

Wo  flann  die  tpi  einfach  periodische  Functionen  sind.  Besteht  jetzt 
«wischen  den  zu  zwei  Punkten  x  und  f/  der  €^  gehörigen  Integralen 
w,,  w;j  die  Relation  (10),  so  wird  0fj,  =  (pt(aw  -(-  C)^  und  die  Coor- 
dinaten  der  Verbindungslinie  beider  Punkte  sind: 

(II)    fni,  =  (p^  {lü)  .  gjg  {aw  +  (7)  —  93  (w)  .  y^  (««^  +  '^)  t     ^^' 

Diese  Verbindungslinien  aber  umhüllen  zufolge  unserer  Ableitung 
«ler  Oleichung  (8)    aus   den    Gleichungen    (9)    die    Integralcurven    des 
Oonnexes  (fJ),     Die  Gleichungen  (11)  yeben  daher  die  Parcfnuierdarsfetlunff 
der  Inleyrakurven    des    Cötmexes    (6);    eliminirt    man    aus    ihnen    die 
3 rosse  w^  so  erhält  man    die  Gleichung   der    Intelgralcurven   selbst 
ifa.n   erkennt    sofort,    dass    letztere    aiffebraisch    (und    dann    vom    Ge- 
hlechte Null)   sind,    wenn  et  eine  rationale  Zahl    bedeutet,    dagegen 
r^axisscendent,   wenn  «  irrational  ist.     Für  alle   Werthe   von  a  geben 
ie    Punktcurve  aj*  =  0  und  die  Doppellinie  üJ-  =  0  ein  pai-tieuliires 
Dtegral    der    Gleichung   (8)   in    Punktcoordinaten,    die    Klassencurve 
|>5i/)-^^0  und  das  Punktepaar  {avttf  ^^Q  ein   particulares  Integral 
Liniencoordinaten. 
4)  Es  fiillt  sofort  der  Zusammenhang  in  die  Augen,  welcher  zwi- 
(tieii    den    letzten  Erortenrngeu    und    früheren  Untersuchungen    ülier 
le    Geometrie   auf  einer  Curve  dritter  Ordnung   besteht  (p.  6Hi  ft); 
^nn  jetzt,  wie  damals,  benutzten  wir  die  Relationen  zwischen  Punkte- 
Äaren  auf  einer  Grundcurve,  um  die  UrahülUingsgebilde   der  Verbin- 
^Dg.slinien  je  zweier  zusammengehörigen   (durch   eine   trans-scendente 
Delation  verbondenen)  Punkte  zu  bestimmen.     Die  Coordinaten  tti  der 
angente  stellten   wir  damals    als   elliptische   Functionen  eines  Para- 
ß^ters  dar,  und  für  die  entsprechende  Üarstelkmg  traten    im   letzten 
eispiele  in  ganz  analoger  Weise  einfach -periodische  Functionen  auf. 
''ie  nun   hier   eine   Relation   zwischen   den   Parameterwerthen  zweier 
linkte  des   Kegelschnitts    die  Bestimmung   der  Integralcurven    eines 
I^^issen   Connexes  ermöglicht,    so    können  wir  auch  bei  den  Curven 
"ntter  Ordnung  eine  entsprechende  Relation   zur  Integration  algebrai- 
(ßher  Diäerentialgleichungen    verwerthen.     Es   kann   dies  geschehen, 
'^dcm  man  zunächst  die  Gleichung  aufstellt,   welche   die    Werthe  des 
pitierentials  erster  Gattung: 

n  =^  U''Tdx\ 

^  den  Schnittpunkten  einer  Linie  ^it^  =  0  mit  der  Grundcurve  öt,''  ^=  ü 
^fert,  vorausgesetzt,  dass  die  Punkte  x  +  äx  auf  einer  benachbarten 
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(Veraden  u  +  du  liegen:  eioe  lileichiing,  die  dann  genau  der  efsien 
von  obigen  Gleichungen  (9)  entspricht.*) 

Zur  Aufötellang  der  erwähnten  Gleichung  haben  wir  die  Grgs««ii 
.t",*  und  dxi  aus  den  folgenden  Gleichungen  zu  eliminiren  (vgl  p.  810): 

Vermöge  der  letzten  Gleichungen  können  wir  ans  der  ersten  die  ^^,  eDt^ 
fernen,  indem  wir  Ci^{ru)i  setzten,  wo  die  r,  ganz  willkürlich  «ind, 
denn  eö  ist  dann  wegen  if^  =  0; 

{cxdx)  =  —  r,  {du)^  • 

Ferner  können  wir  die  zweite  und  dritte  Gleichung  durch  eine  der 
ersten  analog  gebildete  ersetzen^  in  der  nur  willkürliche  Grossen  k 
statt  der  r,  stehen,  denn  beide  Gleichungen  sind  eben  nur  ä<]uivalent^ 
wenn  a*.^  =  0  und  «j^öf^j  =  0.  Schliesslich  erwuchst  lUso  die  Auf- 
gabe, aus  den  zwei  Gleichungen; 

Q^^^  =  gj^  =  aj'  (am)  .  2>  +  r,  (äu)^  =  0 

und  aus  i/,.  =  ()  die  x,  zu  eliminiren.  Das  Resultat  ist  boktiniiditb 
gegeben  durch  die  Gleichung  (vgl.  p.  281): 

(13)  (pe'w)2 .  {fsa'uY  -  {gaiiy  .  (^'auY  =  0 . 

Ktatt  indessen  den  links  stehenden  Ausdruck  dkect  nach  (liT)  m 
berechnen,  verführt  man  hier  besser  in  folgender  Weise-  Auf  in 
Linie  u.r  =  0  werden  durch  die  Schnittpunkte  mit  den  Curven  p/^0 
und  0^^"^  =  0  zwei  binäre  quadratische  Formen  dargestellt;  die  ^"-»1 
tante  beider  muss  verschwinden,  wenn  die  Gleichung  (13)  I 
diese  Resultante  ist  aber  identisch  mit  der  Discriminante  der  i-uöf 
tionaldeterminante  der  beiden  Formen  (p*  218),  und  das  Punktepuai  dir 
letzteren  wird  auf  u,^  =  ^^  durch  die  Jacobi'sche  Curve  {qou)  q^üm  ^^ 
ausgeschnitten.  Soll  daher  die  genannte  Discriminante  verschwind«», 
so  muss  der  Kegelschnitt  (qgu)  p^cJx  =  ^*  von  der  Linie  u^  *=  0  >  -'^'^ 
werden;  d.  h.  die  Gleichung  (13)  ist  identisch  mit  der  Liniencoor . 
Gleichung  des  letzteren  Kegelschnitts,  geschrieben  in  Uoordinaten  »♦► 
Nun  ist  nach  (12)  in  unserm  Falle,  wenn  9  ^=  (affu)'  a^^^i 


im 


((><y«)  Q^(fx=  i  {rsu){idü)J  4-  aj:  {au du)  D  +  OD'^] 

—  y,r\\  (rsdu)  {du);^  +  ^  a^  («'*^)  (<»ii<f «)  i?|. 


**)  Ygl.  im  Folgenden  Harnack:  Math.  Ännalen»  Bd.  9,  p»  31  ff.  und  ji 
In  dem  vorhin  genunnten  Aufsätze  (id,  ib*  p.  407)   wird  InsbeBOtiderc 
wie  die  frohere  GleicliuDg  aus  der  jetxt  au  betrach  teil  den  euteteht, 
in  eiiie  C^  uud  eine  Gorade  zerfallt. 
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ssen  wir  den  die  willkürlichen  Grössen  r,  s  enthaltenden  Factor 
9u)  fort,  so  haben  wir  also  wegen  t/^  =  0  die  Liniengleichung  des 
Igelschnittes: 

{du)J  +  aj  {audu)  D  +  02^^  =  0 

bilden;  und  diese  ist  in  Rücksicht  auf  Gleichung  (5)  und  (6)  p.  544 
^ben  durch: 
l)  DK  F+3D,&  +  2^  =  0, 

&,  r^  aus  0,  (  entstehen ;  wenn  man  a:,  =  (udu)i  setzt,   wo  also: 
0'  =  (abuy  (audu)  (Oudu) ,        f  =  {auduf 
d:  F={ahuy  {cduf  {acu)  (bdu) . 

88  in  der  Gleichung  (14)  der  Coefficient  von  ff*-  verschwinden  muss, 
r  nach  dem  AbeTschen  Theoreme  vorauszusehen,  denn  er  ist  pro- 
ijonal  zu  der  Summe  der  drei  Werthe  von  D  in  den  Schnittpunkten 
i  0^3  =  0  mit  t/^  =  0.*) 

Von  der  Gleichung  (14)  werden  wir  nun  durch  folgende  Ueber- 
nngen  zu  unserm  Ausgangspunkte  zurückgeführt.  Nimmt  man 
^hen  den  Wurzeln  />,,  D^y  D^  derselben,  ausser  der  Gleichung  des 
eTschen  Theorems:  /^i  +  ^2  +  ^3  =  ^;  ®i^ß  zweite  lineare  Re- 
on  an: 

m^D^  +  ^2  Z^2  +  ^^3  ^3  =  0 , 
der  die  iw,-  irgend  welche  rationale  oder  irrationale  Zahlen  bedeuten, 
r  wegen  jener  ersten  Gleichung: 

)  A-(>^2  =  0,     wenn     q ??.nJ^ 

moss  neben  (14)  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

^3/>:J .  F+3qD.&  +  2/"  =  0] 
die  Elimination  von  B  aus  beiden  Gleichungen  gibt: 
I         F,r  +  '-^&'  =  0,    wenn    <r  =  i.^;+;+/, 
man  statt  q  auch  die  Werthe 

-^  -}-.  =  —  "!^T"_'"«     oder     —  ^  '^-  =  —  *"'  ~"  '^» 

1  +  ^  W,  —  W/,  Q  »Wj   —  W, 

en  kann,  ohne  den  Werth  von  a  zu  ändern.  Die  Gleichung  (16) 
die  DiflTerentialgleichung  für  die  Hauptcoincidenzcurven  eines 
inexes  (6,  6),  deren  Integration  vermöge  (15)  auf  eine  Quadratur 
lekgeführt  ist,  wie  man  nach  Analogie  der  Behandlung  des  vorher- 
enden Beispiels  sofort  erkennt. 

•3  Vgl.  die  zweite  Anmerkung  auf  p.  8U. 
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Die  Gleichung  des  Couuexes  (6,  6)  selbst    können  wir  m 
etwas  anderer  Form  schreiben.     Auf  der  Linie  u^^O  nämlich 
durch   /  ^  0   eine    biuäre    Form    dritter    Ordnunjj    bestimmt, 
Hesse Whe  Form  durch  den  Kegelschnitt  9=^0,  deren  cubiicb 
Variante  durch  die  Curve:  — 

Q  =  {abuf  (eatijßjb^  =  0  5 

auf  r/j  =  0  bestimmt  wird  (p,  543  f.).  Nun  besteht  zwischen  ä\ 
nlireii  Grundform  /,  deren  Hesse'scher  Form  A,  deren  Infant 
und  deren  Covariantje  Q  die  Identität  (p.  223):  j 

^  2  Ö^  -=  Bp  +  A'' ,  ' 

Zwischen  den  ternären  Formen  /,  0^  /'und  (>  besteht  also  m 

möge  Ujr  =  0  die  Identit^lt ; 

(17)  03  +  F/"==-2£)S 

und  folglich  gibt(  16)auch  die  Differentialgleichung  der  Hauptcciind 
curven  für  den  andern  Connex: 

(18)  2  ü^Q''  +  (0^  ^  3  a  +  2}  e^  =  ü. 

Sehljesslich  können  wir  somit  den  Sat^  aussprechen 

Sind   die  Cöordinaien    der    Ptmkle    einet'    Fund^fHenialmr 
Ordnung  durch   doppelt  -  pcrmdisehe  Funttioneti  «pf  {v^  einrs  PirrmHi 
dargei^if'f^^ ,   ^^^  fihdfi  rnttn  die  Parameterdar&leUung    für  die   ToH 
der  Havptcoincidenzcurven  des  Connexes  (18),  indem  man  ans  den 
dinaten  zweier  Curvenpnnkte  mit  den  Argumenten  v  und  qv-\-c: 

Xi  =  tpi  {v)     und     iji  =  (pi  {qv  -\-  c) 

die  Coordinateti  ?/,  =  {pcy)i  ihrer   Verbindungslinie  zusammensetzt;  / 

den  Werth  von  q  (oder  —  (!+(>)>   —  ^  ^'f^d  deren  reciproke  If't 

ist  alsdann  der  zugehörige  Contiex  charakterisirt,  durch  c  die  Integra 
constante  geliefert. 

Für  allgemeine  Wcrthe  des  Moduls  sind  die  Hauptcoincidenzci 
nur  dann  algebraisch,  wenn  q  eine  rationale  Zahl  ist;  und  zwar 
den  sie,  wie  wir  früher  sahen  (p.  1)22),  von  der  Klasse  2{nr-\-  !fin-\ 

wenn  q  =     ,  wo  fn  und  ?i  ganze  Zahlen  sind.     Insbesondere  sin 

also  von  der  sechsten  Klasse  für  p  =  1 ,  d,  i.  für  den  Connex  0  = 
und  die  Haupt coincidenzcurven  des  letzteren  stehen  zu  den  Sijsttvin 
^t  diu  er 'sehen  Punklepaaren  auf  der  Grundeurve  f=0  in  dir  ji 
erörterten  Beziehung  (p.  02 1).     Für  (>  =  1  hat'  man  indess  als  unei; 

*)  In  HetrefF  des  Kliminationsproblems,  welches  die  Gleichung  diese?  Cu 
Systems  in  Linien-   und  Punkt- Coordinaten  liefert,  vgl.  Harnack  a.  a.  0 
und  233. 
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le  Losung  noch  die  Bedingung  /"=  0  zu  berücksichtigen,  denn  die 
criminante  der  Gleichung  (14)  ist  zunächst  gleich: 

För  den  Connex  0  =  0  insbesondere  wird   p^  +  P  +  1  =  ^  *^o 

leich  den  complexen  Werthen  von  y  1 ;  die  Hauptcoincidenzcurven 
6  sind  also  im  Allgemeinen  (d,  h.  ahgeselieu  von  besonderen  Werthen 
Moduls)  iransscendent,  — 

Auf  jeder  Tangente  einer  Integralcurve  des  Connexes  Q  =  0  liegt 
uintlich  ihr  Berührungspunkt  harmonisch  zu  ihren  drei  Schnitt- 
ktenmit/=0,  und  der  Berührungspunkt  der  Tangente  einer 
ptcoincidenzcurve  von  0  =  0  ist  äquianharmonisch  zu  den  betref- 
len  Punkten  von  /  =  0  (vgl.  p.  225).  Ganz  analog  kann  man 
auch  die  Integralcurven  eines  beliebigen  Connexes  der  Schaar  (18) 
th  eine  Doppel verhältnissrelation  charakterisiren.  Soll  nämlich  im 
Ten  Gebiete  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  Xj  «=  1 ,  x.^  =  0  mit  den 
schwindungspunkten  einer  cubischen  Form  ax^=aQX^^'\-*da^x^^x^ 
^2*1*2^  +  ^3^2^  das  Doppelverhältniss  a  bilden,  so  hat  man  die 
ingung  aufzustellen,  dass  die  entsprechende  biquadratische  Form 
Doppelverhältniss  a  besitze,  d.  h.  man  hat  für  letztere  Form  die 
krianten  i  und  j  zu  bilden.     Für  diese  nun  findet  man  (p.  300): 

I  =  l  («,2  _  a^a^)  ,        >  =  1(2 flr,3  +  a^'^a^  —  3  a^a^n,;) • 

In  diese  Formen  gehen  aber  bis  auf  Zahlenfactoren  die  Covarianten 
nd  Q  von  a^^  über,  wenn  man  in  ihnen  Xj  =  1,  Xj  =  0  setzt;  da 
es  mit  Invariantenrelationen  zu  thun  haben,  müssen  wir  also  all- 
ein setzen: 

^/'/=-f  A,         ^V  =  f  (>, 

M  eine  unbestimmte  Grösse  bedeutet,  und  die  gesuchte  Bedin- 
g  wird*): 


je  Gleichung  endlich  ist  identisch  mit  der  Gleichung  (18),  wenn 
i  L,  durch  0  ersetzt,  unter  Q  den  zu  /'=0  gehörigen  Connex 
teht,  a  =  —  ^  setzt  und  für  p  wieder  6  einführt.  Also: 
Die  Tangenten  d^r  6  Hauptcoincidenzcurven  des  Connexes  (18)^  welche 
h  einen  beliebigen  Punkt  x  gehen  j  in  diesem  Punkte  schneiden  die 
ie  f=Q  je  in  drei  Punkten j  welche  mit  x  zusammen  das  Doppel- 
ältniss  —  p  bilden. 


•)  Dieeelbe  Gleichung  ergibt  sich  aus  der  Theorie  der  typischen  Darstellung 
rer  Formen,  vgl.  C  leb  seh,  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  p.  351. 
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Durch  diesen  Satz  ist  die  g^nze  Klasse  ¥on  Coiuieien  geomi^triack 
chamkterisirtj  deren  Integralcurven  mit  dem  elli|itisehen  Inkgfilt 
erster  Gattung  einer  Curve  dritter  Ordiiang  in  so  einfachem  Zusammen' 
hange  stehen. 


VI,    Der  Gonnex  erster  Ordnung  und  erster  Klasse. 

Genauer  uuterssachfist  bisher  allein  der  Conuer  erster  OrJflnn^ 
und  erster  Klasse,  und  Kwar  einerseits  in  geometrischer  Hinsicht  idt-M 
derselbe  stellt  ja  eine  ÜoUineation  dar^  vgL  p,  937),  andererseits  aiidi 
vom  Standpunlfte  der  Invariantentheorie.  Die  letztere  gibt  ma  tief 
neue  Gesichtspunkte  für  die  Theorie  der  Collineationen,  die  wir  ithm 
früher  mehr  geometrisch  betrachteten  (p,  250)*  wir  wollen  daher  im 
Folgenden  besonders  diß  algebraischen  Theorien  her?orhebeo.*) 

Die  Gleichung  des  gegebenen  Connexes  sei: 

wo  im   Allgemeinen  afk  5  ^'*»i   ^^^  sjugehorige  (jollineatiou  ist  (IädIi 
wenn  f^  qv^^  durch  die  Gleitihnngen  gegeben: 

oder   in    Liniencoordinaten,    indem   f^^at\rj  durch   die  transpcmii^ 

Substitution: 

(3)  aui  =  auPi  +  ösiVs  +  öbiWs 

Sollen    diese   Gleichungen   eine   eigentliche  Collineatiou   darstellen,  so 

darf  i/ire   Deierminuntc  A  nicht   verschwinden ;    die    DeterminaBie  ist 

aLu  jeden falk  eine  Invariante  des  Connexes  (1,  1),     Indess  lä^  ^l 

dieselbe   noch    durch    niedrigere   Invarianten    ausdrücken ;    setzeQ  ^if 

tiiimlich: 

und  berücksichtigen j  dass  symbolisch; 


If^sffyr^if 


a.a. 


a,tt^ 


ii    ^h-i    ^'n       <^3rt    ^^y-    f^jj'J 

m  folgt»  wenn  man  die  Synibolpaare  acc,  hßj  ry  in  jeder  Weise  t***^ 
mutirt  und  den  sechsten  Theil  der  Summe  bildet: 


&a  ffi  (ty 


b,    = 


P  +  S  »t  -  3  »f, 


•)  V^^i  iüi  Folgenden  beBorideiB  Clebsch  und  Gor  ihm:  Mütb.  Aiiuiiö^ 
ßtL  1,  jK  350  C  }^>ä  wird  hier  auch  iuabesondere  gezeigt,  daus  die  itö  f ^ 
weiterhin  erwiLbuteii  Functioüiilinvariant'eE  das  ^vollBtäudige  Syät<*iii*  vou/'tü'^ 
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tnrch  die  drei  hier  auftretenden  Invarianten  /,  t\ ,  t^  niedrigsten  Gra- 
is  lassen  sich  aber  auch  alle  anderen  Invarianten  yon  /  ausdrücket; 
jnn  der  Connex  /  hängt  nur  von  zwei  absoluten  Constanten  ab  und 
mn  also  nur  zwei  absolute  Invarianten,  d.  h.  drei  von  einander 
[labhangige  Invarianten,  zulassen.  In  der  That  kann  ja  /*  im  Allge- 
einen  auf  die  kanonische  Form  gebracht  werden  (vgl.  p.  978): 

id  in  ihr  sind  nur  zwei  absolute  Constante  enthalten. 

Wir  wollen  sogleich  noch  die  drei  Invarianten  für  die  kanonische 
orm  (5)  bilden;  aus  ihr  ersieht  mau  dann  gleichzeitig,  dass  sie  im 
Ogemeinen  von  einander  unabhängig  sind.  Es  geschieht  dies  am 
ofachsten^  wenn  man  zuvor  die  covarianten  Zwischenformen 

iührt;  dann  erhält  man  nämlich  für  jene  Invarianten  die  nicht 
nbolischen  Bildungsgesetze : 


der  kanonischen  Form  aber  wird  zunächst  nach  (5)  und  (6): 

/,=Xj    JL^  C/j-j-Xj    A^  t^2   I   *3  -^3  ^3;  A^^^^l    -^X  ^ll" ^2  -^i  ^2'T"*3    ^"^3  "z 

l  also  nach  (7): 

I  =  Xj  -f"  *2     1     ^3  >       ^1  ^^  *t       1     ^2       I     ^3    > 
I2  s=  X,     +  Xj     +  X3    . 

r  kennen  sonach  drei  symmetrische  Functionen  der  Grössen  x, ,  x.>, 
und  können  daher  eine  cubische  Gleichung  aufstellen,  deren  Wur- 
a  dieselben  sind.     Man  findet  nämlich: 

,x  i_  1^  i^—U  /^--3ii|  +  2>, 

7         *l*t  "T"  ^2*3  "T"  *3^1 2~~  '      ^*  ^2^3  —  6  • 

•  Bestimmung  von  x,,  Xj,  X3  hat  man  folglich  die  Gleichung: 
)       x3  _  «2  .  ,•  _,_  ^  (,-2  _  i^)  X  _  ^  (,-3  _  3,7,  +  2/,)  -  0, 

che  wir  früher  in  der  Form  fanden  (p.  261): 


0. 


Nachdem  man  X| ,  X2,  X3  bestimmt  hat,  kann  man  leicht  die  Trans- 
nation  herstellen,  welche  den  Connex  /  in  die  Form  (5)  überführt; 


a„  —  X 

«12 

«13 

«21 

«22  -* 

«23 

«31 

«32 

«33  -X 
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man  Mi  eben  nur  die  Producte  der  X^f  Üi  aas  den  drei  GkicUunpJi 
(5)  und  (8)  zu  berechnen*  Bezeichnet  man  die  Deteroiinanfe  Jit^r 
drei  Gleichuogeii  mit  A,  so  ergibt  sich: 


(12) 


wo  alüo; 


1    I 


X., 


=  («2  --  «3)  («3   —  *])  («I  —   «l)  < 


< 


*i       *a       ?ty 

Die  GleichuDgen  (12)  böstimraen  die  gesuchten  Subäfatutioif- 
eoeffieieuten  mit  Hülfe  der  Wurzeln  von  (11),  soweit  dies  hier  ilb«^  ' 
haupt  mJJglieh  und  nothig  ist 5  soweit  nämlich^  das»  nur  ööcb  »II» 
Coefficienten  desselben  -V,  mit  einem  beliebigen  gemeinsarnfti  Fsckr 
behaftet  werden  können,  welcher  dann  bei  den  Coeffieienten  vüd  l'i 
recjprok  auftritt. 

Die  gemeinsamen  Elemente  der  drei   hier  auftretenden  Q<^nu\ 
/==0,  /j  ^  0,  Ujc^^O  bilden  unseren  allgemeinen  Erorterungeii 
folge  ein  Curvenpaar    dritter  Ordnung   und    dritter  Klasse  (p.  IMl 
dessen   Ordnungs-   uud  Klasseucurve  bez.  durch  die  Gleiehuugeii  g«- 
geben  wird: 


(13) 


^^iaß.v)a.r.i,^2:±§rln^J^=0 


i'  r^  {aliu)  UuUyby 


0. 


Für  die  kanonische  Form  ergibt  sich  hieraus,  wenn  r  die  DetermiiiiiBi*^ 
der  Substitution  {\2)  bezeichnet,  welche  hier  wegen  der  Klammer 
i'actoren  {ußx)  bez,  {ttlm)  hinzuzuttlgen  ist: 


Ä.,\^r.  A'^Ä\X,{x,^K^)(x:,^Xi)in^-4 


!  «i  ^^t 

ÄFJ   Ji.   >2 

x,X., 

tp=r.    x,^A\ 

^}x. 

x,^X 

.r, 

.\, 

.\., 

und  ebenso: 

^  =  /■  .  U^  U,,Ü^  (K-j  —  xj  [Ka  —  «t)  i«j  —  x^) . 

Jede  der  ciibkchen  Formet!  gj,  ^  zt'rfüUt  also  in  drei  Hmare  f^* 
(oren  j  wdehe  bez.  die  Seiten  und  Ecken  des  Ftindamenialdreitrh  ^^ 
sieih'n.  Die  Zerlegung  dieser  Formen  in  ihre  Factoren  (p,  597)  i* 
aUo  durch  die  Transformation  (12)  schon  mit  gegeben* 

Die  geometrische  Bedeutung  des  üonnexes  /,  ^  0  ist  au«  ^ 
kanonischen  Form  sofort  ersichtlich,  er  sifili  diejenige  CoHineattm  rf^i 
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wdche  man  durch  zweimalige  Anwendung  der  CoUineation  /"  ==  0  er- 
Mi;  and  man  bestätigt  ^ dies  auch  leicht  direct.  Ebenso  entsteht  die 
Collineation  des  in  (6)  und  (8)  vorkommenden  Connexes  /*2  *=  ^  durch 
dreimalige  Anwendung  der  Collineation  /"  =  0,  u.  s.  f.  Allgemein  ist 
die  durch  (Ä+l)-™*lig6  Anwendung  von  /*=  0  erhaltene  Collineation 
gegeben  durch  den  Connex: 

(14)  y,  =  2;|^%i^2:|/-^4^»=o. 

'  oxf     du.  duf     dxf 

Es  ist  aber  zu  bemerken,  dass  sich  alle  so  entstehenden  Formen  fk 
linear  durch  die  Formen  /,  /*(  und  t/^  ausdrücken  lassen.  In  der 
That  beziehen  sich  ja  alle  Collineationen  A  =  0  auf  dasselbe  Funda- 
Dentaldreieck*,  da  aber  alle  zu  demselben  Dreiecke  gehörigen  Colli- 
neationen nur  eine  zweifach  unendliche  Schaar  bilden  ^  so  müssen  sie 
Anmtlich  in  der  Form 

iarstellbar  sein.  Um  dies  auch  durch  die  Rechnung  zu  bestätigen^ 
UQunt  man  am  besten  eine  andere  Zwischenform  zu  Hülfe: 

'5)  g  =  {abu){aßx), 

'eiche,  wie  uns  schon  bekannt  ist,  gleich  Null  gesetzt,  den  zu  /"  =  0 
>iijugirten   Connex  darstellt  (p.  950),    und    auf    deren  geometrische 
edeutung  wir  sogleich  zurückkommen.     Auch  diese  Form  g  im  durch 
/*,  und  Ujc  attsdrückbar^  denn  wir  haben  direct: 

aa    a^    Gjc 
G)  g  =  (abv)  (aßx)  =  1  ba     b^     b^,     -_.  (r*  -  /,)  w^  —  2  i/  +  2  /, . 

I  tia       Uli       Uar 

Wi  ist  weiter: 

Ü.i^  =  (''^^)i''ßr)c.^^{aßy)[{abu)c^^{acu)b:.^(cbu)a^] 

id  bildet  mau  dieselbe  Form  aus  der  rechten  Seite  von  (16),  so  er- 
bt sich  in  Rücksicht  auf  (4)  für  f^  die  Identität: 

i  (|3  +.2i,  -  3iiJ  u.  =  {P  -  i,)f-2if,  +  2f, . 
benso    findet    man     dann    hieraus    durch    Wiederholung    desselben 


i  (,-3  +  2 /,  -  3  «,)/•,  ==  (»•*  -  1.)  A  -  2//-3  +  2/, , 

8.  f.,  woraus  mtui  jede  i'orm  /*  in  Function  aller  vorhergehenden 
>rmeu  berechnen  kann. 
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Der  Reihe  von  Coiiüexen  A  =  0  stellt  sich  eiae  ßeihe  toi 
sexcu  gk  =  0  an  die  Seite;  welche  aus  g  ebenso  ^u  bilden  mm 
fk  ans  fj  so  dass: 


I 


^ 


Ihre  geometrische  Bedeutung  ist  ebenfalls  leieht  zu  erkennen,  ikr  i 
g  =  0  zunächst  gibt  die  zu  f^O  inverse  Tritmförmation ,  welc! 
zogen  auf  dau  Fundaraentaldreieck^  in  der  Form  aF^  ^  x^k^J 
erscheint.  In  der  Thai  erhält  mau  auch  für  die  kanonische  For 
der  Identität  (lÖ)  vermöge  (8),  (9)  und  (10)  für  g  den  Wertb: 

1 
i  ^  =  x^n^  O^  X|  -f  Xa X,  U^ X^  +  x,  x.^  U^X^  ,  , 

Und  hieraus  findet  man  weiter:  ^P 

i>t^  Coffnexe  ^^  ^  0  steUen  aUo  bez^  die  (nversen  TrümformaUm 
den  Trans  forma  Honen  /),  =^  0  dar. 

Aus  einem  Funkte  x  erhalten  wir  durch  aUe  diese  Collineal 
eine  Reihe  von  discreten  Punkten,  welche  vorwärts  und  rucl 
beliebig  fortgesetzt  werden  kann.  Indem  wir  den  Punkt  ^ 
durch  die  Zahl  0  Uezeichnen^  können  wir  die  Punkte  auf  der 
Seite  von  x  durch  die  Zahlen  1,  2,  3  .  ,  .,  die  auf  der  andern 
—  1,  —  2,  —  3,  ...  unterscheiden,  so  dass  ihnen  bez.  die  folg 
darunter  stehenden  Gleichungen  entsprechen: 

,...        ...(-2),     (-1),  0     ,        1      ,         2      ,... 

^     ^        ...^,=0,     ^==0,     f/..  =  0,    /-=(),     A^O,...; 

und  der  Punkt  A  hat  dann  in  der  kanonischen  Form  die  Gleichi 

(18)  X,'  U,  X,  +  x/  ü,  X,  +  X3^  ü,  X,  =  0, 

Jede  solche  Gleichung  wird  aber  zugleich  die  Gleichung  eines 
nearen  Systems,  welches  unmittelbar  von  dem  Punkte  0  aul 
Punkt  l  führt.  So  entspricht  also  der  Punktreihe  (17)  die  Reihe 
von  collinearen  Systemen. 

Von    besonderem  Interesse  wird  für  uns   der   Umstand,  das 
Punkte    der   Reihe    auf  einer    (im    Allgemeinen    transsccndenten) 
liegen^  welche  sich  durch  Eliminalion  von  q  und  A  aus  den  Gleichh 

(18*)  Q}\  =  K,^X,,       (>J^2  =  V^2,       (>J"3=V-^3 

ergibt j  nämlich: 

(!'•»)         lopr   ^■'   .   log  ;«   +  log  (■'  .   log  ^'    +  log    ;.■'  .  log  l^   =  I», 
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jr  wenn  wir  unter  C  einen  Parameter  (Integrationsconstante)  ver- 
hen  und 

*.=log^,     Ar,  =  log^^,     *3  =  log2 

Xs  Xj  Xs 

2en: 

Dbei  Ar,  +  k.^  4-^:3  =  0.  Diese  Gleichung  ist  von  derselben  Pprm 
ie  die  der  Hauptcoincidenzeurven  von  f=Q  (vgl.  p.  979): 

0)  ^,**-»'.V**-^3''~*'  =  ^• 

Dem  Connexe  f=0  und  gleichzehig  allen  Cannexen  fh  =  0  oder 
,  =  0,   d,  I.   allen  Connexen  der  durch  (18)  dargestellten  Schaar,  ist 
ein  gewisser  Connex: 

U^ Xy  log  Xi  +  U^X^  log  «2  +  U^X^  log  X3  =  0 

tgeordnel,  dessen  Hauptcoincidenzeurven  die  Curven  (19)  liefern  y  auf 
eichen  alle  Punkte  einer  der  obigen  Reihen  liegen. 

Die  Curven  (19)  sind  von  ebenso  allgemeiner  Natur  wie  die 
urven  (20),  und  umgekehrt;  die  ersteren  eignen  sich  aber,  wie  wir 
eiterhin  sehen  werden,  besser  zum  Studium  der  Hauptcoincidenz- 
irven,  da  sich  deren  wesentliche  Eigenschaften  aus  der  Entstehungs- 
eise der  Gleichung  (19)  direct  ergeben. 

Die  Curven  (19)  sind  insbesondere  algebraisch,  wenn  die  Grössen 

X. 

Bf—  sich  wie  positive    oder  negative  ganze  Zahlen  verhalten.      Ist 

^  nicht  der  Fall,  so  kann  man  sich  doch  die  Frage  stellen,  unter 
Jchen  Umstanden  gewisse  Punkte  der  Beihe  auf  einer  algebraischen 
irve  liegen?  Durch  diese  Forderung  wird  man  dann  zu  einer  be- 
ounten  Invariantenrelation  für  den  Connex  /  =  0  geführt,  wie  hier 
einigen  Beispielen  erläutert  werden  möge.*) 

Dass  die  Punkte  Q,  1,  2  auf  einer  Geraden  liegen  sollen,  kann 
^  im  Allgemeinen  nicht  verlangen,  denn  dann  würden  alle  Punkte 
p  ans  0  entstehenden  Reihe  auf  derselben  Geraden  liegen.  In  der 
at  würde  ja  dann  auch  die  oben  mit  AT  bezeichnete  Determinante 
^schwinden  müssen,  und  folglich  die  Gleichung  (11)  zwei  gleiche 
Urzeln  haben,  was  wir  vorläufig  ausgeschlossen  haben. 

Sollen  dagegen  die  Punkte  0,  1,  3  auf  einer  Geraden  liegen,  so 
I8S  die  Gleichung  bestehen: 

,1       Xj       Xj» 
1       X.2       Xj^  =  0  . 

!  I       ^3       ^3    . 

*)  In  Betreff  einer  allgemeinen  Erledigung  der  sich  hier  bietenden  Probleme 
Clebsch  und  Gordan  a.  a.  0. 

^]«bich,  Vorlefungen.  G3 
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Die  linke  Seite  ist  offenbar  durch  die  Dekrminanbe  K  theilbar;  der 

übrig  bleibende  Factor  ist  linear  und  synimetriHch  in  atj,  %^^  %^^  ii]j»u 
zu  dor  Summe  Kj  +.x^  +  ^3  propürtional.  Bk  Beäingxmg  dfifwr^  4m 
die  Punkie  0,  1,  3  auf  einer  Geradm  liegen j  ist  somit: 

(21)  f=«, +  »^,  +  3t3  =  0,*)  4 

Sellmtverstaindlicb  liegen  dann  auch  der  r*%  (r  +  1)**  und  (r-f-S)^ 
Punkt  auf  einer  Geraden,  wo  r  eine  beliebige  positive  oder  neptif^ 
ganze  Zahl  bedeutet,  lu  iihnlicber  Weise  findet  man,  wenn  die  Punkte 
0;  If  4  auf  einer  Cteraden  liegen  sollen,  die  Invariantenrelation: 

3«r  +  5^»^  +  «3'  +  5«a«3  +  «^^i  +  ^i  «2  -  i  {''  +  'iJ  =  **.  '1*  S'  ^' 
Fordert  nmn  di^egen,  dass  die  Punkte  ü^  1,  2^  3,  4,  5  auf  mm. 
Kegelschnitte  liegen,  so  müssen  oflenbar  auch  atie  Punkte  hr  i^ 
Null  entstehenden  Reibe  auf  denis^elben  Kegelschnitte  liegen^  d.  h.  ^h 
Curven  (20)  müssen  in  diesem  Falle  aus  einem  Systeme  vmi  Kegel- 
schnitten bestehen  j  und  die  Bedingung  dafür  ist: 


Ä'j  -"  Ä'2  —  1  j     k^  — 
oder:  ^^  =  ^-^  =  1 ,     k^  =^ 


9 

2, 


also: 


XjXj 


v=» 


Ä-,  =  1,     A,  =  _ 


Ä-  «t  !pC| 


Ä«  9C I  X«} 


*3«1 


Die  entsprechende  Invariaiitenrelation  verlangt  somit  das  Versciiwin- 
den  de8  Ausdrucks: 

=  (XjÄjj  +  X^jXi   +   X,  Xy)^  —  (»,    +  X,  +  X^)^  Xj  X,,Xj  , 

woraus  wegen  (9)  und  (10)  folgt:  Die  Cmvcn  (19)  Ifestehen  am  rin^ 
Dimvhel  von  Kef/eiseJutitien  der  Form  .r^Xj^;  —  €xr  ^  ^\  sfti*(fid:^) 

(22)  3  {P  -  i,y  ^  t'  (P  -  3  ii,  +  2i^^fK 

Die  IftiiiiUcöineitfenzcurmH  von  /  =^  0  bb^iben  jedoch  in  dici^em  Falt'^ 
im  Allgemeinen  transscendent,  Sollen  fiitgvijen  die  ie( zieren  am  Kc^^- 
aehnitien  bestehen j  so  muss  sein: 

'j  Weiuj  mau  den  Begriff  von  Folarconne;Ken  einführt  (d,  i,  Cannciett  "i'^^ 
Form  i3f^*""*£i  *iiy"  ~  r^^  =  f*),  ßO  kann  man  mit  Hülfe  dieser  InvuriuutÄ'^' 
relatioa  auch  aolcJjeii  algt^brairicVifiji  Bibiuiigen  üine  Deutung-  <jebeii|  deroü  g^^^* 
Hietriicliet  Sinn  durcli  (bc  Polarenihoorie  der  Curv'en  oder  durcb  dm  l«^'^ 
tragangsprineip  iikbt  immittolbar  gegeben  wird  (p.  316)  ^  doch  iat  diei  pmklia«^ 
meist  von  wenig  Nutzen,  mjd  eob  deahidb  nicht  weiter  iinägefübrt  Tren^*' 
ImTOerhin  kann  man  sich  ao  z.  B.  die  Bedeutung  der  simnltanon  Invarifmi^^ 
'/.wmGT  Kegelachnifete  ableiten  (p.  2&S), 

**)  Dieser  Fall  der  Collineation  ist  für  die  sogenannte  Nicht- Kuclidia:!»* 
trt.*onit'ii-ie  von  besonderem  Interesse,  vgl,  den  auf  p.  Ifjl  genimnten  Aufsibf  ^ 
Kleiuj  Math.  Aunalen^  Utl.  4. 
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{%,  +  X,  -  2  K^)  (x,  +  *^a  -  2  X,)  (x,  +  X,  -  2  X,)  -  0 

2  P  —  9 11,  +  1*3  =  0 , 

I  Unter  den  in  (19)  tmÜmltenen  Ciirven  sei  noch  die  logarithmhcht^ 
h^e  besonders  hervorgehoben;  ihr  Auftreten  iat  nicht  durch  eine 
^BRnteneigenscliaft  Am  Connexes  bedinc^tj  sondern  dnrrh  besondere 
^Pzweier  Ecken  des  Fiindamentaldreiecks  in  metrischer  Beziehung; 
t  die  projectivische  Georaetrie  kann  sie  also  als  Kcpnisentant  der 
gemeinen  Integrateurven  des  Connexes  (1,  1)  betrachtet  werden, 
bst  man  nämlich  zwei  Ecken  dos  Fundamenta.ldreiecks  in  die  beiden 
^inären  Kreispuukte  fallen"*")  und  führt  sodann  Polar *Coordinaten 
b  mittelst  der  Substitution: 

r  (cos  9»  -|-  /  sin  ^) ,    X,  =  r  (cfos  tp  —  i  sin  <f)  ,     Ä\  =^  1  , 

"wird,   wenn  man  endlich  noch  A,  ^^  p  -\-  fQ ,  ^2  =  —  /?  +  tq  vor- 

t,  die  Üleichung  der  Curven  (19): 

wenn  y  und  ^  neue  (Jonstanten  bezeichnen: 

BF  That  die  Gleichung  eines   Systems   von   logarithmischen  Spira* 
dem  Parameter  y.  — 

Iruchtbringenden  Gesichtspunkten  für  die  Untersuchung  der 
Bme  (19)  und  (2U)  werden  wir  nun  geführt,  wenn  wir  in 
gx-Schaar  (18)  dem  Parameter  k  nicht  mehr  ganzzahlige 
beilegen,  sondern  ihn  als  einen  continutrlieh  veränderlichen 
aeter  auffassen.  Auch  dann  stellt  jeder  Connex  (18)  eine  Colli- 
dar,  freilieh  nicht  immer  eine  solche,  die  durch  endlichmalige 
[iederholung  der  Transformation  f  =^  0  oder  ^=0  erzeugt  werden 
Für  dafi  System  der  Connexe  (18)  oder  Transformationen  (18*) 
eiben  auch  dann  folgende  beiden  Sätze  gültig: 

Zwei  büHehifje   Tramformadonen   (ks  St/slenis  f/eben,  hinter  einander 
9etifand(,  unabhängig  vm  ihrer  Reihenfolge  dieselbe  nette  Transformation, 
$e  neue  Trans  forma  Ihn  ist  selbst  eine  Transformation  des  St/stetns, 
it  Kücksicht  auf  die   erste  Eigenschaft  sollen  die  Transfomia- 
[nen  des  Systems  vetiauschbarf  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  soll  das 
em  geschlossen  genannt  werden.     Wir  haben  es  demnach  hier  mit 
geschlossenen  Systeme  von  einfach  unendlich  vielen,  verfauschbaren^ 


bleiben  rlanti  boi  der  Traüaformation  alle  Winkel   erbalteaj   maa  hat 
%€h3ÜkhkeUHranBfarmathn^\     Iti  Rtickäicbt  liiei-auf  ergeben    sich    leicht   mit 
ler  weiterhin  erwühnteu  Schlussweise    die    staUlreichen    metriBchen  Eigen- 
en der  logarithmischen  Spirale;  vgh  Holzmöller;  Schlömilcira  ZeitachriJl, 
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iinearen  Transformationen  ssu  thun,*)    Und  zwar  aind  dies  die  ani^j 

Transformationen  der  Art,  die  es  gibt;  in  der  That  fillirt  die  dimte 
AufsLicliimg  derselben  zu  einer  Differentialgleichung  (24),  die  wir  «o- 
gleich  aufstellen  werden,  und  deren  Integration  nur  die  Transforma- 
tionen (18*)  gibt. 

In  dem  Systeme  ist  nun  besonders  eine  Transformation  enthalten» 
welche  entsieht,  wenn  man  A  unendlich  klein,  also  etwa  gleich  di, 
nimmt,  und  die  wir  als  die  unendHch  kleine  Transformatioa  dci 
Systems  bezeichnen  wollen.  Sie  ordnet  jedem  Punkte  X  einen  W 
naehbarten  Punkt  V  ^^  X -^^  d X  z\jl,  der  nach  (18*)  beätimuit  iit 
durch  die  Gleichungen: 
(24)  adXi  =  Xi  •  log  sc,- , 

wo  die  Grösse  dk  m  ^  enthalten  sein  mag.  Für  diese  Transfamiatiofl 
fälk  offenbar  die  zu  X  gehörige  Richtung  der  llauiitcoincidenz  mit 
der  Tangente  der  durch  X  gehenden  Curve  (19)  zusammen.  Der  für 
l  =^  dk  aus  (18)  resultirendo  Connex  ist  also  derjenif/e,  dn'nm  flavpf 
cöincidenzcxtrven  durch  die  Curven  (19)  gegeben  werden;  in  der  ThAt 
ist  die  Gleichung  desselben  ja  wieder  Z^t^,^!",' log  jc,-««  0* 

Es  ist  evident,  dass  man  jede  Transformation  des  Systems  dürri 
uuendh'ch- malige  Wiederholung  dieser  unendlich- kleinen  Transfunna- 
tion  erzeugen  kann.  Alle  einem  Punkte  X  entsprechenden  Pimkk 
werden  dabei  eine  bestimmte  Curve  beschreiben;  diese  hat  ihrer  Ent- 
stehung nach  die  Eigenschaft,  dass  jeder  Punkt  derselben  durch  eine 
Transformation  (24)  wieder  in  einen  ihrer  Punkte  (und  zwar  einen  b^ 
naehbarten)  übergeht.  Auch  wenn  man  die  unendlich  kleine  TräDS- 
formation  unendlich  oft  wiederholt,  bleibt  daher  der  Punkt  ,1  immer 
auf  derselben  Curve;  d.  h.  die  letztere  geht  durch  jede  der  Transfonu»- 
tionen  unseres  Systems  in  sich  über.  Ihre  Gleichung  ergibt  sidi 
sonach  wieder  durch  Elimination  von  k  aus  (18*),  d,  h.  sie  ist  diird* 
(19)  gegeben,  wie  man  auch  durch  Integration  der  Differentialglei- 
chung (24)  bestätigt. 

Jede  Inlegraicurve  eines  Connexes  (1,  1)  hat  aiso  die  Eigenschaft 
durch  ein  gescMossenest  System  von  einfach  wwndlich  vielen  vetimtsch^- 
Imren  linearen  Transformationen  in  sich  überzugehen^  und  zwttr  dmt^ 
die  Transformationen  g  Vi^^^  n/'Xif  wenn  der  Connex  in  der 
EüiXi\o<i  X,  =  0  gegeben  ist.**) 

*)  VgL  im  Folgenden  Klein  und  Lie:  Sar  une  certaine  famill^  de  oon 
et  de  Burfacea»  Comptes  rendiiBt   6.  und  13.  Juni    187Q.    «od:    ücber  <ii 
ebenen  Curven,  welche  durch  ein  geschlossenes   System    von    einfach    ».' 
vielen  vertanschbareu  linearen  Trautsfonna tionen  m  sich  übergehen.    MMk  ^' 
nalen,  Bd.  4. 

^*)  Diese  Curven  bestehen  nach   einem  bekannten  Satze  der  Kinematik 
Kreisen,  wenn  die  Transformation  mit  einer  Bewegung  der  Ebene  in  skli  iqotfilii^l 
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US   dieser   EigeiiscLat't    Uisät  sich    mit  Ldclitigkeit   eine   grosse 

il  anderer  ableiten.    Die  dabei  zu  benutzende  einfache  Schluaaweise 

ge  an  einem  Beispiele  erläut<?rt  werden.     Denken  wir  uns  mehrere 

selben    Systeme    (2l))  angehorige    Curven    gegeben    und    an    eine 

Iben   eine  Taugente   gezogen.      Hei  Anwendung  der  zugehörigen 

earen  Transformationen  bleiben  die  Curven  selbst  ungetindert,  wäh- 

d   die  Tangente   nach    und    nach  die  Lage  jeder  anderen  Tangente 

Irselben   Curvo    annimmt.     Daltei    gehen   der  lierilhrungs|nnikt   mit 

|r   einen  Curve   und   die  l^elinittpuukte  mit  den  anderen  bez.  in  den 

fcrilbrungspunkt  und  die  Schnittpunkte  der  neuen  Tangente  mit  den- 

ben   Curven    über;   daher  der  Satz,  dass  dk  Schnittpunkte  mit  dem 

trührunffspunkte  eine  Punktreihe  bitden,  welche^  für  beHehige  fjigcn  der 

ingcnte  an   dersett/in   Curve ^   immer  derselben   Ptmktreihe   projectitisch 

l  —  Als  CoroUar  folgt,  da  die  drei  Seiten  des  t'undumenlaldreiecks 

ich  immer  als   Curven  des   Systems  zu   betrachten  sind,    der   Satz: 

\9*  Doppetverhdltnisa  des  ßenVirunf/spunktes  einer  Tangente  einer  Curve 

0)  und  ihrer  drei  Schnittpunkte  mit  den  Seiten  des  Fundamentatdreiecks 

t  cünstant.     Die  liierin  ausgesprochene  Eigenscijaft  könnte  man  auch 

mgekehrt  zur  Delinition  des  Curvensystems  benutzen. 

Durch  ein  analoges  Verfahren  leitet  man  femer  die  folgenden 
Bbe  ab^  deren  Anführung  genfigen  moge^  um  die  Fruchtbiu"keit  der 
hr&hnten,  auch  sonst  oft  anw^endbaren  Methode  zu  zeigen:*) 

Man  sehneide  eine  Curve  des  »Systems  durch  irgend  eine  gerade 
iaie  und  construire  in  beliebigen  n   ihrer  Schnittpunkte  die  Tangen- 

ITon  den  weiteren  Schnittpunkten  dieser  n  Tangenten  liegen  dann 
bal  n  wieder  auf  einer  Geraden. 
Itirren  des  Systems  können  sich  nur  in  Eckpunkten  des  Firnda- 
aldreiecks  schneiden, 

Sie  besitzen  in  keinem  ihrer  Punkte,  ausser  etwa  in  den  drei 
Ildamen tal punkten^  irgend  eine  solche  Singularität^*  wie  sie  bei 
*ebraifichen  Curven  vorkommt. 


la  der  Tbat  liegen  ilaou  zwei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  in  den  Kreia« 

*ktcn,  die  dritte  beliebig  in  der  Ebene;  letztere  bleibt  also  fest,   und  folghch 

tiie  Bewegung  durch   eiuo  Rotiition  um  sie  zu  ersetzen.    Diete   geht   inbbe- 

•iirre  iu  piiie  Translation  über,  wenn  das  Centrura  der  Rotation  unendlich  weit 

ft.     Di<*  zahlreit; hen  Untersuchungen  über  kinematische  Geometrie  laincl  so  dou 

^'  ijigen  über  die  im  Texte  betrachteten  Transformationen  untergeordnet 

*  u   daiier  sofort  projectiviach  verallgemeinert  werden,  indem  man  die 

^elie  Collineation  der  Bewegung  immer  durch  eine  allgemeine  CoUincation 

"irtjet.    Vgh  darüber:  Burmester:    Kinematisch  geometrische  untersuch ungüu 

f  Bewegung  affin  vertVnderUcher  und  collinear-verilöderhcher  Systeme,  SchlO- 

Jch'i»  Zeitschrift,  Bd.  19  und  20,    Vgl.  auch  die  Anmerkung  auf  p,  268,  —  Diu 

irren  (I9j  werden  von  Burmester  passend  als  Selbst hulicurven  bezeichnet. 

*J  Wegen  weiterer  Au&fühningen  vgh  Klein  und  Lio  «»  a.  0* 
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Jede  zu  ihnen  co Variante  Curve  ist  eine  Curve  desselben  Systet 
(denn  sie  muss  durch  dieselben  Transformationen  in  sich  übergehei:^ 

Wenn  man  auf  eine  beliebige  Curve,   die   nur  nicht  selbst  ein^ 
Systeme   von   Carven   (20)   mit   demselben  Fundamen taldreiecke 
hört;  die  Transformationen  unseres  geschlossenen  Systems  anwenv^i 
80  besteht    die  Umhiülungscurve   der  dadurch  erzeugten   Curvenneiifc^ 
aus  lauter  Curven  des  gegebenen  Systems.  — 

Es  sollen  im  Folgenden  noch  kurz  die  Ausnahmefalle  angedeab 
werden,  welche  dadurch   eintreten,   dass  zwei  oder  drei  Wuneln 
cubischen  Gleichung  (11)  einander  gleich  werden.^) 

I)   Ist  x^.  =  Xj,    so   fallen  zwei   Seiten    des    Fundamentald 
zusammen ,    während   die  dritte  {Ä\  =  0)  davon  getrennt  bleibt 
ist  daher  für  die  Collineation  jedenfalls  die  kanonische  Form  moglickz»;! 

qF^  =  aÄ^  +  ßÄ^  +  yÄ^  . 
Bildet  man  dann  aber  jene  cubische  Gleichung  in  der  Form: 
,  —  X  0  0      \ 

0         x^  —  x        0      1  =  0, 
a  ß  y  —  3C 

8u  erkennt  mau^  dass  y  ^  k^  sein  muss.     Setzt  man  nun  noch: 


(25) 


i'.+ 


—  *t     ' 


für     y^,    und    J-j^-J—j-,     für    J,, 


so  gehen  die  Gleichungen  (25)  über  in: 

(26)       pr,  =  x,.v,,   9F,  =  x,x,,   pr,  =  ^.v,  +  x,,r,, 

tmd  th-r  Vonnex  /  =  0  erscheint  in  der  kanonischen  Farm  : 

/-  =  X,  .r,  u,  +  «,  ( jTj  u,  +  jr.  u^)  -\-ßx,u,. 

Zwei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  sind  hier  in  den  Tojali 
Uj^  =  U  zusammengefallen;  der  Punkt  U^  =  0  dagegen  ist  der  Schmit- 
punkt  der  beiden  benachbart  liegenden  Seiten  des  Dreiecks. 

Durch  A- malige  Wiederholung  der  Transformation  erhält  niau  «ß 
Stelle  von  (18*j  die  Gleichungen: 

(27)     qF,=x,^ä,,     qF,^x,^A\,     pF3  =  V^r,-f-A/Jjr,'-«Jt. 

und    durch   Elimination    von   X    findet    man    an  Stelle    von  (19)  "I* 
Gleichung: 

x,{y,A\~y,Ä,)  bg^  -(iog£-iogf»)/jr,,r,  =  «i 

•J  Vgl  Clebsch  and  Gordan  a.  a.  0.,  sowie  die  geometrische  DiacuÄ» 
dieser  F^lo  bei  Hirat  in  den  auf  p.  944  genannten  Aufi^ltaefi. 
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r  Kj  =  -^2  =  ^ ;  ^i=  ^)   ^3  =  1/    erhält    man   also    insbesondere 
logarithmische  Linie:  y  =  -^log  Bx^  wo  Ay  B  Constante  bedeuten. 
Die  Gleichung  der  Hauptcoincidenzcurven   von  /*  =»  0  findet  man 
;egen  in  der  Form: 

2)  In  dem  Falle,  wo  ausserdem  /S  =  0  wird,  geben  die  Glei- 
mgen  (26): 

#  j  ■'^o  ~~~"       2       1  ^^       5 

•  haben  eine  perspectivische  Transformation,  die  schon  früher  ein- 
lend  behandelt  wurde  (p.  264).  Man  kann  dieselbe  algebraisch 
lurch  charakterisiren,  dass  die  Formen  g?  und  ^  identisch  Ni;ll 
i.  —  Alle  Curven  (28)  bestehen  aus  Geraden  durch  das  Collinea- 
iscentrum. 

3)  Wenn  alle  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  einander 
ich  werden,  so  kann  man  für  die  entsprechende  Collineation  nur 
ih  eine  Gleichung  in  der  Form 

)  Qr,=>HÄ, 

Lehmen;  .die  beiden  anderen  hat  man  zunächst  in  der  Form: 
Qy^  =  aX,+(b  +  7c)X^  +  cX^ 
QV^=^aX,+ßX^  +{y  +  ^)X,. 

cnit  jetzt  aber  die  in  z  cubische  Gleichung: 
ix  —  z  0  0 

a         b  -{-  X  —  z  c  =0 

a  ß  c  -{-  X  —  z 

Wurzel  z  =  X  dreimal  zulasse,  muss  man  haben: 
)  b  +  y  =  0,    by-cß  =  0. 

«e  Gleichungen  werden  identisch  erfüllt,  wenn  man 

st;  und  dadurch  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (29)  in: 

it&ua  aber  ergibt  sich: 

zt  man  also  jetzt  wieder  V^  für  vF^-^-fiy^,  und  JT^  f ür  vÄj-\-(iÄ^, 
erhält  man  eine  Gleichung  der  Form 

)  QF^^aX^  +  xÄ^, 
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welche  aus  den  Gleichungen  (29)  immer  abgeleitet  werden  kann.    Maim. 
darf  daher  aimehmen,  dass  eine  der  Gleichnngen  (29)  die  Ponu  (31) 
bereits    habe,    d,  li.    dass  6  =^  £?  ^^^  0.      Die    Gleichtingea  (oO*  g^Uttm. 
dann   y  ^  0,  während  ß  baUehig  bleibt.     Die  dritte  Gleiehmig  {t^^ 
wird  also: 

Verändert  man  nun  noch  F.^  und  Ä^^  iudem  man  statt  derselben 

^'a  ~       ^  'IT  -l^n  " '^2  setzte  so  fiillt  in  (32)  noch  das  Glied  mit  *%*j 

fort;  und  es  bleibte 

(33)  Q}\^ßA%  +  xÄ,,  ^ 
wo  mjin  noch,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  stijren,  ^  =  «  nehmen  kann. 

ÄUK  (28),  (31)^  (i33)  findet  man  also  dk  Gleichung  des  Cmnrxrs 
in  der  kanonhchen  form: 

Für  die  Hauptcoincidenacurveii  hat  man  hier  wegen  Ux^^)6^* 
fach  die  Differentialgleichung: 

woraus  sich  durch  Integration  ergibt: 

wenn   €  die  Integrationsconstante  bedeutet.     Die  JntegrQlcurven  Wäm 

i  i  fan  ehi  /'ii  Itüs  i-}t('!  rat  /  h't  v/ 1  'f>t  "h  ft  ilh  'ji  ,  ti  'ff*  "h  t '  s  U  h  s  *  im  m  (lieh  in  f'  '^f^'^^ 
Punkte  dreipunktig  beriihrcn  (vgl.  p.  141);  und  zwar  ist  der  Berüh- 
rungspunkt der  Punkt  ^3  =  0,  in  welchen  die  Ecken  des  Dreiecks 
zusammengerückt  sind;  die  gemeinsame  Tangente  in  ihm  ist  die  drei- 
fach zählende  Dreiecksseite. 

Ein  ebensolches  System  von  Kegelschnitten  ergibt  sich  für  di*? 
(Kurven,  welche  durch  die  Collincation  (32)  in  sich  übergeführt  werden. 
In  der  That  erhält  man  nach  A- maliger  Wiederholung  der  Transfor- 
mation die  Formeln: 

Q  y^  =  x^  Xj ,     Q  r.^  =  x^A\+  ax^-'  A\ 

qV,  =  x^X.  -\-ax^-'Ä,  +  I  A  (A  -  1)  ^^x^-^V,  ; 

oder  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  x^  " '-^  dividirt: 

q1\  =  x'^Ä^  y     Q  V2  =  x' Ä.^  -{-  kaxA\ 

q}\  =  y?X.^  +  XaxX^  +  ^  A  (A  -  1)  rt^X,  . 

Diese   Gleichungen  stellen  aber  eben  die   Coordinaten   Y  der  Punkte 
einer  solchen  Curve  in  Function  eines  Parameters  x  dar. 

4)   In  Gleichung  (31)  und  (32)  kann  noch  eine  der  Constanteu  <k  P 
verschwinden.     Nehmen  wir  /3  =  0,  so  haben  wir  die  Collineation: 

(34)  ^Y,  =  xX,,     QY.^xX^^aX,,     qY,,  =  xX^. 
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blgt  F,  A'g  —  ^1^3  =  0;  die  beiden  Punktsysteme,  Y  und  X  sind 

perspectivisch;  das  Collineationseentrum  liegt  im  Punkte  X^  «==  0, 

=  0,  die  CoUineationsaxe*)  geht  durch  diesen  Punki     Die  oben 

ichteten  Curven  sind  die  Geraden  des  Büscheis  X^  +  XX.^, 

5)    Verschwinden  endlich  in  (31),  (33)  gleichzeitig  a  und  /S,  so» 

nan  identische  Punktsysteme,  deren  entsprechende  Punkte  immer 

nmenfallen. 

[.   üeber  die  Connexe  (w,  1)  oder  (1,  w),  insbesondere  für  den 

Fall  n  =  2. 

Einige  unserer  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Connexe 
n)  verlangen  eine  besondere  Betrachtung,  wenn  eine  der  Zahlen 

gleich  1  wird.  Schon  beim  conjugirten  Connexe  hatten  wir 
genheit  dies  zu  bemerken  (p.  950);  ein  Element  (y,  v)  des  letz- 
i  ist  für  w  ==  1  dadurch  definirt,  dass  v  gemeinsame  Tangente 
dUe  Curven  C,n  sei,  welche  zu  den  durch  y  gehenden  Linien  u 
»ren,  und  dualistisch  entsprechend  für  m  =  \  dadurch,  dass  y  ge- 
isamer  Punkt  aller  Curven  Kn  sei,  welche  den  Punkten  x  von  v 
lonnexe  f  =0  zugehören.  Für  den  Fall  m  =  1,  auf  den  wir  uns 
^Igenden  beschränken,  tritt  ferner  die  Besonderheit  ein,  dass  die 
i  mit  Z''  =  0,  0'  =  0  bezeichneten  Curven  nicht  existiren,  denh 
)ine  beliebige  Linie  u  nur  mit  einem  ihrer  Punkte  ein  Element 
Hauptcoincidenz  bildet,  kann  von  einem  Zusammenfallen  zweier 
aen  Punkte  von  ti  nicht  mehr  die  Rede  sein.     Statt  dessen  treten 

im  Allgemeinen  Linien  u  auf,  welche  durch  jeden  ihrer  Punkte 
inem  Elemente  der  Hauptcoincidenz  ergänzt  werden,  ein  Umstand, 
für  /i  >  1,  /7i  >  1  nur  in  besonderen  Fällen  als  Singularität  vor- 
men  kann  (vgl.  p.  937).     Für  m  =  \  nämlich  können  wir  setzen : 

f  =  A^X^  H~  -«2 '^'2     I     -^3 '^'3  ; 

<^,,  A^,  A^  Functionen  n*®«^  Klasse  in  den  !/,  sind.  Hier  wird  die 
e  1/  in  der  Weise  ausgezeichnet  sein,  sobald  die  Gleichung  /"=  0 
Xi={uv)i  unabhängig  von  den  t;,' erfüllt  ist,  d.  h.  wenn  gleich- 

A^u.^  —  ^2^1  =  0,     A^u^  —  A^U2  =  0,     ^jW,  —  ^jt/g  =  0  . 

e  Gleichungen  erlauben  nach  bekann^n  Regeln  (p.  389)  n'  -f"  ^  +  ^ 
einsame  Lösungen,  und  somit  haben  wir  den  Satz: 
In  einem  Connexe  (1,  n)  gibt  es  n^  -{-  n  -\-  \  Gerade y  welche  je  mit 
ihren  Punkten  Elemente  der  Hauptcoincidenz  bilden.    Dieselben  sollen 
dstrahlen  des  Connexes  bez.  seiner  Hauptcoincidenz  genannt  werden. 

)  Ist  dieselbe  die  unendlich  ferne  Gerade,  so  bat  man  den  Fall  der  Trans- 
1,  vgl.  die  zweite  Anmk.  auf  p.  996. 


^(n-2)(n-3){(/i+2)^  +  3n}, 

die  Zahl  der  Spitzen  gleich 

3(n-.2)(2n+l), 

und  daher  findet  man  für  das  Geschlecht  von  F  die  Zahl: 

\n{ln^n). 

Hieraus    ergibt   sich   die    Klasse    von    F  gleich    3n^    die 
Wendepunkte   gleich    12  n(n  —  1),    die   der  Doppeltangent 
.^(9„4_40n2  +  35n  +  2). 

Die  Curve  O  dagegen  wird  von  der  blasse  3  n,  das  Gesch 
selben  stimmt  mit  dem  von  F  überein;  die  Zahl  ihrer  Doppe 
ergibt  sich  daher  gleich 

i  (3w  —  1)  (3n  -  2)  —  i  n  (7  n  —  11)  =  n' +  n  +  : 

denn  Wendetangenten  werden  im  Allgemeinen  nicht  auftrete 
Wir  werden  sehen,  dass  diese  Doppeltangenten  eben  d 

strahlen  unseres  Connexes  (1,  n)  sind. 

Im   vorliegenden   Falle    nämlich    können    wir  die   Gleic 

Curve  0  =  0  leicht  direct  aufstellen.     Wir  gehen  zu  dem  Zi 

von  dem  Gewebe  der  Curven  {n  +  1)*®"^  Klasse  (vgl.  p.  966] 

(1)  U„  =  (flft/t;)  Wa"  =  2:Ai  {uv)i  =  0  . 

Eine  jede  Curve  desselben  berührt  die  n"^  +  n  -\-  l  Grundstn 
ausserdem   die  Linie  e;,   zu  welcher  sie  gehört;   und  der  Be 
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zusammen.  Ist  nun  v  eine  Tangente  der  Curve  0  =  0,  so  ist  y  ein 
unkt  von  /^=0,  und  es  fällt  noch  ein  weiterer  der  von  y  aus- 
übenden n  Strahlen  der  Hauptcoincidenz  (Tangenten  von  üp  =  0)  in 
e  Linie  i;;  d.  h.  t;  wird  Bückkehrtangente  der  Curve  Up  =  0.  Die 
edingung  hierfür  ist,  dass  v  gleichzeitig  die  Hesse 'sehe  Curve  von 
r  =  0  berührt.    Sei  also  üp  =  Uti*  +  S  so  ist  die  Gleichung  der  Curve 

>  =  0  durch 

(ä  7C  %"Y  Un"  -  ^  Un-''  ~  ^  1/«""  -  ^  =  0 

gegeben,  wenn  man  links  u  =  v  setzt.  Die  linke  Seite  dieser  Glei- 
ihimg  ist  vom  Grade  3n  in  den  ti,  und  vom  dritten  Grade  in  den 
Doefficienten  von  /.•  Versucht  man  eine  solche  Contravariante  sym- 
)olisch  zu  bilden,  so  hat  man  nur  die  Wahl  zwischen  den  drei  Formen: 

)ie  erste  von  diesen  verschwindet  identisch,  da  sie  bei  Vertauschung 
on.  b,  ß  und  c,  y  ihr  Zeichen  ändert;  gleiches  gilt  von  der  letzten 
velche  überdies  in  zwei  getrennte  Factoren  zerfällt);  die  Gleichung 
fr  Curve  0  =  0  isi  also: 

0  O  ^  (abu)  CaUa'"-^U^''Uy'*  =  0. 

Ist  nun  u  ein  Grundstrahl  des  Connexes,   so  verschwinden  die 
rossen  {btCjiUß*'^  und  folglich  ist  auch  0  selbst  Null.    Aber  auch  die 
ifferentialquotienten  von  0  verschwinden,  denn  es  ist: 
l> 

^  =  (a  h)i  Ca  Ua"  -  ^  t/^"  Uy** 

+  (abu)  CaUa'"-^Uß''-'^Uy'"-^  {(n  —  l)aiUjiUY  +  ww«(w^y.+Wy/}.}. 

uf  der  rechten  Seite  verschwindet  das  zweite  und  dritte  Glied  wegen 
-r  Factoren  {abu)Uß'*]  das  vierte  ist  gleich 

Uy^ßtUa^-^Uß"-^  [(acu)ba  +  {cbu)  aa  +  {abc)  m«}, 

t  also  ebenfalls  Null.     Das  erste  Glied  endlich  ist  gleich 

[{ab)iUa'*-^Uß''-^Uy''  {CaUfl  —  CßUa)  =  i  {ab)iUa'*-^ Uf,*' -^Uy''  (CUW)  . 

ßnn  Wi  =  (ccß)iy  dasselbe  verschwindet  also  auch  wegen  der  Factoren 
UtvjUy".    .Wir  haben  so  den  Satz: 

Die  n'  4"  '^  +  1  Grundsirahlen  eines  Connexes  (1,  n)  sind  Doppel- 
Agenten  der  zugehörigen  Curve  0  =  0;  und  letztere  hat  im  Allgemeinen 
^ne  anderen  singuldren  Tangenten. 

Dieselben  Grundstrahlen  sind  auch  Doppeltangenten  der  *  Curve 
■^a  0,  wie  sich  durch  näheres  Studium  der  Curvensysteme  Up  =  0  und 

>  Äj,  =  aa:  (axyy  =  0 

ffeben  wird.  Wir  verweilen  zunächst  bei  dem  Gewebe  der  Curven 
"4-  ly^  Klasse   U„  =  0.     Eine  Curve  desselben 'ist  im  Allgemeinen 


hni« 
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beatinimt  durch  sswei  beliebige  TaugeuteJi  u\  u'f  indem  sich  di©  Paf^ 
meier  tu  d&tm  durch  die  GleichuDgen: 

( 4)  {a  a'  v)  m'„«  =  0    und    (a  u  v)  w"«"  =  0 

hf rechnen  lassen.     Eine  Aui^uahnie  tritt  jedoch  ein,  wenn  der  Schnitt^ 

pimkt  y  von  u   imd  t/'  gleichzeitig  Coincidenzpuakt  für  beide  Linifi 
ist,  d.  h.  wenn  die  Gleiühungen  Uestebeu: 

nämlich  sind  bt^ide  Gleichijügen  (4)  sowohl  für  i'  =  u  als  für 
V  ^  m"  erfüllt^  dienen  somit  nicht  mehr  zur  Bestimmung  von  v.  V^ 
gibt  alöo  noch  eine  lineare  St-haar  von  Curvön  (7^,  welche  alle  dje 
Linien  u^  w"  und  ebenso  die  n  —  2  anderen  Strahlen  berühren^  denw 
derselbe  Coincidenzpunkt  y  zukommt.  Dies  können  wir  in  dem  Satw 
aussprechen;*) 

Bk  n^  -\-  n  -\-\  Grundsirahlen  des  Connexes  (l ,  n)  bilden  zusammen 
mit  n  Coificidenistrffhfvrt ,  weiche  einem  beikbigvn  Punk(c  in  der  fknpi- 
eoifiddenz  enisprcchen,  ein  Sfjstem  von  soichen  {n  +1)*  Geruden^  d*e^ 
mn  umiidiich  vkien  Curven  {n  -\-  l)*^*'  Mlmse  {U^,  =  0)  berührt  weri 

Hierdurch  i§t  das*  Gewebe  U^  ^  r^  vor  einem  beliebigen  G« 
{n  4-  '  f*""^  Klasse  wesentlich  ausgemchneL  In  der  That  würde  It*t 
ja  schon  durch  |  n  (li  +  5)  feiste  Tangenten  völlig  Ijestimnit  m%^ 
während  wir  hier  n^  -\-  n  -\-  \  soklie  Taugenien  haben*  Die  Cimw^i^ 
strahlen  sind  also  nicht  von  einander  unabhiingig,  sie  bilden  vielmehr 
ein  besonderes  Liniensystem,  welches  den  früher  kurz  erwähnten 
Systemen  von  It  Punkten  dualistisch  gegenübersteht,  durch  welche 
noch  oo*?  Curvcn  einer  gegebenen  oo''-Schaar  von  C'„  hindurchgebei/, 
wenn  q  y>  t  —  R  (vgl.  p.  757).  In  unserm  Falle  haben  wir  n  durcL 
n  -\-  \  zu  ersetzen  und 

t=-\{n-\-\){n  +  A),     </  =  2,     /?  =  „^  4.  ,,  +  i  . 

Nach  den  damaligen  Resultaten  genügen  also  die  Coordinaten  der 
tr  -\-7i  -{-  \  Gruudstrahlen  einem  Systeme  von  Gleichungen,  welches  mit 

(r/  +   Ij   (/?_/  +  .y)  =  I  (;/   _    l)  (>,  _  2) 

unal>hängigen  Relationen  äquivalent  ist.  In  unserm  Falle  koninit 
dann  noch  die  weitere  Eigenschaft  hinzu,  dass  die  n  weiteren  geiDein- 
samen  Tangenten  zweier  Curven  desselben  sich  in  einem  Pud^^^^ 
schneiden.  Ob  indess  letztere  Eigenschaft  eine  Folge  der  ersteren  l< 
ob  zwischen  den  ;?-  -\-  n  -\-  \  Grundstrahlen  noch  weitere  Kelationen 
bestehen,  bedarf  einer  näheren  Untersuchung. 

*)  Die  folgenduu  Betrachtungen  sind  Verallgemeinerungen  der  von  ^^^^ 
über  den  Connex  (1,2)  angestellten  Untersuchungen;  vgl.  dessen  luaup'r*' 
disaertation :  Ueber  den  Connex  erster  Ordnung  und  zweiter  Klasse,  Göttiugen  l^**- 
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'  In  dem  Gewebe  1/^,^=0  werden  nun  nnenillich  viele  Curven  mit 
pT  Doppeltangente  enthalten  sein,  ferner  eine  endliche  Zahl  von 
Iren  mit  zwei  Doppeltangenten  oder  einer  Wendetangente.  Alle 
llBe  aasgezeichneten  Curven  stehen  zu  der  Curve  F  =  0  in  eng^r 
ledebung.  Die  »  (n  +  1)  —  2  ^^  (n  —  1)  (n  -{-  2)  einfachen  Schuitt- 
likte   von   v  mit   Ur  nilmlich  sind   dadurch    charakterisirt,    dass   in 

kzwei  der  zugehörigen  n  Richtungen  der  Haupteoincidenz  (Tan- 
von  üt)  zusammenfallen;  diese  Eigenschaft  kommt  aber  nur 
n  von  F  =  0  zu.  J)/e  (n  —  1)  {n  -(-  2)  Schnittpunkte  von  U,.  =  0 
l>  miä  daher  identisch  mit  den  (n  —  1)  (n  +  2)  Schniitpimkien  von 
',*)  Soll  ür  eine  Doppelüingente  haben,  so  müssen  zwei  dieser 
tpunkte  zusammenfallen  in  den  Schnittpunkt  von  v  mit  der 
bltangente,  d.  li.  v  wird .  Tangente  von  F\  und  umgekehrt  hat 
immer  eine  Doppeltangente,  wenn  v  Tangente  von  F  ist.  Andern- 
niiniHoh   müsste  v  selbst  dann  Doppeltangente  von    U^.  =  0  sein, 

k würden  ako  anf  v  zwei,  und  somit  unendlich  viele  Coiucidi?üz- 
pe  haben,  d.  h*  v  wäre  ein  Grundstralil  unseres  Connexes.  An* 
fseits  erkennt  man  aus  dem  Ausdrucke  ü,.  sofort,  dass  in  der 
Jeder  Grundstrah!  f  Üoppeltangente  seiner  Ourve  U^  ist;  folglich 
nach  vorstehender  Ueberlegung  auch  Doppeltangente  von  F* 
E^ben  so  folgende  Sätze: 

He  Geraden  v^  deren  Curven  Ü^  eine  DoppeUangcnte  haben^  umhtdlen 
Curve  F  ^^0,  Die  Discriminante  der  Form  0^  gibt  also,  gieich  Nidl 
vtztf  die  Gleichung  der  Curve  F  in  Liniencoordinaten,  In  der  That 
ie  auch  vom  Grade  3  n^  in  den  Vi, 

w'  4"  "  +  1  Gnmdslrahlen  sind  Doppcl tangenlen  von  F;  in  den 
Beridtrimgspunkten  werden  nie  gleichzeitig  von  den  zugehörigen 
irven  Vr  berührt, 

I  Ferner  leitet  man  aus  den  letzten  Entwicklungen  ohne  Schwierig- 
lit  die  folgenden  Sätze  ab: 

He   Doppditmgenien    der   Curven    Ü,  =  0  utnhuUen  die  in    (2)  ge- 
\  Curve  0  ^  0;  letztere  (welche  nach  Obigem  ebenfalls  die  Grund- 
blen  zu  Doppeltangenten  hat)  ist  also  auch  vermöge  dieses  Satzes 
ideutig  auf  /'  =  0  bezogen. 

Det\  \  n  {n  —  1)  (3  n'  +  3  /«  —  11)  Doppeltangenten  von  F^  welche 
^rundstrahlen  des  Connexes  sind,  entsprechen  als  Linien  v  Curven 
zwei  Doppeltangenten;  letzlere  gehen  durch  die  beiden  Beriihrungs^ 
tkte  von  v  mit  F. 


'  ^J  Ebeaao  wird  im   Connexe  (im,  n)  di«  C«rve  l/^,  die  v  zur  «-fachen  Taii- 
iit,  von  V  in 

{m  +  n  —  l)  (m  +  n)  ^  m  {m  —  t)  —  2  w  =  (n  —  1)  (m  +  2  w) 
chen  Punkten  getroifen ,  welche  gleichzeitig  die  Schüittimiikie  von   F  niÜ 
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Die    12  n  (n  —  1)    Wenäetangenten    vm  F  imd   äitjeniffen  Linim 
weichen  Curvcn  ü^.  mit  einer  Wendeiangenle  zugehören. 

In  illinlicher  Weise  steht  das  in  (3)  gegebene  System  der  Currci 
^Vy  :==  (I  mit  der  Ciirve  /*=^0  in   Beziehung.     J^de  Curre  desselbri 
hat  in  dem  Punkte  y  einen  ri- fachen  Punkt,  dessen  n  Taugenten  die 
zu   y    gehörigen    Coincidenzstrahlen    sind    und    durch    die    Gleiehun|f 
a^  {axyY  ^  0  dargestellt  werden.     Soilt-n  daher  zwei  dieser  n  Tanytn 
ten  zmammenfaUen,  so  mu^  y  auf  der  Curve  F  liegen.    Wulirend  y  dia 
Curve    F   durchläuft,    umhüllen    die    zugehörigen    doppelt   zahlenden 
Taugeuten   die  Curve   (3  w)***^   Klasse  0  ==  0.     Verbindet  man  ako  y 
mit  den  (n*  —  1)  («  -f-  2)  Schnittpunkten  von  .V^  =  0  mit  F  =  0,  m 
sind   unter  den  Verbindungslinien  jedenfalls  doppelt  zahlend  die  3« 
durch  y  gehenden  Tangenten  von  0]   und   da  auf  jeder  der  Ictxh^rßii 
nur  ein  Coineidenzpunkt  liegt,  so  fallen   von  jenen  (n* —  l)(ft-)-^' 
Schnittjmnkten  6n  paarweise  zusammen*,  wir  haben  also  den  Sah'. 

.Jede  Curve  X^,  ^=  0  berührt  die  Curie  F  in  3w  Punkten,  trf/fl  m 
also  ausserdem  noch  in  n^  -\-  2  n^  —  1  n  —  2  Punkten,  Letztere  Zalil 
gibt  gleichzeitig  die  Klasse  der  Curve,  welche  von  den  «  —  2  ein- 
fachen zu  einem  Punkte  von  /'  gehörigen  Htmhlen  der  Haiiptcoind* 
denz  umhüllt  wird. 

Wir  kimneu  leicht  noch  eine  dritte  Curve  angeben,  welche 
die  Berührungspunkte  von  ^! ^  =  0  und  /'=^0  hindurchgeht,  ao 
diese  3  n  Punkte  (welche  kein  vollstiindiges  Schnittpunkts>*8t*m  WK 
den)  als  die  gemeinäamen  Punkte  von  3  Curven  bestimmt  sind.  Zw« 
Curven  Äj^  und  -1%  niimlieh  schneiden  sich  in  (n  -\-  If  PankieXL  Va» 
diesen  liegt  immer  einer  auf  der  Linie  yz,  niimlieh  der  ihr  in  AöT 
Hauptcoincidenz  zugeordnete  Punkt.  Lassen .  wir  nun  z  auf  J^ 
(jeraden  yz  beliebig  nahe  an  y  heranrücken^  so  bleibt  der  auf 
legene  Schnittpunkt  fest,  die  anderen  n* -^  2  n  Punkte  ver^ 
sich  auf  Äy,  Die  Verbindungslinien  derselben  mit  |^  nnd  z  werda 
dann  einander  benachbart  (soweit  die  Punkte  nicht  selbst  an  y  bi 
rücken),  werden  also  zu  Tangenten  von  0;  es  konneu  folglich 
3«  dieser  Schnittpunkte  getrennt  liegen,  die  Übrigen  {n-^-  I)'  —  Sit— 
müssen  sich  in  y  vereinigen.  Die  Berührungspunkte  von  F  mit  Xj^ 
also  die  einfachen  nicht  auf  yz  yclegenen  Schnittpunkte  der  (Wi*> 
A'y  =Ü  und  A\j^t*  =0,  wo  £  unendlich  kloin  i^it,  d.  h*  der  (^uji« 
X^  ==  0  imd 
(5)  ajc  (ccxyy  -  *  {axz)  =  0  • 

In  der  That  erkennt  man  auch  aus   den   Gleichungen ,    daas  n'  -  *' 
Schnittpunkte  beider  in  den  Punkt  //  zusammenfallen. 

Liegt   der    Punkt   //    insbesondere    auf    einem    Grnnd!«irahk  ^  i 
Connexes,  so  muss  sich  zufolge  der  Definition  der  Curve  A\  nm  i» 
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der  Grimdstrahl  selbst  absondern.  Den  Punkten  eines  Grundstrahles 
entspricht  so  eine  Reihe  von  Curven  n*""^  Ordnung^  von  denen  jede  die 
Curve  F  in  Sn  —  2  Punkten  berührt.  Dem  Schnittpunkte  zweier  Grund- 
strahlen entspricht  daher  eine  Curve  (n  —  1)*®'  Ordnung,  welche  F  in 
3  n  —  4  Punkten  berührt.  — 

Die  vorstehenden  Entwicklungen    wollen   wir  jetzt   insbesondere 
für  den  Fall  n  =  2,  d.  i.  für  den  Connex  (I,  2),  verwerthen.*)     Für 
denselben  wird  die  Curve   /*  ==  0  von  der  vierten  Ordnung  und  hat 
keine  singulären  Punkte;  sie  ist  dann  überhaupt  die  allgemeine  Curve 
vierter  Ordnung,  denn  die  Zahl  der  Constanten,  von  denen  die  Haupt- 
coincidenz  des  Connexes  (1,2)  abhängt,  ist  gleich  14,  also  gleich  der 
Zahl  der  Constanten  einer  allgemeinen  Cj^.     Man  erkennt  so,  dass  die 
Theorie  des  Connexes  (1,2)   aufs  Engste  mit  der  Theorie  einer  allge- 
meinen  C^  verknüpft  ist;  und  dadurch  wird   der  Fall   n  ==  2  von  be- 
sonderem Interesse.     In  der  That  brauchen  wir  in  obigen  Sätzen  nur 
immer  «  =  2  zu  nehmen,  um  sofort  eine  Reihe  von  Theoremen  über 
die  Doppeltangenten  einer  C^  zu  erhalten,  wie  wir  sogleich  noch  sehen 
werden.     Zuvor  sei  bemerkt,  dass  man  in  diesem  einfachen  Falle,  wo 
«  =  1  und  n  =  2,  leicht  einige  der  covarianten  Curven  wirklich  auf- 
stellen kann,  welche  ^^rüher  beispielsweise  erwähnt  wurden  (p.  944); 
itt  der  That  haben  wir  es  hier  ja,  wenn  wir  a;,,  a^j,  a^a  als  Parameter 
Ulffassen,  nur  mit  einem  Gewebe  von  Kegelschnitten  Ä^2  ^u  thun,  und 
löit  einem  solchen  beschäftigten  wir  uns  schon  früher  (p.  519).     Wir 
k5iuien  daher  sofort  die  folgenden  Sätze  aussprechen: 

Alle  Punkte  x,    deren    zugehörige    K^  in  ein  Punktpaar  zer fallen ^ 
Viden  die  Curve  dritter  Ordnung: 

(6)  P=a^h^c^{a^y)'^  =  0.    ' 

Die  Doppeltangenten  der  zerfallenden  A\  umhüllen  die  Curve  dritter 
fiasse 

(7)  /  =  (abc)  (aßy)  UaUßUy  =  0 

*  t  die  3?ktoV\'sche  Curv$  des  Gewebes  ajcuj  =  0. 

Die  Punktepaare  der  zerfallenden  K^  Wden  die  Curve  dritter  Ord- 

f®)  ff=  {abc)  {aßx)  (ßyx)  (yax)  =0, 

*^-  »".  die  Hermite'^cÄ^  Curve  des  Geivebes. 

Die  Beziehungen  der  Curven  7=0  und  If  =0  auf  einander  sind 
?^  der  Theorie  der  Kegelschnittgewebe  bekannt.  Die  Curve  P=0 
**  vermöge  der  Gleichungen: 

•)  Vgl.  im  Folgenden  Godt  a.  a.  0. 


stein  daher  das  Produci  der  gemeinsamen  Tan^ 

dar,  welche  im  Connexe  ( 1 ,  2)  zu  deti  Punkten  von  u  ffeMf 

Wir  geben  nun  im   Folgenden  eine  Zusammenstell 
unseren   allgemeinen  Erurteruugen  über  den  Connex  (1,  h 
den  SiitÄe;  und  zwar  lassen  wir  letztere  in  derselben  Ke; 
welcher  sie  oben  abgeleitet  wurden ;  nur  bei  einzelnen  füg» 
Benutzung  bekannter  Resultate  aus   der   Theorie    der  C 
Ordnung  bez.  Klasse  einige  Erörterungen  hinzu: 

Ea  gibt  7   Strahlen^   welche  mit  allen   ihren    Punkten 
ilauptcoincidcnz  eines  Connexcs  (1,  2)  bilden  („Grundsfrahlcn 

Die  Curve  /'  =  0,  d,  i.  der  Ort  der  Punkte  x,  weil 
zugebtirigen  H^.,  ^a:tia^  =^  ^*  liegen,  ist  die  allgemeine  Cur 
nung  und  gegeben  durch  die  Gleichung:     a^b^  {aßxY  ^= 

Die  Curve  0  =  0/  d.  i.  die  Enveloppe  der  Tangenten, 
in  Punkten  von  /"  =  0  an  die  zugehörigen  K^  ziehen  kai 
der  (1'^"  Klasse  und  gegeben  durch  die  Gleichung:  (abu)Ci^u 

Die  7  Grundstrahlen  sind  Doppeltangenten  der  Curve 
hat  keine  anderen  Doppeltangenten. 

Die  Grundstrahlen  bilden  zusammen  mit  den  zwei  £ 
in  der  Hauptcoincidenz  einem  beliebigen  Punkte  x  entgpi 
Tangenten  von  x  an  die  k\  a^rUa^  =  0),  ein  System  van 
welche  eine  Gurve  dritter  Klasse  nicht  bestimmen. 

Die  Gleichung  U,,  =^  (n  u  v)  Ua^  ^  0  stellt  das  allgeme 
von  Curvcn  dritter  Klasse  mit  7  gemeinsamen  Tangenten  I 
strahlen)  dar. 


n^  A        1- A«  n  rt  WA 


r^lltl-A         T«««Ml1MA 


r  %ii, 


t\ 


Die  Connexe. 


i(m 


\ 


Die  7  Grunii$(rahlen  amd  DoppeUangefitmi  von  F  =  0.*) 
I  Den  Qbrigen  21  Doppeltangenteu  vou  F  entsprechen  Cur?en  l/r 
mit  zwei  Doppeltangenteu,  d.  h.  Curyen,  vv^elche  iti  einen  Kegelschnitt 
tiTid  einen  Punkt  zerfallen.  Erstorer  kann  nnr  5  der  7  Grundstrahlen 
berüliren;  der  Punkt  fallt  daher  in  den  Schnittpunkt  der  beiden  au- 
derea  Grundstrahlen.     Also: 

Jeder  der  tiörujen  21  Doppel langerUen  von  F  ist  ein  besiimmier  von  dm 
Schntitpunkten  der  7  Grandsirahleu  zugeordnet  der  Art^  dtus  die  zu  jener 
DoppeUangen(e  gehörige  ü\.  in  den  Punkt  und  in  einen  Kegehchniit  zerfddt, 
welcher  die  5  nicld  durch  den  Punkt  gehenden  Orundalnihlen  beruhtet. 

Die  beiden  Tangenten,  welche  man  von  dem  Punkte  an  den 
Kegelschnitt  legen  kann^  sind  die  Doppeltangenten  der  betreffenden 
t^,  sie  gehen  also  durch  die  beiden  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangente V  mit  F.**) 

Es  gibt  24  Curven  U,>  mit  Wendeiangente ,  entsprechend  den  ge- 
meinsamen Tangenten  der  beiden  Üurven :    S„  =  U  und  T,,  =  0. 

Die  Gleichung  X,  ^2  a,r(axgy^  stellt  ein  System  von  Curven  dritter 
Ordnung  dar,  deren  jede  in  dem  betrettenden  Punkte  y  einen  Doppelpunkt 
hat;  die  Tangenten  des  letzteren  sind  die  Strahlen,  welche  mit  y  Ele- 
infute  der  Hauptcoincidenz  bilden.  Sind  -S^,  7"^  die  beiden  Invarianten 
der  Curve  JC^^  so  ist  die  Bedingung  S^^  —  6  T^^  ^  0  hier  für  g  identisch 
erfüllt.  Da  ferner  .%  und  Ty  gleichzeitig  verschwinden^  wenn  g  auf 
/*  =  U  liegt,  indem  dann  die  Curve  -V^  ^  0  einen  Eückkehrpunkt  in 
y  hat,  so  unterscheiden  sich  die  Invarianten  S^^  T^  t*on  X^  bez.  nur  um 
^fihlenfactoren  von  dem  Quadrate  und  dem  Cubus  der  Form  /'=  Uy  by  {a  ß  y)'^ 
Jede  Curve  Äy  beriihrt  die  Curve  F  in  G  Punkten  ^  d,  i,  in  allen 
f^unkien,  wo  sie  ihr  begegnet* 

Durch  die  6  Berilhrungspunkte  von  Äy  geht  auch  die  Curve 
f*^  {üxg)  (axz)  =^iK  Diese  aber  ist  symmetrisch  in  g  und  Z]  so* 
mit  folgt: 

Die  12  Berfdtrungspunkte  zumer  Curven  Äy  und  A\  liegen  auf  der 
(*arve  dritter  (Ordnung: 

|(8)  a^{axg){axz)  =  0^^) 

•)  Die  Theorie  des  Gewebes  dritter  Klasse,  welches  durch  7  Doppeltangenteu 
l^er  (\  bestiniiüt  wird,  ist  zuerst  von  A ronhold  studirt:  Berliner  Monats- 
p^ericLte  1864,  p.  499,  —  üeber  die  Döppeltan geilten  der  r^  vgl  oben  p.  860. 

*)  Da  diese  Linien  auch  Tangenten  von  (P  =  0  Bind ,  hat  mau  ala o  durch 
™**^i8tiftche  Uebertragung  den  Satz:  Sind  7  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  ge- 
|f^ht*n,  Bo  liegen  die  42  Punkte,  in  denen  die  Verbindungslinie  je  zweier  von 
^**cin  den  durch  die  5  libngen  bestimmten  Kegelschnitt  schneidet,  in  einer 
'Urve  61*''  Ordnung»  welche  alle  7  Punkte  zu  Doppelpunkten  hat. 

•"••)  Dieselbe  iat  der  Ort  der  Punkte  x\  deren  zugohurige  Strahlenpaivr«^  der 
^*iptooincidenz  die  Verbindungelinio  zweier  beliebigen  Punkte   »/  nud  :   harmo- 
ih  theilen. 
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läiebente  Abiheihitig. 


Die  zu  den  Punkten  y  einea  der  7  Grundstrahlen  gehörigen  Cur?« 
Xy  zerfallen  in  diesen  Grundstrahl  selbst  und  in  ein  System  von 
fach    unendHch    vielen    Kegelschnitten,    deren  jeder    die    C^   F  in 
Punkten  berührt. 

Die    dem    Schnittpunkte   y   zweier    Grundstrahlen    entsprechend^^ 
Curve  A\  zerilillt  in  die  beiden  Grundsiralilen   und  eine  der  öbrigai* 
21  Doppeltangenten  von  F,    Jedem  Schnittpunkte  y  zweier  GrundstraMcn  \ 
(7  DopptUangenten  von  F)  ist  so  eine  bcslimmle  weitere  Doppeltangmit  v 
von  F  zugeordnetj  so  dass  man  hierdurch  alte  28  Doppel tangenten  tun  F 
erhält.     Zu   der  Doppeltangente  v  gehört  dann   der  Punkt  y  als  ein 
Theil    der  betreffenden  Curve   U^   in    der   oben   besprochenen  Wäse 
(p.  1009). 

Jeder  Grundstrah]  nun  wird  von  6  anderen  geschnitten.     In  jeier 
Heilte  von   Berührungskegehchnitten^    die   einem    Gnmdslralde   zugeMrif 
^ind  also  6   Paare  vofi  I/oppel(atigenten  enthalten;  von  jedem  Paare  iit 
eine  Doppeltangente  eben  einer  der  6  übrigen  Grundstrahlen. 

Liegen  tj  und  z  beide  auf  demselben  Gmndstrahley  so  mass  j«fe 
Curve  JCy^xx^^^^^  diesen  Strahl  enthalten^  und  folglich  aueb  dk 
Curve  (9).  Es  folgt  so,  dass  die  8  Berührungspxmkte  zweier  Kcgdtchiiik 
desselben  Sy^temu  immer  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (vgl,  p.  842),  - 

Die  meisten   der  hier  ausgesprochenen  Satze  beEiehen  sich  alleia 
auf  die    sieben    Grundstralilen    und   die   Curve    vierter  Ordnung,  «^ 
gelten  ganz  unabhängig  davon,  dass  wir  durch  den  Connex  a^i/ö'  =  ^* 
auf  sie  geführt  werden.     Man   kann   daher  auch  umgekehrt  von  eiotr' 
beliebigen  Curve  vierter  Ordnung  ausgehen,  man  hat  dann  Relational- 
zmschen    7   beliebigen   Doppeltangenten   (von  denen   kein«:    vier 
fallende  Kegelschnitte  desselben  Systems  von  Beruh rungskegeLschnii 
bilden   dürfen)    und    den   21    übrigen  Doppeltangenten    der  C^. 
kann  aber  auch  weiter  von  7  beliebigen  Geraden  der  Ebene  ai 
und  aus  ihnen  die  Übrigen  21   Doppeltangenten  sowie  deren  Bei^W 
rungspunkte    mit   der    C\    construiren.     Zu    dieser  Constructioii  ri 
man  von   unserm  Connexe  aus   am    einlachsten  geführt,    indena 
von    einem    andern  Connexe    ausgeht,    welcher  mit    dem    gegebcö' 
dieselbe   Hauptcoineidenz  hat   und  von  besonders  einfacher  Natur 
Dies  ist  ja  erlaubt,  da  die  Curve  F ^=  0  allein  von  der  Hauptcoi 
denz  des  Connexes  (l,  2)  abhiingt. 

Wir  nehmen  drei  der  sieben  Grundstrahlen  xu  Seiten  des  C<HV- 
dinatendreiecks.  Dann  muss  die  Gleichung  des  Connexes  erfnlli  w«v- 
(len  durch  jedes  der  drei  Werthsysteme : 


;/,  -=  0 ,     «a  =  0 ,     .r,  =  0 
Wj-=0,     u,  =0,    X 


«1  =^U     «2=0, 


0 
0. 


h 


Die  Coxmexe. 
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Es  müssen  also  die  Glieder  mit  den  Factoron  a:,  Wj^  x^u.^^,  ^2^^,  -^2^1^» 
^z^x^i  ^1^2  feWen;  durch  Hinzufügen  des  Productes  von  Ux  mit  einem 
in  den  u  linearen  Ausdrucke  kann  man  ferner  auch  die  Glieder  mit 
Xjiij^,  x^u^,  x^u^'  zerstören.  Die  Hauplcoincidenz  eines  allgemeinen 
Cormexes  (1,  2)  kann  daher  immer  dargesielU  werden  als  Hauplcoincidenz 
eines  Connexes  der  Form: 

(10)  0*^2^3  +  ^xU^^x  +  CxU^U2  =  0, 

dessen  Gleichung  auf  drei  dei*  sieben  Grundstrahlen  bezogen  ist;  und  es 
gibt  35  solche  Connexe,  entsprechend  den  35  Arten,  wie  man  3  Grund- 
strahlen auswählen  kann. 

Der  Connex  (10)  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  alle  seine  Curven 
AT^  die  Seiten  des  Coordinatendreiecks  berühren.  Die  Curve  1  =  0 
zerfallt  daher  in  die  drei  Ecken  des  Dreiecks,  die  Curve  ^=0  in 
die  drei  Seiten  (vgl.  p.  525),  und  für  die  Curve  /^  =  0,  deren  Glei- 
chung sich  durch  Elimination  der  u  aus  den  Gleichungen 

bxU^  +  CjcU2  =  0,    Cx  Wj  +  a,?/3  =  0 ,     a^u^  +  ft^t/,  =  0 
ergibt,  findet  man: 

0     Cx     b, 

2  ajcbxCa-  =  0. 


0 


0 


Die  Gleichung  der  Ourve  vierter  Ordnung  endlich  ist  durch  die  Punkt- 
<Joordinatengleichung  des  Kegelschnittes  (10)  gegeben;  sie  nimmt  also 
*?  anfache  Gestalt  an: 

Cx    bjc    a 

0     öj.    a 


("> 


iF^r- 


0 


Xo 


0 


Xn 


3=3 
0 


0. 


Silden  wir  ferner  JT^,  indem  wir  y  in  die  Ecke  w,  =  0  des  Coor- 
din^-fcejjdreie^jjjg  legen,  so  wird,  indem  yj  =  1 : 

^y  =  —   flx  X2  X3  . 

^^^  in  (10)  auftretenden  Linien  «^  =  0,  ft^  =  0,  c^.  =  0  sind  daher 
^^^i^nigen  Doppeltangenten  von  Fy  die  den  Ecketi  des  Dreiecks  als  Schnitt- 
puitArien  von  Grundstrahlen  in  obiger  Weise  zugeordnet  sind. 

Alle  sechs  linearen  Formen,  welche  in  der  Determinante  (11)  auf- 
treten,  bedeuten  also,  gleich  Null  gesetzt,  Doppeltangenten  von  Z'  =  0. 
JUa^a  verificirt  dies  auch  leicht  an  der  Gleichung  (11)  direct.    Setzt  man 
^  ihr  nämlich  z.  B.  c-p  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

{a^xi  —  bxX^Y  =  0, 

•iJUd  dasselbe  Resultat  ergibt  sich  für  0:3  =  0.      Die   Linien  r j,  =  0, 


(jg  i/wrf  5-,  wiV  c^  I«  t7>«/w  KegehchnUtfj  etc.;  und  die  so  6 
drei  Kegelschnitte  gehen,  wie  man  aus  ihren  Gieichungea 

(12)     x^ho!  —  ^a^jt,  =  0  ,     x^Cjt  —  a:,  a,r  ^  0 ,    x^  a,  —  x^l 

sofort  erkennt,  durch  dieselben  vier  Punkte,  — 

Indem  wir  nun  zu  7  beliebig  gegebenen  Geraden  zun 
der  speciellen  Connexe  (1,2)  von  der  Form  (10)  aufsnch< 
wir  die  folgende  Aulgabe  ohne  wesentliche  Schwierigkeit**! 

Es  sind  sieben  beikbitje  Gerade  ah  Grundstrahlen  eines 
Connexes  (1 ,  2)  gegeben^  man  soi/  die  HanfHcoincidenz  i 
comlruireti. 

Wir  benutzen  3  beliebige  der  7  Strahlen  als  Fundame 
eines  Conuexes  der  Form  (10).  Sie  seien  Sy^  s.,y  s^^  und  i 
ponkte  p, ,  p.^^  ih^  genannt;  die  4  übrigen  Strahlen  mögeii 
/j,,  /|  bezeichuet  werden,  ihre  Schnittpunkte  bez.  mit  p 
Da  alle  Coiinexkegelschnitt^  k\  die  Linien  Si  berühren 
sind  durch  die  Auswahl  dieser  Linien  mehrere  Connexk 
sofort  bestimmt.  Es  entsprechen  nämlich  den  Punkten 
Strahls  Kegelschnitte,  die  ihn  selbst  berühret^  also  den  Sc 
je  zweier  Geraden  /  Kegelschnitte,  welche  beide  berühren, 
fünf  Tangenten  bekannt  sind.  Man  kennt  so  von  vo: 
Kegelschnitte,  w^elche  zu  den  Ecken  de«  vollständigen  V 
Linien  /,•  gehören. 

Nun  kann  man  aber  auch  zu  allen  anderen  Punkten  i 
/,  die  Kegelschnitte  finden.     Die  zu  den  Punkten  von  I, 


Die  Counexe. 
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Hriar  Tangonion  s^,  ä%,  a^,  /,  und  den  Berührungspunkt  it  auf  ^|  in 
■bekannter  Weise  bestimmt  ist.  An  ihn  kann  noch  durch  lineare  Con- 
™6tnietion  von  p  aus  die  andere  Tangente  gezogen  werden,  welche  mit 

^1    zusammen    das   zu   p    gehörige    Strahlenpaar    der    Hauptcoiucidenz 

bildet. 

Es  kommt  ferner  darauf  an^   die  für  den  Connex  (10)  wichtigen 

I Linien  ö^f  =  0,  0^  =  0,  i\  ^==  0  zu  construiren*  Jeder  Punkt  von  *, 
bildet  nun  mit  dem  Schnittpunkte  pi  von  Sj  und  s.^  einen  Kegelschnitt, 
welcher  aU  Curve  Ä'2  zu  einem  bestimmten  Punkte  von  a^  =  0  ge- 
bort. Dadurch  sind  die  Punkte  von  s^  und  a,^  =0  einander  projecti- 
TiBch  zugeordnet.  Von  letzterer  Linie  aber  kennt  man  die  vier  Punkte, 
welche  den*Schnittpunkten  von  s^  mit  den  Linien  /,  entsprechen,  nach 
Iden  eben  gemachten  HemtjrkuDgen,  denn  diese  Schuittpunkte  bilden 
IeiÜ  Pi  zusammen  Kegelschnitte  der  schon  bekannten  Schaaren,  welche 
flcn  Punkten  der  Geraden  /,  entsprechen  Es  ist  hierdurch  die  Linie 
U^  =  0  bestimmt  und  gleichzeitig  die  projectivische  Zuordnung  ihrer 
|»unkte  zu  den  Punkten  von  s^.  Analoges  gilt  für  die  Linien  ^^^^=0 
and  r;r^==^0;  man  kann  daher  alle  zerfallenden  Kegelschnitte  und  die 
^Funkte,  zu  denen  sie  ak  A'^  gehören  ^  constroiren. 
H  Die  nun  noch  zu  lösenden  Hauptaufgaben,  zu  einem  beliebigen 
^E^hle  u  die  üonnexgerade  i\  und  zu  einem  beliebigen  Punkte  x  den 
Ptonnexkegelschnitt  Ä'.^  zu  construiren,  erledigen  sich  einfach* 

Zu   einem  Strahle   u   die   Connexgerade    finden,    heisst   diejenige 
k  Gerade  bestimmen,  deren  Punkten  x  die  den  Strahl  u  berührenden  /{^ 
I Zugeordnet  sind*     Solche  Ä'^,  sind  nun  offenbar  die  drei  Scbnittpunkte 
[Ton  u  mit  Sj,  ^^2^  ^,ij  ^^'^-    zusammengenommen   mit    den    gegenüber- 
liegenden Ecken  pj,  ptf  p.^;  die  zugehörigen  Punkte  x  liegen  auf  den 
Geraden   a,  b,  c,   sind   also   nach   Vorstehendem  bekannt;    sie   liegen 
aller  auch  selbst  in  einer  Geraden ,  eben  der  gesuchten  C\ ,  welche  zu 
n  gehört. 

Um  zu  einem  Punkte  x  den  Kegelschnitt  h\  ^^  finden,  ziehe  man 
eine  Gerade  v  durch  x*y  man  kennt  dann  die  zerfallenden  Kegelschnitte, 
'felche  den  Schnittpunkten  der  Geraden  mit  ä^  =  0,  b^^^O,  Cj.  =  0 
tfuteprechen,  folglich  auch  den  zu  x  gehörigen^  denn  die  Schaar  der 
2u  den  Punkten  x  von  v  gehörenden  A',  ist  projectivisch  zu  der  Reihe 
I  JicBer  Punkte  x. 

In  Folge  dieser  Constructionen  ist  der  Connex  (10)  als  völlig  be- 
'4öüt  zu   betrachten;    man  kennt  daher  ancb  seine  Haupteoincidenz, 
j*»i,  die  Hauptcoincidenz  eines  beliebigen   Connexes,    welcher  die  7 
[f^benen  Geraden  zu  Grundstrahlen  hat.*) 


*)  Man  kann  hier  die  LOeang  mancher  anderen  Aufgaben  iinschlieBsen,    Um 
K  die  *J'«  gemeinsame  Taugeute  zweier  Curven  dritter  Klagse  xu  Enden  ^  wenn 
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Siebente  Abtheilung. 


Mit  Hülfö  der  Construction  dieser  UaupicoiDcicleaz  lusf  »ti««  fi-niet 
leicht  folgende  wichtige  Aufgabe.*) 

Es  sind  7  von  einander  unahhdnfffge  fktppdfnnffcttfen  einer  Curvt 
tfierter  Ordnung  gegeben^  man  soll  die  21  anderen  und  die  BerfthrungS' 
punkte  alier  28  construiren. 

Man  benutze  die  7  gegebenen  Doppeltangenten  als  Orundstrahlen 
einer  Haiiptcoincidenz   (1,  2),    die    man   in  angegebener   Weise  con 
struiren  kann.     Zieht  man  dann  von  dem  Schnittpunkt^^  je  zweier  der 

7  Sirahlen  das  Tangentenpaar  an  den  durch  die  5  anderen  besümroten 
Kegelschnitt  iind  sucht  auf  den  Tangenten  jedes  Paares  die  CoiDci- 
denzpunkte,  so  ist  jedesmal  die  Verbindungslinie  der  Coincidenzpankt^? 
eines  Paares  ebenfalls  eine  Tangente  des  benutzten  Kegelschnittes, 
ausserdem  aber  eine  der  21  gesuchten  Doppeltangenten,  und  A> 
Coincidenzpunkte  sind  ihre  Berülirungapunkt«  (vgl*  <'i^  Satze  wä 
p.  HX>9).  Um  fem  er  die  Berührungspunkte  auf  den  drei  gegebeaeo 
Doppeltangenten  zu  finden,  welche  bei  Construction  der  Hauptcoin' 
eideriz  (1^  2)  als  Strahlen  .fj,  s^^  s^  benutzt  werden,  braucht  cus 
nach  einem  obigen  Satze  nur  ihre  Schnittpunkte  mit  den  drei  Kegd* 
setmitten  (12)  zu  bestimmen,  die  leicht  construirt  werden  konuen. 
Um  endlich  die  Berühr ungspunkte  der  vier  noch  übrigen  Doppel- 
tangenten /, ,  t^,  t^f  (^  zu  erhalten,  bemerke  man,  dass  dies  diejenigsa 
Punkte  der  vier  Geraden  sind,  die  auf  ihren  zugehörigen  A\  liegen. 
Man  hat  dann  nur  die  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  d«ir  wf 
diesen  Geraden  in  einander  liegenden  (schon  oben  benutzten)  projecti- 
vischen  Punktreihen  zu  construireUj  was  in  bekannter  Weise  geschi^M 
(p,  51).     Damit  ist  dann  die  gestellte  Aufgabe  gelöst- 

VIII.    Zur  Theorie  der  Differentialgleichungen. 

Wir  haben  gesehen,  wie  die  Haupte oincidenz  eines  algebraiscben 
Connexes  aufs  Engste  mit  einer  bestimmten  algebraischen  Ditfereal 
gleichung  zusammenhängt,  und  wir  haben  darauf  aufmerksam  gei 
wie  aus  der  Invariantentheorie  der  Connexe   neue  Gesichtspunkt*?  ffl^ 
die  Theorie  der  Differentialgleichungen   entspringen   müssen;  ilb 
führten    wir    in    einigen   Beispielen   die   Integration    der   betreffej 
Differentialgleichungen  wirklich   aus.     Die  Anschauungsweise  der  h 
Variantentheorie;   insbesondere  die  durch  sie  geforderte  üomogeiK 
der  tileichungen^  ist  aber  nicht  nur  für  die  rein  algebraischen 

8  solche  Tangenten  gegeben  aind ,  bestimme  man  die  zu  7  der  leijit^rexi  ge 
Haupt<;ojTic:idenz  (t,  2>  und  in  ihr  den  Coincidenzjiuakt.  der  8**0,     Von  l«t.— 
siehe    man   dann    die   zweite   Tangente    an    die   zugehörige  A',;    aio  til  dio 
suchte  Gerade. 

•)  Vgl,  Ä ronhold  a.  a.  0. 
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rentialgleichungen  von  Nutzen ,  sie  bietet  vielmehr  auch  für  den  Fall 
wesentliche  Vortheile,  ilass  die  Potenzen  der  Differentiale  ^.r,  dy  in 
transscendente  Functionen  multiplicirt  scheinen,  oder  dass  auch  diese 
Differentiale  selbst  in  transscendenter  Weise  vorkommeo,  d.  r.  für  die 
ganz  allgemeinen  Diflerentialgleichungen  erster  Ordnung; 


0, 


in  der  That  kann  man  ja  jede  solche  Function  «!>  in  eine  homogene 
Function    nuUter    Ordnung    verwandeln»    indem    man   setzt:    j:  =  ^, 

y  ^  ^ ;  und  dann  gilt  wieder  das  für  die  homogenen  Functionen  so 
Dützliche  Eni  er 'sehe  Theorem,  zunächst  in  der  Form: 

Im  Folgenden   sollen  nun  kurz  einige  Punkte  bezeichnet  werden, 

zu  deren   Erörterung  die   Anwendung   prqjectivischer   Denkweise    un- 

mittidbar  Veranlassung  gibt,   und  welche  in  neueren  Untersuchungen 

ober    Differentialgleichungen    besonders    in    den    Vordergrund    treten; 

»doch    müssen    wir    uns    hier  auf  eine  kurze,   keineswegs   vollständige 

Einleitung    in   diese  Theorien   beschränken,    zumal   letztere    noch    im 

Entstehen   begriffen  sind,     iDsbesondere    ist  es  auch   der  Zweck    des 

Folgenden^  den  Zusammenhang  der  neueren  Anschauungsweise  mit  der 

I  gewöhnlichen  Theorie  hervorzuheben ;  und  deshalb  gehen  wir  vom  Ge- 

'  brauche  rechtwinkliger  Coordinaten  aus.  —  Die  hier  zu  besprechenden 

Gegenstände  können  in  folgender  Weise  näher  bezeichnet  werden; 

1)  Begriff  des  Integrals  einer  Diff'erentialgleichung. 

2)  Begriff  der  allgemeinen  Berührungatransformationen  und  Auf- 
Stellung  derselben» 

3)  Die  singulare  Losung  einer  Differentialgleichung. 


Wenn  man  in  der  Gleichung 


IIJ 


^(^>  !/r  />)  =  0,      WO      p  = 


dy 


kr,  y  ab  Punktcoordi outen  in  der  Ebene  deutet,  ^o  wird  durch  sie  im 
lAUgemeinen  jedem    Punkte  x,  y  eine   Kichtung  p  oder  eine  endlich*^ 
Giahl   solcher  Richtungen   zugeordnet  werden,    und    die    Aufgabe    der 
Integration  derselben  kommt  darauf  hinaus^  Curven 

rwo   a   ein    Parameter)   zu  finden,   welche  in  jedem  ihrer  Punkte  voü 
Itner    der  zugehörigen  Richtungen  p  berührt  werden,  oder  —  anders 


1016 
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ausgedrückt   —    die    von    den    einzelnen    Punkten    x,  y   auagehenden 
Bogenelemente  ;k,  y,  p  zu  Curven  an  einander  za  reihen* 

Fortan    wollen    wir   Xj  y,  p    die    Coordinakm     des    betreffenden 
Bogenelementes  nennen,  und  es  möge  sogleich  als  ein  Grundgedanke 
des  Folgenden   hervorgehoben   werden,   dass  diese  Coordinateu  inimer 
als  gleichberechtigte  VeriinderHche  gedacht  werden.     Die  Bogeneienieote, 
welche  ^==0  genügen,  sollen  die  Hauptelemenfe  der  GiekhunQ  (gtatt 
Elemente  der  Haupt^oincidenz)  heissen,  und  die  Curven  f  =  0,  welche 
die   Integrale   von  ^-=0   vorstellen,    die  zugehörigen   Integraicurven. 
Ans  den  (x>^  Hauptelementen   (d.   i,   Elementen  des  identischen  (W 
nexes  i/.,.  ^=  0),.  welche  es  überhaupt  gibt,  hebt  die  Gleichung  qp  =U 
:x;'  heraus,  und  diese  erscheinen  durch  die  Integralcurven  in  oc^  Grup- 
pen von  je  cx>'  Uauptelementen  zerlegt.     Dabei  besitzen  die  od*  Haupt* 
elemente,  welche  sich  an  dieselbe  Integralcurve  anschließsen^  eine  be- 
stimmte   ausgezeichnete    Gruppirung.      Insofern    man     numlich    eine 
Tangente  der  Curve  als  Verbindungslinie  zweier  succe&siven  Puntie 
derselben    auffasst,   kann    man    sagen,    dass    von   zwei    auf   einander 
folgenden  Hauptelementeu  einer  Integralcurve 

X,  f/y  p    und    X  -^  dx  f    y  -^  dy  j    p  -{-  dp 

die  Gerade  des  eiuen  durch  den  Punkt  des  andern  hindurchgebt,  wu 

analytisch  in  der  Gleichung: 

(2)  dy  —  pdx  =  Oy 

d.  i.   in  der  Defioitionsgleichung  von  p  seinen  Ausdruck  tindet    Vk 

diese  Gleichung  weiterhin  sehr   häufig   vorkommt^  so   soll   die  B<?2i^ 

hung  zweier  benachbarten  Uauptelemente,  welche   ihr  genügen,  mit 

dem   besonderen  Namen  der  vereinigten  Zage  beider  Elemente  b«W 

werden* 

Wenden  wir  jetzt  auf  den  hier  erörterten,  gewöhnlichen   Begriff 
der  Integralcurve  die  eine  Grundanschauung  der  projecti vischen  Geo- 
metrie an,  dass  alle  Vorkommnisse  als  gleichberechtigt  gedacht  wcTtlsB, 
welche    durch    CoHineation    (Projection)    oder    duaiütische    Umffßrmm^ 
(Princip  der  Dualität)  aus  einander  hervorgehen.     Die  Einfüfartmg  d« 
Coltineationen    verlangt   nicht  eigentlich   eine   besondere  j    wenigsttJfls 
nicht  eine  aussergewohnliche  Erweiterung  der  zur  Sprache  gcbnkchieB 
Begriffe.     Immerhin   ist  indess  hervorzuheben,   dasa  man   ihr  nufolgo 
ebensowohl  von  unendlich  fernen  Hauptelementen  reden  darf,  als  vnn 
im  Endlichen  gelegenen,  wie  eben  bei  Benutzung  homogener  Coorti-j 
naten  am  besten   hervortritt;  auch  wird  man  selbstverst^dlich  iioaghy 
näre  Hauptelemente  von  vornherein  zulassen.     Es  ist  ferner  deutlichi 
wie  man  von  der  Fortsetzung  einer  Integralcurve  diirehs  Unendliclm 
(durch  die  unendlich  ferne  Gerade)  hindurch  zu  denken  bat|  diui 
besondere  z.    B.  die   uneniUich  ferne  Gerade  selbst  als  Integfmli 
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äftreteii  kann,  ek.  Weiter  schon  geht  es  über  die  gewöhnliche  Auf* 
tesungsweise  hinaus,  wenn  raau  consequenter  Weise  verhingt,  tlass 
t  B.  auch  bei  den  Untersuchungen  über  singulare  Lösungen  unend- 
&h  ferne  Vorkommnisse  gleichmiissig  berücksichtigt  werden  sollen, 
in  neuer  Gedanke  wird  iudess  durch  Betrachtung  der  dualistischen 
'mformungen  eingeführt.  Durch  sie  entsiehen  aus  den  Hauptelemen- 
ai,  welche  sich  an  eine  Ctirve  anschliessen,  im  AUgenieinen  die 
»uptelemente  einer  neuen  Curve.  Letztere  artet  jedoch  in  einen 
bnkt  aus,  wenn  erstere  aus  einer  Geraden  besteht;  und  so  wird  mau 
izu  geführt,  neben  der  Geraden  auch  den  Punkt  oder,  wenn  mau 
Öl,  den  Strahlbüschel  als  möglkhe  Form  einer  fnteffralcurve  anzusehen, 
iese  Auffassung  ist  in  der  That  in  Uebereinstimmung  mit  der 
leiehung  (2),  welch*-*  für  zwei  consecutive  Hauptelement^  einer  Inte- 
Iralctirve  charakteristisch  Ist;  dieselbe  ist  eben  auch  erfüllt,  wenn  man 
X  ^  dfj  =  0  setzt,  während  p  beliebig  bleibt,  d.  h.  wenn  sich  ein 
lauptelement  um  einen  festen  Punkt  dreht. 

Ein    Beispiel    bierfür  gibt   die    Schaar    der   Integralen rven    eines 
Tomiexes  (1,  1),  welche  im  Allgemeinen  in  der  Form: 

X|^«  x^x^*  =  Const. 

lurgestellt  werden  können  (p.  979),  wo  A^  +  ilj -f- A.^  =  0,  Hier 
ilüm  die  drei  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  eine  Curire  der  Schaar; 
N91180  sind  aber  auch  die  drei  Ecken  desselben  als  Integrale  aufzn- 
toen,  denn  die  Liniencoordinaten  -  Gleichung  der  Curven  wird  von 
Äi2  derselben  Form.  »%  gut  es  ferner  Differentialgleichungen  gibt, 
sireL  Litegralcurven  aus  geraden  Linien  bestehen  (z,  B,  die  der  Glei- 
^Ung  p  :=  0),  wird  man  auch  Gleichungen  concipiren,  als  deren 
^tegralcurven  nur  Punkte  auftreten.  Analytisch  sind  das  einfach  die- 
kiigen  Gleichungen,  welche  /;  nicht  enthalten,  d  h.  Gleichungen  der 
Drm  <p  (Xj  y)  =s  0  oder  einfach  x  =  0.  Ihr  genügen  alle  Ilaupt- 
^mente,  deren  Punkte  auf  einer  festen  Curve  liegen  (p.  937  fj,  und 
ie  Integralcurven ,  welche  sich  aus  ihnen  bilden  lassen,  sind  eben 
lese  Punkte  selbst,  aufgefasst  als  Triiger  %^on  Strahlbüscheln  —  äusser- 
em noch  die  von  den  Punkten  gebildete  Curve,  welche  als  singulare 
losung  zu  betrachten  ist,*) 

Den  hier  genannten  Forderungen  der  projectivisclien  Geometrie 
n  wir  genügen,  wenn  wnr  (zunächst  unter  Nicht-  Berücksichtigung 

Uneudlich-Weiten)    eine   Integraicurve    in    folgender   Weise    de- 

öh:**) 


*}  Vgl.  das  letet'O  Beispiel  am  Schlüsse  dieser  Abtbeilang. 
**j  VgL  Lie:  Zur  Theorie  partieller  Differential  gl  eicliungeti  erster  Ordnung^ 
tiluger  Nachrichten,  187*2,  p.  473, 
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Eine  einfach  tmenälichc  Beihe  vmi  Hauptttemenlfn  x,  y,  |i  $oii  eing 
Irifeffraicurve  oder  besser  fäamif  der  Amdruck  Curvc  kein  Mki9€rs(4M4* 
niss  hervorruft)  eine  Integral ^ Mannig faidgkeH  van  einer  Dimension  f,Jfh 
tcfjral^M^**)  genannt  werden^  wenn  für  je  zwei  comecuiipe^  im  Endlichen 
gelegene  Hauptelemcnte  x,  y^  p  und  X'\'dx,  y-^-dy^  p -^  äfi  die 
Bedingung  (2)  erfüllt  ist,  nämlich: 

dy  —  pdx  =  0. 

EHe  Aufgabe,  eine  Gleichung  (p  [x^  y^  p)  ^^0  %n  integriren,  Eiwt' 
sich  dann,  unter  Einschlags  des  Falles,  dasa  p  m  vp  nicht  vorkommt, 
dahin  formuliren ,  dass  die  ^o'^  Hauptelemenie  der  Gleichung  9  *=  0  1» 
C30*  Integral' M^  zmammengefusst  werden  sollen. 

Analytisch  wird  man  daher,  am  alle  I^^le  zu  umfafiseiii  ter- 
langen,  eine  zutretende  Gleichung,  die  einen  willkürlichen  Panuneler 
er  enthält: 
(3)  t{x,  y,p,  «)=0 


Äl# 


aufzustellen  der  Art,  dass  vermöge  qp  ^  0  und  ^»  ^  0,  unabhi 
von  dem  Werthe  des  Parameters  <r,  die  Bedingung  (2)  erfHllt  wt, 
sei  es,  dass  dies  fCir  alle  Uauptelemente,  welche  den  Gleichaugeo 
(p  ^  0,  ^»  =  0  genügen,  oder  nur  für  einen  Theil  derselben  eintritt 
In  der  That  bilden  ja  für  einen  gegebenen  Werth  von  a  die  beiden 
Gleichungen  gemeinsamen  Hayptelemente  eine  einfach  unemllick 
Schaar;  und  man  erhält  die  Gleichung  der  Integralcurven  in  Punkt* 
coordinaten 


(4) 


/■(^.  V>'^)  =  ^f 


falls  die  Aufstellung  einer  solchen  überhaupt  möglieh  ist,  durch  Eli- 
mination von  p  aus  tp  =^  0  und  ^(i  =  0.  Man  kann  aber  auch  dii» 
Gleichung  (4)  selbst  als  eine  Gleichung  der  Form  (3)  auffassen,  inso- 
fern sie  zusammen  mit  der  hinzugedachten  Gleichung 


;>  =  — 


dm 


\ 


die  Corabination  der  Gleichuugen  qp  ^  0,  ^^  =  0  volIkomroeD  vertriil 
Enthält  die  Gleichung  (l)  die  Grösse  p  nicht,  so  genügt  auch  uichl» 
eine  Gleichung  der  Form  (4),  um  die  ^ntegral *  iV,  darzustellen.  Mbu 
wird  vielmehr  mit  der  Gleichung  9?  =  0  eine  Gleichung  (3)  combininp« 
müssen,  ho  dass  in  diesem  Falle  unsere  neue  Formulirung  des  Int^nh« 
tionsproblems  in  der  That  nothwendig  wird.  Dabei  ist  von  aelMl 
deutlieh,  dass  diejenigen  Gleichungen  (3),  welche  jetzt  zur  Darstetlung 
der  Integral '^/i  von  93  *=  0  anwendbar  werden,  eben  solche  Glei- 
chungen sindj  welche  p  nicht  enthalt^n^  wohl  aber  einen  Paiamet^ 
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Es  kommt  dann  ja  nur  darauf  hD;  die  Punkte  der  Curve  (p  =  0  dar- 
zustellen,  und  dies  geschieht  am  einfachsten  durch  den  Schnitt  von 
q>  =  0  mit  einer  einfach  unendlichen  Schaar  anderer  Curven. 

Die  Eigenschaften;  denen  eine  Function  ^  genügen  musS;  um  in 
der  geschilderten  Weise  eine  Integral- il/}  von  tp  zu  bestimmen^  lassen 
sich  durch  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
darstellen.  Man  muss  nämlich  dann  zu  jedem  gemeinsamen  Haupt- 
elemente von  9?  und  ^  ein  benachbartes  Hauptelement  finden  können^ 
welches  mit  ihm  in  vereinigter  Lage  ist  (p.  1016)  und  auch  beiden 
Gleichungen  angehört;  d.  h.  es  müssen  die  drei  Gleichungen  zusammen- 
bestehen : 

p  dx  —  dy  =0; 

und  aus  ihnen  folgt  die  Gleichung: 

^  '  dx   dp       dx  dp    '^  ^  \dy  dp        dy  d p) 

Dies  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  die  genmnsamen  HauptelemetUe 
von  9?  =  0,  ^  =  0  (oder  auch  nur  ein  abtrennbarer  Theil  dieser  Haupt- 
elemente) eine  Integral- M^  für  beide  Gleichungen  bilden,*)  Auszu- 
schliessen  hat  man  selbstverständlich,  allgemein  zu  reden ^  den  Fall, 
wo  zwei  der  Gleichungen  (5)  mit  einander  übereinstimmen,  also  wenn: 

dfp  .  d^  ,  dfp dj^  .  d^  ,  d'^ 

dx  '  dy   '  dp        dx  '  dy  '   dp' 

was  z.  B.  für  9?  =  ^  +  Const.  eintritt,   sowie  den  Fall,  in  welchem 


•)  Vgl.  Jacobi:  Vorlesungen  über  Dynamik,  herausgegeben  von  Clebsch, 

Berlin  1866,    p.  172  und  237  fF.  —  Die  Gleichung  (6)  nämlich   geht  in   die   Ja- 

cobi*Bche  Bediugungsgleichung  über,  wenn  man  noch  den  Quotienten  p  :  q  statt 

—  p  einführt,  wo  dann  p,  g  ganz  wie  Liniencoordinaten  zu  behandeln  sind.    Man 

hat  dann  die  Grössen  dxy  dy^  dp^  dq  aus  den  vier  Gleichungen: 

^  dx  +  ■^-  du  4-  -IT-  dp  +  A-  r/7  =  0 

dx  dy    ''  ^    dp    '^  '   dg     ' 

p  dx  -\-    g   dy  =»0 

X    dp  -{-    y    dq  =»0  f 
zu  eliminiren,  und  dies  gibt  in  Rücksicht  darauf,    dass  9,  ^   in   p,  q  homogen 
Hind,  die  Jacobi*sche  Bedingungsgleichung: 

d(p  dip    ,    d<p  dip       d(p  drff       dq>  d^  ^ 
dx  dp        dy  dg       dp  dx       dg  dy 
Vgl.  auch  unten  die  Behandlung  mit  homogenen  Coördinaten. 


um 
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die  Gleielmng  (G)  durch  das  Verschwinden  der  einzelnen  Differential- 
quotienien  von  q^  oder  ^  befriedigt  wird.  Auf  diese  Aiusnahmenille 
werden  wir  weiterhin  beim  (iebraiiche  homogener  Coordinaten 
zurückkommen. 

Dasöelbe  Resultat  können  wir  in  einer  andern  Form  ableiten  und 
aussprechen  j  welche  später  für  uns  von  Nutzen  sein  soll.  Die  Glei- 
chungen  (5)  niinilich  sagen  aus,  dass  der  Ausdruck  pdx  —  «fy  ver* 
schwindet  in  Folge  der  Gleichungen  ^qp  «^  0,  dt^^O;  und  dies  tritt 
offenbar  immer  ein,  wenn  man  eine  Function  x  (^i  y>  p)  so  bestimmen 
kann,  dass 
(7)  d(p  —  xdit^  =  id^^ pdx)  Q , 

und  umgekehrt  Wir  wollen  daher  jetzt  die  Bedingung  aufstellen, 
welchen  die  Functionen  qp,  i* ,  %  genügen  müssen,  damit  eine  Gleichung 
dieser  Art  möglich  ist.  Die  Gleichung  (7)  zerfallt  unmittelbar  in  die 
folgenden  Relationen: 


d\l> 


dp      ^  dp~  ^' 


I 


Hieraus  findet  man  durch  Elimination  von  %  und  ^  in.  der  That  wie- 
der die  Gleichung  (G).  Letztere  erhalten  w^r  in  anderer  Gestalt  tlarch 
Einführung  totaler  Difterentialquotienten ;  da  nämlich: 


dx 


SO  gibt  die  zweite  Gleichung  in  Rücksicht  auf  die  erste: 


tttf 


i.-l 


dx 


dx 


=  0; 


in  Verbindung  mit  der  dritten  Gleichung  folgt  ferner: 


(ö) 


dtp  d^ 
dx  dp 


dp  dx 


=  0; 


eine  Gleichung,  die  sich  vermöge  (8)  auch  direct  aus  (6)  ergibt. 
Soiien  al$o  q  =0,  ^  =  0  eme  Integral- M^  gemein  halten^  d.  ä,  wli 
eine  Gleichung  der  Form  (7)  beslehen^  so  rnuss  die  Bedingung  (9)  erfüilt 
sein,  in  welcher  im  Gegensalfte  zu  (6)  totale  Differentialquotienktt 
vorkommen. 

Diese  allgemeinen  Betiachtungen  gewinnen  nun  ungemein  an 
Symmetrie  und  üebersichtlichkeit  der  Darstellung,  wenn  man  faomo- 
gene  Coordinaten,  und  zwar  gleichzeitig  Punkt-  und  LiniencoonÜnaten, 
einfuhrt..  Es  geschieht  dies  im  allgemeinen  Falle  ebenso,  w^ie  früher 
insbesondere  für  algebraische  Gleichungen  erläutert  wurde  (p.  965)^ 
indem    man    die   Diflerentialgleichuxig    in   eine   Gleichung    sifiachfai 
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Punkt-  und  Liniencoordinaten  yerwandelt  und  dann  die  Bedingungen 
Ux'^0,  11^^  =  0  hinzunimmt;  also  durch  die  Substitution: 

In  dem  so  entstehenden  homogenen  Functionen  nuUter  Dimension  wer- 
den zunächst  die  Nenner  x^^  t/,  eine  ausgezeichnete  Rolle  spielen;  es 
sind  indess  keineswegs  nur  Functionen  mit  solchen  Nennern  zu 
betrachten,  es  wird  yielmehr  vortheilhaft  sein,  dieselben  durch 
die  allgemeinsien  Functionen  nullter  Ordnung  und  nullter  Klasse  zu 
ersetzen.  Hat  man  es  also  insbesondere  mit  algebraischen  Differential- 
gleichungen zu  thun,  so  wird  man  nicht  noth wendig  von  solchen 
Functionen  ausgehen ,  deren  Nenner  durch  Potenzen  von  u^  und  x^ 
gebildet  wird,  sondern  man  wird  statt  dessen  Quotienten  zweier  alge- 
braischen Functionen  wählen,  in  denen  Zähler  und  Nenner  von 
gleicher  Allgemeinheit  sind,  so  dass,  wenn  z.  B.  <t>  gleich  dem  Quo- 
tienten der  Connexe  öx"!/«"  und  fl'x'"Wa'*  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
0  =  Const.  die  allgemeinste  lineare  Schaar  yon  Connexen  darstellt 

Die  Bedingung  (2)  der  vereinigten  Lage  zweier  benachbarten  Ele- 
mente X,  u  und  x  -|-  dx^  u  '\'  du  is^  jetzt  durch  die  beiden  Gleichun- 
gen zu  ersetzen: 
(10)  ZUidXi  =  0    und    2xidui  =  0, 

von  denen  vermöge  m,  =  0,  (t/  -}-  du)jc+jx  =  0  jede  eine  Folge 
der  andern  ist  In  der  That  sagt  ja  die  erste  Gleichung  (10)  in  Ver- 
bindung mit  Ux  "=  0  dasselbe  aus,  wie  Gleichung  (2),  nämlich,  dass 
von  dem  Punkte  x  eine  Fortschreitungsrichtung  u  ausgeht,  welche 
durch  den  Punkt  x  -{-  dx  bestimmt  wird;  Analoges  gilt  für  die  zweite 
Gleichung  (10). 

Setzen  wir  nunmehr    voraus,    dass    eine  in  x  und  u   homogene 
Gleichung  nullter  Dimension  vorliegt: 

<D  (x,  t/)  =  0 

und  suchen  die  Bedingung,  dass  dieselbe  mit  einer  anderen,  V(x,  w)=0, 
eine  Integral -if|  gemein  habe,  d.  h.  dass  die  den  Gleichungen  0  =  0, 
Y  as  0,  tix  =  0  genügenden  Hauptelemente  eine  Integralcurve  (Haupt- 
coincidenzcurve)  von  <t>  <=  0  bilden.  An  Stelle  von  (5)  haben  wir 
dann  die  Bedingungen: 

2;|-  dxi+  £l^dui  =  0 

dxi       *    '         du. 

2;|^  dXi  +  E  f-  dui  =  0 

£uid  Xi=0,     Uxidui  =  0 ; 
and  aus  ihnen  ergibt  sich  durch  Elimination  der  dXi,  ditt^  wenn  mit 


=  2;+  <t),uj*3  •  -S±  Vi^Tj/ä  —  2?+  «,AjVj  .  Zar,/, 

Bezeichnen  wir  nun  mit  i  die  Indices  1,  2,  3,  mit  J  die  In' 
lU,  so  ist  in  ROcksicht  auf  das  Euler 'sehe  Theorem: 


Z±<D,UjArj 

.  z+v, 

a;j/,= 

Z0.X. 

w* 

*. 

Z<t)./. 

"'. 

*/ 

j  ZVy<t).    0 

ZV,*; 

0        0 

1 

ZVy<t).. 

£t>ili      1 

fci 

Eine   analoge    Gleichung   gilt    für   das   Product   der   beide 
Determinanten,  und  somit  erhalten  wir  die  Bedingung: 

(U)        ^«,v,_ryA-2(l?.g-|^i|)-''. 

welche  vermöge  0  =  0,  ^«=0,  U:e  =  0  bestehen  muss. 

Diese  partielle  Di£ferentialgleichung  tritt  an  Stelle  voi 
(9)',  sie  ist,  wie  wir  uns  ausdrücken  wollen,  die  nothwend 
gung  dafür,  dass  die  Gleichungen  0  =  0,  V  =  0  jyin  involuiorii 
sind  (eine  Integral -if}  gemein  haben).  Die  Gleichung^ (11] 
auch  erfüllt  für  singulare  üauptelemente  von  O  und  V, 
alle  Grössen  O,-,  ct>;-  oder  V,-,  ^j  verschwinden  (z.  B.  wem 
ferner  auch,  wenn  die  Grössen  O,,  <Pj  bez.  den  Grössen  ^ 
portional  werden.  Nur  mit  Ausschluss  solcher  Fälle  darf 
auch  den  Satz  aussprechen: 

Bas  Problem,  die  Gleichung  <t)  =  0  zu  integriren,  cöincic 
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Resultate  evident.  Zunächst  nämlich  ist  die  Gleichung  (11)  im 
Gegensatze  zu  (6)  und  (9)  durchaus  symmetrisch^  und  sie  enthält  allein 
partielle  DiflFerentialquotienten*);  ferner  bedürfen  jetzt  die  unendlich 
fernen  Elemente  keine  besondere  Betrachtung  mehr;  es  bleiben  nur 
die  soeben  schon  genannten,  im  Wesen  der  Sache  begründeten,  Aus- 
nahmefölle  zu  berücksichtigen. 

Von  besonderem  Interesse  und  für  spätere  Anwendung  von  be- 
sonderem Nutzen  wird  nun  das  in  Gleichung  (7)  gegebene  Problem, 
wenn  man  es  unter  Anwendung  homogener  Punkt-  und  Liniencoordi- 
naten  behandelt.  Da  der  Ausdruck  dy  —  pdx  alsdann  durch  Udx  resp. 
{äu)jc  unter  der  Bedingung  t/^t  =  0  zu  ersetzen  ist,  so  haben  wir 
offenbar  folgende  Aufgabe:  Es  sollen  die  Bedingungen  angegeben 
werden,  welchen  die  Functionen  0^,  Oj^  *3»  ^i*  ^21  ^3  genügen 
müssen,  damit  eine  Gleichung  der  Form  besteht: 

(12)  ^^dF,  +  ii>^dF^  +  03^/^3  =  u,dx,  +  u^dx^  +  u^dx^, 
aas  der  dann  wegen  2/«  =:  0  die  symmetrische  Gleichung  folgt: 

(13)  F^d<^,  +  F^d<i>^  +  ^3^03  =  x^du^  +  x^du^  +  x^du^ . 

Auf  der  rechten  Seite  von  (12)  könnten  wir,  wie  in  (7)  noch  einen 
Factor  q  hinzufügen,  doch  wollen  wir  uns  denselben  in  den  0,-  ent- 
halten denken;  und  zwar  möge  er  immer  so  bestimmt  werden,  dass 
alle  Functionen  0,  und  Fi  von  der  nullten  Dimension  in  x  und  u  sind. 
Die  Gleichung  (12)  schreiben  wir  in  der  Form: 

woraus  man  sofort  findet: 

I  I 

Durch  Differentiation  ergibt  sich  weiter: 

C^h  ^         d^k         ^^k^  ^«Ä 

JLx^cj>,?:^__i_V0^  =  i 


*)  VgL  auch  die  Anmerkung  auf  p.  1019. 


eichungen  folgen: 

t 


Setzt  man  also  diese  Werthe  von  y^j,  z^  in  die  vorhergehi 
chungen  ein,  so  müssen  Identitäten  herauskommen;  und 
Weise  findet  man^  dass  auch  die  folgenden  Relationen  best 

(15)  {FiFk)  =  0,    (Fi<t>k)  =  0,    (0,4)^)  ==0,     (/'.«O- 

wo  allgemein  das  Symbol  {PQ)  den  Ausdruck  bezeichnet^  c 
schwinden  nach  (11)  die  Bedingung  der  inyolutorischen 
die  Gleichungen  />=0,  ^==0  gibt,  wo  also: 

w  w)-2(fc'g-ICIi,)- 

Dieselbe  Schlussweise  l'ässt  sich  auch  umgekehrt  verfolj 
hat  man  den  wichtigen  Satz: 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  di 
der  Gleichung  (12)  oder  (13),  sind  unter  Himunahme  von  ti, 
die  partiellen  Differentialgleichungen  (15)  gegeben,   deren  Bec 

(16)  erhellt*) 

*)  Vgl.  S.  Lie:    Abhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschaf 
stiania,  3.  Mai  1872  u.  21.  Mai  1873  und  Math.  Annalen,  Bd.  8,    wo 
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Gerade  die  letzten  EntwickluDgen^  insbesoiHlere  die  Gleichimgeii 

(15)  werden  nun  von  grossem  Nutzen,  wenn  es  sich  darum  handelt, 
alle  möglichen  sogenannten  BerüHrungstransformationen  aufzustellen. 
Unter  den  letzteren  versteht  man  solche  Transformationen  der  Ebene, 
welche  Curven^  di^  sich  berühren,  in  Gurren  mit  derselben  Eigenschaft 
überführen,  Transformationen  also,  denen  gegenüber  Berührung  eine  in- 
Variante  Eigenschaft  ist.*)  Dahin  gehören  zunächst  die  Collineationeu 
der  Ebene  und  überhaupt  alle  eigentlichen  Punkttransformationen,  d.  i. 
Transformationen  der  Form: 

(16)  x=f{x,y),    y=q>{x,y), 

ferner  auch  alle  dualistischen  Umformungen.  Schon  bei  letzteren  kann 
es  eintreten,  dass  eine  Curve  (Gerade)  in  einen  Punkt  verwandelt 
wird;  und  etwas  Analoges  tritt  überhaupt  in  dem  allgemeineren  Falle 
ein,  wo  man  nicht  den  Punkt,  sondern  das  Hauptelement  (p.  1016)^  der 
Coordinatenbestimmung  zu  Grunde  legt  und  demgemäss  als  Curve  jede 
einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Hauptelementen  bezeichnet, 
von  denen  je  zwei  benachbarte  in  vereinigter  Lage  sind.  Diese  Auf- 
fassung führt  dann  zu  den  allgemeinsten  Transformationen,  bei  denen 
Berührung  eine  invariante  Beziehung  ist.  Eine  Berührungstransfor- 
mation können  wir  nämlich  offenbar  auch  so  definiren,  dass  sie  irr- 
einigt  gelegene  benachbarte  Elemente  wieder  in  solche  überführt. 

Wir  wollen  zunächst  wieder  nicht- homogene  Coordinaten  für 
die  analytische  Darstellung  benutzen.  Nach  unserer  letzten  Definition 
erhalten  wir  dann  die  allgemeinste  Berührungstransformation,  wenn 
wir  die  Coordinaten  x^  g,  p  eines  Hauptelementes  durch  solche  Func- 
tionen der  neuen  Coordinaten  x',  g',  p   ersetzen,  dass  die  Ausdrücke 

dy  —  p  dx     und     dy  —  pdx 
immer  zugleich  verschwinden.     Setzen  wir  also: 

(17)  X  ^^>{Xyyyp),    y  =if{x,y,p)    p  =x(x.y,p), 

so  muss  zwischen  9?,  ^,  ;|f  die  Gleichung  (7)  bestehen;  und  aus 
unseren  früheren  Entwicklungen  folgt  dann: 

Bie  Gleichungen  (17)  ste/ten  eine  Berührungstransformation  dar, 
wenn  die  Bedingung  (G)  oder  (9)  erfüllt  ist,  d.  h.  wenn: 

d(p  d^        dtp  dfp 


d  d     y         d 

wo  :,-  =  ä — \-  P  ^^ 

dx       dx    '    '^  oy 


dx  cp         dp  dx  ' 


•)  Dieselben  sind  von  Lie  eingeführt  worden  (wenngleich  auch  vorher 
gelegentlich  von  Plücker  und  Jacobi  betrachtet);  Tgl.  besonders  dessen  Auf- 
sats :  Begründung  einer  Invariantentheorie  der  Berührungstransformationen,  Math. 
Annalen,  Bd.  8,  wo  die  Resultate  verschiedener  früheren  Arbeiten  zusammenge- 
fasat  sind. 
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und  die  Enveloppe  der  letzteren  (welche  auch  aus  einzelne 
bestehen  kann)  ist  die  der  Curve  f=0  zugehörige  Cui 
Element  x,  y,  p,  welches  die  beiden  Punkte  x,  y  um 
y  -{-  dy  enthält,  welches  also  die  Bedingung  dy  —  pifa:  =  C 
hat  dasjenige  Element  zum  entsprechenden ,  welches  den  C 

Q  =  0     und     ß  +  |^dx  +  |frfy  =  0 

gemeinsam  ist;  ist  also  x,  y  ein  Schnittpunkt  beider  Cur 
das  zugehörige  p   offenbar  gegeben  durch: 


Zugleich  ist: 

aß   j^  1  aö  ..,     f. 

^.dx  +  ^dy^O 

oder: 

aQ,„  aa     ^ 

dx    '   "^    dy 

Jede  Berührungsiransformation^  welche  nicht  eine  blosse 

formation  ist, 

kann 

folglich  auch  dargeitellt  werden  durch 

der  Form: 

Q  (x,  y,  x',  y)  =  0 

du                  aa        " 

(19) 

dx           ,              Wx 

P dQ  '    P  '^      aa  • 

dy                          dy 

Berührungstransformationen  dagegen,    welche    blosse  ] 
formationeii    sind,     können    durch    die    Gleichun<reii    (IG) 
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an  hat  dann: 

Die  hier  gegebenen  analytischen  Definitionen  der  Berührungs- 
msformationen  lassen  sich  nun  unmittelbar  fQr  die  homogeuen 
)ordinaten  Xy  u  aussprechen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  die  Be- 
Qgung  dy  —  pdx  <=  0  durch  f/^^  =  0,  bez.  {du)x  =  0  zn  ersetzen 
'.,  und  dass  dann  die  Bedingung  (7)  in  die  Gleichung  (12)  übergeht, 
'^ir  haben  so  zunächst  den  Satz,  welcher  alle  Fälle  umfasst: 

Durch  die  Gleichungen: 

•1)  Vi  =  Fi  (Xy  u) ,     Vi  =  «,•  (x,  ü) 

\  denen  die  Fi,  0,  homogene  Functionen  nulller  Dimension  sind,  wird 
'\ne  BeruhrungstransformaUon  dargestellt^  wenn  die  Bedingungeti  er- 
ülU  sind: 

(F,/'0  =  0,     (F,0*)  =  O,     (0,0^)  =  0, 
(/-.O,)  =  1  . 

i  der  That  wird  ja  dann  vermöge  v^  =  0,  t/j^  =  0: 

JJvidt/i  ==  Suidxi  y     Htfidvi  =  £xidu, . 

Die  Gleichungen  (19)  dagegen  geben  jetzt  den  Satz:  Jede  Beruh- 
^ffstransformationy  die  keine  Punk Itr ans formation  ist,  kann  dargestellt 
^€ien  durch  Gleichungen  der  Farm: 

Q(x,,  x.^y  x^',  y,,  y^,  yg)  =  0 

dxf'  dy,' 

Wenn  endlich  eine  Punktiransformation  vorliegt,  so  kann  man  fol- 
^de  Darstellung  anwenden.  Man  gehe  von  zwei  Gleichungen  zwischen 
^    a:.  und  y,: 

Q'  {x,  y)  =  0    und    Q"  {x,  y)  =  0 

*  und  bestimme  ein  durch  x  gehendes  Hauptelement  mittelst  eines 
"^meters  A  durch  die  Gleichungen: 

^  entsprechende  (furch  y  gehende  Hauptelement  ist  dann  bestimmt 
^i^h: 

''*'•        dvi  +  ^  dyi  '  ^ 


*)  Vgl.  Jacobi*8  Vorlesungen  über  Dynamik^  p.  470  und  Lie:  Math.  Anna- 
Jn,  Bd.  8,  p.  223. 

66* 
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äiebente  AbtHeihnig. 


nui]  die  Gleiehunf/en 


Q'  =  0, 

dQ'  ,   ,  aß* 


stellen  zusammen  die  Berührungsir  am formation  dar.    — 

Die  fimdainentale  Bedeutung  der  Beruh rungstransformationeaJ 
die  Theorie  der  Ditt'erentialgleichuugen  ist  schon  aus  ihrer  Uefiuii 
evident    und    wird    im    Folgenden    nach    mehr    hervortreten.     lu 
That  erhellt  aus  unserer  Definition  der  Integral -,l/|  einer  Differen 
gleiehung  (p.  1018)  unmittelbar; 

hie  Berührungstransformationen  sitid  identiscfi  mit  dcr\jrnigen  Trä 
/ormtitionen  einer  Di/ferenlialgleichung  (oder  eines  Crmnexesj^  M  welc^ 
die  Integral' M^   der  gegebenen  Gleichung  in  die  Integral- Af^   der  neuen 
Gleichung  übergehen. 

Das  gilt  gleichzeitig  fiir  jede  beliebige  Ditterentialgleichimg^ 
hierdurch  ist  /Aintichst  ein  Unterschied  der  allgemeinen  Berühr 
tranaformationen  gegenüber  denjenigen  Tnmsrarmutionen  hedid 
welche  wir  früher  betrachteten ,  und  welchen  nur  die  beschrSnki 
Bedingung  auferlegt  war,  die  Integral  -  3/,  einer  gegebenen  Gleicha 
f^O  in  die  Integral -il/^  der  transformirten  Gleichung  überxufüh 
welche  sich  also  zu  den  allgemeinen  Berühr ungstrausformationen 
lieh  verhalten,  wie  die  eindeutigen  Transformationen  einer  einxel] 
Curve  zu  den  Creraoüa*schen  Transformationen  der  ganzen  Kb 
Wenn  wir  bei  diesen  früheren  Betrachtungen  ausserdem  die  Kindeuti 
keit  der  Transformation  voraussetzen,  so  ist  dies  für  die  nuanieo 
vorliegenden  Fragen  irrelevant;  in  der  That  gelten  unabhängig  dafo 
die  damaligen  Entwicklungen,  denen  zufolge  die  Transformation  (2 
folgenden  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  geniigen  mnss, 
zu  einer  Gleichung  /  (jc,  ii)^0  in  besagter  Beziehung  zu  stehen  fji.9i^ 

Sollen  diese  Bedingungen  unabhängig  von  /  ^^<\  v*  rmogr  tt,  ^| 
füllt  Bein,   so   erhält  man  aus   ihnen   in   der   That  wie^ler  die  tfloij^ 
chungen   (14),   aus   denen   die  Gleichungen  (15)    hervorgingen. 
hat  nämlich  zu  dem  Zwecke  nur  auf  der   rechten   Seite   der  €nt<t| 

ri  f  '1 

Gleichung  f  bis  auf  einen  Zahlenlactor  durch  ^  -^-  Ui  und  in  dcrif^J 


^w^ 


er 


t^n  Gleichung  durch  2^  |-^  Xi  zu    ersetzen.      Läast   mi^n   aJsJano  «^1 
('oefticientan   der  Grössen  „— ,    ^      einzeln  Null  sein*  so  folg«J> '•'I 


dUf 


Die  Connexe* 


1029 


er  ersten  Gleichung  wieder  die  Bedingungen  (14)  hm  auf  den 
Ichts  auftretenden  Factor  A'  und  aus  der  zweiten  Gleichung  die  dua* 
ch  entsprechenden  Bedingungen ; 


lüseh 


Erwähnen  wir  hier  namentlich    sofort   den    folgenden    wichtigen 

[  Jede  Differendalgleichung  erster  Ordnimg  kann  durch  Berührungs- 
mmformalion  in  jede  andere  Differeutintgleichung  erster  Ordnung   über- 

I führt  werden;*)  sie  lud  aiso  gegenüber  diesen  Transformationen  keine 
wariantcn. 

Zum  Beweise  hat  man  nur  zu  zeigen,  dass  man  die  Integral-^, 
5r  einen  Gleichung  in  die  der  andern  überführen  kann;  und  daös 
ies  möglich  ist,  wird  sofort  deutlich,  ?\^enn  man  beachtet,  dass  jede 
reif  ach  unendliche  Curvenschaar  in  die  zweifach  unendlich  vielen 
ankte  der  Ebene  und  also  jede  einfach  unendliche  Curvenschaar  in 
&  Punkte  einer  Geraden,  etwa  x.  =  0,  transformirt  werden  kann, 
\\e  Möglichkeit  nämlicb,  jede  Differentialgleichung  in  jede  andere  zu 
LQsformiren,  erwächst  aus  der  hiermit  bewiesenen  Möglichkeit,  jede 
Bichung  in  die  kanonische  Form  ;r,  ^  0  zu  bringen.  Mit  der 
MiÄformation  der  Ditf'erentialgleichung  in  diese  einfachste  Form 
irde  dann  selbstverständlich  auch  ihre  Integration  geleistet  sein, 
an  die  Integralcurven  der  Gleichung  x^  =  0  sind  bekannt,  sie  be- 
ben nach  dem  Obigen  aus  den  Punkten  der  Linie  .r,  =0,  aufge- 
als  Träger  von  Strahlbüscheln.     Dies  ist  eine  bemerkenswerfche 

ulirung  des  Integrationsproblems.  — 

Da  gegenüber  den  Berührungstransformationen  Punkte  und  Curven 

ht  wesentlich   verschieden  sind^  wird  man^  um  voUe  Allgemeinheit 

erreichen,  auch  nicht  mehr  von  Punktcoordinaten  sprechen.     Viel- 

phr  wollen   wir  jetzt   schliesslich   unter  .r, ,  x^,  x-^^    die    homogenen 

»rameter  irgend  einer  zweifach  unendlichen  Schaar  von  Curven  {M^} 

Fliehen,  die  ^^ausgezeichnet'*'  heissen  sollen.     Eine  Gleichung 

Pronn  diejenige  Ourve  darstellen*  welche  von  den  ausgezeichneten 
\  tjmhüllt  wirdj  deren  Parameter  .r,  die  Gleichung  qp  =  0  befriedigen. 
'Q  Gleichung 

&üt,  wenn  die  *r/  als  Parameter  gedacht  werden,  eine  neue,  lineare^ 
^^ifftch  unendliche  Schaar  von  /J/,  dar,  welche  zu  der  ursprünglichen 

•j  Für  Gleichungen  höherer  Ordnung  gut  dies  nicht  mehr^    vgL    Lic:    üöt* 
l&er  Nachrichten,  1872, 
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Sohaur  conjiigirt  heiss^n  mag.  Legt  maii  den  tirössen  .r,«  Ui  solch® 
feake  Werthe  bei,  dass  diese  Gleiehutig  erfüllt  ist,  so  sollen  sie  vried«?r 
die  Coordinaten  eines  HaupUiementes  heissen.  Aus  der  Bedeutung^ 
weUhe  wir  soeben  einer  (ileichung  9?  (j)  ^=0  beilegten,  erhellt  sofort, 
dass  dann  je  zwei  Curven  der  beiden  einander  conjugirten  Bcbaareo, 
welche  ein  Hauptelement  bilden,  sieb  gegenseitig  berühren;  so  drflfkt 
sich  also  hier  geometrisch  in  sich  selbst  dualistischem  Sinne  die  Be- 
dingung aus,  welche  an  Stelle  der  Bedingung  der  vereinigten  Lage 
von  Punkt  imd  Gerade  tritt*  üeberhaupt  flUlt  bei  unserer  jetzigeu 
( 'oordinatenbestimmung  die  au5?gezeichnete  Stellung  fort,  welche  son&t 
Punkt  und  Gerade  gegen  einander  einnehmen.  Auch  die  Zweilheilung 
der  Berührimg?transfonnationen  in  eigentliche  Punkt-  (bez,  Linien •) 
TransforQiationen  und  allgemeinere  Element -Transformationen  verliert 
ihren  principiellen  Charakten  Es  bleibt  natürlich  eine  solche  Zwei- 
theilnjig  in  den  Formeln  immer  bestehen,  aber  sie  ist  nicht  mehr 
durch  den  geometrischen  Inhalt  bedingt;  die  Souderung  ist  nur  noch 
eine  relative^  auf  das  gewählte  Coordinatensystem  bezOgliche,  kein& 
absolute. 

Für  die  so  defmirten  Hauptelemente  gelten  nun  wieder  »llc  di^ 
obigen  Sätze,  wenn  man  noch  die  vereinigte  Lage,  benachbarter  Eies 
mente  durch  die  Bedingung  m,/,  ^^  —  (^w).r  =  ^*  definirt.  Insbesondt-K^ 
heisst  eine  Gleichung  (p  {x^  u)  =  0,  welche  die  x  und  m  je  homogte^ 
in  irgend  einer  Weise  enthält  und  mit  i/^-  =  ü  verbunden  gedac 
wird,  eine  Üifferontialgleichung.  Die  letztere  integrireu  heisst  ei 
neue  Gleichung  aufstellen: 

^  (x,  w,  «)  =  0 

welche  einen   Parameter  «  enthält,   so   dass   vermöge  g?  =  (>^  i*  =s= 
Ujp  ^  0  auch 

H^jr  =  0  ,     bez.     (äu)^  =  0 

wird  (p.  1021),  u,  s.  f.     Doch   wollen  wir  diese  allgemeinste  Forxn 
rang  hier  nicht  weiter  durchführen.  — 

Wie    wir    oben    unendlich    kleine    lineare    Transforni^' 
trachteten  (p.  99G),  kann  man  nun   auch   unendUch  klemt  / 
iramformädoneii  aufstellen.    Eine  solche  wollen  wir  darstellen  tu  ^^ 
Form: 

(23)  yi  =  Xi  +  Bfpi  (jc,  u) ,     Vi  ^  Ui  +  «^,  {x,  ri) . 

wenn  *  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet,  und  wenn  die  g-,  fiii^ 
nvditen  Grade  in  den  w,,  vom  ersten  in  den  .r,,  die  ti  vom  tnXen 
Grade  in  den  u,,  vom  nullten  in  den  Xi  sind.  Im  GegensatsE«  U 
nnseren  früheren  Annahmen  benutzen  wir  also  jetzt  Funciwnen  erüff 
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Dimension.*)  Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (23)  müssen  hier 
wieder  den  Bedingungen  (15)  genügen ^  wenn  man  setzt: 

Fi  =  X,  +  B(pi  ,        0,  =  Ui  +  fi^, . 

Dann  aber  findet  man  durch  Entwicklung  und  Auslassung  infinitesi- 
maler Grössen  zweiter  Ordnung: 

dtPi       dtPk       d(Pi  d'^k       ^^1       ^'^k 

wo  i,  k  alle  Werthe  1,  2,  3,  insbesondere  auch  beide  denselben 
Werth  annehmen  dürfen.  Diese  Gleichungen  sagen  aus,  dass  es  eine 
Function  H  gibt,  für  welche: 

dH      \  du 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  müssen  von  demselben  Grade 
in  Xy  u  sein,  wie  die  rechten  Seiten  von  (23);  'es  ist  also: 


2 

woraus: 


"'■  a«.- vO ~^'    2 "'■  ö«.- {s^J  ~ äi* ' 


du,  [2  "'  SuJ  -  du,  '       dx,  (2  "'■  3«.)  ~  » 


^iici  durch  Integration,  unter  Auslassung  einer  unwesentlichen  Con- 
^tanten: 

^  u,-  —  =  -^    und  ebenso:     ^  Xi  g—  =  /T ; 

^-  y\.  H  muss  eine  Function  erster  Dimension  in  den  Xi  und  m,-  sein. 
^®t,55t  man  noch  in  (23)  x  '\'  dx  statt  y,  u  +  du  statt  t;  und  dt  statt 
•  >     So  resultirt  also  der  Satz: 

Ist  H  eine  Function  erster  Dimension  in  den  Xi  und  Ui,  so  kann  Jede 
'^^^r<idiich    kleine    ßerührungstransformation   dargestellt  werden    in    der 

(24:^  ^_dif      "^'li^  _^" 

^  dt        du,'      dt  dx]' 

Vermöge   dieser    Gleichungen    wird   jedem    Hauptelenl^nte    einer 
^^^ichung  0  =  0  ein  benachbartes  Hauptelement  zugeordnet.     Insbe- 

*)  Eine  Function  erster  Dimension  in  den  x  wird  allgemein  von  der  Form 
^*^,-ar,  sein,  wenn  die  Af  beliebige  Functionen  nnllter  Dimension  in  x  und  u  sind. 
^^^  sieht  leicht,  dass  die  Gleichungen  (16)  auch  för  Functionen  von  nicht  null- 
t^^   Dimension  bestehen. 

**)  Vgl.  Lie;  Göttinger  Nachrichten  1874,  p.  637  und  Math.  Annalen ,  Bd.  8, 
Y.  239. 
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sondere  kann  es  dabei  eintreten,  dass  das  letztere  ebanfalls  der  ülei- 
chong  4>  =  0  angehört;  und  dann  wird  offenbar  diese  Gleichung 
durch  die  Transformation  (24)  in  sieh  selbst  übergeführt,  ^e  wir  fs 
früher  auch  bei  den  linearen  Transformationen  gesehen  haben  i  ji,  UT^). 
Eine  Gleichung  <t>  =  0  Ton  dieser  Eigenschaft  ist  zunächst  die  ölei-' 
chnng  //  ^=^0  selbst.  In  der  That,  setzt  mau  in  //  x  4-  ^^  5t»tt  x 
und  u  -{-  du  statt  u,  so  geht  in  Rücksicht  auf  (24)  ff  über  in: 

H-f  2:^  dXi  +  Z^^du,  =  //,  q.  e.  d. 

Wendet  man  dagegen  die  Transformation  H\  d.  i.  die  Transf unua- 
tion  (24),  auf  eine  beliebige  Gleichuüg  0  =  ü  an,  so  wird: 

0  +  2:f  äx,  +  2:|*  du,  =  <!>  +  dt  ^fl*  '/-  -  !•  l^\  ; 

0  geht  also  in  sich  selbst  über,  sobald  (<J>,  //)  =  (►   vermöge  0  =  ^1 
(oder  identisch  ==0,  aber  nicht  erat  vermöge  ff=0). 

Dm  Problem  der  !ft(vgration  der  Ghichmiff  <l>  =«  U  hi  in  diesen^ 
Sinuc  identhch  mit  dem  Probleme  der  Besiirmnunfj  einer  unendlich  ktrinen 
Transformation,  welche  4>  in  sieh  überführt.  Aber  nicht  gibt  umgekehrt 
jede  Function  //,  welche  eine  mit  <t>  involutorische  DitlerentialglpichTiag 
darstellt^  auch  unmittelbar  eine  unendlich  kleine  Transfurmatiou  von 
4)  in  sich  selbst.  Man  erkei^nt  aus  diesem  Satxe,  wie  die  weiteTO 
Untei-siichung  dieser  Transformationen  von  besonderem  Interesse  wirdi 
doch  gehen  wir  auch  hierauf  nicht  mehr  ein,*) 

An  diese  Erortcrungen  über  den  begril'flichen   Inhalt   *nwn  [»rtfe- 
renlialgleichung  fügen  wir  schliesslich  noch  einige  Bemerkungen  ül*er 
deren  singtdäre   iMungen  an.   —  Man    ptiegt    letztere    gewohnlich    in 
folgender  Weise  einzuführen.**)     Sind  durch  die  Gleichung 

f  {^x^  ^21  ^^\  «)  ^=  0, 
in  der  h  ein  Parameter  ist,  einfach  unendlich  viele  Carven  dargisstellt, 
»0   betrachte    man    den    Ort    der  Schnittpunkte   consecutiv^r  Conen, 
dessen  Gleichung  sich  durch  Elimination  von  a  aus 


(25) 


f^O    und    ^. 


0 


*)  Insbesondere  ergibt  sich  hier  eine  neue  AuiTassung  des  sogcniumteti  Jacobi' 
Pf»ifl ionischen  TLeoremB  (vgl.  Jaoobi's  Vorlesungen  Ober  Dynamik,  \*.t^'^ 
«■  gelingt  femer,  die  Theorie  des  lutegrabilitätsfaciors  geometrisch  auüut*!**''^ 
In  letzterer  Beziehung  vgl  einen  Aufsatz  von  Lie:  Äbhaadlttfig«ii  der  CJticll 
schfttt  der  Wissenschaften  zu  Chriötiaaia  1874,  p,  242  C 

••)  In  Betreff  einer  xuaatnmenhUngenden  Darst^Hnng  dieser  Theorien  in  iKi*r 
üblichen  Fassung,  infibesondere  nach  ihrer  hiatoriachen  Entwicklnng  vgL  HoöIp; 
A  treaiise  on  diflPerentiftl  equationa»  *2.  ed,  Cambridge  and  Dublin  186*,  p*  1*^  *^' 
und:  Supplementary  volume,  p.  t%  C 
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Derselbe  wird^  wenn  zwischen  den  Constanten  der  Fonction  / 
)esondere  Relationen  bestehen ,  die  ümkMÜungscwrve  der  Curven 
darstellen;  nnd  sie  ist  es,  welche  als  singalare  Losung  der- 
1  Differentialgleichung  gilt,  deren  Integralcniren  eben  durch 
gegeben  sind.  Es  kann  aber  eintreten,  dass  die  so  gefundene 
keine  eigentliche  Umhüllungscuire  ist,  sondern  durch  den  Ort 
»ppelpunkte  der  Curven  /  =  0  (oder  anderer  beweglichen  sin- 
L  Punkte)  ganz  oder  theilweise  absorbirt  wird,  od^  dass  sich 
ipt  keine  Curre  ergibt,  wie  z.  B.  wenn 

renn  f=0  einen  Currenbüschel  darstellt.  Allerdings  wird  man 
Lerem  Falle  in  Folge  unserer  allgemeinen  Definition  der  Inte- 
ven  (p.  1018)  die  Grundpunkte  eines  BOschels,  jeden  als  Trager 
trahlbüschels  gedacht,  noch  als  CmhüUung^ebilde  gelten  lassen 
1  dem  Sinne  noch  von  einer  singularen  Losung  sprechen, 
i  dagegen  die  Schnittpunkte  von  9  =  0,  ^  =  0  z.  B.  paarweise 
iien,  so  berubren  sich  alle  Integralcur^en  in  den  betreffenden 
n,  und  es  gibt  eine  endliche  Anzahl  angezeichneter  Haupt- 
te,  aber  keine  Yon  ihnen  gebildete  singulare  Losung, 
^enüber  diesen  verschiedenen  Möglichkeiten  wird  man  zunächst 
Ige  aufwerfen:  fVas  tritt  im  Allgemeinen  ein^,  d.  h.  wenn  die 
ienten  der  gegebenen  DifferentialgleichuDg  keinen  besonderen 
nen  genügen  ?  £3  ist  zunächst  klar,  dass  für  jeden  Punkt  der 
ren  Integralcurve  zwei  der  zugehörigen  Fortschreitungsrichtun- 
[auptelemente)  zusammenfallen.     Der  Ort  der  Punkte  aber,  för 

dies  eintritt,  ist  im  Allgemeinen  der  Ort  der  Spitzen  der  Inte> 
ven,  und  nicht  eine  eigentliche  Umhüllungscurve,  wie  wir  schon 

bei  den  algebraischen  Differentialgleichungen  gesehen  haben 
0  und  wie  man  für  andere  Gleichungen  ganz  ebenso  beweist, 
(rseits  ist  selbstverständlich,  dass  man  aus  den  Gleichungen  (25) 
gentliche  Umhüllungscurve  erhält,  wenn  die  Coefficienten  von 

allgemeiner  Natur  sind.**)  Wir  können  dies  in  folgendem 
iussprechen: 


Vgl  im  Folgenden:  Darboux:  Sur  les  solntions  singali^re«  des  ^uations 
lY^es  ordinaires  du  premier  ordre,  Comptes  rendus,  171  nnd  Bulletin  des 

maih^matiqnes,  t.  4,  1873,  sowie  C  leb  seh,  Math.  Annalen,  Bd.  6,  p.  211. 
SelbBtyerständlich  können  in  besonderen  Fällen  noch  Ausnahmen  anderer 
treten.  Von  der  aus  (25)  erhaltenen  Curre  wird  sich  «.  B.  der  Ort  der 
)unkte  der  Curven  /*«-0  absondern  (wie  schon  oben  gemerkt^  wenn  ein 
vorhanden  ist;  die  Curve  könnte  auch  möglicherweise  gans  durch   einen 

Ort  absorbirt  werden,  und  dann  hat  man  keine  Umhüllungscurve  mehr. 
a  Orte  der  Spitzen  dagegen  steht  ein  solcher  Ort  von  Doppelpunkten 
eiter  in  Zusammenhang,  denn  für  einen  Punkt  des  letitem  lallen  keinem"- 
vei  der  zugehörigen  Coincidenzstrahlen  zusammen. 


ir  ungültig,  ^WiW^^Ri  einem  Punkta  von  F  ^^  0  gebdi 
zilhlende  Fortschreitungsrichtung  mit  der  Tangente  von 
Piinkte  zusammen  füllt,  denn  dann  kann  sich  eine  Integral 
Punkte  nähern  und  sich  wieder  von  ihm  euttemen,  o 
F  zu  überschreiten  und  ohne  doch  eiue  Spitze  zu  bild 
ebüu,  indem  sie  F  in  dem  Punkte  berührt;  die  von 
der  dopiu?lt  zählenden  Hauptelemente  (deren  Punkte  auf  ^ 
umhüllte  Curve  «t>  =  0  rauss  also  mit  /' =  0  zusammi 
Bedingung  der  eigentlichen  Berührung  aber  ist  sich  selb: 
dieselbe  Curve  F  mms  daher  auch  von  denjenigen  Gera 
werden,  welche  im  Allgemeinen  die  Wendetangenten  < 
curven  (Tangenten  von  /"  =  !))  sind,  d.  h.  welche  durcl 
pelt  zählenden  Punkt  xu  einem  doppelt  zählenden  Haupti 
Ditierentialgleiehung  ergänzt  werden;  und  endlich  muss 
der  Ort  <t>'  ^  0  der  letzteren  Punkte  mit  F=0  identiscli 
IVenn  also  eine  singulare  Lösung  (eigentliche  UmhilUtin 
i^lehen  mll^  mitss  der  Ort  der  Riickkehrpuukte  der  Integrala 
oder  ein  Theii  desselt^en  mit  dem  Orte  der  fV endet angenten 
{F'  =  0)  oder  eimtn  T heile  deaaelben  zmammen fallen.  Mi 
loppe  fallen  dann  auch  der  Ort  der  Wendepunkte  und  di 
der  Wendetaugenten  bez,  Theile  derselben  zusammen« 

Die  Bildung  der  Gleichung   F=0,    /"  ==  ü  kann 
geschilderten   Weise   geschehen,    denn    die    betreffenden 
ebenso   auf  Uausscendeute  wie    auf  algebraische  Curven 
An   diesen   Gleichungen    kann    man   dann    sofort    erkenn 
singulare  Losung  vorbanden  ist  und  diese  selbst  angebi 
eben  F  einen  Factor  enthaiteny  welcher^_in^  Ltnjencoürdmate 
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dieselben  immer  nur  in  der  einen  Art  von  Coordinaten  darstellbar 
sind.  In  dem  Vorhergehenden  sind  die  Principien  enthalten,  nach 
denen  man  solche  Vorkommnisse  am  zweckmässigsten  beurtheilt. 

Wir  erwähnen  nur  noch  die  Möglichkeit,  dass,  in  besonderen 
Fallen,  eine  noch  innigere  Beziehung  der  Integralcurven  zur  Curve 
/*  SS  0  eintreten  kann.  Bestehen  z.  B.  die  Integralcurven  aus  den 
Erümmungskreisen  einer  ebenen  Curve,  so  ist  die  letztere  eine  Oscu- 
lations-Enveloppe;  sie  wird  von  den  Integralcurven  gleichzeitig  be- 
rührt und  durchsetzt.  Gehören  ferner  etwa  die  Integralcurven  einem 
Netze  an: 

A  +  BXP'\-Cli  =  Oy 

so  ist  die  Jacob i'sche  Curve  des  Netzes  ein  Ort  nicht  für  Spitzen, 
sondern  für  Selbstberührungspunkte  der  Integralcurven,  ohne  doch 
eine  Umhüllungscurve  zu  sein  (p.  382),  etc. 

Es  sollen  diese  Erörterungen  zum   Schlüsse   noch  an  einer  Bei/te 
ron  Beispielen  erläutert  werden.*) 

1)  Es  ist  schon  früher  hervorgehoben,  dass  die  Integralcurven  des 
allgemeinen  Connexes  (1,  n)  die  n^  -{-  n  -{-  1  Grundstrahlen  desselben 
zn  gemeinsamen  Tangenten  haben  (p.  1(X)2);  die  Grundstrahlen  stellen 
hier  also  eine  singulare  Lösung  dar;  ausserdem  gibt  es  einen  Ort  von 
Spitzen  /*  =  0;  hingegen  keine  Curve  F'  «=  0. 

Dualistisch  entsprechend  haben  die  Integralcurven  des  allgemeinen 
Connexes  (»i,  1)  m^ -{- m -{- 1  gemeinsame  Punkte,  welche  eine  siu- 
ffnläre  Lösung  darstellen  (p.  1033).  Einen  Specialfall  hiervon  erhält 
°*an  durch  die  Differentialgleichung: 

(26)  tdtz-'tpdx^O 

^enn  tp  und  ^  von  der  m^^^  Ordnung  sind.  Hier  hat  man  m'^  feste 
"Eispunkte;  die  Gleichung  (26)  entsteht  also  nur  dann  aus  einem 
^^gemeinen  Connexe  {m — l,  1),  wenn  m  —  \  Schnittpunkte  der 
Kurven  9  =  0,  ^  =  0  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  liegen,  d.  h. 
Wenn 

9  =  92  — 93^?     ^  =  9i— 93^ 
^0  die  ffi  von  der  (m  —  !)*•**  Ordnung  sind.     In  der  That  erhält  man 
^n  aus  dem  allgemeinen  Connexe  ErpiUi  =  0  für  0:3  =  1,  rfx,  =  0, 
die  Differentialgleichung: 

dx  (92  —  g?3y)  +  dy  {(p.^x  —  (p^)  =  0 ; 

und  von  den  m^  Schnittpunkten  der  beiden  Curven  9  =  0,  ^  =  0 
fallen  m  —  1  in  die  Schnittpunkte  von  93  =  0  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  zusammen. 


*)  Man  findet  weitere  Beispiele  bei  Darben  x  a.  a.  0.  behandelt. 


Vi  aus  den  Gleichungen : 

1      Uf  uii     «f        I        X 

.     QV*  = ,       QVo  = i  —  H )       Q^A  =  — 

und  aus  (28)  zu  eliminiren.     Dies  gibt: 

log(-^»«J^-f?!l-!L•^=o. 

°  \        Vi  i/,y  V^r,         i/,y 

Hieraus  entsteht  F'  für  w  =  r;  es  ist  also: 

(29)  r  =  u,  +  u,  =  0 

die  gesucht«  Curve.  Dieselbe  fallt  mit  dem  gemeinsamen  I 
Integralcurven  zusammen  und  gibt  eine  singulare  Lösung 
That  kann  man  die  Gleichung  (29)  nicht  durch  einen  specie 
von  C  aus  der  Gleichung  der  Integralcurven  in  Liniencoon 


^-i«g(-^s)'-^«:+^=-^ 


erhalten;  sie  ergibt  sich  dagegen  auch  durch  Elimination 
V  =»  0  und  ^  =  0. 

3)  Die  DiflFerentialgleichung**) 

hat  das  allgemeine  Integral:  « 

4a^x^  —  2Cy^  +  C^  =  0, 
und  also  die  singulare  Lösung: 
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Die  Form  F  entsteht  daher  aus: 

4  Vy  v^u^  W3  —  a^  u.^'^v.^  =  0 , 
wenn  man  u  =^v  setzt ,  gibt  also : 

und  ebenso  findet  man: 

Die  beiden   letzteren   Gleichungen   stellen  in  der  That  dieselbe  Ciirve 
(31)  dar. 

4)  Die  Integraleurven  der  Differentialgleichung  ( ^  j   =        bilden 

ein  System  von  Curven  dritter  Ordnung  mit  Spitzen: 

{x  +  Cy^y  =  1     oder:     (o;,  +  Cx^'^  x.^  =  x./. 
DieJSpitzen  erfüllen  die  Linie  0:3  =  0.     Wir  erhalten  den  Counex: 

We  Curve  F,  d.  i.  der  Ort  der  Punkte,  für  welche  zwei  Werthe  von 
^1  :  w,  zusammenfallen,  besteht  aus  x^  =  0,  dem  Orte  der  Spitzen, 
und  X2  =  0,  der  festen  Wendetangente;  der  Schnittpunkt  beider  Linien 
ist  der  gemeinsame  Wendepunkt;  er  stellt  keine  singulare  Lösung  dar, 
^eil  zu  ihm  nur  eine  ausgezeichnete  Fortschreitungsrichtung  gehört. 

5)  Die  Differentialgleichung*): 

(32)  y._2a.y2  +  a  +  ^^)(J|)'-l  =  0 

ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  ihre  Integralcurven : 

y  =  Cx±  l/Y-^C' 

aus  den  Tangenten  eines  festen  Kegelschnittes  bestehen ;  sie  entspricht 
also  dualistisch  einer  solchen  Gleichung,  welche  die  Differentiale  der 
Koordinaten  nicht  enthält**),  und  deren  Integrale  dann  aus  den 
^^öimtlichen  Punkten  einer  festen  Curve  bestehen  (p.  1017).  Der 
Connex,  zu  welchem  die  Gleichung  (32)  gehört,  darf  daher  die  Punkt- 
^ordinaten  x  nicht  enthalten,  und  in  der  That  findet  man  für  ihn 
^ie  Gleichung: 

V-^'  +  V  =  o. 

^  stellt  gleichzeitig  die  singulare  Lösung  von  (32)  in  Liniencoor- 
^aten  dar. 

*)  An  ihr  entwickelte   Lag  ränge   zuerst  seine  Theorie  der  singulären  Lö- 
sungen; vgL  Boole  a.  a.  0.  p.  149  und  165. 

**)  Auch  Plücker  machte  darauf  aufmerksam,  doss  bei  Umformung  einer 
Differentialgleichung  von  Punkt-  in  Ebenencoordinaten  die  Differentialquotienten 
ganz  verschwinden  können,  und  dass  die  so  entstehende  Flächengleichung  eine 
nnguläre  Lösung  ist  Vgl.  dessen  System  der  Geometrie  des  Raumes,  Düssel- 
dorf 1846,  p.  27. 


AbbiJduEg^  emdeutige ,  414,   n. 

fönnatioii. 
Abel»  ei5,  9m 

—  ^che  Futiction,  83ä,  852  An. 

—  ^sebea  Integral,  764,  s.  alg^brakcheä  I. 
— 'aches  Theorem.    8(19,  812,  Sil ^  824, 

826,  8,1i),  894,  911,  962. 
Abgekürzte  Be^eicbQUUg,  36  if. 
AbstaiidBverhältnifii,  33  f. 
Additioo&theorem  der  ellipt  F.,  605,  6*^9. 
Adjimgirtes  SjBtem  einer  D#term.,    18. 
Adjungirte  Ciirve,  429,  078. 
— ,  Verhalten   bei  eindeutiger  Transf., 

675. 
^  C«-s,  436,  441,  677,  eSß,  70ö,  837, 

847,  857,  J^Bfj. 

Aehnlichkeitsaxe ,  160. 
Aehnlichkeitspunkt,  153  flP. 
Aehnlichkeitstrausformation ,  095  An. 
Aeqiiianharmonische     Beziehungen     im 

Systeme  der  Wendepunkte   einer  T',, 

508,  564. 

—  Tg,  579,  641. 

—  Lage,  40,  225,  239. 
Aequivalente  Systeme,   925;    Beispiele, 

927,  929,  934. 

Algebraisches  Integral,  764;  Beispiele, 
766,  772;  Verhalten  in  besonderen 
Punkten,  786;  Zerlegung  in  Normal- 
formen, 777,  785. 

Analytische  Geometrie,  1. 

Anfangspunkt,  2. 

Anharmonisches  Verhältniss,  37. 

Apollonius,   157. 

Argument,  s.  Parameter. 

Aronhold,  130,  167.  174.  189,  267,  272, 
542,  546,  551,  565,  577.  582,  766,  772, 
1009,  1014. 

Asymptote,  9,  82,  96,  144;  einer  Tg, 
498. 

Ausgezeichnete  Curvenschaar ,  1029. 

Ausnahmepunkt  einer  Correspondenz, 
679. 

Axe  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,   11. 


Baltxer,  14,  17S,  691, 

ßeltrami,  173. 

Bertmi,  683. 

Berührung,  Bedingung  der,  3&$. 

Berübrnngsctirveu ,  838, 

—  bei  Vn  mit  j»  =  0 ,  HiL 
Berührungikegekchöitte  einar  Cn  ÄSI^ 

lOiO. 

mit  Dopp.,  874,  879 

Barühirangsformelti,  460,  474. 
Berührung   lEwiBclien    Cm  nnd  C*,  t^ 

375»  424»  460.  404,  47t,  735,  W    | 

a  u.  C^^2,  036,  810  Aa.,  %^, 

r™  u.  C*-3,  715,  845,  8%, 

Ün  H,  C„  401,  40a,  407. 

Cj  U.  r,,  533,  6-26, 

—  —  Ci  IX.  Cm,  854. 

C4  u.  C3,  844,  852,  855,  D21,UXi9. 

C2  u.  Ci.   135  ff.,  298. 

Kreisen,  157  ff. 

Berührungstransformation,  976 An.,  1025, 

1028;  unendlich  kleine,  1030. 
Bewegung,  994  An. 
Bezout,   180,  282. 
— 'sches  Theorem,  282. 
Binäre  Form,  169,  s.  Form. 
Bischoff,  459. 
Bobillier,  35,  204. 
Boole,   1032  ff. 
Breitencurve ,  613. 
Brennpunkt,  9,  12,  161  ff. 
Briancnon,  50. 
Brill.    441,  445,  459,  401.  464,  678,  6y 

694,    710,   722,   734,  740,  748  f.,  J<1: 

835,  867,  877,  885,  920. 

—  u.   Nöther,   429,  432,  684,  699,  7»H 
709,  711,  715,  749. 

Brioschi,   228,  248,  573,  640.  776,  9i 
Büschel  von  C«,  37.3. 

—  von  C,,  122. 
Burmester,  997. 


Camille  Jordan,  923. 

Carnot'sches  Theorem,  754  An.,  8:vi. 
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11. 

151,  167,  169,  174,  180,  189, 
►7,  212,  228,  284,  313,  350,  354, 
•1,  427.  428,  441,  459,  461,  478, 
•7,  500,  542,  649,  716,  724,  759, 
>0,  905,  921. 

i^nrve,   360,  368,  383;  einer  Cj. 
17,    547,    558;    Zerfallen   in  3 
(,  553;  einer  C,  mit  Dopp.,  587; 
ickkehrp.  592. 
2rspective,  254. 
der  Perspectivität,  45,  256. 
ristiken  bei  T,- Systemen,  .S90. 
meine,  408,  422. 
27,  37,  46,  148,  21^,  251,  282, 
^1,   397,  425,  441,  497,  535  f., 
»1  f.,  911. 
Satz  über  Charakteriutiken,  392, 

,  151  ,  156,  764  An. 
!l,  174. 

Klasse. 

36,   169,   174,   178,    184,    189, 

3,  269,  277,  282,  318  f.,  350  f., 

0,  377,  399,  468,  484,  500,  529, 
578,  588.  615,  647  ff.,  652,  656, 
8,  822,  838,  846,  850,  867,  885, 

1,  897,  899,  903,  905,  911,916, 
5,  928,  958,  961,  97.9,  987,  1033. 
•dan,  248,  542,  561,  575,  581, 

4,  643,  647,  667,  677,  687,  703, 
B.  782-896,  916,  988,  993,  998. 
489. 

iz,  im  binären  Gebiete,  210. 
r  Ebene,  389. 

bliche  u.  uneigentliche,  453,  679. 
onnexen,  938. 
zcurve,  in  der  Ebene,  387. 
erweiterten  Correspondenzpr. 
7. 

dnung  derselben,  452. 
erhalten  in  Ausnalimepnnkten, 

eichung  in  Beispielen,  446. 

zpunkt  u.  -strahl,  963. 

on,  s.  lineare  Transformation. 

onsaxe  u.  -centrum,  256,  263, 

Ol. 

ten,  208,  888. 

?,- Büschels,  298,  303. 

yzyge tischen  Cj- Büschels,  565, 

>  f.,  6.32. 

3che  Kreise,  149. 

C,,  163. 
3  Durchmesser,  81,  92  ff.,  142. 

u.  Gewebe   von    f\   und   Ä",, 
J,  577  An. 
Q,  81. 
5  (Pole),  214,  519. 

einer  Cj,  516. 
)x,  944,  957. 

Connexes  (1,  1),  950,  991  f. 
X  1)  od.  (1,2),  951,  1008. 
[2,2),  956. 


Connex,  924,  936. 

—  (1,  1),  988. 

—  (1,2).  1007. 

—  K  1)  od.  (1,  n),  1001. 
Construction ,  s.  Erzeu^^gsweise. 

—  der  Dopp.  projectivischer  Reihen,  61. 

—  der  Schnittpunkte  von  C,  u.  C,,  51. 

—  der  C,  aus  3  Polepaaren,  529. 

—  der  C4  aus  7  Doppeltangenten,  1014. 

—  des  9ten  Schnit^unktee  zweier  Cj, 
536,  1013  An. 

—  der  Hauptcoincidenz  (1,  2),  1012. 
Contravariante,  266. 
Coordinaten,  2,  27,  56;  binäre,   170. 

—  eines  Hauptelements,  1016. 
Corresidual,  432. 
Correspondenz,  210. 

—  mit  festen  Punkten,  454,  679. 

-^  mit  mehrwerthigen  Punkten.  461. 

—  en,  zwei  simultane  auf  einer  (7«,  443, 
726.  736. 

—  en,  drei  simultane,  745. 

—  formein.  446.  739,  748. 

—  princip  von  Chasles,  210,  425. 

—  m  der  Ebene  (Salmon-Zeuthen),  380; 
Anwendungen,  969  ff. 

— ,  erweitertes,  441,  678. 

Cotterill,  724. 

Covariante.  173,  266,  546. 

— ,  identische,  266. 

Gramer,  204,  313,  331,  426,  600. 

Cremona,  40,  204,  207,  .303,  360,  370, 
374,  882,  391,  404,  428,  478,  484,  497, 
534,  536,  683,  720,  725,  761,  916. 

Curve,  3. 

—  erster  Ordnung,  20  ff.,  29. 

—  erster  Klasse,  29. 

—  2ter  Ord.  od.  Kl.,  47,  73  ff.,  277.  284, 
392,  476,  519,  537,  767,  887,  979,  981, 
1007. 

—  3ter  Ord.,  497,  600,  983;  mit  Dopp., 
581,  899;  mit  Rückkehrp.,  417,  590; 
zerfallend  in  C^  und  C, .  595,  984  An. ; 
zerfallend  in  drei  Ct,  597. 

—  31er  KL,  513;  mit  Wendetang.,  417, 
590;  Ausartungen,  601. 

—  4ter  Ord..  274  An..  279,  416  An.; 
850  ff.,  1010;  mit  1  Dopp.,  868.  921, 
mit  2  Dopp.,  911  An.;  mit  3  Dopp., 
899  An. 

-—  vom  Gechlechte  0,   883;   vom   Go- 

schl.  1,  903;  vom  Geschl.  2,  915. 
Curvenpaar.  939. 
Cyclisch-projectivisches  System,  201. 


Darboux.  295,  1033,  1035. 
Dersch,  350. 
Descartes,  1. 
Determinante,  13. 

—  der  Substitution,  68,  130,  172,  988. 

—  einer  (7,.  77,  113,  180. 
Determinantenfactor,  symbolischer  einer 

Punctionalin Variante ,  194,  545. 
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nifTerential ,  einer  C|,  767,  Ö82:  einer 
f'i,  a,  elliptiächea  — ;  eines  Connexes 
etc.,  959. 

—  erster  Gattung»  789;  zweiter  Oat- 
tvmg,  792;  dritter  Gattung,  790,  794. 

Differentialgleichung,  965,  978,  1014. 

Uirectrix,  11,  12. 

Ihkäcriininante,    178;    einer   bin.  quadr. 

Form,   213;    e,  bin,   cub.  F.,  219;    e, 

bin.  biquad.  F.,  239, 

—  einer  t'»,  :n3;  einer  C^,  565. 
I^oppelelement,  199. 
Doppellinie,   106,   115,  120,  392. 
Doppelpunkt,  binärer  Polaren,  206,  220; 

einer  Tj,  li>2,  116.  120,  392;  einer  r-^, 
682,  901;  einer  C«.  313,  321;  einer 
r„  mit  p  =  0,  889;  mit  u  ^  1 ,  9ia. 

—  0  zweier  projectiiriachen  runktreihen« 
51,  135,  198. 

Do^peltangente  einer  C»,  342,  'MS; 
einer  C^,  850,  10 10;  einer  Cj  mit 
Dopp,  877,  8H0;  einer  C4  mit  p  =*  0, 
m^:  einer  C»  mit  p  =  0,  891, 

Doppel  vcrhilltnifia,  37,  71,  196,217,235. 

—  ,  einer  binüren  Transformation,  200; 
eiiier  i\y  531,  578,  00.1, 

Dreieckecoordinaten ,  6.?. 

Dreitbeilung  der  ellipt.  Funntiooen,  601>, 

655;  d.  byperellipi  F.  920 
Dualität,  28,  264, 
DiirchmeBfier  einer  r^,  80. 
Durege,  497,  636,  588,  »11 


Eigentlich  reducirtes  System,  9H2. 
Eintheilige  Tj,  499,  530;  —   h\,  514, 
Element,  937, 

Elementarbedingungeu,  393, 
Ek'menUirey öteme ,  416. 
EUip»e,  7,   10,  79,  80,  91,  302  An,  611. 
KUiptißche  FuDCtionen,  Gc»3,  649,  90y 
ElliptiBches  Differential,  776;   —  Inte- 

gral,  649,  Ö52,  772,  984. 
Entferaujig,  4,  150. 
Enveloppe,  27. 
Erzeogungöweiae.    einer    Tj,   47;    nach 

Grasämaun,  537. 

—  einer  C„,  375,  761, 

—  einer  C\  nach  Schröter,  528,  540; 
nach  GrasBmann,  538  ^  540,  614,  941 
An.;  nach  Chadee^  535,  540;  einer 
C^  mit  Dopp,  585. 

einer  C^  unch  Grasemann,  541  An., 
nach  ChasleB,  699  An.;  nach  A ron- 
hold, 1014. 

Euler,  426,  566,  1015. 

Excentricität ,  8. 


Fiedler,  169,  170, 

Fluchtlinie,  265. 

Form,  algebraifiche,  167;  bin.  lineare, 
177,  180;  bin.  quadr,,  213;  bin.  cu- 
bisi.4ie,  218,  227,  58t,  899;  bin.   biqu. 


228,  239;  temäre  lineare,  t6Ä;  iertu 
qnadr.,  284,  i'88:  iem.  cub.,  542,  563, 

Form,  kanoniäcbe,  einer  bin,  quadr.  F., 
8<i,  214;  zweier  bin.  auadr.  F.,  215, 
217;  eiuer  bin.  cnb.  F«,  HA;  einer 
bin,  biqnad^  F.,  247, 

,    einer    Cj,   86;    «weie?    f\,    124, 

137,  139,  140,  141;  eüierT,.  509»  567, 
570;  einer  C,  mit  Dopp^  584;  mit 
Rüekkebrp.,  591;  einer  CoUineatiuu, 
262,  ^89.  998. 

FormenäV&tem,  endliches,  Sil, 

^,  äimultanett,  zweier  C,»  291 

Fonret,  967. 

Frahm,  850. 

B\ichfi,  803,  835,  836. 

Füniaeit,  282  An.  _ 

Function,  elliptische,  »,  L*llipii&cho  F. 

—  H,  629,  910. 
-^  9,  629,  83J,  836  f.,  816,  856,  861; 

0*,  861. 

—  T^  833,  836;  T',  875. 

—  p,  652. 
Functionaldetenninanie .   175.    3id,  4fi8 

An.,  B.  JacobiWhe  Curve. 

—  zweier  binären  qnadr.  F.,  215;  dr«ivr 
C,,  303. 

Functionalin Variante,  267;  eine«  Coo* 
uexes,  943,  989;  einer  Dimeren laal^ 
gleich  ungi  973. 

Fundameotalcurve ,  482,  662. 

FundamontÄlpunkt,  176,  479,  662,  fiHt 


I 


■^üh 


Ciaultier,  151. 

Gaus»,  173, 

Gegen  üb  erliegender  Punkt. 

Geiger,  724  ,  850,  851. 

Gent,  622, 

Geometrie  auf  einer  C«,    4i5. 
auf  einer  Tj,  627,  64J2,  983;  mir 
586,  900;  mit  Rückkehq>.  693 

—  der  Anzahl,  390, 
Gerade  (Linie),  5.  20  ff. 
Geränderte  Determinante.  78,  lU 
Gergonne,  28, 

Geßchlecht  einer  C»,  361.  429.  4»5. » 
Curve;  eines  Coanexe*.  958  f.;  «n«» 
Coincidenz,  961;  eine»  Cnrtmf^iutf^ 
962;  einer  Differential|Tleichmii,  *♦< 

— ,   Erhaltung   bei    ei  -    Tntfw 

formation.  459,  49i'  1 

—  zweier  mehrdeutig  am  rmandcr  W- 
iogejien  Curven,  468,  681  An. 

Gestalt    einer    Cn   in    der    Kllit  me* 

Punk-tejj,    .337;    einer   T,,   4W>  m 

einer  A^,,  514. 
Gewebe   von  A*,.  510»  lüols  wo  *t 

1009, 
Gitter  von  G|  bei  einer  Cft  ^* 
Godt,  1004.  1007, 
Gordan.   178.   208,  211,  S74,  t^h  *i'. 

453,  524,  542,  594,  8?^9,  902,  92S.>13» 

».  Clebach  u.  Q. 
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194,  212,  267;  einer  Schaar  von 
iktgnippen,  43u. 

272. 
iiann',  204,  586.  541.  614. 
Ipunkte  einer  bin.  Form,  169. 
Istrahlen    eines    Coi.ncxe»    (I,  n\ 
l;  (1,  2),  1008. 

3lfinger,  248,  280,   519,  542,  567, 
.  594. 


,  889. 

•ung  einer  Strecke  od.  eines  Win- 
,  40. 

en,  400,  404,  413. 
urger.  496. 
^nische  C,,  579,  644. 
rade  bei  C,,  502,  513,  578. 
^e,  40.   147,  215,  221,  239. 
eilung,  56. 

ck,  508,  631,  579,  613,  621,  811, 
981,  984. 
911. 

idorf,  14. 

äxe  einer  r„  82,  88. 
coincidenz,  962,  1016;  eines  Cou- 
(8  (1,  2),  1011. 
coincidenzcnrven ,  s.  Integralcur- 

element,  1016. 

be,   228,  248,  519,  605,  629,  649, 

794,  910. 
3    Curve    eines    6', -Netzes,    519; 
B  /f,- Gewebes,  521,  1007. 
3r  Satz,  629. 
14,   23,   78,  153,  167,  176,  228, 

312.  350.  377,  497,  506,  527,  542. 

615,  656,  842.  850  flf. 
9  Cnrve,  312,  318;    eines  Netzes. 

Verhalten  in  sin^lären  Punkten, 

356;   Singularitäten,    361,   368; 
r  Tj.  501,  510,  527;    Zerfallen  in 

6',,  553,  559,   564;  einer  C,  mit 
p.,    5H4;    mit    Rückkehrp.,    327, 

einer  A'g,  515. 
3   Determinante    od.    Covariante, 

191,  206,  220,  312. 
j  Gleichung,  656  An. 
944.  998. 
aller,  995. 

fene  Gleichungen,  67,  1015,  1021. 
jel,  7,  10.  79,  80,  91,  302  An. 
elliptische   Curve,    663   An.,   687 

712,  717,  916. 

elliptisches    Integral,     815     An., 
An..  920. 
^cloide,  588  An. 


,  175.  350,  426,  755,  790,  822,  830, 

,  1025,  1027,  1032. 

5  Curve,  377,  381,  467,  483,  663, 

eines  Netzes  von  C|,  304,  519; 

Gewebes  von  /f,,  521,  1007. 
btch,  Yorlenmgen« 


Jacobi*8che  Determinante  =>  Functional- 
determinante. 

—  'scher  Satz,  822,  826. 
•Identisches  Verschwinden  von  Covarian- 

ten  etc.,  274. 
Identitäten,  binäre,  193;  temlire,  283. 
Igel,  584. 
Imaginäre  C,,  91,  284;  Cj,  498;  C,,  96, 

101,  109;  A',.  75,  173. 

—  Tangenten  einer  Ä^,,  610;  einer 
^a»  612. 

Inflexionspunkt  od.  -tangente»i  Wende- 
punkt od.  -tangente. 

Inflexionstripel,  622  An. 

Integral,  erster  Gattung,  797,  801 ;  zwei- 
ter u.  dritter  Gattung,  804. 

—  curven  eines  Connexes  od.  einer 
Differentialgleichung,  964,  1016;  Bei- 
spiele, 965,  979,  980,  983;  des  Con- 
nexes (1,  1),  992.  998.  1000;  Ort  ihrer 
Spitzen  u.  Wendetang^nten .  968, 
1034;  bei  Connexen  (1,  n),  1005,  s. 
singulare  Lösung. 

—  mannigfalti^keit .  1018. 
Integration    emer    Differentialgl.    1018, 

1022,   1032. 

Invariante,  binär,  173;  temär,  131,  266; 
simultane  zweier  bin  quadr.  F.  215; 
zweier  tem.  quadr.  F.  295;  einer  tcm. 
cub.  F.  546.  556,  569,  579. 

— ,  absolute,  196,  267;  einer  bin.  biqu. 
F.  239,  247;  einer  bin.  linearen  und 
cub.  Form,  300,  987;  einer  bin.  linea- 
ren Transf.  200;  zweier  tem.  quadr. 
F.  299;  einer  Cj,  633,  580;  einer 
Cremona'schen  Transf.  486  An. 

Invarianteneigenschaft,  167. 

Involution,  207;  quadratische,  135,  202, 
214;  besondere  cub.  226;  besondere 
biqu.  242. 

de  Jonquidres,  204.  207,  376,  382,  391, 
416.  459,  497,  541. 

Isolirter  Punkt,  321,  411. 


Kanonische  Form,  s.  Form. 

Keg[elschnitte ,  55,  72  ff.;  Gleichung  in 
Liniencoordinaten ,  78.  113,  131;  zer- 
fallende, 100,  115;  mit  gemeinsamem 
Mittelpunkte,  142.  164;  ähnliche,  144; 
Tabelle  der  verschiedenen  Arten,  119. 

Kcgelschnittnetz,  303,  384;  s  Netz  und 
Gewebe. 

Kegelschnittsjstem,  392. 

Kemcurve  =«  Steiner'sche  Cnrve. 

Kiepert.  652,  654,  656. 

Kinematik.  996  An. 

Klasse,  31,  53.  55,  267,  279,  308, 
343,  493. 

Klassenscheitel.  892. 

Klein,  161,  173,  500,  508.  610,  682,  968, 
994. 

—  u.  Lie ,  996  f. 

Königsberger,  496,  604  f.,  653,  656,  790. 
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Kreis,  5.  30,  115  fT.;  AtymptoteD»  M7, 
M9;  conju^trt«  liurciimüsser,  I-IH; 
Peripherie  Winkel,  47,  149. 

—  punKtep  imagiBäre .  146. 

—  theilungBgleichuogeti,  201  An.,  Hy4. 
Kronecker,  7u3,  95i6. 

Kugel,  Geometrie  auf  der.  173,  21&, 
226,  243. 


Lage,  involutoriache  aweier  Differential- 
gleichnngen,  1022. 

—  ,  perspectiviRche  ebener  Systeme,  256. 

—  ^  vereinigto,  von  C,  u.  A', ,  29,  44, 
«3,  69,  206;  von  C»  u.  Kn,  386:  von 
r,  u.  Ä',,  ü2l,  650  f.;  benachbarter 
Hauptelementc,  1022, 

LiLgrange,  l037. 

Lftguerre,  148, 

Legendre,  790, 

Lie.  1017,  1024— 10S2,  »,  Klein  u,  Lie. 

liiiiieücoordinaten ,  27,  63, 

— »  Gleichung  in  — ,  einer  C^,  «.  Ko- 
gelachn.,  einer  (h^  271>,  308;  einer 
f\,  270,  543,  544:  einer  C^  279. 

Liiiienpa:ir,  99  ff.,  392. 

Logarithmische  Linie,  999. 

—  Spirale,  995. 
Li3roth,  173,  798,  885. 


Maclaurin,  497,  503»  527*  536, 

Magnus,  251,  475, 

Maillard,  416. 

Mannigfaltigkeit,  430,  937,  lOlB. 

Marie,  794,  806. 

Massbestimmung,   allgemeine  ptojocti- 

vische,  150  An.,  302  An« 
Matrix,  687,  691,  742,  744,  749,  756. 
Mayer,  1024, 

Mechaniemuä,  GruBamann'aoher,  5S9. 
Meridiancurve,  6 13. 
Minimalwertlie  der  Zahl   von   Punkten 

in  Specialgruppen,  707. 
Mittelpunkt,    einer    Tj,    11,   80;    eines 

Strahlbiischels,  32, 
Moduln,  685,  712j  b   Perioden, 
Möbiu»,    28,     37,    67,    173,    251,    273, 

500.  885. 
de  Morgan,  1034, 
Miiller,  652,  685. 


Nebenaeiten  eines  Vierecks,  56. 

Nebenecken  eine»  Viorseite,  56. 

Netz  von  C^,  304,  519,  521;  von  ('«, 
381;  Beziehungen  zu  einer  festen 
Curve,  663,  721;  mit  einem  beweg- 
lichen Schnittpunkte,  480, 

Neumaun,  173.  765.  799,  811.  830  f.,  816, 
867  f.,  920, 

Newton,  204,  331,  497,  500. 

Nöther,  327,  338,  433,  489.  491,  666, 
678,  683,  958,  960;  s.  Brill  u.  N. 


Normalconnex,  936. 

Normalcurve,  686.  690.   693  Au,,  itfO; 

bvperelliptiöche,  719;  (ur  i#  =»  o,  881  j 

fiirp^l,  903;  för  |i  «=  2,  T17  An,,  919. 
Normalform,  Ile&tie'scbe  der  C,,  *J3. 
Normalform  der  Eiemao naschen  Fläche, 

798. 
Normalintegral ,    enator    Gattiiog,    804, 

807;  dritter  G,   805  f.,   867;    rwoit/r 

G.  805,  86.'!. 


Ob  vier,  764. 

Ordnung,  4,  31,   53,  55,  191,  267, 

Ordnungsatrahl,  392, 

Ort,  geometrischer,  3,  27. 

Orthogonalkreis,  155,  304. 

Oval,  einer  C,,  499;  einer  A,,  514, 


Piiarer  Zug  einer  C«,  500  An. 
Painvin,  .391. 

Parabel,  12,  79  f.,  91,  97. 
Parameter,  einer  Reihe  oder  eine* 

sehels,   22,  32;  eine«  Curv<*U8yiii 

390. 

—  darsk^Uung,  einer  t^,  887;  einer  f — • 
f,03,  627.  617»  653.  899;  einer  r,  q^ 
Dopp.  586,  899;  einer  C,  mit  Bück  - 
593;  einer  C„  mit  p  =  0.  884;  rit^ 
Ch  mit  p^  1,  906,  910«  9l3;  ei^ 
hyperelliptischen  i\,  92U. 

—  vertbeilung   auf  einer  6',,  610;  «^ 
einer  A',,  61 L 

PaÄcaPacher  Satz,  60,  428. 
Perspectivischer  Durclidohnitt«  45. 
Perspcctivitüt,  45,  254,  260,  99^,  l(Wf. 
Perioden,  der  ellipt  IntegnLle,  604 j  der 

AbePschen  L  801,  804,  807,  836  Aa,^ 

einer  T,,  605, 
Periodicitütsmodaln,  s.  Perioden, 
Pluoker,  28,  35,  67,   151,  204,  31U,  lit, 

342,  344,  351,  426,  428,  475,  497,  MO, 

509,  851.  937,  965,   1025  f,  103" 

—  'sehe  Formeln,  344,  35t,  948. 
Pol  u.  Polare  bei  C,,  76*  101,  lli;  W 

C„,   306;  bei  C,,    501;   VerhälkJi  ia 

singnl^ren  Punkten,  322,  366. 
Polare o Ordinate n ,  3. 
Polardreieck.    81,    114;    gemeinsitiic* 

zweier  C»,  123,  297,  »weier  Kreise,  Ul 
Polarsytiteme,  binare  ^  203. 
Polepaure  auf  einer  Cj,  527,  587,  60*i, 

614,  6il,  901, 
Poloconikt  543,  549, 
Polygone,    eingeschriebene    einer    i\ 

6H9,  593;   Steiner'sche ,  589,  «Ifk 
Poncelet,  28,  37,  67,  203,  308,  476. 
Potenzlinie,  151. 
Prmectivische  Curvenböschrl .  ^Ih. 

—  Punktreihen  und  Strahl '•  Mf , 
195  ff.;  Erzeugnisse  der  f 

Projeetivitat,  43;  cvcüscbe.  :i  f 
Prym,  765,  803,  830,  867.  1^20. 
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,  331. 

)aare,     115,    392;    ^meinsame 
r^  Correspondenzen ,  444,  722. 
•ordinaten,  2,  62. 
uppen    mit    speciellen    Eigen- 
en auf  einer  C«,  721,  741,  743, 
.  Specialgruppen ;  in  der  Ebene, 


äre  Form,  168. 
ische  Form,  8.  Form, 
aitt,  681 ,  799. 
,  911. 


jce,  151. 
Winkel,  147. 

aklige  Coordinaten,  2,  59,  65. 
•itätsgesetz ,  Briirdches,  464. 
«8  äquivalentes  System,  262,  997. 
n,  residual,  429. 
ite,  123. 
,  429,  808,  811. 

te ,    17 ,    178;    zweier   bin.   lin. 
n,   177;   zweier  bin.   quadr.  F. 
dreier    tem.    F.     313;     dreier 
5. 
,  351,  666,  682,  693,  699,  709, 

765,   786,  790,  799,  803,  810, 

837  f.,  861,  870. 
Fläche,  414  An.,  612  An.,   681, 

'scher  Satz,  für  adjungirte  Cur- 
i6,  699,  701,  752,  757,  862;  für 
idjungirte  Curven,  865  f. 
le,  612. 
703. 
)1,    805,    831,    833,    835,    852, 

n. 

295,  385,  478,  489,  519,  979. 
n,  803,  867,  920. 
,  584,  588  f.,  888,  899. 
,  262,  997  An. 

rpunkt  u.  -tangente,  315,  321, 
ner  r,  bez.  A',,  515,  518,  591. 


169,   178,   189,  284,   298,   313, 
16,  390  f.,  407,   411,  432,   497, 
8,  665,  683,  851,  858,  881. 
an  A,,  126. 

mktgruppen,  430;  lineare,  436. 
klige  Coordinaten,  61. 
803. 

nkt  zweier  C,,  24,  30,  70; 
C,,  121,  292;  zweier  Kreise, 
ler  C,  u.  C,.  73,  116;  einer  C, 
507,  651;  einer  C,  u.  Cj,  623; 
'«  u.  C\,  626,  631;  von  Cn  u. 
),  430.  753,  823. 
h,  1036. 
303,  529,  541,  902. 


Schubert.  601,  727. 

Selbstberührungspunkt,  323,  410. 

Selbsthüllcurven,  997  An. 

Simon,  652. 

Simultane  Invarianten  etc.  174. 

Singularitäten    bei    Curven,    347;    bei 

Connexen,  914.  937. 
Singulare  Curve,  391,  409.  420. 

—  Lösung,  Singuläres  Integral,  969, 
1033;  Beispiele,  1035. 

—  Funkte,  319, 354,  491 ;  Tangenten,  341. 
Smith,  295,  519,  979. 
Specialgruppe,  686,  699;  Beispiele  688, 

690,  696,  858. 

Specialschaar,  699,  856,  865;  Bestim- 
mung von  S.  702,  705. 

Spitze  erster  Art  «»  Bückkehrpunkt; 
zweiter  Art,  336,  411. 

V.  Staudt,  46,  145,  173,  225,  500.    • 

Steiner,  46,  52,  151,  303,  360,  475,  615, 
850,  902. 

—  *sche  Curve,  360,  383;  Singularitäteii 
derselben,  .368,  670  An.;  einer  C„  501, 

—-'sehe  Fläche,  979  An. 

—  sehe  Polygone,  589,  615,  627. 
— 'sehe  Punktepaare,  611,  986. 
Stolz,  173. 

Strahlbüschel,  31,  70,  171. 

Substitution,  s.  Transformation. 

Sylvester,  167,  180,  313,  432,  598. 

Symbolische  Darstellung,  binärer  For- 
men, 187;  temärer  Formen,  73,  271. 

Synthetische  Geometrie,  36. 

Systeme  von  Curven,  372,  390,  407 ;  von 
Cj  mit  Spitze,  417;  von  Berührungs- 
curven,  842;  von  Collineationen,  985. 

Syzygetischer  Büschel  von  C„  505,  561. 


Tactinvariante ,  366;  zweier  C,,  298. 

Tangente,  27;  einer  Cn,  307;  im  viel- 
fachen Punkte,  308;  im  Anfangs- 
punkte, 320,  328. 

—  n,  von  einem  Punkte  an  eine  Cf,  76, 
106,  111;  an  eine  C,,  501;  an  eine 
Cn,  279,  308,  579  An.;  gemeinsame 
zweier  A",,  125,  1008. 

Tangentialpunkt,  530,  604,  643. 

Taylor,  536. 

Temäre  Form,  168,  265. 

Theilung  der  eil.  Functionen,  609,  616, 
654,  659;  der  Aberschen  F.  840. 

Thomä,  808. 

Träger,  32. 

Transformation,  der  Coordinaten,  59  ff. 

— ,  lineare,  binärer  Formen,  172,  195; 
temärer  Formen,  250,  925,  937,  988, 
Ausnahmefälle,  998;  identische,  199, 
1001 ;  unendlich  kleine ,  996;  perspecti- 
vische,  s.  Perspectivität. 

— ,   Cremona'sche    od.   rationale,    478, 
Ersetzung  durch   quadratische ,   489 ; 
quadratische,  475,  489,  939. 
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Tranaförmatioii  I    eindeutige,    459 »   475, 

061,039;  Anwendtjogoü.  674 ;  mitteist 

adjun girier   Cn^s^   687,    680;    eine* 

Connexea»    956;    einer    Haupttoinci- 

denz,  974. 
— ,  einer  Cf  in  sich  selbst ,  994;  einer 

Ca  in  sich  selbst,  608  An. 
—  an f  die  kanonische  Form»  zweier  C^, 

124,   13:^;   einer  C^,   513,  &73;  eines 

Conneses  (1,1}  990. 
Translation,  997  An.,  lüOl  An. 
Transsceodente  Curven,  966,  &S7  An,, 

992. 
Typen,  gestaltliche  einer  Cg ,  499,  einer 

a'i,  St 4;  einer  €n  m  der  Nähe  eines 

Punkttis,  ä:i7. 
Typische  Üarstelluiig,  binltrer  Formen, 

249,  987  An.  \  einer  tertiären  cuhischen 

Form,  643, 


Uebemchiebimg,  2X1. 
Uehert.ragimgsprineip  TOn  Clebsch,  '374; 
bei  Conneien,  94ti* 

—  f  HeBsa'sehes,  243  Au.,  SS7  An., 
^0  An. 

UeberKühlige  Gleiehungeu,  280  Ar*,,  3Ö9, 
399,  691,  695  An.,  703,  741,  760. 

irmhüllungegebüde  der  Verhindungi- 
luiea  enfjBprechcnder  Pnnkte  auf 
einer  C,,  62  i  U  996, 

Umkehrproblem  der  AberBcheu  Inte- 
grale, Jacobi'sches,  830,  867;  Itie- 
mann'schee,  S30  An.;  erweitertes, 
867,  882. 

Unendlich  ferne  Gerade,  67. 

—  ferner  Punkt  einer  C, ,  33,  tJ8. 


Vorbindungslinie  zweier  Punkte,  4,  20, 
*JÖ,  30,  70. 


Verschwiüdüngtpnnkte    #i| 

Form.  ID.». 
Yervaudtechftft,  s.  Tmnsfw 
— ,  dualistische  od,  reciprol 
Verzweigünffspunkte ,  494, 
Vielfache    Punkte,    3*29,    44 
aame  zweier  Cnrveti,  338 
bei  eindeutiger  TranaforB 
—  Tangent^^n,  342. 
Viereck  und  Vierseit ,  56. 
VoiB,  683, 

Weber,  459,  816,  8»I,  835, 

WeierstraM,  65'I,  716^  7&5, 

Wendepunkte,  bei  C«,  3H 
344;  hei  Cn  mit  p  =0, 
einer  C^,  498,  508;  Eigen 
C,,  öOa,  606,  rill,  bGt,  61 
Gleichung,  518;  Beßtimu 
504,  51-2,  563,  609,  661. 

Wendepunktiädreiecke,  MM 
567»  657. 

WendepünktaUnien,  503,  & 

Wendetangenten ,  280  Aa. 
Lei  (\.  &64,  578  Ab. 

Werthi^keit  eines  Punkt' 
Correspoodena ,  443. 

Weyer,  581,  889. 

Wiener,  478, 

Winkel  zweier  Cr^md'e»»  f! 


Zeuthen,  360,  :487,  ml, 
413,  416,  424  f ,  458,  50 
G83,  851. 

Zugehörige  Form ,  26G. 

Zusammenhang  einer  Fläcl 

Zweige,  reelle  einer  ^3.  41; 

Zweitheilige  C3,  499,  031; 

Zwischenibrm  ,  26C,  924. 


Zusätze  ond  Yerbessemngen. 


te    13,  Zeile  6  t.  n.  liei  «,'«..' «.."  sUlt  a.    «r    a.  . 

28,     „      6  t.  n.  lies  ^t  für-  ftatt  ,^t**.  ♦ 

39,     ,.      16  T.  o.  lie»  ««  — ff  +  l=M  ßUtt  ««-«  +  1  =  1. 

41,      „      1  n.  2  T.  n.  lies:  Also  wird  u  ^— —  _    •  c,    und    dies    itt 

I»  ±  f  Vz 
immer  und  nur  dann  eine  reelle  Grösse,  wenn  u  reell  ist. 

60,  „      6,  4  o.  3  T.  n-  lies  —  ««'  —  br   «tatt  —  au  —  Ar. 

61,  ,.      H  n.  15  T.  o.  lies  ( «  ein  a  —  6  eo*  er)  p'-|- 1  statt  a  sin  a-|-  ^  '^os  «.'r*. 

68,  „      22  V.  o.  lies  p,|f,  +  r,jf,  +  r,y,  sUtt  p, x,  +  »,a-,  +  p,x,. 

69,  „      8  T.  n.  sind  die  Worte  ^nnkt**  nnd  ,4^nie''  zu  vertauschen. 

1  ** 

79,      „      11  T.  o.  lic»  —  ^  statt  —  —  . 

81,  „  21  T.  o.  lieb  a  statt  h  und  fr  statt  a. 

83,  „  17  T.  u.  ist  -f~  1  zu  streichen. 

88,  „  3  y.  o.  lies  C?  =  0  statt  (10>. 

96,  „  II  n.  12  T.  n.  sind  a  und  ß  zu  vertauschen. 

98.      „      ,v.o.lie,x+g--^sUtt/  +  |-^-^?;,. 

102,  lies  i  +  lx  statt  x  +  1{. 

104,  Zeile  1  —  4  T.  u.  ist  der  Factor  p,  zu  unterdrücken. 

107,      „     8  ff.  lies:  so   müssen   nach   unseren   allgemeinen  Betrachtungen 

zwei  der  vier  Punkte  zusammenfallen;  es  muss  daher  .... 
109,     „      11  V.  u.  lies  z  +  ly  statt  y  +  Iz  und  Zeile  7  v.  u.  lies  —  4  «O« 

statt  =4  «9*. 
111,     „     9  ▼.  u.  lies  f*»,.  +  uj^  statt  p,-|-f*ir,-. 
125,      „     8  u.  10  V.  o.  lies  X'  —  V^  statt  X'"  —  l\ 

136,  In  Fig.  23  ist  der  Punkt  p,  =>  0  mit  P,   der  Punkt  r^  »  0   mit   Q   zu 
bezeichnen. 
Zeile  1  y.  u.  lies  yiy^  statt  yxyt. 
140,      „      3  T.  u.  lies  P—  2  l'Q  +  l*^S  =.       4  l'^B  .  p,«  . 
„     2  y.  u.  lies /*— r«S  «  _  4  X'»^  .  i.,p,. 

„     1  V.  u.  lies  P+V^S  =       2  l**If .  (p,«  +  p,«  +  2  p,  p,). 

143,      „      6  y.  u.  lies  X'Ä„  statt  X"fr„  und  X'  —  X-"  statt  X"  —  X'. 
„     4  u.  2  y.  u.  lies  +(<7||  —  X'fr,,)  statt  —  (i?»  —  X"fr„). 

146,  „      10  u.  11  y.  o.  lies  2  bBC  statt  2  hAC, 

147,  „     20  y.  u.  lies  «*  —  t  statt  »- 1  und  Zeile  13  v.  n.  «r  statt  x. 

148,  „      6  u.  7  v.  u.  lies  u  +  Xm',  v  +  Xp'  statt  u  +  Xp,  m'  +  Xp\ 
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Seite  J62,  Zeile  B  v.  o.  lies  «*tt*  +  b^tt^  —  1  statt  d*u^  +  h^vK  ^H 

„      13  tu  14  V.  o.  Uei  (3)  und  (4)  statt  (2)  mid  (ä).  ^B 

^,      165,      ,t      tO  V.  u.  lies  ,,die  Gleicliung  (5)  von  der  ang  ihr  ditreh  Viiiflüil 

schliß j^  ?on  it  und  fi  eDtstaDdeuett*'  statt  ,j diese Ibea  voll  eLli«iid#f^  J 
„      17-2,      »»      -20  V.  ii>  lies  Äf'xt  atatt  Ac^i,  ' 

,f      175,  Auf  der  linken  8eite  der  latzteu  Gleichung  l&i  y  statt  «r  au  set&^ii. 
,,      179,  Zeile  4  v,  o.  lies  y  »  ^a-,"  "  (;?tPi^  ■*  •  ■  ^  Pt^^  "  **J^  ^  ^ 

j»     191.     H     19  V.  11.  Hei  —  ii*(ji --  I)«  statt  ™M«  —  1)'.  ^fl 

„     200,  In  (läj  lies  bez.  —k  +  Vl  nod  —  ft  -  ^/  statt  k-i-Vl,  ^H 

Zeile  12  u,  13  v.  n,  lies  2  (ab)  atatt  (a//).  ^Q 

„      201 ,     „      3  V.  0.  lies  —  p  statt  +  P*  ^  E*  ®üi^  inmier  r  und  f'  sii  if«p- 

tatiBchea. 
1^     tll^Ein  vereinfacbter  Beweis  fQt  die  Endlichkeit  des  Fontiens^fitemt^  bi* 

närer  Formen  istneuerdinp  von  Gordun  ^j^egeben  in  der  Schrifl: 

Ueber  das  Formeaajstem  binärer  Formen,  Leip7>ig  187&. 

„     213,  Zeile  4  v.  o,  lies  „zweite-^  statt  ,,erBte^'.  J 

„      Ül5,      ,,      16  V.  o.  lies  B'  statt  D'\  J 

„      20  V.  o.  lies  j^Subtraetion**  statt  „SubatitutioQ^.  ^H 

,1      219,      „      18  V.  n,  lies  (7)  atatt  (9).  ^1 

Auf  die  Invariftiiienetgenächaft  der  Bildungen   /f,  A,  Q  bei  einer  bi- 

nüren  cublBcheu  Form  machte  zuerst   Ki»eii stein   Hufin^rkiiiuiit 

Crelle'a  Journal,  Bd.  27;  vgL  auch  Cayley,  ib,  Bd.  2H, 
„     ^34,  In  (19)  lies  —  ij^  statt  +  17*. 
„      L'27,  In  (U)  lies  (it'  +  {  /?i*J*  aUtt  (x*  +  i  /21«). 
„     ^28,  Zeile  6  u.  7  v.  o.  Die  Factoreu  |,,  Ji  auf  den  linken  Bditeti  der  Cil«« 

cbuageu  sind  ^u  streich  an. 
„  230,  In  (6)  und  (12)  lies  —  P  statt  P. 
,,      232»  Zeile  7  v.  o.  lie«  —  i\  ^  ^^  ^tatt  iff. 

2  V.  u.  lies  }  i^  +  >,  ß  statt  ^  1'  +  iß. 


237, 

240, 
241, 
243, 


„  11  V.  o.  lies  i  /)2,  i  D\  }  Df  bez.  statt  /)«,  />\  D f. 
Aumk.  Für  die  vollständigere  geometrische  Darstellung  der  Theorie 
der  binären  biquadratischen  Form  auf  einer  Kugelfläche,  insbe- 
sondere für  die  Construction  der  Grundpunkte  der  Hesse  "schon 
Form  aus  denen  der  Grundform  vgl.  eine  Note  von  Wedekind; 
Math.  Annalen,  Bd.  0. 

244,  Zeile  1  v.  u.  und  Seite  245,  Zeile  3,  4,  9  u.  12  v.  0.    Das  Vorzeichen  vol 
/,•  und  /  ist  zu  ändern. 

251  ff'.     T.M\s  immer  Af^^  statt  A-f^. 

2b7 ,  Zeile  13  v.  0.     Im  Zähler  ist  m  statt  n  zu  setzen. 

259,  „      2  V.  0.  lies  k^{ix'  —  xf  +  (y'  —  //)« }  statt  k  (x'  —  x)«  -f  [.,  ^  y]  . 

260,  „       10  V.  0.  lies  p  =  —  m  atatt  q  =  m  (;/i  +  "). 
201,      „      11  V.  o.  lies  —  ^13  cos  <p  statt  Ai^  cos  tp. 

272.  „      IG  u.  17  V.  0.     Die  Klammern  und  da^   Wort  „Invariante''  sind 

zu  streichen. 

273,  „      1  —  4  V.  u.  lies:    also   eine    Zwischen  form.     Denkt    man    sich    nun 

die  Form  TT  in  eine  Reihe  entwickelt,  deren  einzelne  Glieder 
vollständige  Polarenbildungen  der  Formen  des  zu  TT  äquivalenten 
Systems  sind  (vgl.  p.  269  u.  927),  so  findet  man  in  der  That,  da^i 
die  Bedingung  des  identischen  Verechwindens  von  TT  voIlsUndii: 


durch  die  Fordemag  ciwtti  verde»  kmaa,   da»  eme   geviaee 
Zahl  von  ZviadbenfonBeB    eben  dtm  FonBea  jenes  iquiTmlkat«« 
STitemt    idcatixli  gieicli  X12II  «ä.    Dana  folgt  aber  . . . 
S«it«  285,  la  GleidniDg  «2)  Hcs  2  statl  4. 

„      3d6,  Zeäe  «  t.  a  bes  2  «ir  Hatt  C«^«*)  ud  Zeile  10  lies  («ir  •,  statt  u»r  . 

^      295,      „      1«  T.  a.  lies  /^  itttt  /: 

„      300.     ,     3  T.  a.  and  Seite  301,  Zefle  1  t.  o.  lies  3  ^0,*  statt  ^,«*. 

„  301,  In  GL  ;25  a.  ^26|  lies  A«  —  l  und  A,  —  l  statt  Ai^3  and  A,— 3: 
nad  1  statt  27;  rgL  aach  p.  9^. 

„  304,  Der  bier  gegebene  Beweis  des  Salaes  aber  das  identische  Tencbwia- 
den  der  Jacobi'acfaen  D^enainante,  weldier  daraaf  berobt 
dass  die 'Gleicbang  in  Zede  17  t.  a.  «n^KKsnyg  xoa  den  m  be- 
sieht, wird  illnsorisdi  für  den  Fall,  daas  sich  Ton  den  drei 
Formen  y  ^^  ^m^*  ^^f  ^™  gemeinsainer,  die  m  enthaltender 
Factor  abaondert,  wie  es  a.  B.  eintritt  wenn  /*—  x,',  ^sb2x|X^ 
#ss2^>.  In  diesem  Beiqüele  Terschwindet  die  Jacobi'scbe 
Detqrrrinante  identisch,  ohne  daas  man  f^^  ^  -|-  It^  aetsen  kannte. 

„       315,  Zeile  13—15  t.  o.  lies  14,  ■,,  bj  statt  *,,  r,,  »1. 

„       318,      „      1«  T.  o.   lies  «/-**/ -*c/-*  statt  «,*,f^. 

„      325,      „      11  der  Anmk.  lies  ^fj^  statt  f^^. 

„      328,     „      13  n.  10  t.  o.  lies  26  statt  i. 

„  3^,  In  Betreff  der  Untersochong  singnlärer  Punkte  sei  noch  auf  einen  Auf- 
satx  Ton  Stolz  Terwiesen:  Math.  Annaloi,  Bd.  8. 

„       337,  In  Gl.  (21)  ist  TOr  das  Wonelzeichen  der  Fkctor  y  in  setxen. 

„       340,  Zeile  4  t.  ii.Uesir»f  +  r— 2  stat(  ir'«A+l  =  f  +  r  —  1. 
„      1  T.  u.  Ues  />  =  i(f.  +  2f)(r  — 1).    . 

„        341,      „      2  T.  O.  lies  0  =  i{r(r— l)  +  ^(f-l)}. 

„  341,  In  Betreffeines  exacten  Beweises  der  in  Zeile  12—6  t.  u.  angegebenen 
Umkehr  des  Torfaeigehenden  Satxes  sei  aof  den  angeführten  Auf- 
satz T<m  Nöther  Terwiesen. 

„       347,  Zeüe  17  t.  a.  lies  (2)  statt  (3)  and  (3)  statt  (2). 

„       356,      „     2  B.  4  T.  o.  lies  +  statt  — . 

„       357,      „      10  T.  o.  lies  *,«  statt  «,». 

„       360,      „      12  T.  u.  lies  3  («  —  2)  (mbey  statt  3  («5c)«.    . 

„  1  T.  a.  and  Seite  361,  Zeile  1—4.  Ein  Beweis  dafür,  dass  die 
Hesse 'sehe  CorTe  im  Allgemeinen  keine  Singularitäten  hat,  liegt 
jedoch  darin,  daas  im  Folgenden  die  Singularitäten  der  Steine  ra- 
schen Ounre  unabhängig  Ton  denen  der  Hesse  ^schen  Cutto  be- 
stimmt werden,  und  daas  beide  Gurren  eindeutig  auf  einander 
bezogen,  also  Ton  gleichem  Geschlechte  sind. 
„     3  der  zweiten  Anmerkung  lies  „KUsse*'  statt  „Ordnung**. 

„  363,  „  8  V.  u.  lies  »,rff*  statt  dit,  und  Zeile  2  t.  u.  lies  9'^djc^ 
statt  (fdx/g. 

„      371,     „     18  T.  u.  lies  ,,also**  statt  „aber**. 

„       373,      „      10  T.  o.  lies  „umsckrieben''  statt  „eimgetekrieben''. 

„  376,  Zu  der  in  Zeile  19—23  t.  o.  ausgesprochenen  Behauptung  TgL  die 
Entwicklungen  auf  p.  760  ff. 

„  377,  Der  in  der  ersten  Anmerkung  ausgesprochene  Satz  erleidet  Aus- 
nahmen, wenn  die  drei  Grundcurren  theilweise  aus  mehrfach 
zählenden  Zweigen  bestehen;  TgL  den  Zusatz  zu  p.  304  und 
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Kwai  Noten  ym  GordaD  und  Ndthcr  !&  den  Sitxtmg»b 

der  phyflikaliöch  med icJn Sechen   Geaelkchalt   211    Erlange 

sowie  einen  Aufsatz  derselben  in  Bd,  10  der  Math.  Äniu 

Soitt?  3SS ,  Zeile  S  y.  o.  lieft  {tt  +  ß)  atatt  (a  +  ß), 
„      H!I7,  In  Fig.  55^  h  sind  in  dem  imtem  Winkel  zwischen  u  und  tp  di 

fttahen  g?  luid  ^  äu  vertauschen. 
„      4<>5,  Steile  18  ?.  u,  lies  ..endliohe'*  statt  .»unendliche", 

„  la  y.  u»  Die  Zahlen  y^  J  aind  nicht  nur  Ton  der  Eeihe  /!,, 
auch  von  der  Reihe  /f,  nnabhängig.  Nach  dem  Sai^e  au 
nß.nilich  hängen  die^e  Zahlen  von  dam  Grade  deigenigeu 
gnng  in  den  CoefTBcienten  der  Reihe  /?|  ab,  welche  atu» 
ein  Schnittpunkt  zweier  zusammengehdrigen  C^  der  beid 
ben  auf  einer  beliebig  gewählten  Geraden  w  liegt  Di 
diDguDg  ist  eben  die  Resultante  der  Gleichnng  «^  ^a»  0  1 
Gleiehixngen  der  beiden  Eeihen  und  also  vom  zweiten  G 
den  Cot^fficlenten  jeder  der  beiden  letzteren.  Die  Co^lBi 
a^f,  von  /f,  aber  lassen  aicb  in  Felge  unaerer  Construot 
deutig  durch  die  Co^fBcienten  ü-^^  von  //,  ansdrüeken.  D 
der  Kesuitante  in  diesen  wird  also  abhänge d  von  dem 
der  cr-^  in  den  a^f.;  und  dieser  Grad  wiederum  hängt  all 
der  Art  ab,  wie  die  eindeutige  Begehung  von  /?,  auf 
mittel t  wird^  nicht  von  diesen  Eeihen  seihet,  dersetbe  a) 
durch  bestimmte  Zahlen  gegeben,  und  also  eind  ajtich  y\ 
Zahle nfactoreti.  Die  Zahlen  a^  6,  c  in  fß^äv  hMg&a 
nur  noch  von  den  Zahlen  m,  ß  und  aomit  nur  nocli  ven  < 
geben en  00' -Reibe  ab. 

417,  Zeile  2  v.  0.  lies  199  ri  statt  196  ;i,  und  Zeile  19  v    o.  lies  5,  5. 
5,  4,  4. 

428,       „       14  V.  o.  lies  |  m  (m  +  3)  —  1  statt  J  m  (m  +  A).. 

434,       „      21  V.  u.  lies  residual  statt  äquivalent. 

43G ,       „       11   V.  u.  lies  n  —  2  —  r  statt  n  —  3  —  r. 

451  ,       „      12  V.  u.  lies  J  k/  statt  k^^. 

In  Zeile  6  u.  5  v.  u.  lies  (n  —  1)(7',  —  T,)  statt   7^  --  Ty 

453,  Zeile  9  v.  0.  Der  Factor  y  ist  vor  die  eckige  Klammer  zu  set/'Mi 

457,       „      8  V.  0.  lies:  (y  [n  —  1),  y  (n  —  l))   ,    welche  einem  Punkte 
die  y  (n  —  1)  Schnittpunkte  der  von  ihm  .... 

459,  Zu  dem  Zeuthcn'schen  Satze  vgl.  die  zweite  Anmerkuut^  iinf  p 

469,  Zeile  15  v.  u.  lies  (7  +  1)  statt  (7  —  1). 

474,  ,,  7  V.  0.  Dass  als  Zahlenfactor  bei  (7  —  1)  kein  anderer  al^ 
oder  —  1  auftreten  kann,  übersieht  man  leicht. 

478,       „      10  V.  0.  lies  i  n  (n  +  3)  —  1  statt  \n{n-\-  3). 

484  ff.  Der  hier  bewiesene  Satz  ist  (nach  einer  Mittheilunj^  von  Fi 
an  den  Herausgeber)  auch  eine  unmittelbare  Folge  <le"  - 
gegebenen  Satzes  über  die  Ersetzbarkeit  der  Cromo  na 
Transformationen  durch  quadratische. 

489,  Zeile  3  der  Anmk.    Das  Wort  , »somit"  ist  zu  streichen. 

493,  „  Hj  v.  0.  lies:  in  jedem  Factor  /', _|_ ,.  (.r, ,  .r,)  von  r -^ 
r  =  /,  mindestens  .  .  . 

„      19  v.  0.  und  Zeile  16  v.  u.  lies  immer  /  statt  1. 

494,  „       18  V.  0.  lies  2  (i\  —  1)*  statt  \  (n  —  l)  (2  n  —  1). 
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498,  Zeile  6  t.  o.  lies  „CoUineation*'  statt  ^Combiuation*'. 
617,      „     8  V.  «.  lies  —  4  ft»  statt  —  4  ft«. 
522,  In  Ol.  (11)  lies  v^  statt  »^*;  vgl  hierzu  p.  650. 
Zeile  15  v.  u.  lies  „u  und  9*'  statt  ,,o  und  w". 
525,  In  Gl.  (19)  lies  8  statt  |. 
540,  Zeile  8.  y.  n.  lies  a  statt  y. 

557,      „      1.  T.  o.  lies  tfy  statt  d^  und  Zeile  7  lies  (14)  statt  (20). 
560,      „      16  Y.  0.  Ues  (?ja,.^^  -  G^  a.^^  statt  0^0^^^  -  O^^a^^,^, 
573,  In  Gl.  (33)  sind  s  und  e*  zu  vertauschen. 
578,  Zeile  10  y.  o.  lies  v^  —  c*vt  statt  0|  -  s'vf, 
,587,      „      1  y.  u.  lies  6  Xfi*  u.  6  X*ii  bez.  statt  Ifi*  u.  X'fi. 
,588,      „     2   Q.   5  y.  0.  lies    6X*fi*    statt    X*fi*    und    Zeile    7    lies    :^Gf/ir/2 

statt  ttiV|. 
,    593,      „      1  y.  o.  lies  ni  statt  2ni, 

I    598,  Der  in  der  Anmerkung  gegebene  Beweis  bedarf  noch  einer  Ergänzung 
fSr  den  Fall,  dass  die  Polaren  vielfache  Zweige  besitzen;   docli 
gilt  "auch  dann  immer  noch  der  Hesse 'sehe  Satz;  vgl.  den  Zu- 
satz zu  p.  377  und  die  dort  genannten  Arbeiten  von  Gor  dun  und 
Nöther. 
)    60S,  In  Gl.  (1)  und  (2)  ist  in  den  Klammem  xi  und  x^  zu  vertauschen. 
I    624,  Zeile  12  v.  u.  lies  b^^_  ^scA  statt  63m  — i^^*   ^"^   ^^  ^^^  letzten 
Verticalreihe   der  Determinante   H  ist  immer  scA  statt  cA  zu 
setzen. 
627,  Zeile  16  u:  15  v.  u.  sind  xi  und  Xf  zu  vertauschen. 
629,      „      14  V.  o.  lies  scAfis^)  statt  cAf(H*). 
634,      „     2  V.  0.  lies    A,    statt    A3    und   Zeile   3   lieu   yj'f      ^SA   statt 

^s^r-iTA. 

636,  „     6  y.  u.  lies  dS=^4:T  statt  dS  =  T, 

637,  „      8  y.  u.  lies  u^  statt  u^, 

642,  In  den  letzten  beiden  Gl.  (49)  lies  P  »tatt  f. 

644,  Zeile  9  v.  u.  lies  i'^^  statt  H- 

649—654,  Idee  immer  %  —  %"  statt  x"'  —  x'. 

650  f.  Lies  —(rap)  statt  (rap), 

663,  Zeile  7  v.  0.  lies  p^*^  —  120p»  —  36  Äp  +  16  T,     • 

654,  „      lv.u.lies:p(3.)=-p-4p-l^^^;f.^^^ 

655,  „      2v.  0.  lies:    j(^,  -  p)  (l2pp'«  -  p"*)  +  .lp'«p"|  (l2pp'«       p"*) 

--16p'«=.0. 
659,      „     2  und  10  v.  u.  lies  1536  statt  384. 
667,       „     8  v.  o.  lies  «  statt  p  und  in  der  ersten  Anmk.  *»  +  p  —  1  statt 

v  +  p-2, 
676,  In  (22)  lies  >  statt  <  und  Zeile  17  u.  19  v.  o.  lies  v  statt  n. 
680,  Zeile  11  u.   10  v.  u.  sind  die  Buchstaben  C  und  i/  zu  vertauschen; 

und  Zeile  6  v.  u.  lies  n  statt  v. 
711,      „      6  u.  7  V.  u.  lies  p  —  2  statt  p  —  3. 
719,      „      11  V.  0.  lies  yg  =*  0  statt  1/2  =—  0. 
723,      „      17  y.  0.  lies  ns  —  2^«,. /, statt « (n* —- 2^/1,/,). 
729,       „      15  V.  u.  lies  —rZ«///  —  fn  statt  —  rSa-tl' 
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Seite  738 ,  Zeile  4  v,  u.  Dm  Glied  —  2  y  /  auf  der  rechten  Seite  der  GletehuD^ 

ii^t  7.U  BtreJchen, 
„     l    u.  2   V,   u.    lies?    =?i4-^  "  2i£  =- ff|S*+ a'P  —  ty/pi    weim 

p^^(ft  —  \)  (n  —  2J  -  I.    Es  bleiben  aUo  die  auf  p.  73S  uod 

736  gefundenen  Heeultate  auch  hier  richtig. 
o      T39,      „      3  V.  u.  lies  (32)  statt  (25). 
„     T43,      „      12  V-  u.  lies  z  etatt  ü. 
„      T4I»      „      B  V-  u.  lies  ^.QuB^rtipel"  statt  ,,Tripei**. 
„      7&3,  Die  Zahlen  iu  Zeile  IB  und  19  v.  o.  Bind  zu  vertanaehen. 
,,     769f  Zeile  IC  u.  5  t.  u.  aiod   die  Zahlen  m  und  p^   bes.  n  und  q  in   dea 

Klammem  zu  vertanBchen. 
„      7*1 1  f.  Der  hier  gegebene  Beweis  bezieht  sich  unr  anf  den   Fall  f»>'S« 

ein  analoger  für  n  <  gyn  ist  leicht  d«rehÄU führen. 
,,      7G3,  In  den  GL  (12}  lieei  i  =  |  n  fn  --  3)  -^  4  r  (r  —  3)  und  ;  |i  =  }  («  ^  r} 

{«  — 3r  +  3), 
„     81)5,  Zelle  l  V.  u.  lies  qf^  ({)  statt  ^^  iS)- 
I,     Bi^^  FiIt   die    Behandhmg   homogener  Ditferentlalausdnleke,   insbesondere 

bei  Ableitung  des  AberHchen  Theorems  vgU  auehi  Cremona^ 

Bugli  integrali  a  ditlereuKiale  algebraico,  Memorie  deir  iicademi:! 

deute  Bcienze  deO*  Intitüto  di  öölogaa,  Serie  3,  fc.  lu,  ISTi) 
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